UNIVERSIDAD DE LOS ANDES
Ecuaciones Diferenciales (201919)
Parcial 3 (Solucién) - Martes 2 de Julio de 2019

Prof.: Otaivin Martinez Marmol. https://math.uniandes.edu.co/~o.martinez25

= No se permite el uso de apuntes de clase o libros durante el parcial. Solamente se permite el uso de lapiz,
lapicero, borrador, sacapuntas y la hoja de férmulas en su tnica versién indicada previamente por el profesor.

= No se permite el uso de aparatos electrénicos. Estos deben permanecer apagados y guardados.
= La duracién del parcial es de 110 minutos.

» Respuesta sin justificacién sera calificada con cero (0.0).

= No se admiten hojas extras. Cualquier hoja extra serd considerada fraude. En este examen encontrara espacio
suficiente para desarrollar los ejercicios.

Nombre: Cédigo:

’ Problema H P. 1 \ P.2 \ P. 3 H Total sobre 50 ‘
’ Nota obtenida H \ \ H ‘

[Prob. 1] (15 pts) Considere el problema

donde

donde i es tal que iZ = —1.

(a) Muestre que los valores propios asociados al problema homogéneo son \y =1 —iy Ap =1+1.

(b) Muestre que los vectores propios son de la forma

5] of

donde a y b son escalares distintos a cero.

Encuentre una matriz fundamental ¥(t).

)
(d) Muestre que las columnas de la matriz W(t) son linealmente independientes.
) Encuentre la solucién al problema no homogéneo.

)

Los valores propios estan dados por:

‘1_T Lloa-m2+1=0

-1 1-r

Entonces (1 —7)? = —1, por lo cual » = 1 £1.

(b) Reemplazando cada valor de r en la matriz obtenemos

R ]

En este caso tenemos que i1 + &2 = 0, por lo cual & = —i&;. Luego

HEE

Para ry =1 —1,

Pégina 1 de 6


https://math.uniandes.edu.co/~o.martinez25

Parar; =141,

B

En este caso tenemos que —i&; + & = 0, por lo cual & = i&;. Luego

)=l

Note que estos vectores son un multiplo escalar de los aqui dados (multiplique por 1i).

(¢) Una matriz fundamental serfa colocar las soluciones fundamentales como matriz, esto es:

Q1D G4
Y(t) = (1=t (i

(d) El determinante de la matriz W(t) es |®(t)| = ie? + ie?* = 2ie?!, el cual nunca es cero.

—~
@

) Se puede desarrollar por cualquier método.

1) Diagonalizacién. La matrix Ty D en este caso son

SR e A SR A A

El sistema correspondiente, después de diagonalizar, seria

y' = Dy + T 'G(t)

y'= {181 111] v+ E?g —1{/22} {ee_tt}
{yi] _ {(1 — iy +e/2+ ie”/Q}

Reemplazando

vh (1+1)ys + e /2 —ie't/2
Resolvemos cada ecuacién. La primera es v} — (1 —i)y; = e~1//2 + iel’ /2, el factor integrante es

p(t) = e~-Dt La segunda ecuacién serfa yh — (1 +1i)ys = e /2 — iel! /2, con factor integrante
u(t) = e~ (D! Las soluciones serfan

_ i [ (i e _ i [ e (€ et
yi(t)=e 2 —|—12 dt y(t) =e e 5 15 dt
—t (—142i)t —(1+2i)¢ —t
— -t € e — (1)t c it
e /( 3 +1i 5 )dt e /( 5 i 5 dt

—t (—1+2i)t —(1+2i)t —t
_ - € e _ (it (€ €
¢ ( 2 +12(—1+2i)+cl) ¢ ( di+a) a T
it ot . it ot .
S S (1-i)t - = & (14i)¢
> T la—a) A d(i+an o T

Finalmente

—55 - ) /2) +epel =t
+ 626(1+1)t

=l =]
T Yo —i i 2(1+21)+1

— - .2(1 i + etV 2(1+21) +1 L e e(”‘)t]

. 71t
— ¢pie(t=Dt —igty — 5 +021e(1+‘)t

2 (1 2i) (1+21)

En conclusion, la solucion es
it

o . it o it it
—3 Tl t i Tz

—it it 67” e]t

x(t) = e1 {_11] =0t 4 o, H QI+t

15—+ 2(2ei—1) Jri2(—1—21) 2

Homogénea
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2) Variacién de parametros. Debemos calcular la matriz inversa de ¥(t). Esta matriz es

Wl — 1 je(1H)t (140t B e(;im 7@0;11”
(t) T 9162t |ie(-Dt -it | T e ithe
2 2i

2 2.
e(—im1)t e(CimDt
2 2

Entonces
eli—Dt jeli—1t it ot je(2im1t
—1 e e e 4
()Gt = le<?1>t _ie(%m} [eit] = [(2) _Qiet]
2 2 p) 2
Integramos
Q ie(m,l)t t +1 (21 1)t +C
/\Ilfl(t)G(t) dt:/ e(glfg)t 2 - ] dt = [6<121>t 2(21 DI
T3 T 2 i Tt
Finalmente

. . (2i—1)t
(=it (1+i)t et .
— e e ] 1
t)/‘y e dt = [—ieﬂ—i)t je(1+i)t} l G 2N
2(—1-20) T +c2

71t

;€

+12(21 1 + e e )—|—1 +62€(1+i)t‘|
15+ 50

— el 4 lm — G+ eafel !

En conclusion, la solucién es

- 7it

- 2 +12(21 e 1= 21)"’ i?

1 i 1 .
x(t) =1 [1] =0t 4 ¢, [J eIt

ieT+2(21 i) "’12( 1—21) -5

Homogénea
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[Prob. 2] (20 pts) Considere un problema de dos por dos de esta forma

(H) 1]’ _ A A o .
T2 A1 Az |T2
Suponga que xV y x(?) son soluciones a esta problema para o < t < 8y que W es el Wronskiano de x(1) y
(2)
x4,

(a) Muestre que si x() = (xgl),xgl)> y x) = <x§2),x§2)>

dy)  day” @ P o (2) (2) (W
AW Ta Tar || T o (pednt  wde )y day” o) da
dt O @ dey)  da$? 2 At Pt Loae T

) ) T

dt dt

(b) Dado que x(M y x@ cumplen la ecuacién (H), reemplace los vectores en esta ecuacién para encontrar
de®  de®  qe®  4e®
1 1 2

I —ar > —a— Y —a— Reemplace en lo obtenido en el literal anterior para mostrar que
dWw
5 = A+ Aw)(@Val? —afPal)) = (An + Am) W,

(c) Resuelva la ecuacién diferencial obtenida en el literal (2b). Concluya el siguiente teorema:

Teorema. Si x(") y x(2) son soluciones del problema homogeneo (H) en el intervalo a < t <
entonces en este intervalo W[x(1), x(?)] es siempre cero o nunca es cero.

Sol.: Seguimos los pasos acd indicados

(a) Por definicién

) O e B )
(2) = Lo W — Xy Ty -
Ty

W = i

o)
Entonces la derivada es:

dw —d ) @, 4, 0 @
dt - dt(Il ‘rQ ) dt(xZ xl )

(@ dat? ) de? I e de? (o) day”
ot o dt boode boodt

(b) Como x™) es solucién a la ecuacién, entonces

ey

dz} _ A A xﬁl)

day! Agy Agg xgl) '
at

Entonces W

dl‘ 1 1
dif = Azt + Agpal)

dl‘(l)
d?f = A219€§1) + A2236él)

De igual forma, para el vector x(?) tememos

dz?

d; = Alll’gQ) + Algxém
dz?

d?f = Agl.’EgQ) + A22$g2)
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Reemplazando esto obtenemos

dw
7dt = (xéz) (Allxgl) + Algl‘gl)) — mél)(Alll‘gQ) + Alzl‘g)))
+ (1‘5”(14213352) + A221‘§2)) — $§2) (Agll‘gl) + Aggxél)))
= Au(xgl)mgz) - m§2)xgl)) + Agg(xgl)a:g) — :1:52)3:&1)) = (Ay1 + Ag)W.

(¢) Resolviendo la ecuacion diferencial obtenemos

—=A A
W 11 + A22

IH(W) == (A11 + Agg)t +c
W = Ke(A11+A22)t

Como el Wronskiano es una funcién exponencial del tipo ce®, esta solo puede tomar el valor cero si ¢ =0
lo cual indica que la funcién es siempre cero, de lo contrario, la funcién nunca toma el valor de cero.
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[Prob. 3] (15 pts) Considere el siguiente problema: Para una matrix cuadrada A se desea resolver la ecuacién diferencial
(Eul) 2x" 4+ tx' = Ax.

Esta ecuacién se asemeja a la ecuacién de Euler ¢"y(™ 47— 1y(n=1 ... 4t/ +p(t)y = 0. El objetivo de este
ejercicio es resolver la ecuacién (Eul)

(a) Suponga que la solucién es de la forma x = ¢t” donde ¢ es un vector distinto a cero y r € C. Reescriba
el problema usando esta sustitucién.

2

(b) Muestre que c es vector propio de la matriz A y que r* corresponde a los valores propios de la matriz A.

(¢) Use lo desarrollado en los puntos (3a) y (3b) para resolver el problema (Eul) con la matrix A igual a
9 1
.
Sol.: (a) Six = ct” entonces x' = crt" ! y x” = cr(r — 1)t"~2. Reemplazando obtenemos

2x" +tx' = Ax

cr(r—1)t" + crt” = Act”
cr(r—1)+cr = Ac
c[r(r—1)+r] = Ac
c[r? —r+7] = Ac

cr? = Ac.

Si reescribimos 72 = \ entonces

Ac = Ac.

(b) De la tltima ecuacién que obtuvimos en el item anterior vemos que A = r2 son los valores propios de A
y que sus correspondientes vectores propios son c.

(c) Segin lo que vimos en los items anteriores, debemos calcular valores y vectores propios. En nuestro caso
los valores propios son A\; =9y Ay = 9, con vectores propios (1,0) y (1,5) respectivamente. Dado que
r2 = )\, tenemos cuatro soluciones: r| = —3, ro = 3, r3 = —2, 4 = 2, las dos primeras comparten el
mismo vector ¢, asi como las dos ultimas.

 _ |1 ,=3 @ _ [1] 3 @) _ |1 ,—2 @ _ 1,2
X {O]t , X {Ot’ X [51‘ , X f5t.

Entonces la solucién general a la ecuacion es

1 1 1 1
X=c [0] 73 4+ ¢ 0] 2+ c3 M ™2+ ¢y M 2.
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