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Célculo Diferencial (202310)

1. Asintotas oblicuas

Dada una funcién f decimos que la recta mz + b es una asintota oblicua de la funcién si

lim [f(z) — (mz+b)]=0 6 lim [f(z)— (mx+0b)]=0

TrT—0o0 rT——00

En palabras, tenemos una asintota oblicua si el comportamiento al cual se asemeja la funcién f(x) es
similar a una recta cuando = es muy grande en magnitud.

1.1. Funciones racionales

Como primer caso estudiamos las asintotas oblicuas de las funciones del tipo

P(x)

f(z) = M7

donde P(z) y D(z) son polinomios no constantes tales que el grado de P(z) es uno mas que el grado
del polinomio D(z). En este caso, para encontrar la asintota oblicua efectuamos la divisién P(x)/D(x).
El cociente es un polinomio de grado uno con residuo R(x) de grado menor a D(x). Es decir, si

P(z) R(x)
Da) (ax +b) + D)
Entonces
. P(z) _ oy Bl2)
0 By Tl =l 5oy =0
En este caso tenemos una asintota oblicua: y = ax + b.
2
Ejemplo 1.2. Encontrar la asintota oblicua de la funcién f(z) = x T
T —

Solucién. Efectuamos la divisién de polinomios

22 1
= 1 —_
(@+1)+—

rz—1

El primer término (el que estd en azul) corresponde al cociente de la divisién, mientras que el numerador
del segundo (el que estd en rojo) corresponde al residuo. Este cociente, corresponde a la asintota oblicua.
Es decir, la asintota oblicua para la funcién f(z) es y =z + 1.
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Ejemplo 1.3. Encontrar la asintota oblicua de la funcién f(z) = 1
x

Solucién. Efectuamos la divisién de polinomios

3zt + 223 —3xr —2
> TE (3 9 o2
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El primer término corresponde a la asintota oblicua. Es decir, la asintota oblicua para la funcién f(x)
esy =3z + 2.
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Una funcién puede tener dos asintotas oblicuas, una en cada direccién: a la derecha (es decir a
+00) y a la izquierda (es decir a —o0).



Ejemplo 1.4. Encontrar las asintotas oblicuas de la funcién

drt+ 23+ 22+ 1

R , siz>-—1
f(z) = 2

2

2z +8x+9’ siz<—1
r+1

Solucién. A pesar que la funcién es a trozos, todas sus partes son polinomios. Entonces efectuamos
la divisién en cada parte de la funcién.

ot + a3+ 22+ 1 (4 +1)+x2—4x -1
= (4 —, x> -1
x84+ 1 3 +17
222 + 8z + 9
_w:(_zx_ﬁ)_k R
rz+1 rz+1

Entonces esta tiene dos asintotas oblicuas, una para cuando x — oo la cual es y = 4x + 1 y otra para
xr — —oo la cual es y = —2x — 6.
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Note que la asintota puede cortar o tocar la gréafica de la funcién. Las unicas funciones que llegan a
coincidir con su asintota son las funciones que eventualmente toman la forma de una funcién lineal
y = mz + b. Por ejemplo, una funcién lineal f(x) = 3z — 4 coincide con su asintota oblicua porque es
una funcion lineal.

1.5. Funciones en general

Cuando tenemos funciones no necesariamente racionales existe un proceso para encontrar las asinto-
tas oblicuas, si es que las tiene.

Dada una funcién f(x):

(1) Encuentre el limite
x
m = lim —f( )
T—o00 I
si este limite existe y da como resultado un ntimero distinto a cero, entonces tiene una
asintota oblicua
(2) Calcule

b= lim f(z)—mx.
T—r00

Este nimero si puede ser cero.



(3) La asintota oblicua es y = ma + b donde m es el valor encontrado en (1) y b es el valor
encontrado en (2).

Para encontrar su asintota en la direccion —oo, basta con cambiar todos los limites a lim .

T—>"00
Sien (1) el limite dio como resultado cero, entonces no tiene asintota oblicua.

Ejemplo 1.6. Encontrar la asintota oblicua de la funcién f(z) = VaZ+ 141

Solucién. Seguimos los pasos indicados. Primero busquemos asintotas a +oo.

(1) Encontremos la pendiente:

241 1 1+ L 4+ 1
h’mM:h’m o Jr;:h'mizl

Como dio distinto a cero tiene una asintota oblicua a +oco. Ademds tenemos que m = 1.

(2) Ahora el corte:

Va2 +1
lim Va2 +141— 2z = lim (V2?2+1—2)+ lim 1 =1+ lim (V22 +1—1x) vt
r—r00

T30 e — N~ 00 T—00 . Vrt+14z

f(=) me
22 +1— 22
=1+ lim =1+ lim
$*>OO\/1'2+1+1: T—r0o0 z2+1+x

Entonces b =1
(3) Tiene asintota oblicua y es y = x + 1.

Para el caso —oo el célculo es similar

(1)

—/1+&5+1
Y ¥ 1

Vrzz+14+1 z;“-i—%

Im —— = lim ——% = lim
T——00 T T——00 % T——00 1
Como dio distinto a cero tiene una asintota oblicua a —oo. Ademads tenemos que m = —1 en esta

asintota.

(2)
Va2 +1
lim V224141— 2z = lim (Va?2+1—-2z)4+ lim 1=1+ lim (vV2z2+1—2x) vt

T3 =00 e — N~ -0 T——00 T——00 . Vrt4+14+z
f(x) me
22 4+1— 22 1
=14+ lim =1+ lim
zo—0 /12 + 14+ r=—0 /12 + 14
= 1.

Entonces b =1

(3) Tiene asintota oblicuay esy = (—-1)z+1=—x + 1.



Ejemplo 1.7. Encontrar la asintota oblicua de la funcién f(z) = (-2 + sin(2/x)).

Solucién. Primero busquemos asintotas a +oc.

(1)
x(—2+sin(2/z))

I = lim (-2 in(1 = -2
T Mg, (=2 +aim{l/z))
Como dio distinto a cero tiene una asintota oblicua a +0o0. Ademads tenemos que m = —2.

(2)
lim z(—2+sin(2/xz)) — (—2)z = wl;rr;o —2z + zsin(2/x)) + 2z

Tr—r 00
L ) .. sin(2/x)
= Ilgrgoxsm@/x)) = mlgrgo Y

T G0N o) N cos(1/z) = 2

00 —1/1‘2 200

Entonces b = 2
(3) Tiene asintota oblicua y es y = —4x + 2.

Para el caso —oo el célculo es similar, de hecho da la misma asintota.

(1)
2x(—2 4+ sin(1/x))

lim = —4.
Tr—r—00 X
Como dio distinto a cero tiene una asintota oblicua a —oo. Ademads tenemos que m = —4 en esta

asintota.

(2)
lim 2z(-2+sin(1/z)) — (—6)z =2

r—r—00

Entonces b = 2

(3) Tiene asintota oblicua y es y = —4x + 2.
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Note que x = 0 no estd en el dominio. Esta funcién es bastante interesante a medida que = se acerca
a cero.

Ejemplo 1.8. Encontrar la asintota oblicua de la funcién f(x) = zIn(1/2?) + 2.

Solucién. Primero busquemos asintotas a +oc.
(1)
lm xIn(1/2?) +2
T — 00 T

Como dio cero esta funcion no tiene una asintota oblicua a +oo.

= lim In(1/2%) +2/x = 0.
Tr— 00

Para el caso —oo el célculo es similar.

Este método también sirve para las funciones racionales que se describieron previamente.

—32° + 42t + 22 — 10
Ejemplo 1.9. Encontrar la asintota oblicua de la funcién f(z) = 5 4::_ ;— 3x _: _f T
x 3 —ax? 4z —

Solucién. Primero busquemos asintotas a +oo.

(1)

—3z’+4z*4+22—10

i 2ET2et—afta—l _ e —32° + 42t + 22— 10 _ _§
00 x a0 25 422t — 3 42— 2
Entonces tiene una a asintota oblicua a +o0o0 y ademds m = —3/2.



—325 + 4z* + 22 — 10 -3z o l4z* — 323+ 322+ —-20 14 7
im — = lim : = — = —.
zo0 20t + 223 — a2+ 2 —1 2 z—oo 4dxd 4 423 — 222 + 22 — 2 4 2

Entonces b = 3/2.

’

(3) Tiene una asintota oblicua a 400 y es y = —3z +

Para el caso —oco también obtenemos la asintota y = —%x + %
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