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2.3 Limites: calcular limites

(1) Encuentre los siguientes limites por evaluacién directa.
1
lim ———.
(a) lim —5——
(b) lim z? — 2.

r——3
. 5[cos(3t)]*
() dim =Gt 2)

(d) lim /16 — s2.

s—4-

(f) lfm 31°=.

s——1

Rta.: 1/3

Rta.: 15

Rta.: 5

Rta.: 0

Rta.: 3

Rta.: 1

(2) Encuentre los siguientes limites simplificando la expresién algebraica y evaluando.

(4+h)?—16
h—0 h '

h—0 h
Solucidén: operamos la fraccién del numerador para luego simplificar la expresién:
2—(2+h) 2—2—h ___h
, . 2(2+h) . 2(2+h) , 2(2+h)
lim =——= = lim — = lim = lim ———~
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
1 1

11
2+h 2

=lim ——— = .
h—0  2(2 4 }1,) 4

El limite existe y es igual a —1/4

(e) lim

(f) lfm + =

Rta.: 15

Rta.: 3

Rta.: 2/3

Rta.: —1/4

h

im ———
h—0 2h(2+ h)

Rta.: 2

Rta.: —1/16

(3) Para cada uno de los siguientes limites multiplique por la expresién adecuada para eliminar la

raiz, luego simplifique y evalie el limite.

(a) lfm Y2273

x—7 x—17

(b) lim yv2t+l-3
a=1 [z =2 — /2

Rta.: 6

N

V2

Rta.:
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Solucidén: eliminamos la raiz del numerador y denominador:
V2r+1-3 . V2e +1-3 2r+1+3 V=242
i T2 V2 eodE-2-V2 VI t1+3 Vi-2+v2
22419 1 VT =242
a4 £ —2—2 Rz t1+3 1
20 —8 o —2++V2 » 2c—8 Vr—2++v2

Il
—
=
1
3
=]

= lim . = lim .
e—s4 x—4 2z +1+3 eo=4x—4 r+1+3
» 2z —4) Vr—2+V2 o1 VT —2++2

= |lim . = 1m

z—4 x—4  J2r+1+3 x4 2z +1+3
_oVA-24V2 42 2V2

ST VB+1+43 6 3
. V224 9-5
hm R —

(c) T a4 Rta.: — 3
(©) lim Y1 Ria: 2
(f) lim Va2 +p?-p Ria.: ¢

x—0 ‘T2+q2_q

(4) Los siguientes limites incluyen expresiones con valor absoluto. Encuentre el limite o muestre que

no existe.
, z+1
(a) lim ——. Rta.: no existe
x——1 |$ —+ ]_|
2 -1
(b) th;Hi m Rta.: no existe
e —a? .
(C) iL}IIll ﬁ Rta.: no existe
20— 1
(d) lim w Rta.: no existe
e—=1/2x —1/2
1—
(e) lim —217 Rta.: —1

rz—1 |x| -1
Solucidn: para hacernos una idea de cémo es la funcién, vamos a reescribirla como una funcién a trozos:

1—2x

1— o , six >0 -1, six >0
T ‘/L)li 1 _ 1
x| —1 — . six <0
|| o siz <0 o
Entonces el limite es igual a menos uno.
1 _ 1
. 2 2
(f) lim let2l 2 Rta.: —4
z—0 x

(5) Factorice la expresién para calcular los limites.

-2
(a) lim . - Rta.: 1/4
70 2 + 22 — 8
o x? =3z +2
(b) il_)l’n2 ﬁ Rta.: 1/4
5
— 32
(c) lim ‘/]53—3 Rta.: 20/3
z—2 3 — 8
. 23452 —6
(d) 31:1—)1111 ﬁ Rta.: 8/.5
3
— 2
(e) It v ZSr Rta.: 1/2



—Tx+6

f) lim Rta.: 5/42
(®) z—>2:c3+7:c2+2:v—40
Solucién: el numerador se puede factorizar por agrupacién de términos, reescribiéndolo como z® — 4z —

3+6=x(z?—-4)-3(x—2)=2(z—2)(zr+2)—3(z—2) = (z — )(:p(m+2) 3) = (z—2)(z2 + 2z —3). El
denominador se factoriza de forma un poco més “creativa”. Reescribimos —40 como —28 —8—4 y agrupamos:
23472 420 —40 =23 —8+Ta? — 28+ 20 —4=(z—2) (2> + 224+ 4) +7(z® —4) +2(z — 2)
=(z—-2)(z?+ 20 +4)+7(x —2)(z +2) +2(z — 2)
z—2) (2% + 2z +4+7(z+2)+2)
2)(z% + 2z + 4+ Tz 4+ 14+ 2)
2)

x — 2)(z? + 9z + 20).

= (
= (z —
=(

Entonces
5 —72x46 o (—2)(x?+22—-3) . a2®4+22-3  4+4-3 5

lim im = lim = = —.

o2 73 +7x2 +22—-40 22 (z—2)(22+92+20) 2—-22249x+20 4+18+20 42
Estas factorizaciones pueden ser dificiles de ver a golpe de vista, asi que sugerimos una forma distinta de
factorizar. Dado que ambas expresiones se anulan para x = 2 entonces ambas son divisibles por x — 2.
Podemos usar divisién sintética para factorizarlas.

=2 1 0o -7 6
2 4 -6
1 2 -3 0

T =2 1 7 2 —40
2 18 40
1 9 20 0

Es decir 22 — 72 +6 = (z — 2)(2? + 22 — 3) y 2 + 722 + 22 — 40 = (z — 2)(22 + 9z + 20), que es la misma

factorizacion obtenida anteriormente.

(6) Acote la expresién por arriba y por abajo para encontrar el valor del limite.

(a) hm :ccos(l/:u) Rta.: 0
(b) (m —1)?arctan(1/(x — 1)). Rta.: 0
(c) (a: sin(1/x) — 1). Rta.: —1
(d) hm(3 + z2 esin(l/2)), Rta.: 3
(e) hm x3 arcsin(1/xz). Rta.: 0

Soluc10n. la funcién arcsin estd acotada entre —7/2 y 7/2, es decir —7/2 < arcsin < 7/2. Calcularemos
limites laterales, empezando por  — 0. Cuando x se acerca a cero por la derecha entonces = > 0, y
ademds x3 > 0. De esta forma para todo z > 0 se cumple que

s T
—— <arcsin(l/z) < —
~ < arcsin(1/a) < 7

3 3
T T
——— <arcsin(l/z) < —
= <aresin(1/2) < 7
3 3
Tz T
lim ——— < lim z%arcsin(1/z) < lim —
z—0+ 2 z—0+ z—0T 2
0< lim z®arcsin(1/z) <O0.

z—0

Entonces lim,_,,+ a3 arcsin(1/z) = 0. El limite por la izquierda es un tanto similar. Si 2 < 0 entonces
23 < 0, luego para x < 0

™ ™
—— < arcsin(1l/x) < —
> <arcsin(1/2) <
3 3
T T
——— > arcsin(1l/z) > —
* > arcsin(1/z) > 7
3
lim — % > lim z%arcsin(1/z) > lim o
z—0" 2 x—0" z—0— 2
0> lim 2 arcsin(1/z) > 0.

x—0—
El limite por la izquierda también es cero. Como los limites laterales existen y ambos son iguales a cero,

entonces el limite existe y es igual a cero.



(f) lim (22 —4) cos(1/(2 — z)). Rta.: 0

r—2
(7) Evalte
. Va2 —2Yz+1
lim ————
=1 22 —2x+1

Ayuda: Haga el cambio de variables 2 = 5. Rta.: 1/9

(8) En teorfa de la relatividad, la férmula de correlacién de Lorentz L = Lgy/1 — v%/c? expresa la
longitud L de un objeto como una funcién de su velocidad v con respecto a un observador, donde
Ly es la longitud de el objeto en reposo y ¢ es la velocidad de la luz. Encontrar lim,_,.- L e
interprete este resultado.

Rta.: lim,,_, . T(,\/TZ/(Z -0

(9) La funcién de Dirichlet se define como

1, si z es un ntmero racional;

D(x) = ) , L
0, six es un ndmero irracional.

Encuentre f(0), f(7), f(—e), f(=1), f(1/2)y f(1/9). Rta.:1,0,0,1,1,1

)

) Argumente la razén por la cual f(1/n) =1 para todo n nimero natural.
(¢) Argumente la razén por la cual f(1/(nm)) = 0 para todo n niimero natural.

)

Observe que tanto 1/n y 1/(nm) se acercan a cero (tan cerca como queramos) cuando n se
hace cada vez mas grande. ;Las imdgenes se acercan (tan cerca como queramos) a un inico
valor en comun? Rta.: no

(e) Argumente la razén por la cual lim,_,o D(x) no existe.



