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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

1.1 Definition. Eine Halbgruppeist ein MengeM, zusammen mit einer assoziativen Ver-
kniipfung aufM. Eine Halbgruppe mit neutralem Element heiinoid (oderHalbgruppe
mit neutralem Elemeht

Beispiele. e (R., +) mit der Ublichen Addition auR, := [0, o)

o (R, *) mitsx*t:= e, st>0;die Assoziativitat vor folgt aus der Assoziativitat
von (R, +).

In diesem Skript werden Halbgruppen von linearen Operataré zusatzlichen Stetig-
keitseigenschaften behandelt.

Es gibt zwei Zugangdber die Funktionalgleichund=€) und das Anfangswertproblem
ACP.

Halbgruppen fir ein autonomes System

Ein physikalisches System wird durch einen Punkt in einemsBhraunX beschrieben.
Welcher Raum als Phasenraum geeignet ist, hangt von degiligeen System ab. Betrach-
tet man einen Punkd, zur Zeittg in X, so wird der Zustandy nach einer Zeit > 0 in
einen Zustandz), Ubergegangen sein. Hangt der neue Zustand nicht von deréitt,
oder der Vorgeschichte des Systems ab sondern nur vom Asvantg, und der Zeitdau-
ert, so heil3t das Systemutonom In einem autonomen System hat man also fur jeden
Anfangswertzy € X mit Anfangszeity und fur alles,t > O:

Zp := Zustand mit Anfangswer, zum Zeitpunktg
(20); == Zustand mit Anfangswer, nach der Zeit
((z0)t)s == Zustand mit Anfangswertz§); nach der Zeis
Zustand mit Anfangswer, nach der Zeit + s
(ZO)t+s

Schreibt maru(t)z, statt (), t > 0, so erhalt man das System
U(s+1t)zp = U(9)U(t)z, st>0

11
U = . -
Falls die Zeitentwicklung fir alleg, € X gilt, so folgt die Funktionalgleichung
U(s+t) = U(9U(1), t>0,
(s+9=U@QUWD.  st> 5

U(0) =id.
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Die Menge{U(t) : t > 0} mit der Verknlipfung ausHE) ist also eine Halbgruppe mit
neutralem Element (die Assoziativitat der Verknupfuolgf aus der Assoziativitat der Ad-
dition aufR.,).

1.2 Beispiele.
1. Teilchen an einem Federpendel.

Wir betrachten ein Teilchen der Mas®an einem idealen Federpendel mit Federkonstante
k (d. h., wir vernachlassigen beispielsweise Reibung urdme an, dal? das Hooksche
Gesetz fur beliebig grof3e Amplituden und Impulse gilt) sC®ystem ist durch den Ort

x und Impulsp des Teilchens zu einem beliebigen Zeitputikeindeutig bestimmt, der
Phasenraum ist als¢ = R x R = Ort x Impuls.

Ohne Einschrankung sei die Anfangsgit 0. Dann lautet die Bewegungsgleichung

mX=-kx p=mx, t>0, X(0) = Xo, p(0) = po,

oder, als System erster Ordnung,

GV e e

Nach dem Satz von Picard-Lindeldf existiert eine eindgutiosung, die mit dem Picard-
Lindelofschen Iterationsverfahren berechnet werdemkan

X St (0 mY\"(x
o= 2ml% o) (3
In diesem Fall ist also die Zeitentwicklung geben durch

00

U@=Z%CL?JmeMi %w

In diesem einfachen endlichdimensionalen Beispiel gilt:
e Alle Anfangswert &, po)' sind zugelassen.

e Die Losungen existieren und sind eindeutig fur alte 0 und sind stetig fut \, 0.

Die Lésungen hangen stetig vom Anfangswest (po)* ab.

Aucht < 0 ist zugelassen.

Das zeitliche Verhalten der Losungen hangt von den Eigeten vor( 9 ") ab.

Man rechnet leicht die EigenschaftdfH) nach.

2. Warmeleitender Stab.

Die Temperatur in einem idealen warmeleitenden Stab dagkl am Ortx € [0, L] zur
Zeitt > 0 sei f(x, t). Als Phasenraum kann man z.B.= C([0, L]) oder X = .Z,,(0, L)
wahlen. Werden Randbedingungen auRer Acht gelasserh&bman folgendes Anfangs-
wertproblem

of 21
ot o
f(-,0)=¢poe X

t>0, xe[0,L],
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Statt obiges Anfangswertproblem als partielléf®ientialgleichung in () x R, zu be-
trachten, kann man es auch als Problem erster Ordnung im Reaaufiassen:

d
¢(0) = go.

Hier ist A der unbeschrankte Operatar= K(?—;Z im RaumX (um A vollstandig zu de-
finieren, muf3 naturlich noch der DefinitionsbereiofiA) angegeben werden) urdeine
AbbildungR, — X (hiere(t) = f(-, t),t > 0).

Ist X ein Banachraum und ein linearer Operator iX, so heif3t ein Problem der Form
(ACP) abstraktes Cauchyproblem (abstract Cauchy problem).

Formalist die Losung vonXCP) wieder “p(t) = €A ¢o". Im Gegensatz zum ersten Beispiel,
bei dem der lineare Operaté)f)k m(;l) beschrankt ist, ergeben sich folgende Problem:

e WennA unbeschranktist, sind ilACP) nicht alle Anfangswerteg € X zugelassen,
sondern nupg € D(A).

e Fallsgg € D(A), hat dann ACP) eine Losungp(-)?
e Wie hangt das zeitliche Verhalten der Losungen vom SpekironA ab?

e Was ist unter einer Losung voACP) zu verstehen?

3. Weitere Beispiele.

Viele weitere partielle Oferentialgleichungen kdnnen so behandelt werden, béssygese
die Schrodinger-Gleichung aus der Quantenmechanik

2‘PziA‘P+iV‘P
ot

oder die Navier-Stokes-Gleichung in der Stromungslehre

%‘P—A‘P+(\P-V)‘P+Vp=0,

div? =0
Yli=0 = Yo.

In diesem Skript geht es um die Existenz und Eindeutigkeith@sungen von Problemen
der Form ACP). Das wird von den Eigenschaften des Operatd@bhangen. Zentrale
Satze sind die Erzeugersatze von Hille und Yosida (88, von Lumer und Phillips
(Satz2.40 sowie von Stone (Saz.43.

1.2 Hilfsmittel aus der Operatortheorie

1.2.1 Hilbert- und Banachraume

1.3 Definition. Ein normierter RaungX, || - ||) ist ein VektorraunX tiberK mit K = R oder
C zusammen mit einer Abbildurig || : X — [0, ), so daf3

) x| = [l 1], xeX 1€k,
i) lIx+yll <X +1yll, % yeX,

i) X|=0 < x=0, xeX
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1.4 Definition. Es selV einK-Vektorraum mitk = R oderC. EineSesquilinearforng- , -)
aufV ist eine Abbildungv x V — K mit

(Au+v,w) =Au,w) + (v,w), 1€K, uv,wey,

(u,v) = (v,u), u,veV.

Die Sesquilinearform heiffositiv definit falls (x,x) > 0 fur allex € V \ {0}. Sie heifl3t
symmetrischfalls (x,y) = (y, X), X, y € X.

Eine positiv definite symmetrische Sesquilinearform h8ilarprodukt

Ein VektorraumV mit Skalarprodukt heif¥uklidischer Raumnfalls K = R und unitarer

RaumfallsK = C.

Ein unitarer RaumX, || - ||) hei3tvollstandig wenn es zu jeder Cauchy-Folge ey € X

einx € X gibt, so daf}}x, — X| - 0,n — oo.

Das Skalarprodukt im euklidischen oder unitaren Ral(n, -) induziert eine Norm au¥/
durchi|x|| := (x,X)2, X € V.
Meist schreibt man kurX undV statt X, || - [[) und (/, (-, -)).

1.5 Definition. Ein vollstandiger normierter RaunX(|| - ||) heil3tBanachraum
Ein unitarer oder euklidischer Rauid (- , -)), der beziiglich der durch das Skalarprodukt
induzierten Norm vollstandig ist, heiffilbertraum

Im folgenden sind alle Hilbert- und Banachraume komple&erRe.

1.2.2 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt seien immet¢ Y Banachraume. Es sé)T) C X eine lineare Unter-
mannigfaltigkeit vonX undT : D(T) € X — Y eine lineare Abbildung. Dann hei®(T)
der Definitionsbereictvon T. Beachte, da@(T) nicht notwendigerweise abgeschlossen
ist (ist D(T) abgeschlossen, so ist es mit der Winduzierten Norm ein Banachraum).
Typischerweise wird)(T) in X dicht sein.

DerWertebereiclvon T wird mit rg(T) bezeichnet

rg(T) := {T(X) : xe D(T)}.
DerKernvonT ist

ker(T) :== {xe D(T) : T(x) =0}

1.6 Definition. T heiR3tbeschranktwenn
(ITI = sudlITX| : xe D(T), X = 1} < co.

In diesem Fall heif3tT|| die NormvonT.

Die Menge aller linearen Operatoren mit DefinitionsbereiclX und Wertebereich ity
wird mit .Z(X,Y) bezeichnet; Die Menge aller beschrankten linearen Qpea mit De-
finitionsbereich inX und Wertebereich ity wird mit L(X, Y) bezeichnet. Aul3erdem ver-
wendet man folgende abkiirzenden SchreibweiggfX) = .2 (X, X) undL(X) := L(X, X).
StattT € .Z(X,Y) schreibt man offf (X, Y) oderT(X — Y) oder, falls der Definitionsbe-
reich mit angegeben werden sofl,, (O(T)).

1.7 Definition. Es seieril : D(T) € X —» Y undS : D(S) € X — Y lineare Operatoren
zwischen Banachraumen. Dann$seineErweiterungvon T (bzw. T eineEinschrankung
von S), falls D(T) € D(S) undSx= Tx x € D(T). In diesem Fall schreibt man auch
TCSbzw.S2T.
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1.8 Definition. Ein linearer Operatol € .Z(X,Y) hei3tabgeschlossenfalls fur jede
Folge n)ner € D(T) gilt:

Axe X, AYEY: X=X TXy >y, N> = XxeD(T), Tx=Yy.

T heiRtabschlieRbar falls es eine abgeschlossene Erweiterung hat. In dem iealeg
einen eindeutig bestimmten abgeschlossenen OperatoAl&shlulivon T, bezeichnet
mit T, so daR gilt:

T CS, Sabgeschlossen = T CS.
Der Abschluf3 eines abschlieRbaren Operators ist alsoldeinste abgeschlossene Erwei-
terung.

Fur einen abgeschlossenen OperatorD(T) € X — Y zwischen BanachraumefundY
gilt folgende “Grenzwertvertauschungsregel”:

(Xn)newt € D(T) sodal limx, und limTx, existieren = |Iim Tx, = T lim x,.
N—oo N—oo

Nn—oo nN—oo
1.9 Proposition. Fur T € Z(X,Y) sind aquivalent:
i) T istbeschrankt.
i) T iststetig.
iii) T ist stetig inO.
1.10 Satz vom abgeschlossenen Graphen.

Es seienX, Y Banachraume und : H(T) € X — Y abgeschlossen und linear. I5(T)
abgeschlossen, so iBtbeschrankt.

1.11 Prinzip von der gleichmaRigen BeschranktheitEs seiX ein Banachraumy ein
normierter Raum undI{); € | eine Familie von linearen Operatoren v¥machY. Gibt es
zu jedemx € X einCy > 0 mit||T;X|| < Cy, i € |, so gibt es eirlC > 0, so dal’

(ITix|| < ClIxIl, iel, xeX

1.12 Definition. Es seiX ein Banachraum undl € .Z(X) ein dicht definierter linearer
abgeschlossener Operator. Definiere folgende Teilmengedv

p(T) :={1eC : T — Aist bijektiv} =: ResolventenmengenT,
o(T) :=C\ p(T) = SpektrumvonT,
op(T) :={2eC : T - anicht injektiv} =: PunktspektrumonT,

oo(T) := {1 € C : T - A nicht surjektivrg(T) = X}
o(T) :=={2 € C : T — A nicht surjektivrg(T) # X} == RestspektrunionT.

kontinuierliches Spektruron T,

Offensichtlich gilta(T) = op(T) U oc(T) U o¢(T). Ist X ein endlichdimensionaler Ba-
nachraum, so gili(T) = o(T); im unendlichdimensionalen Fall gilt das im allgemeinen
nicht.

Fir A € p(T) ist dieResolvente

RA,T) =1-T)1

nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ein bescihtirddeer Operator auX.
Die Mengep(T) ist offen inC und dieResolventenabbildung

o(T) — L(X), A RA,T)

ist holomorph (zur Definition von Holomorphie siehe Definiitil.21).
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1.13 Definition. Es seiH ein Hilbertraum undl' € .Z(H) ein dicht definierter linearer
abgeschlossener Operator. Die Menge

W(T) = {(Tx,X) : xe D(T), |IX| =1}

heiRtnumerischer Wertebereiclon T.

Der numerische Wertebereich ist konvex und dim(kef(1)) und codimR(T — 1) sind
konstant furd in einer Zusammenhangskomponente @nW(T).

1.2.3 Dualraum und duale Abbildung
1.14 Definition. Es seiX ein Banachraum. Dann heif3t
X" = {¢p : ¢ : X - Cbeschrankt und linear
derDualraumvon X. Mit der Norm
llellx = suple(X)] : x € X, [IXI =1}, peX,

wird X’ zu einem Banachraum. Std]|x. schreiben wir meist kurfy||.

Jedes € X induziert eine beschrankte lineare Abbildung
X" X' =K, X'(X) = (x,X). (1.3)

Man kann zeigen, daf3 die so definierte Abbildutgs X eine Isometrie ist (d. H|x||x =
[IX]Ix~). Man hat also bis auf Isometrie immr c X”. Gilt sogarX = X”, so heif3tX
reflexiv

Fire € X" undx € X schreiben wir statp(x) oderex oft kurz(x, ¢).

Beispiele. o _Z,(R") ist ein Banachraum fip > 1 und ein Hilbertraum fiip = 2.

o (LHRN) = LR furl<p<ocounds + =1
Die Aussagen gelten auch fur beliebigeendliche MaRraumel, %, ) stattR".

1.15 Definition. Es seienX, Y Banachraume undl € .Z(X,Y) dicht definiert. Der zur
(BanachraunradjungierteOperatorT’ ist eine Element inZ (Y’, X’), definiert durch
DT) =y eY :AX eX, sodaTx,y) =(X,X), xe D(T)},
TY =X.
1.16 Definition. Ist H ein Hilbertraum undl € Z(H) dicht definiert, so ist der z@T
(Hilbertraum)-adjungierteOperatorT* € Z(H) wie oben definiert, wenn mag , -)

durch das Skalarprodukt ( -) ersetzt. (Beachtdd = H’ nach dem Satz von Fréchet-
Riesz.)

Man kann zeigen, dalR adjungierte Operatoren immer abgessehr sind.
1.17 Proposition. Es sei X ein reflexiver Banachraum undTZ(T) dicht definiert. Dann
ist T” genau dann dicht definiert, wenn T abschlie3bar ist. Es gilt
Ty =T.
1.18 Definition. Ist H ein Hilbertraum und’ € .Z(H) dicht definiert, so heif3t

T selbstadjungiert = T=T
T wesentlich selbstadjungiert:— T =T",
T symmetrisch = TCT"
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1.2.4 Vektorwertige Folgen und Funktionen

1.19 Definition. Es seierX undY Banachraume
i) Sindx e X und (Xp)new € X, so definiert man

X=Xl >0, N> 00 <. (X)nen kONvergiergegenx
ED X —= X N> oo & lim X, = X,

Nn—oo

¥YX eX (X—=X%1,X)—>0,n—>o00 <! (Xn)na kOnvergiert schwachegenx

w
= X;— X, N>

. WliMpse Xq = X,
i) SindT € L(X,Y) und (Th)new € L(X,Y), so definiert man
IT-Thl >0, Nn>00 <: (Th)naw konvergiert(in der Operatornorm) gegén

—: Th-»>T, N> :ImT,=T,

N—oo

¥VXxeX Tx—>Tx n—ooo <. (Tyh)nay konvergiert starlgegent

S
—. Th—T, N> o0
. sliMpbe Th=T,

¥xeX ¥X e X (T-Tpx,X)—>0,n—>
. (Tn)naw konvergiert schwachegent

w
—: Th—T, N>
. WlimLeTh=T.

Esgiltx, » x = X A xundTp - T = T 2T =715 T, die Umkehrungen

gelten im allgemeinen nicht.

1.20 Proposition. Es sei X ein Banachraur(,)nen € X. Dann konvergierx,)newy genau
dann stark, wenixn , ¢))nav gleichmaRig konvergiert fip € X, ||| < 1.

Beweis. Angenommen,X,)nay konvergiert stark. Dann folgt die Behauptung, denn
[{Xn @) — X, ) = (%0 = X, )| < (1% — Xl Il

Angenommen, (&, ¢))ner Konvergiert gleichmagig fip € X/, |l¢ll < 1. Zu jedeme > 0
gibt es also eifN € N, so dal

(X0 = X, )| < &, n>N, geX, ¢l <L

Somit folgt
1% — Xl = sup|(x, — X, ¢)| < &.
peX’

llell<1

Dae > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. ]
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Integrale

Es seil c R ein Intervall,X ein Banachraum unél : | — X stetig. Dann kann das Integral

f. f(t) ot

Uber Partialsummen definiert werden (analog zum Riemategtal).
Eine Verallgemeinerung ist d@ochner-Integraldas dem Lebesgue-Integral entspricht.

Wichtige Eigenschaften:

e Ist X ein BanachraumA : D(A) € X — X ein abgeschlossener linearer Operator
und f : [0, 00) — X, so dal¥f(s) € D(A), s> 0 undf undAf integrierbar sind, so

gilt

ft f(s)dse D(A), t>0,
0

; ; (1.4)
Af f(s)ds= f Af(s)ds, t>0.
0 0
e Ist X ein Banachraum und : [0, o) — X stetig, so folgt
1t
It@ﬁj(; f(s)ds= f(0). (1.5)

Beweis.Weil f stetig in O ist, gilt furt > 0

t
H f(O)—%fO f(s)ds

1t 1t
on f(0) - f(s)ds|| < onnf(O)—f(s)Ilds
sup{||f(0)— f(9)ll : se[0,t]} — O, t—0. O

IA

e Ist X ein Banachraum unél : [0, ) — X stetig diferenzierbar, so folgt
t
f(t) = f(0)+ f f/(tydt, t>0. (1.6)
0
e Istl ein Intervall undf : | C R — X eine meRbare Funktion, dann gilt:

f istintegrierbar — f||f(s)||ds< 0.
|

Holomorphie

1.21 Definition. Es seiX ein Banachraunt) C C ein Gebietzo € Qundf : Q —» X.

differenzierbar in g lim M existiert
. -2 Z-2
f heil3t — t2) - ()
schwach dferenzierbar in g W-liM g,z 2_72020 existier
) holomorph inQ differenzierbar ) . .
f heil3t . — f in jedemzy € Q.
schwach holomorph i schwach df’bar

1.22 Satz (Satz von Dunford).Es seiQ c C ein Gebiet, X ein Banachraum und f2 —
X. Dann sind &quivalent:
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i) fist holomorph inQ.

ii) f ist schwach holomorph if.

Beweis.i) = ii) ist klar.

i) = i) Wahlezy € Q undr > 0 so, dal3 die im mathematisch positiven Sinn orientiert
Kreisliniel', := {¢£ € C : |£ — 2| = r} in Q liegt. Weiter seip € X’ mit ||¢|]| = 1 beliebig.
Nach Voraussetzung it — X, z — (f(2),¢) holomorph, also liefert Cauchys Integral-
satz fUrze Cmit|z—z| < r:

@, = % A <f§3’z"0>d§ = % < A é%f)zdf, 90>,
d _ L [U@.e) . o 1 f©)
1020 = o [ G2 = o ([ o o)

Damit folgt
=:u(2)

_[f@-fz) 1 f€)

'@ '_< z-7  2riJy (6—20)2d§’¢>
_ @0 -(F@).9) 1 <f(§)"’0>d§

-2 2ri Jr, (¢ - 20)?
_ if f@.9 (1.9 _<f(§),so>d§
2ri Jr, (6 -2(2-2) (E-2)z-2) (E-2)

_2-% (f&). ¢
2ri Jr, (- 2)%(6-2)

Wenn gezeigt ist, da{¥ (¢) , ¢) < Cll¢|| fur einC > 0, so folgt die Behauptung, denn dann
gilt

de.

|z — 2| I(F(€) . o)l
2r Jr, 1€ - 2llE -2

Nach Propositiori.20gibt es also eiru € X, so dafu(z) — ufur z —» z. Fallsu # 0,

so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banachggia X’ mit ||yl = 1 und{u, ¢,) = 1, im

Widerspruch zyu, ¢y) = lim,_,;(u(2) , ¢u) = 0.

Es bleibt zu zeigen, dalR es e € R gibt, so dalXf(£),¢) < Cll¢ll. Da f schwach
holomorph ist, ist es auch schwach stetig. Weikompakt ist, nimmt dahdr, —» R, z+—

IKT(-), )l ein Maximum an, es gibt al9, > 0, so dal

C
2 < de] < |Z_20|r_2 — 0, z- 2.

Kf(@),¢) < C,, zeTy.

Nach (1.3) und dem Prinzip der gleichmaRigen Beschranktheit gsldlso einC > 0, so
dafi

If@lx = 1f@lx < C, zelr, peX gl =1 o






Kapitel 2

Stark stetige Halbgruppen

2.1 Definition. Es seiX ein Banachraum.

i) Eine Familie7 = (T(t))o € L(X) heil’t eineHalbgruppe(genauerl-Parameter-
Halbgruppg, falls

Tt+9=TOTE, ts>0

TO)=id. (2.1)

i) Eine FamilieS = (S(h)ier < L(X) heiRtGruppe(genaueril-Parameter-Gruppe
falls

S(t+ s) = S(t)S(9), t, seR

S(0)=id. (2:2)

2.2 Definition. Es seiX ein Banachraum un@ = (T (t))«-0 eine Halbgruppe auX. Dann
hat man die Abbildung

T:R, > LX), te T().

i) 7 heil3t einggleichmaRig stetige Halbgruppfalls T stetig (beziiglich der Operator-
norm) ist;
d. h., zu jedenty > 0 und jedene > 0 gibt es einy > 0, so da§{T(tg) — T(t)|| < &
furallet > 0 mit|t — to| < 6.

ii) 7 heiRt einestark stetige HalbgruppederCy-Halbgruppé, falls T stark stetig ist;
d. h., fur jedex € X ist die AbbildungR, — X, t — T(t)x stetig,
d.h. zu jedenx € X, tp > 0 unde > 0O gibt es einy > 0, so dalT(t)x — T(to)X| < &
furallet > 0 mit|t — to| < 6.

2.3 Beispiel (Translationshalbgruppe).Auf den Funktionsraumen
i) X=4%.(R)
i) X=BUC(R) :={f:R— C : f beschranktund gleichmaRig stetig
i) X=_2Zp[R)
ist jeweils die Translation erklart durch

TOfE) =fE+1), t>0 &eR.

1¢, steht fiir Cesaro-summierbar.

15
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In allen drei Fallen gilt &ensichtlichT(t) € L(X), t > 0, und7 = (T ()0 erfullt (2.2),
ist also eine Halbgruppe aixt.
In Falli) ist 7~ nicht stark stetig, also erst recht nicht gleichmaRiggtést namlich

1, £E>0,

f:R SR, f(§)={_1 ‘<0

soistf € Zo(R)und|T(t)f - T(0)f|lo =2, t > 0, also istT(-)f nicht stetig in 0 (d. h7™
ist nicht stark stetig in 0).

In den Fallerii) undiii) ist 7 eine stark stetige, aber nicht gleichmafiig stetige Halbjge
auf X. Man kann zeigen|T(t) —id || = 2 furt > 0 (vgl. Aufgabe2.1).

2.4 Proposition. Es sei X ein Banachraum urid = (T(t))0 €ine Halbgruppe auf X.
Dann sind aquivalent:

i) T ist stark stetig.
i) T iststark stetig irD.
iii) Es gibts > 0, M > 1 und eine dichte Teilmenge © X, so dal}

@ ITOI <M, te[0,4],
(b) limpoT(t)x=x, xeD.

e e o . logM .
Gilt iii) (a) fur die Halbgrupper, so folgt firw = =3=:
ITOI <M e?, t>0. (2.3)

Beweis.Wir beweisen zuerst2(3): Zu jedemt € R, gibt esn € Ny undt € [0,6), so
daf3t = 7 + né. Aus der Halbgruppeneigenschaft vion der Abschatzungi)(a) und 0<
nlogM < { logM = tw folgt

ITOI = ITE+ o)l = [T@TE)---TE)I < IT@NITEI" < MM" = MM
< M e« n-mal

ii) = iii) Es ist nuriii)(a) zu zeigen. Angenommen, es gibt kéin- 0 undM > 1, so
daRiii)(a) gilt. Dann gibt es ein Folgepjneny € Ry mit ty N, 0 und||T(ty)|| — oo fur
n — oo. Nach dem Prinzip der gleichmafigen Beschranktheitggbdann eirx € X, so
daB||T(ty)X|| = oo, n — oo. Es folgtT(t,)x -» x = T(0)x, im Widerspruch zur starken
Stetigkeit vonT in 0.

iii) = ii) Es sei{y)nay Mitt, N, 0, N — o0; ohne Einschrankung ski < §, n € N. Dann
ist K := {t, : n e N} U {0} kompakt. Nach Voraussetzung |BE(t,)|| < M, n € N und
fur jedesx € D ist T(-)x|x stetig. Zu beliebigenx € X unde > 0 wahley € D, so dal}
IIX =yl < maxe/3, /(3M)} undN € N so groRR, daRT(t,)y — VIl < £/3,n > N. Damit
folgt

(T ()X = X < ITE)X =Y+ T )y - Vil + lly - X

<
S ATEDINIX =Y+ T @)Y -Vl +1ly = X < &

Da (th)new Unde > 0 beliebig waren, folgt die Behauptung ligs [T (t)x — x| = O.

i) = i) Esseierp, h> 0 undx € X gegeben.
Rechtsstetigkeit voff in to: Da7 nach Voraussetzung stark stetig in Null ist, folgt

IT(to + h)x=T(to)Xl < ITt)IIIT(N)x—x| — 0. h\0,
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Linksstetigkeit vory™ in ty: Es ist bereits ini) = iii)” gezeigt, da|T (t)]| < M €<, t > 0,
fur geeignetéVl > 1 undw € R. Damit folgt

IT(to)x = T(to — h)xXi| < [IT(to — h)[| |IT(h)x— x| — O, h\ 0.
—_——  ——o—

beschrankt —0, h—0
i)=1ii) klar. m]
2.5 Definition. Eine stark stetige Halbgrupfe = (T ()0 auf einem Banachrauheifdt

i) beschranktfalls in (2.3) w = 0 gewahlt werden kann;

i) kontraktivbzw. eineKontraktionshalbgruppédallsin (2.3) « = 0 undM = 1 gewahlt
werden kann;

iii) isometrischfalls in|T(t)]| =1, t > 0.

2.6 Definition. Es sei7 = (T (t))0 eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banachraum
X. Dann heif3t

wo = wo(T) :=inflweR : esgibteinM > 1sodaB|Tt)||<Me“, t>0 (2.4)
die Wachstumsschrankeler defTypvon 7~ (growth boundbdertypeof 7).

2.7 Bemerkungen. e Auch wg = —oo kann vorkommen: Es s& = (T(t))0 €ine
beliebige nilpotente Halbgruppe (d.T(t) = O furt grol3 genug), z. BX = £;(0, a)
fureina € (0, o) und

f(t-9), t<é<aq,
0, sonst

(TOHE) = { feX

Offensichtlich ist7™ = (T (1))w0 eine Halbgruppe auk undwo(77) = —co.
e Das Infimum in 2.4) wird nicht notwendigerweise angenommen.

e Moglicherweise mul3 inA.4) M > 1 geahlt werden, unabhangig davon, wie g&ol3
gewahlt wird.

2.1 Gleichmalig stetige Halbgruppen

2.8 Definition. Es seiX ein Banachraum und € L(X). Setze

©0 n

t
exptA) = e = = A" teR. (2.5)
n=0

Dann heit die Familie (expk))wo dievon A erzeugte Gruppeand (exp(A))ir dievon A
erzeugte Halbgruppe

Dal Definition2.8sinnvoll ist, zeigt folgende Proposition:

2.9 Proposition. Es sei X ein Banachraum undeAL (X).
i) exptA) konvergiert absolut undxptA) € L(X) fur alle t € R.
i) exp(0-A) =id.
i) exp((t + s)A) = exptA) exp©sA), st=>0.
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iv) R — L(X), t — exptA) ist stetig.
v) Ist S e L(X), so daR auch S' existiert und S* € L(X), so gilt
expS~tAS) = Stexp@)S. (2.6)
vi) Ist Be L(X) mit AB= BA, so gilt
exp( + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) expA). 2.7)
Ausi)-v) folgt, daf’ (expihd))o eine gleichmafig stetige Halbgruppe ist.

Beweis.i) Furk <me N gilt

m th

> Lw-y Ll -

n= n=0

m tn
< § — A" — 0,  k m— oo,
n!
n=k+1

n=k+1 n

weil ¥ LA = ¢l Also folgt, daR die Folgézn ol A”) eine Cauchyfolge in

L(X) ist, also inL(X) konvergiert (deL(X) ein Banachraum ist).

ii) istklar.

i) folgtausvi).

iv) Furt, heR gilt

DA
n!

n=1

lexp(t + N)A) — exptA)|| < ||exptA) || [|exp(@A) —id| = || exptA) ||

< [|exptA) | hi ||A|| A < [hi 1Al || exptA) || || expbllAl |-
i (n+1)!

1)I

Also folgt exp(t + h)A) — exp(A) furh — 0.
v) Da die Reihen absolut konvergieren, gilt

oo oo

expSlAS) = Z ((STAS)" = 5 (Z 1 A”]S = Stexp@)S.

n=0 n=0

vi) Da die Reihen absolut konvergieren, gilt mit Cauchys Pktfdumel

om0 S

n=0 n=0
- Z = (Z T Ak B k) = nZ;)—(A+ B)" = exp(A+ B). O

2.10 Beispiel (Matrixhalbgruppen). Ist X = C" und A € L(X) = My(C), so liefert Pro-
position2.9 ein Verfahren zur Berechnung von Matrixexponentialfuokén: Es gibt ein
S € GI(n,C), so daRS AS?* Jordannormalform hat, d.h4 = S™1(D + N)S mit einer
DiagonalmatrixD und einer nilpotenten Matrikl, so dalND = DN. Also ist

exptA)

exp(S‘l(tD+tN)S) = SlexptD + tN)S = S texptD) exptN)S

51 exp(tD)( Z LNl )s.
\_L,._,

nur endlich viele
Summanden!
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Fur konkrete Rechnungen benutzt man noch: AlBtockdiagonalgestalt

AL - -+ 0
A | 2 diag, .. A)
o A
mit A € M(ng, C), nk € N, mit Z|j<:1 Nk = N, so ist
exptA) = diag( exptAs), ..., exptAn)), teR.

Speziell fur ein Jordankastchen der Lamge

1 1
0 2 1
0 A 1
0 e 2
findet man
m-1
1t (r;—l)!
1t :
exptJ) = e .
0 1 t
0 1

Das asymptotische Verhalten von ebdé hangt also von der Jordanstruktur vamb.

Beispiel. Es seim > 0,k € R undA = (_Ok ”gl) (vgl. Beispiell.21). Wahlex € C, so daf}

K? = —k und setzes = i( g ‘f{l). Dann ist

V3 \ - Vi
Yy B L T T (L I A
2\—-ym « -k 0 J{ym K 0 -
Aus physikalischerUberlegungen folgt, daR > 0 ist, also ist« € iR. Die Lésungen
exptA) (p; ) sind daher periodisch mit Periode= 2%, denn
.1 £ 0
exp(t+w)A) =S exp((t + w) (ron _L)) S
m
g exp((t + ‘”)r_Kn) 0 s g (exp(tn%) 0 )S
0 exp(—(t + w)%) 0 exptty)

= exptA).

Bisher haben wir die Funktionalgleichurige) betrachtet. Aus Propositich9wissen wir,
daf furA € L(X) die Gruppe (expg))r Stetig ist. Die folgende Proposition zeigt, daf3 sie
sogar diferenzierbar ist.

2.11 Proposition. Es sei X ein Banachraum, & L(X) und7 = (T(t))w0 die von A
erzeugte Halbgruppé. h., T(t) = exp¢A), t > 0). Dann gilt:
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i) Die AbbildungR — L(X), t +— T(t), ist differenzierbar und es gilt
dgtT(t) = AT(t) = T(HA, teR.

ii) IstS:R — L(X) eine Losung von

U(0) = id, dﬂtua) = AU(t), teR, (2.8)
soistS=T.
Beweis.i) Wegen
Tt+h)-T@) _ T()T(h) _TO- 1 er her o)

h h

genigt es, die Dierenzierbarkeit it = 0 mit d%T(O) = A zu zeigen. Das folgt aus

1w h" 1o h

PIrae Il Pl
n=

n=2
< |h[IAI? exphllAl) — O,  |h|—> 0.

< Ihl 1A Z AN

HUCEMO R

i) Nach Voraussetzung gift(0) = S(0). Es sei nury € R beliebig. Dann folgt

(O%T(t))sa0 t)+T(t)( S(to—t))

AT(t)S(to - t) - T()AS(to — t) = O.
0

d
at (T(®)S(to - 1)

AngenommenT (t)S(tp — t) ist nicht konstant int. Dann gibt es € R, X € X undg € X/,
so dalX(T(7)S(to — 7)X, ) # {((T(0)S(to)X, ). Fur beliebigex € X, ¢ € X’ ist aber nach
obiger Rechnun@t((T(t)S(to -1))X,¢) =0, t € R, also ist((T(t)S(ty — t))X, ¢) konstant
in t. Folglich ist auchr (t)S(to — t) konstant int und daher

T(to) = T(to)S(to — to) = T(0)S(to — 0) = S(to).
Datp € R beliebig war, folgt die Behauptung. m]

2.12 Korollar. Ist X ein Banachraum,gxe X, A e L(X) und(T(t))-0 die von A erzeugte
Gruppe, so ist T-)Xo die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

d
0) = —x=A teR.
x(0) = Xo, dtx X, €
2.13 Satz (Charakterisierung von gleichmaflig stetigen Hagruppen). Es sei X ein
Banachraum und’™ = (T(t))w0 eine Halbgruppe auf X. Dann ist genau dann eine
gleichmafiig stetige Halbgruppe auf X, falls es eig A(X) gibt, so da Tt) = exptA),
t > 0. Der Operator A ist durcly” eindeutig bestimmt; T ist glerenzierbar und es gilt

dﬂtT(t) “AT(H) =TMA 20 (2.9)

Beweis.Ist A € L(X), so ist (exp(A))i=0 nach Propositior2.9 eine gleichmafig stetige
Halbgruppe und erfilltd.9 nach Propositio2.11
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Es sei nun eine gleichmaliig stetige Halbgruppe (T (t))-0 auf X gegeben. Setze

V(t) = fotT(s) ds, t>0.

DaT stetig ist, folgt ausX.5), dafi

%V(t) = %j:T(s) ds — T@O)=id, t\,0.

Also gibt es einty, so dalV(t) beschrankt invertierbar ist fur altee (0,to]. V ist stetig
differenzierbar ist, denn filr> O ist

t+h h
%(V(t+h)—V(t)) - %ft T(9)ds = T(t)%fo T(9ds — T@®), h\0,

t h
%(V(t—h)—V(t)) = %ft_hT(s)ds= T(t—h)%fo T(9ds — T@), h\0.

Die Differenzierbarkeit voit folgt aus

to t+to
T@) = V(to) V(t)T(t) = V(tp)? f T(s+t)ds = V(tp) ! f T(s)ds
0 t
= V(to) * (V(t+1t) - V(1), t=0,
daV differenzierbar ist. Insbesondere folgt

ST = V™ S (Vi o) - V) = Vit (T + o)~ T(0)

V(to) (T (to) — id) T(t)

Offensichtlich istA := V(to)™* (T (to) — id) linear und beschrankt. Aus Propositi@ri1
folgt, daRT (t) = exptA),t > 0. m|

2.14 Definition. Sind A und7 wie in Satz2.13 so heiRtA der (nfinitesimal@ Erzeuger
vonT .

Fur eine Halbgrupp& = (T (t))w0 und ihren Erzeugeh gilt also:

1 .
AX = It@) n (T(t) —id) x, X € X, (2.10)
TH)x = ZO AT, XeX, t>0. (2.11)
n=

Beispiel (Multiplikationshalbgruppen auf Co(€2)).
2.15 Definition. Es seiQ ¢ C" ein Gebiet und € C(Q). Dann heil3tM,, definiert durch
Mqf = qf, f € D(Mg) = {f € Co(Q) : qf € Co(Q)},
dervon q induzierte Multiplikationsoperatauf
Co(QQ) =={f €eC(QQ) : V&> 0 IK, € Qkompakt, so daf¥f (¢)| < &, £ € Q\ K},

versehen mit der Norihf|| = sug|f(é)| : &€ € Q}.

2.16 Proposition. Es seiQ2 € C" ein Gebiet und ¢ C(Q). Dann gilt:
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i) Mg:D(Mg) € Co(2) — Co(Q) ist dicht definiert und abgeschlossen.
ii) Mg istbeschrankt < q ist beschrankt.

iii) Mg ist beschranktinvertierbar <= q ist beschrankt invertierbar,
in diesem Fall is(Mq)™ = M.

V) o(Mg) = a(Q).
Beweis. Siehe z. B. ENOQ, Proposition 1.4.2]. m]

2.17 Definition. Es sei nurg € C(Q) mit w = sup Re((£)) < co. Dann definier@(¢) =
€99, t>0, £€Q,und

Ty(t) = Mg, t>0.

Offensichtlich istg; € C(€2), t > 0, und daher ist jedeBy(t) ein Multiplikationsoperator
aufCo(Q). Klar ist auch, daffy = (T4(t))w=0 €ine Halbgruppe auto(Q) ist, denn fur alle
f €Co(Q), s t>0undé e Qist

(Ta(IT() F)(E) = €9 (To(9) F)(€) = %) 99 £(£) = 09 f(¢) = (To(s+ D F)(©).
und
Tl < €, t>0.

Gibt es hinreichende und notwendige Bedingungem ap dal¥y eine gleichmagig stetige
oder eine stark stetige Halbgruppe ist? WeTngleichmalig stetig ist, was ist dann der
Erzeuger?

2.18 Proposition. Mit den Bezeichnungen aus Definitidri 7 gilt:

i) T4 ist genau dann gleichmaRig stetig, wenn g beschrankiristiesem Fall ist
der Erzeuger vofr .

i) Ist g unbeschrankiaber weiterhinsugRe@(¢)) : ¢ € Q} < ), S0 istTq eine stark
stetige Halbgruppe auf£Q).

Beweis.i) Angenommeng ist beschrankt. Dann ist audfq beschrankt und es gilt fur
allet > 0, f € Cp(Q) und¢ € Q:

00

(TOHE) = €919 (¢) = ;)t X ) = ;%(qufxa - ;%«Mq)"fxa
= (0 ) ) = (exptm (@)

n=0
Also ist Tg(t) = exptMq), t > 0, und dahef’ eine gleichmaRig stetige Halbgruppe nach
Satz2.13

Angenommeng ist unbeschrankt. Dann gibt es eine Folg@ € Q, so dal3q(é,)| — oo.
Setzet, = - , h e N. Ware7q gleichmafiig stetig, so gabe es zu jedem 0 ein
N € N, so da&|T(tn)f —fll<e n=N, feCy(Q). Furjedem € N wahle eine Funktion
fn € Co(Q), so dal¥f,(&) = 1 und||fy|| = 1. Setzes = maxX|e#-1jze C, |4 = 1} > 0.
Dann gilt fur allen e N

IT () fn — full = sugd| ehd©) fa(§) — (@)l : £€Q) > |etnq(fn) fn(én) — fnlén)l
= | €9 1] [f(én)| = | €9 1] > 5,
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also ist7q nicht gleichmafig stetig.

i) Esseif € Co(Q). Esist zu zeigen, daR, — X, t - Tq(t)f stetig ist. Nach Propositi-
on2.4genigt es, die Stetigkeit in 0 zu zeigen.
Wabhlee > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein Kompaktgimc Q, so daid

llfll
gol +1°

(&I < §eQ\K,,

mit w = sudRe@(&)) : & € Q}. Da exp() auf kompakten Mengen gleichmalRig stetg,
kompakt undj stetig ist, gibt es eity € (0, 1), so daf’

l 1- eXp(tq(f)) | <g, te [0» tO]» é: € K,.

Damit folgt furt € [0, to]:

T - fll = sud] €99 (&) - (&) : £ QY

= sull(€%9 —1)f ()] : £ € K.} + supl(€9) —1)f ()] : £ € Q\ K,)
ellfil
gl +1
<ellfll+ellfll = 2 |f]. O

< |If|l sug| €99 —1 : £ e K} + Sup| €99 —1] : ¢ e Q\ K}

2.2 Erzeuger stark stetiger Halbgruppen

In Kapitel2.1ist gezeigt worden: IST” = (T (t))0 €ine Halbgruppe auf einem Banachraum
X, dann

T gleichmalig stetig < es gibt einA € L(X), so dal¥l (t) = exptA), t > 0.

AuRerdem ist differenzierbar undiT(0) = A.

Wir benutzen nun die letztgenannte Eigenschaft, um auddr @ior stark stetigen Halb-
gruppe7 einen eindeutig bestimmten Erzeudezxuzuordnen.

2.19 Definition. Es seiX ein Banachraum un@ = (T (t))»0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X. Der OperatoA, definiert durch

DA = {xeX: lim H(T(h)x - X) existiert},

AX :

1
”@o H(T(h)x - X), x e D(A),
heil3t der ipfinitesimal@ Erzeuger vory .

Bemerkung. Ist 7 eine gleichmalfiig stetige Halbgruppe, so stimmt diese Diefinmit
der Definition des Erzeugers in Definiti@il4uberein.

2.20 Lemma. Es sei X ein Banachraum uid = (T (t))-0 €ine stark stetige Halbgruppe
auf X. Fir xe X definiere die Abbildungy : R, — X, t > 7«(t) = T(t)x. Dann sind
aquivalent:

i) 7 ist differenzierbar.

i) 7y ist diferenzierbar in0.

Beweis.i) = ii) ist klar.
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i) = i) Es seieny > 0, h € (0,tg) und x € X, so dalryk in O differenzierbar ist. Die
Rechtsdiferenzierbarkeit vomy in tp folgt aus

% (tx(to + h) — 7x(t0)) = T(to) % (tx(h) — 7x(0)) — T(to) dEtTX(O), h— 0.

Die Linksdifferenzierbarkeit vomy in to folgt aus

L (0t0) = lto 1) = Tlto ~ )£ (14(1) ~ (0) ~ S0)) + T~ ) 74(0)
— T(to)dgtTX(O), h— 0,

denn der erste Summand konvergiert gegen 't h) fur h € (0, tp) beschrankt ist und
der Term in Klammern nach Voraussetzung gegen 0 strebt). m]

2.21 Korollar. Ist7 = (T(t))s0 €ine stark stetige Halbgruppe auf einem Banachraum X
mit Erzeuger A, so ist

D(A) = {xe X : t- T(t)x ist diferenzierba.

2.22 Proposition. Es sei X ein Banachraum urid = (T(t))i»0 eine stark stetige Halb-
gruppe auf X mit Erzeuger A.

i) Ae Z(X),
ii) Ist x e D(A), soist Tt)x € D(A), t > 0, die Abbildungry : R, — X, t — T(t)x ist
differenzierbar und

dﬂtT(t)x = AT(Mx=T(MAX  t=0.

i) Istt>0und xe X, so istfot T(s)xds e D(A).

iv) Istt>0, soist
t
T(t)x—x= Af T(9)xds, X e X, (2.12)
0

TH)X-x= ftT(s)Axds, x € D(A). (2.13)
0

Beweis.i) istKklar.
i) Istx e D(A), so ist istry differenzierbar mifi7,(0) = Axund es giltd T(H)x = Lr(t) =
T(t)47(0) = T(Y)Ax Also existiert auch
lim 1(T(h)T(t)x— T(t)x) = lim }(T(t +h)x = T(H)x) = TOAX
h\o h hNo h
und dahefT (t)x € D(A) und AT (t)x = T(H)Ax.
i) und @2.12: Esseiert > 0,h > 0 undx € X. Die Behauptungen folgen aus

%(T(h)fOtT(s)xds—fOtT(s)xds)z %(thhT(s)xds—fotT(s)xds)

- %(ftHhT(s)xds— thT(s)xds) S TMOXx-TO)x h—0.
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iv), (2.13: Es seix e D(A),t > 0 undh > 0. Definiere

T(h)x— X
h
Dann konvergiergy, gleichmafiig gegem(-)Axfir h —» 0. Somit folgt

¢en:[0,t] = X, ¢n(s) =T(9)

! -1 (T . t1 :
Afo T(s)xds:L@) E(T(h)—|d)f0T(s)xds=L|QwofoE(T(h)—ld)T(s)xds

t t t
=H@fo¢h(s)ds=f0”r\no goh(s)ds=f0T(s)Axds m]

Nach Definition2.19ist der ErzeugeA durch die Halbgrupp& eindeutig bestimmt. Dal3
umgekehrt auch der Erzeugkdie Halbgruppe™ eindeutig bestimmt, zeigt folgende Pro-
position:

2.23 Proposition. Es sei X ein Banachraurii; = (T (t))w0 eine stark stetige Halbgruppe
und A der Erzeuger vor. Dann istD(A) c X dicht, A ist abgeschlossen und A bestimmt
die Halbgruppe/ eindeutig.

Beweis.Da fur jedesx € X die AbbildungR, — X, t — T(t)x stetig ist, folgt mit
Proposition2.22

t
DA > % fT(s)xds — X, t\,0.
0

Also ist D(A) = X gezeigt.
Es sei nun eine Folge), € D(A) undx, y € X gegeben, so daf, — x undAx, — yfir
n — co. Esist zu zeigen, daRe D(A) undAx =y. Es gilt

t
%(T(t)x—x) = lim %(T(t)xn—xn) €3 jim f T(9)A% ds
N—oo N—oo 0

® @ [
= fr!im T(9AX, ds = fT(s)yd&
0 N—ee 0

dabei gilt &), weil die Abbildung [Qt] — X, s+ T(s)Ax, gleichmaRig gegea— T(s)y
konvergiert, und <) folgt aus der Abgeschlossenheit vo(s). Nach Definition vorA ist
alsox € D(A) und

1 1t
Ax= It@ n (THx-x) = ltI{,T(]) n fo T(g)yds=y.

Es seiS = (S(t))0 eine stark stetige Halbgruppe mit ErzeuderEs ist zu zeigen, daf3
S(t) =T(t),t = 0. Furx € D(A) undt > 0 definieren : [0,t] — X, n(s) :== T(t — 9S(9)X
(vgl. Proposition2.11). Die Funktiony ist differenzierbar, denn fis € (0,t) und|h| klein
genug ist

% (n(s+h) —n(9) = % (T(t—s—h)S(s+h)x-T(t-9S(s)x)

= T(t-s-h) 1 (S(s+h)x—S(9x) + 1 (T(t-s-h)-T(t-9)S(9x
glm. beschrankt i eD(A)
— T(t-9AS(9x— T(t— 9AS(9)x = 0.

Daher isty konstant auf [0t] und es folgt
T(H)x=n(0) = n(t) = S(t)x.
DaT(t) undS(t) beschrankt sind ung(A) in X dicht liegt, folgtT (t) = S(t). ]
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Bemerkung. Es seiX ein Banachraum un@™ = (T(t))i»0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X mit ErzeugerA. Eine Abbildungu : R, — X heil3t eineklassische Losungpn

%x = Ax(t), t=0, X(0) = Xo, (2.14)

falls u stetig diterenzierbar istu(t) € D(A), t > 0, undu das Anfangswertproblen2(14
[Bst. Istxg € D(A), so istT(-)Xo die eindeutige klassische Losung véhld). Firk € N
undxp € D(AX) ist T(-)xo € CX([0, o), X) N CK1([0, o), D(A)).

2.24 Lemma (Skalierung).Es sei X ein Banachraunt; = (T(t))0 eine stark stetige
Halbgruppe auf X mit Erzeuger A. Filre C unda > 0 ist dann auchS = (S(t))i0 mit
S(t) = 1 T(at), t > 0 eine stark stetige Halbgruppe auf X mit Erzeuget BA + 1id.

Beweis.Nachrechnen. O

2.25 Satz.Es sei X ein Banachrauri; = (T (t))w0 €ine stark stetige Halbgruppe auf X
mit Erzeuger A. Weiter seien € R und M > 1 so gewahlt, daRT (t)|| < M e, t > 0 (vgl.
Proposition2.4). Dann gilt:

i) IstA € C, so dalf3 fur jedes & X das uneigentliche Integral
R()X = f e ' T(g)xds (2.15)
0

existiert, so istl € p(A) und R1) = R(4, A).
ii) Istd e C mitRe@) > w, so folgtl € p(A) und R2) = R(4, A) und es gelten

e M
Re@d) — w
B M
1< —M
(Re@) — w)"

i(2-A) (2.16)

I(a - A) neN. (2.17)

Beweis.i) Ohne Einschrankung kann man= 0 annehmen (das kann man durch Skalie-
rung immer erreichen, siehe Lemra24).
Firx e Xundh > O ist

%(T(h) —id)RO)x = %(T(h) —id) jjT(s)xds: %j:oT(s+ h)xds - %j:oT(s)xds
= 1 hT(s)xds — =X h, 0.
h Jo

Also istR(0)x € D(A) undAR(0) = —x, x e X.
Umgekehrt sei nux € D(A) gegeben.

t t t
R(O)Ax:tlimfT(s)Axds(i)tIim Af T(s)xds‘é)AtlimfT(s)xds:AR(O)x:—x.

Dabei folgt (1) aus Propositich22 iv) und (2) gilt, weil A abgeschlossen ist.

i) Es seil € C mit Re(d) > w. Nachi) genligt es zu zeigen, d&1)x fur alle x € X
existiert. Das und die Abschatzurigy 16 folgt, da furt > 0

t t t
'jo‘e‘SAT(s)xds j(;He‘S”T(s)x” ds < M||x||j(;|e‘5”| e* ds

1 gle-Re) < M
Re) —w ~ Re@)-w’

IA

IA

t
M [|x]| f el R ds = M ||x|
0
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Es sei num > 2. Aus der Operatortheorie ist bekannt

(_)n dn—l

RAA)) = (A-A" = n-1) d/1,1,1(/1—A)71,
also folgt mit .15
T 1 o
(R, A"l = oD H d/l“—lfo e T(9)xds|| = oD j(; g 1es'”T(s)xdsH
MIXL (™ o1 SwRe@) go _ MIXI
< iy € O Gy °

Aus Satz2.25folgt, dal3 das Spektrum eines Erzeugers immer in einerditka@bebene
der komplexen Zahlenebene liegt.

2.26 Definition. e Falls das Integral in2.195 existiert, so nennt man es di@aplace-
Transformiertevon T (-)x.

e Ist Ader Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppeso heifdt
S(A) = supgRe@) : 1€ o(A)}.
die Spektralschrankeon A.
Ist A ein Erzeuger einer stark stetigen Halbgru@peso giltimmer
—00 £ S(A) < wo(T) < .

2.27 Beispiel (Multiplikationshalbgruppe). Es seiQ € C ein Gebiet und) € C(Q2, C), so
dalw := sugRe@(£)) : & € Q} < co. Dann definiert

Tq(t) = M[eq, tZ O,

eine stark stetige Halbgrup@g = (T4(t))w0 auf X = Co(Q), siehe PropositioR.18
Wir zeigen nun: Der Erzeuger vafy, ist der Multiplikationsoperatal¥,.

Beweis.Es seiA der Erzeuger vofig. Dann gilt fir allef € D(A) undé € Q:

U@ - 1@ _ ) &H0-1
@I

(AD)E) = lim = f()a) = (Mg f)(©).

Also ist gezeigt, da € My. Nach Voraussetzung igte p(A) N p(Mg) fur A gro3 genug,
also folgt auchMq C A. o

2.3 Erzeugersitze

Propositior2.22und Sat2.25liefern notwendige Bedingungen, denen der Erzeuger einer
stark stetigen Halbgruppe geniigen muf3: Er muf3 dicht defimiel abgeschlossen sein,
aufRerdem muf sein Spektrum in einer linken Halbeben&Jimyen und die Potenzen der
Resolvente in einer rechten Halbebene missen gewisséatasagen erfillen.

2.28 Satz (Satz von Hille-Yosida-Phillips).Fur einen Banachraum X, & Z(X) und
Konstante M> 1, w € R sind aquivalent:

i) A erzeugt eine stark stetige Halbgruppe= (T (t))w0 auf X mit
TR < Me“, t>0.
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ii) Aistdicht definiert und abgeschlosséhe R : 1 > w} C p(A) und

M
||R(/l, A)n” < m, neN, 1> w. (218)
iii) A st dicht definiert und abgeschlosséhe C : Red > w} C p(A) und
M
RALA) < ——— R . 2.1
IR, )”_(Re/l—a))”’ neN, Red>w (2.19)

Die Beweisidee besteht darin, den Oper&onit beschrankten Operatoren zu approximie-
ren. Fum € N, n > w definiere die sogenann¥®sida-Approximierenden

A, = nARN,A) = n?R(n,A) —n. (2.20)

2.29 Lemma. Es sei X ein Banachraum undA.Z(X), so dafli) aus Sat2.28erfillt ist,
und fird > w setze A= 1AR(1, A) wie in(2.20. Dannist A € L(X), 2 > w, und es gilt

Jim AR, A)X = X, X e X, (2.21)
Jim Ax = AX, x € D(A). (2.22)
Beweis.Zum Beweis vonZ.21) seix € D(A) gegeben. Es gilt

AR, A)x = X| = IR(2, A)AN| <

JAY| — 0, A — oo.

A-w

Wegen|lAR(4, A)ll < “ ist AR(2, A) gleichmaRig beschrankt aub ¢+ 1, ) (d. h., es gibt
einc € R, so daB|AR(A, A)|| < ¢, 1 > w + 1). DaD(A) in X dicht ist, folgt ¢.27) fur
beliebigex € X.

Aus (2.2 folgt fur x € D(A)

Jim AX = Jim AAR(A, A)X = llim AR(2, A)AX = Ax m]

Beweis von Sat2.28 i) = iii) folgt aus Propositio2.23und Sat2.25

i) = ii) istklar.

i) = i) SetzeN,, = {n € N : n > w}. Firn € N, sei7, = (Ta(t))=o die von
A, erzeugte gleichmalig stetige Halbgruppe. Wir werdenezgigalRTy(t) fir n — oo
gegen eir (t) € L(X) konvergiertund daff” = (T (t))i>o0 eine stark stetige Halbgruppe mit
ErzeugerA ist.

1. Schritt Abschatzung voliT,(t)||.

n .
Firt > 0,ne N,, undw; := max d ‘neN,, <ooist
(N-w)
e_m ” etan(n,A) ” e‘m i t]nzl ”R(n A)J” <M e_tn i t]nzl
= j! = = (n—w)!j!

j=0

A

Tl

=M e—tn etnz/(n—w) =M entw/(n—w) <M etwl .

2. Schritt.Aus der Reihendarstellung fol@h(t)Am = AnTn(t), m n e N,,, t > 0. Mit
Proposition2.22 ii) folgt

t t
To0x= Tu®x = [ < (Ta(@Tult = 99 d5= [ To(@Tult - 9 (Arx - Ao d.
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Furx e D(A) folgt mit der Abschatzung aus dem 1. Schritt figr O:
t (.22
ITa(®)X = Tm(®)XI| < M2 ||AnX — Ammlf et ds —5 0, n, m— oo. (2.23)
0

3. Schritt Fur alle y € X existiert Tt)y := lim,_, Tn(t)y und fur jedesd > 0 konvergiert
Ta()y — T()y gleichmaRig auf0, to] und T(:) € C([0, tg], X). (Der Lesbarkeit halber
schreiben wilT (-) stattT (-)ljo5), €tc.)

Es seiy € X unde > 0 gegeben. D&(A) C X dicht liegt, gibt es eirx € D(A), so dal
X —yll < . Da auf endlichen Intervallen [@] die Konvergenz inZ.23 gleichmaRig irt
erfolgt, gibt es eiMN € N, dal||Ta(t)x — Tm(t)X/| < &, n, m> N, t € [0, tg]. Damit folgt
furn, m> N, t € [0, to]

A

[Ta(®)Y = TV < ITa()X = Tm®X]| + ITa®)(y = X + [Ty — X
&+ (ITm®Il + ITa®I) X - Yl < (1+2M 1) e.

IA

Fur beliebigey € X ist also [(-)y)n eine Cauchyfolge iilC([0, to], X), daher hat sie einen
GrenzwertT(-)y € C([0, tg], X). Offensichtlich istT(t)y unabhangig von der Wahl von
to > t, so dal man eine auf gaRz wohldefinierte FunktiofT (-)y erhalt.

4. Schritt 7~ = (T(t))w0 ist eine stark stetige Halbgruppe uf@(t)|| < Me“, t> 0.

Die starke Stetigkeit vofir wurde im 3. Schritt gezeigt. Die Halbgruppeneigenschidtfo

weil jedesT sie hat, und es gilt wegen der Abschatzung im 1. Schritt

ITOI =1l lim Ta@)l < lim Me™/™) < Me@,  t>0.
nN—oo Nn—oo

5. Schritt A ist der Erzeuger vofir = (T (t))tso0.

Es seiB der Erzeuger voif. Furx € D(A) undty > 0 konvergiertT,(-)x gegenT (-)X
fir n — oo gleichmafig auf [Dtp]. Da Anx —» Axund T, — T gleichmaRig auf [Dt]
firn — oo, konvergiertd%Tn(-)x = T(-)Anx gleichmalig gegem (-)Ax auf [0, tp]. Folglich
ist T(-)x differenzierbar un(#tT(t)x = T(t)Ax t € [0,tg], also folgtx € D(B) undBx =
4T(0)x = T(0)Ax = Ax Damit istA C B gezeigt. Fir jedes > w gilt A € p(A) N p(B),
also auchR(1, A) € R(1, B). Aus D(R(1, A)) = X = D(R(4, B)) folgt R(1, A) = R(4, B),
alsoA = B. m]

Als Korollar erh@lt man einen Erzeugersatz fur Kontrakghalbgruppen:

2.30 Korollar (Satz von Hille-Yosida). Fur einen Banachraum X und & .Z(X) sind
aquivalent:

i) A erzeugt eine stark stetige Kontraktionshalbgru@pe (T (t))0 auf X, d. h.,

Imon < 1, t>0.
i) Aistdicht definiert und abgeschlosséhe R : 1 > 0} € p(A) und

IR(2, A)ll < A>0. (2.24)

SO

iii) A st dicht definiert und abgeschlosséhe C : Red > 0} C p(A) und

1
IRAA) < z—.  Rei>0. (2.25)

Beweis.Die Behauptung folgt miM = 1 undw = 0 aus Sat2.28 weil ||R(1, A)"|| <

IR A" < k. 0
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2.31 Erzeuger stark stetiger Gruppen.

Definition. Es seiS = (S(t))«r €ine stark stetige Gruppe auf einem BanachraurDer
OperatorA, definiert durch

DA) :

. . l . .
{xex: lim £(S(h)x~x) existiert},

1
AX : L'_%H(S(h)x_ X), x e D(A),

heil3t der ipfinitesimal@ Erzeuger vorsS.

Oftensichtlich sind™, = (T (t))io UNdT_ = (T_(t))t0 Mit T, (t) = S(t) undT_(t) = S(-t),
t > 0, stark stetige Halbgruppen aXifmit Erzeuger-A.

Satz (Erzeugersatz fur stark stetige Gruppen).Es seien X ein Banachraum,AZ(X),
M > 1undw € R. Dann sind aquivalent:

i) A erzeugt eine stark stetige Grupfe= (S(t))ier auf X mit

ISMI < M, teR.
i) Aist dicht definiert und abgeschlosséhe R : 1 > w} C p(A) und

M

"
iii) Aist dicht definiert und abgeschlosséhe C : Red > w} € p(A) und

M
||R(/l, A)n” < m neN, |Red|l > w. (227)

"
iv) A und-A erzeugen stark stetige Halbgruppgh = (T.(t))e0 mit
IT.OI < Me“, t>0.

Beweis. Ubungsaufgab@.6. O

Notwendige Voraussetzung fir einen Operatoe £ (X) Erzeuger einer stark stetigen
Halbgruppe zu sein, ist, dal sein Definitionsbereich d&thM/enn das nicht der Fall ist,
aber alle anderen Voraussetzungen aus dem Satz von Hiliela¥@hillips (Sat2.28 i)
bzw.iii)) erfullt sind, so wirdA auf einem geeigneten Teilraum vehzu einem Erzeuger
einer stark stetigen Halbgruppe.

2.32 Definition. Es seiX ein Banachraum ungp € X ein Unterraum. ZWA € .Z(X) heil3t
A, definiert durch

D(A) = {xe D(A) N X : AXe Xo}, AX=AX X DA),
derTeil von Ain X%.

2.33 Lemma. Es sei X ein Banachraum, AD(A) € X — X ein linearer abgeschlossener
aber nicht notwendig dicht definierter Operator. Es sgi:X D(A) und A der Teil von A
in Xo. Gibtes M> 1 undw € R, so daf3

M
{1eR:A>w}C p(A) und ||R(/l, A)n” < m, neN, 4> w,

S0 erzeugt feine stark stetige Halbgru = (T())w0 auf Xo mit|[T(®)|| < Me“, t> 0.
gtfe g gruppe = (T(t))e (t)
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Beweis.Nach Voraussetzung i¥% ein Banachraum. Fiir € p(A) ist R(4, A)(Xo) € D(A),
daD(A) = {x € D(A) : Ax € Xo}. Folglich istp(A) € p(A) undR(2, A) € R(1, A),
A € p(A). Firn e Nunda > w gilt also [|R(A, A)"l < [IR(2, A)"l. Wenn gezeigt ist,
daRD(A) dicht in X, ist, so folgt die Behauptung aus dem Satz von Hille-Yosidalips
(Satz2.29. Es sei dazu eint € Xo vorgegeben. Setzg = nR(n, A)xfirne N, n > w. Da

X € Xp, folgt
Ax, = nARN, A)x = n(nR(n, A) — X) € Xo,
alsox, € D(A). Da nach Lemm&.29x, — X, n — oo, ist das Lemma bewiesen. m|

2.34 Beispiele.
1. Translationshalbgruppe auf BUR).

Es seiX = BUC(R) undA € .Z(X) definiert durch
DA ={feX : feCYR), f eX] Af = /.

Dann erzeugA die Translationshalbgruppe = (T (t))ws0 mit (T(t)f)(&) = f(t +&),t > 0,
feX &eR.

Beweis.
(i) Aistdicht definiertWahlef € X. Definiere

t
ft(g)z%j(;f(§+s)ds t>0, £€R.

Offensichtlich istf; stetig undj|fi| < % fot||f||ds = ||f]| < co. Weiter ist f; gleichmalig
stetig. Sei namliclz > 0 gegeben. Dd gleichmafiig stetig ist, gibt es eéh> 0, so dalR
[f(&) — ()| < &, falls|é =y < 6. Damitfolgt furé, n e Rmit|€ —n| < 6:

t
1@ - <7 [+ 91+ 9]ds<e
0

Folglich ist f; € X, t > 0. Offensichtlich ist jeded; stetig diferenzierbar mitf/(¢) =
%(f(t + &) — (&), also gilt sogaff; € D(A), t > 0. Zue > 0 wahle wiedeb > 0 wie oben.
Dann gilt fur allet € (0, 5)

1 t
it i=supf |3 [ rter9- raes

éeR

}<sup —f|f(§+s)—f(§)|ds <e,
—————

<g, weil se(0,6)
dh,fi—f t—0.

(i) Aist abgeschlossen umdA) c iR: Fird € C\ iR definiere

() - f -9 f(g)ds, Re() >0,
! — [£ 9 f(9ds, ReQ) <0,

_UflL
Re@”’

o - fl
gé-91 (g ds‘} < ||fll su {f gé-9)Rel) ds} — Il . 2 28
ff (s Il supy | rReqy. 228

Offensichtlich istg, stetig und es gillig,|| < denn beispielsweise fur RB(> 0 gilt

llgall = SUD{
£eR
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Die gleichmaRige Stetigkeit vayy, folgt fur Re(?) > 0 aus

1916 - Gu(n)l = f T eI f(gds— f "9 f(gds

3 n

7] 00
= f e~ f(s)ds + f 691 f(g) — 1791 () ds
3 n

n—¢ co
= f e f(s)ds+ f eI f(g)[e¥ M1 ~1] ds
0 n

n—¢
snfn'f e ds
0

da die rechte Seite nur noch vén- n abhangt und gegen 0 konvergiert, fajls n — 0.
Insgesamt ist alsg, € X gezeigt. Da ffensichtlichg, stetig diferenzierbar ist, folgt sogar
0. € D(A) und man rechnet leicht nach - 1)g, = f. Insbesondere folgt, daR— A
surjektiv ist. Injektivitat vom — A folgt, weil fur f € C1(R) gilt

+

[ee=m1_1) f e St f(s) ds' ,
0

Af—f =0 = f(&) =ce', ¢eR,
alsof € X genau firc = 0. Wegen 2.28) ist [|( — A)~1f|| = |lgall < % feX, d..h.,

Aep(A) und [(A-1)7Y <

, AeC\iR.
| ReA| \

Daher istA— 2 nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen abgeschlosbeamit ist
auchA abgeschlossen.

(iii) Aist Erzeuger einer stark stetigen GruppeFolgt aus dem Satz von Hille-Yosida fur
Kontraktionshalbgruppen (Sa2z30 und dem Erzeugersatz fiir stark stetige Gruppen (Ab-
schnitt2.37).

(iv) Bestimmung vorv: Fur f € D(A) definiereu(t, &) = T(t)f (&) furt > 0, £ e R. Dann
istu e CY([0, o) x R) und Lésung von

0 0
au(t,f) = %U(t,f), f (S R, t> O,
u(0, &) = f(4), £eR.

Setzev(t, &) = u(é-t, +t) furt, £ e R.Es gilt%v(t, &) = 0, alsov(t, &) = v(¢, &) = u(0, 2¢)
und daher

-1

P

T(t)f(§)=U(L§)=V(§7H, )=u( £+t =f(€+1), tE£eR O

N |

2. Translationshalbgruppe auf(R).
Es sei 1< p < oo und X = Zp(R). Ist A € Z(X) definiert durch

D(A) = WHP(R) = {f € X : f absolut stetig f’ € X},  Af = f".

Dann erzeugA die Translationshalbgruppe = (T (t))ws0 mit (T(t)f)(&) = f(t +&),t > 0,
feX &eR.

Beweis. Ubungen. o
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3. Diffusionshalbgruppe auf,(R").
Es sei 1< p < coundX = Z,(R"). Dannist7” = (T (t))is0, definiert durchr (0) = id und

(TA)F)E) = (4nt)? fR 6T f(9ds  £eR feX t>0, (2.29)

die DiffusionshalbgruppéderWarmeleitungshalbgruppelerBrownsche Halbgruppe
7 ist eine stark stetige Halbgruppe alfDer ErzeugeAvon 7 ist

n. o2
(AN = @NE = ;—fz i€, feDA), é=( ..., &) eR"
j=1 7%j
D(A) = WP(R") = {f € Z,(R") : f zweimal schwach di-bar undAf e Zp(R")}.

Beweis. (i) 7 ist eine stark stetige Halbgruppe

152
Setzey(s) := (4nt)™L e, t>0, se R". Man kann zeigen, dal

e SR = {f eC @) : Jim IXKD*f(x) — 0, ke N, @ € N"}

S(R") heiBtSchwartzraumMan kann zeigen, da8(R") € .Z,(R") dicht fur p > 1, und
daBS(R") invariant unter Fouriertransformation ist.

Es qgilt
T@E)f =y = f, t>0, feX
und die Youngsche Ungleichung liefert
T fllp < Iyl [1fllp = N1l

Damit ist gezeigt{T(t)| < 1, t > 0.

Die Halbgruppeneigenschaft van folgt ausy.s = ys * y; (nachrechnen!) und der Asso-
ziativitat der Faltung. Die starke Stetigkeit v@nkann mit Mitteln der Maf3theorie gezeigt
werden.

(i) Erzeuger vor: Wir zeigen die Behauptung nur fijpr= 2.
Es seiA der Erzeuger vofi.

2.4 Dissipative Operatoren und Kontraktionshalbgruppen

2.35 Definition. Es seienX ein Banachraum und € Z(X) (nicht notwendig dicht defi-
niert). DannA heil3tA dissipatiy falls

(A= A)XI > AlIXI, 1>0, xe D(A).
2.36 Proposition. Ist X ein Banachraum und A .Z(X) dissipativ, dann gilt:

i) A— Aistinjektivfird > 0Ound

1
(- Ayl < 7ML >0, yerg@-A).
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i)  A-—Aistsurjektiv fur eim > 0 = A — Aist surjektiv fur allet > 0.

In diesem Fall is(0, o) C p(A).

iii) Aistabgeschlossen<= rg(A - 1) ist abgeschlossen fir eih> 0,
< rg(A- Q) ist abgeschlossen fir alle> 0.

iv) Gilt R(4,A) € D(A), so ist A abschlie3bar. In diesem Fall ist auch der Absctul
dissipativ und es giltg(1 — A) = rg(1 — A), 1> 0.

Beweis.i) istKlar.

i) Angenommengdy — A ist surjektiv fir eindg > 0. Nachi) ist danniy € p(A) und
IR(0. A)ll < . Fiir € (0, 240) ist

p=A=p—do+do—A=((u- A0)R(lo, A) +id )(do — A)

bijektiv nach dem Satz von Neumann,|ga— 10)R(10, A)|| < 1. Also folgt (Q 210) € p(A).
Insbesondere folgt also z. B.,@Mo] € p(A), induktiv also (0(%)“] € p(A) und dann wegen
Unerr(0, () = (0, =) die Behauptung.

iii) DaRRAabgeschlossenist, ist aquivalent dazu, Aafd fur ein (und dann fur alla > 0)
abgeschlossen ist. Das wiederum ist aquivalent dazu, daf}

A-A1:rgl-A - X

fur ein (alle)A > 0 abgeschlossen ist. Nach dem Satz vom abgeschlosseneme@Giiap
das aquivalent dazu, dal® Ag{ A) abgeschlossen ist fur ein (alle)> 0.

iv) Angenommen, rg{— A) C D(A). Es seiery € X und (Xn)nex Mit X, — O undAx, -y
fir n — co. Es ist zu zeigen, daf8= 0. Fur allew € D(A) und A > 0 gilt

I2(A = A)Xn — (A = AWI| > A[| A%y — W
Im Grenzwerin — oo erhalt man also

ldy — (1 — AW > A Iwl,
= |ly-w-A"Aw| > |wll,

A—>o0

= |ly—wil = [Iw].
Day € rg(A) € D(A), gibt es ein Folgevin)nar € D(A), die gegery konvergiert. Daher
folgt aus obiger Ungleichunity|| =Emn%<, lwnll < lIMpso |ly — Wa|| = 0.
Zum Beweis der Dissipativitat voA seix € D(A) gegeben. Nach Voraussetzung existiert
eine Folge %n)nay, SO dafx, — xundAx, — Axfiir n —» . Da die Norm stetig ist, folgt

(= A = lim I = A)xall = A lim [xall = AlIX]I

Da rg(t - A) < rg(1 — A) dicht liegt, folgtrg( — A) = rg(d - A) = rg(1 — A). Die letzte
Gleichheit folgt ausii ), daA abgeschlossen ist. m|
Speziell in Hilbertraumen gilt

2.37 Lemma. Es sei H ein Hilbertraum und & .Z(H). Dann gilt

A dissipativ = Re(Ax,X) <0, xe D(A).
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Beweis." <" Es seix € D(A) gegeben, ohne Einschrankupgl = 1. Dann gilt furd > 0
1A = A)XIl = 1I(2 = AXIIXE > (4 = A)x, X)) > Re(2 = (AX, X)) = 1 - RE((AX, X)) > 4.

“=" Es seix € D(A) gegeben, ohne Einschrankung e| = 1. FurA > 0 definiere
X1 = [I(2 = A)XI71A = A)x. Dann ist limy_e X3 = im0 [[X = 72 AXL (x = 17 TA)X = x
und es gilt nach Voraussetzung

A< (2= AX| = (2 - A)x, X3) = Re(@x, x3) — Re(Ax, x,)
272X - Re(Ax, X). O

2.38 Lemma. Es sei H ein Hilbertraum und & .Z(H) ein dissipativer Operator. Ist— A
surjektiv fur eind > 0, so ist A dicht definiert.

Beweis.Nach Propositior2.36 i) ist A € p(A). Es ist zu zeigen, daR ¢ A)~* ¢ H dicht
liegt. Wahle dazw € rg(1 — A)*. Esist also\, (1 — A)™*u) = 0, u € H. Speziell firu= v
hat man also

0=(v,A-A ) =((U-ALU-Av,1-A1)
= Al(A -~ A7V - Re(A(1 - A7, (1~ A™) = AlI(2 - AV = 0,
also||(A - A)~Yv|| = 0. Da @ — A)~! injektiv ist, folgtv = 0, also die Behauptung. O

Lemma2.37und Lemma2.38sind Spezialfalle folgender beider Lemmata:

2.39 Dissipative Operatoren in Banachraumen Es seiX ein Banachraum mit Dualraum
X’. Zu jedemx € X heif3t

J) ={xeX  (x,x) = x| =IX]I}.

die Dualitatsmengevon x. Nach dem Satz von Hahn-Banach§&tx) # 0, x € X. Die
Elementex' € J(X) heiBemormierte Tangentialfunktionale in kallsX sogar ein Hilbert-
raum ist, so bestellf (x) aus genau einem Element.

Analog zu Lemma&.37gilt:

Lemma. Es sei X ein Banachraum undAZ(X). Dann gilt
Adissipativ < V¥ xeD(A) 3 j(X) € T(X) : RAX, j(x)) < 0.

Ist X ein reflexiver Banachraum, so hat man analog zu Lerarda

Lemma. Es sei X ein reflexiver Banachraum undAZ (X) ein dissipativer Operator. Ist
A — A surjektiv fur eim > 0, so ist A dicht definiert.

2.40 Satz (Satz von Lumer-Phillips).Es sei X ein Banachraum,&.Z(X) dicht definiert
und dissipativ. Dann sind aquivalent:

i) A erzeugt eine Kontraktionshalbgruppe.

ii) Esgibteind > 0, so dalRrg(1 — A) c X dicht.

Beweis.i) = ii) Nach dem Satz von Hille-Yosida (Koroll@r30 ist rg(1 - A) = X, nach
Proposition2.36 folglich rg(21 — A) = rg(2 — A) = X.

i) = i) DaD(A) c X dichtist, folgt nach PropositioR.36iv), dalRA abschlieRbar uné
surjektiv ist. Aus Propositio@.36 ) folgt, daf3i € p(A) und||R(1, A)|| < % Nach dem Satz
von Hille-Yosida (Korollar2.30) ist A der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe. o
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Bemerkung. Es seiH ein Hilbertraum undh € .Z(H). Falls
i) (AX,X) <0, xe D(A)
i) rg(1—A)=Hfureina >0,

dann erzeughA eine Kontraktionshalbgruppe axf Bedingung) zeigt, dafA dissipativ ist,
zusammen mit Bedingunig) folgt, dalA dicht definiert ist (Propositio.38. Aus dem
Satz von Lumer-Phillips folgt dann, d#@eine stark stetige Halbgruppe erzeugt.

Insbesondere fur Funktionenraume lassen sich die Badgeni) undii) oft leichter nach-
weisen als die Bedingungen aus dem Satz von Hille-Yosida.

2.41 Beispiel. Es seiX = C([0, 1]) und A € .Z(X), definiert durch
Af=1", feDA) = {f e CY([0,1]) : f(0)=0, f" eC([0, 1])}.

Der Operato® ist abgeschlossen und surjektiv, fur jedes C ist 1 — A bijektiv und

R(A, A f (&) = j: e©If(9ds £€[0,1], 1€C, feX

Aus der Abschatzung

1 1
IR AYFI < IfIl sup fe‘(f_s)R” ds= S[fl(L-eRY < T|Ifl, %0,
£€0,1] Jo 7 A

folgt, daRA dissipativ ist.

A ist aber nicht dicht definiert und erzeugt deshalb keinekstatige Halbgruppe auf.
Nach Lemma&.33induziertA eine stark stetige Halbgruppe auf dem Teilraum

Xo=D(A) = {f € X : £(0)=0}.
Ist A/ der Teil vonAin X, d. h.,
Af =1, feDA)= {f e X : f eCY0,1]), f(0)= f’(0) = O},

dann istA in Xp dicht definiert (Lemma&.33, dissipativ undl — A : Xo — X ist surjektiv,
also erzeug# nach dem Satz von Lumer-Phillips (S&t20 eine stark stetig Halbgruppe.

2.42 Definition. Eine (stark stetige) Halbgruppe = (T (t))t=0 auf einem BanachrauiX
heil3t gtark stetige unitare Halbgruppe falls jedesT (t), t > O unitar ist. Analog ist der
Begrift (stark stetige) unitare Gruppe definiert.

2.43 Satz (Satz von Stone)Es sei H ein Hilbertraum und & £ (X) ein dicht definierter
linearer Operator. Dann sind aquivalent:

i) A erzeugt eine unitare Grupp€ = (T (t))ir auf H.
ii) Alist schief-selbstadjungiert, d. h.; A —A.
Beweis.i) = ii) Nach Voraussetzung gii(t)* = T(t)™ = T(-t), t € R, also ist7T* =

(T()*)er eine stark stetig Gruppe mit Erzeugeh.
Ist x € D(A), so folgt

(<A = lim (x, (T - id)y) = im (T (T" - i) x. ¥) = (-AX. y),
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alsoD(A) € D(A*) undA*x = —Axfur x e D(A). Andererseits sei nune D(A*) gegeben.
Da—A der Erzeuger vofi * ist, folgt mit Propositior2.22 iv)

% (TA)'x—x) = % (-A) fOtT(s)*xds

Da-AcC A" undT(s)*x € D(-A) € D(A), se]0,t], folgt, weil A* abgeschlossen ist,

1 * 1 * t * 1 t * *
—(T(t)x—x):—AfT(s) xds:—fAT(s) xds.
t t o t Jo

Beachte, dal3T{(s)*x, Ay) = (X, T(9AY) = (X, AT(9y) = (A'X, T(9)y), Y € D(A), so dal
alsoT(9)*x € D(A*). DaT(s) beschrankt ist, folgA*T(s)* = (T(S)A)*. DaA und T(9)
vertauschen und wegeAT(9))" € T(9)*A" folgt

T(T(t)x—x)=¥ T(9*A'xds — T(0)'A*x = A*x.
0

letzteres, weik — T(s)*A*x stetig in 0 ist. Folglich isk € D(-A) (weil —A der Erzeuger
von7*ist) und es gilt-Ax= A*X.

Alternativer Beweis fur A* € —A" Wegen D(A) € D(A¥) ist A* dicht definiert, A" ist
abgeschlossen, weil adjungierte Operatoren immer ablgssem sind. Man kann zeigen:
A€ p(A) = 1 € p(A*) und in diesem FalR(1, A)* = R(1, A*). (Insbesondere erzeugt also
auchA* eine stark stetige Kontraktionsgruppe). Wgileine Kontraktionshalbgruppe ist,
ist (1, ) € p(xA) N p(xA*), alsoR(1, —A) € R(1, A") (weil —A € A"). Weil D(2 - A) =
D(A - A") = H, hat man als&(1, —-A) = R(2, A).

i) = i) Nach Voraussetzung sifilund—A dicht definiert und abgeschlossen und es gilt
(AX, X) = (X, A"X) = —(X, AX) = —=(AX, X), X€ D(A),

also sindA und—A dissipativ. Nach dem Satz von Lumer-Phillips (Sai40 erzeugem

und —A Kontraktionshalbgruppen, also erzedgeine Kontraktionsgrupp® = (T (t))er

auf H (siehe AbschnitR.31). Es ist noch zu zeigen, ddi§t)* = T(t)™%, t € R. Firr jedes
s e Rist T(s) surjektiv (weil sogar invertierbar) und isometrisch, den

X1 = IT(8) T (K < IIT(S) TSI < ITENTSNINL - x € H.

Da|[T(9)l < 1, se R, (weil 7 eine Kontraktionshalbgruppe ist) folgt aus obiger Unglei-
chung||X|| = |IT(s)Xl, x € H. Folglich istT(s) unitar (siehe z. B.{at80, V § 2.2]). ]

2.44 Bemerkung. Durch Skalierung erhalt man zu einer beliebigen starkgeatHalb-
gruppe eine beschrankte stark stetige Halbgruppe; dabstkiebt sich das Spektrum des
Erzeugers nach links (Lemnia24). Diese ist aber nicht notwendigerweise eine Kontrak-
tionshalbgruppe.

Das nachfolgende Lemma zeigt, dal? sie aber beziglich rimeggegebenen Norm aqui-
valenten Norm eine Kontraktionshalbgruppe ist. Daherdglt Erzeugersatz von Lumer-
Phillips (wenigstens theoretisch) fur beliebige stagkige Halbgruppen.

2.45 Lemma. Es sei(X, || - ||) ein Banachraum und@™ = (T(t))w=0 €ine beschrankte stark
stetige Halbgruppe auf X. Dann ist durch

(IXl7 == sud IT(x : s> 0}, xe€X,

eine zy|-|| aquivalente Norm definiert, uri ist eine Kontraktionshalbgruppe a{X, ||-||7).
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Beweis.Da7 eine beschrankte Halbgruppe ist, gibts> 1, so daf}|T(s)|| < M, s> 0.
Man rechnet leicht nach, d&f3 || alle Eigenschaften einer Norm hat. AuRerdem gilt

IXI = [T (O)X|| < [IXll = supIT(9)XI| : s> 0} < M[IX|, X € X,
also sind| - || und|| - |l7 aquivalent. Is € X undt > 0, so folgt

IT()Xl = SUR ITOT(IXI : $= 0) = SU [T (t+ 9x : s 0)
< SUIT(9XI : 5> 0} = [Iir,

also|[T(®)ll<1, t>0. o



Kapitel 3

Analytische Halbgruppen

In Propositior2.36wurde gezeigt, dal3 das Spektrum eines dissipativen Opgfatoeiner
linken Halbebene liegt und die Resolvente auf der rechtdhaddhse die Abschatzungen
IR(A, A)|| < 271 erfuillt, falls 2 — Afir ein A > 0 surjektiv ist.

In diesem Kapitel untersuchen wir lineare Operatoren, d&pgektrum in einem Sektor
liegt, und deren Resolvente auRerhalb des Sektors einehAtrsing genugt.

Zunachst einige Erinnerungen:

Cauchys Integralformel. Es seiQQ c C ein Gebietzy € Q, r > 0, so daf die abgeschlos-
sene Kreisscheiblé; (zp) = {ze C : |z—z| < r}in Q liegt. Istf : Q — C holomorph, so

gilt
1 f(2)
f =— —2=dc,
(@) 2ri f(’)K,(zo) (-2 <

wobeidK;(zp) der mathematisch positiv orientierte Rand \Ky(zy) ist.
Allgemeiner gilt: Isty ein geschlossener Weg )\ {Zp} undv(z,y) die Umlaufszahl von
v umZy, so gilt

; ! f(
Wmme=%i&m@f%m4

Funktionalkalkill von Dunford. Es seiX ein Banachraum uné € .Z(X) ein linearer
Operator auX. Dann ist die Abbildung(A) —» Z(X), 4 — R(4, A) holomorph. IStA
ein Uberall definierter beschrankter Operator, so ishat(@®) beschrankt. Es s&k ¢ C
ein Gebiet mito(A) € Q undy ein geschlossener Weg, der ganZirverlauft und jeden
Punkt ino(A) genau einmal mathematisch positiv orientiert umlauind definiert man
fur holomorphed : Q —» C

fw=%fmwwM
Y

Diese Definition ist unabhangig von der speziellen Wahlyon

39
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Beispiele:
i) f:C->C, f(9=1,dannistf(A) =id.

Beweis. Fur beliebigeg € X’ ist die Abbildungz — ((z— A)~x,y) holomorph
in p(A). Ohne Einschrankung (Homotopieinvarianz)jst= K;(0) mit geniigend
groRRenr. Dann folgt

t@xy = o [ReAnacy) = oo [ Ha- FReA) e

¢ ¢
1f1°"_nn > 1<°° . >
= o= = A'Xdly) = — A'xdZ,
2m<7§nZ=:0§ ¢y 27”;)75 ¢y
S———
konvergiert gim. fi € y ::2”0,i f?gﬁsngjo
= <X’y>’
also(f(A)x—x,y) = 0,y € X’. Der Satz von Hahn-Banach liefert alsgA)x— x = 0,

xe X.
i) f:C—-C, f(2=2zdannistf(A) = A

iii)y Fur die Exponentialfunktion expf) wie in Definition2.8ist
_ 1 e
exptA) = i fye R(Z,A)d¢.

Bei unbeschrankten Operatoren ist das Spektrum im alljEnenbeschrankt, daher kann
der Funktionalkalkil nicht auf unbeschrankte Operatwerallgemeinert werden. Fir sek-
torielle Operatoren gibt es eine Integraldarstellung dee@gten Halbgruppe.

Fur ¢ € (0, ] definiere den (ffenen) Sektor

3, = {zeC : |argZ < ¢} \ {0}.

3.1 Definition. Es seiX ein Banachraum. Ein dicht definierter Operatoe .Z(X) heif3t
sektoriell mit Winkeb, falls es eirns € (0, 7/2] gibt, so daf3

245 C p(A),

und zu jedenz € (0, ) ein M, > 0 existiert, so dal}

Cs N
IR(2, Al < 0k A € Zppais-¢ \ {0} (3.1)

3.2 Definition. Es seiX ein Banachraum unéd € .Z(X) ein sektorieller Operator mit
Winkel 6 € (0,7/2]. SetzeT(0) = id. Firz € X5 wahled” € (Jarg@)|, §) beliebig und
definiere

T@ = % f &7 R, A) du, (3.2)

wobeiy ein beliebiger stiickweise glatter Weg3ip,,; von co € nacheo €%, siehe Ab-
bildung3.2

Die Bedingung € % stellt sicher, dal3 argg) € (n/2+ ¢, 3n/2 - &) fur geniigend kleines
e > 0, so daR also Rgf) < a < O fur ein festesy und allex € y mit |u| grof3 genug.
Folglich fallt die Norm des Integranden exponentiell alol ulas Integral ist wohldefiniert.
Genauer gilt:
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AsiLbunG 3.1: Spektrum eines sektoriellen Operators.

Yra

ABBILDUNG 3.2: Integrationsweg, s .

3.3 Proposition. Ist X ein Banachraum und A .Z(X) ein sektorieller Operator mit Win-
kel s € (0,7/2]. Dann ist durch(3.1) ein beschrankter linearer Operator definiert und es

gilt:
i) IT(2)] ist gleichmafig beschrankt in furezZs fur jedess’ € (0, §).
ii) Die Abbildung z— T(2) ist analytisch.
i) T@a+2)=T@)T(z), z1,% .
iv) Die Abbildung z— T(2) ist stark stetig ints U {0} fur jedesd’” € (0, ).

V) (T(t))w0 ist eine stark stetige Halbgruppe mit Erzeuger A.

3.4 Definition. Es seis € (0, 7/2]. Eine Familie7™ = (T (2)).s, € L(X) heilit eineanalyti-
sche Halbgruppe mit Winkeé| falls gilt:

i) TO)=idundT(zs + ) = T(2)T(2), z1, 2 € Zs;
i) z+— T(2) ist analytisch irzs;

iii) Iim0 T(@)x=x, ¢ €(0,6), x € X (starke Stetigkeit in Sektorexy,).
Z—>!

ZeXs
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Gilt auRerdem noch
iv) furjedess’ e (0,6) gibt es einMy, so dal§iT(2)|| < My, z€ Xy,

so nennt maf™ eine beschrankte analytische Halbgruppe.

Bemerkung. Fir eine stark stetige Halbgrupge = (T(t))w0 mit ErzeugerA sind die
Abbildungen [Qx) — X, t — T(t)x fur jedesx € D(A) differenzierbar. Is7 eine
analytische Halbgruppe mit Winkél so istT(:) in in jedem SektoZs mit 0 < ¢ < &
normdiferenzierbar.

Bemerkung. Ist 7 eine analytische Halbgruppe und ihre Einschrankung aifereeine
beschrankte stark stetige Halbgruppe, so folgt nicht,alath7 eine beschrankte analy-
tische Halbgruppe ist. Beispielsweise ist die Multiplikashalbgruppe 8,.c auf X = C
eine nicht beschrankte analytische Halbgruppe, derescBiéinkung (B0 aufR, eine
beschrankte Halbgruppe ist.

Beweis von Propositiof.3. Wohldefiniertheit voril (z) undi): Es seiens € (0,6)" und

z € Xy gegeben. Da der Integrand iB.{) analytisch ist, ist das Integral unabhangig vom
gewahlten Weg, falls das Integral existiert. Setze= |471, £ = (6§ — ¢’)/2 und wahle den
Wegy = yrs5-c = Vs, UV2 s U 7S s, (Si€he Abbildung3.2) mit

Vroop = (S€7T27) 1 g€ (—00, 1)),
Y2 sp = (s€F9) e (1, o)),

V2o, ={r€°: se(-(n/2+6-¢), (n/2+5 - &)}

Faru e yﬁH istarguz) = arg(u)+arg@ € (r/2+¢, 3r/2—¢). Da cosp) < cosfr/2+¢) =
—sine< 0,9 € (n/2+¢, 3n/2- &), folgt

Re(uz) = |uz cos(arg(2)) < —|uZ sine. (3.3)

Man rechnet leicht nach, daB.p) auch fiiru €y ,_, gilt. Fru € ¥?;_, findet man

Re(uz) < |u7 = 1.

Mit der Abschéatzung fur die Resolvente erhalt man also

C B .
&R, Al < X% ||Rw, A)ll < |u_| ek eyl UYs3

C.
|l &2 R, A)l| < e S elZC, HEVys_g2-

Fur das Integral erhalt man also

IA

f &7 R(u, A) dy” f €% R, Al dh

Zfoo H e—azlsing %
r S
2 foo H e—ssing %

1 S

Also ist T(2) wohldefiniert und ins; gleichmafiig beschrankt, weil die rechte Seite nicht
vonze X5 abhangt.

i) DerIntegranding.1) ist analytisch und wie i) kann gezeigt werden, daR die Integrale
Uiber die Ableitungen existieren.

IA

T/ 2+6—¢ .
ds+ f e|2C,lir €3|ds

—(n/2+6—¢)

ds+2(r/2+ 6 — &) eC, < co.
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i) Esseien’ € (0,6) undz, z € Xy. Wahley = y1 5., mite = (6§ — ¢")/2 wie oben und
setzey’ = y+cmitc > 0so grof3, dafgny’ = 0. Dann folgt mit der Resolventengleichung
R(u, AR, A) = (4 — )[R, A) - R(4, A)]:

T(z)T(2) = (zn—loz f &4 e R(u, AR, A) du dd
y Y

1

- (271i)_2 f e e2(2 - ) R, A) - R(A, Al dadu

fe“le(ﬂ A)f('u )te dadu
(z,n)zfeﬂzz R(1, A) f(ﬂ A7tes duda

=—.fe”22R(,u,A)e”21 d,u =T(Zl+22),
2ri J,

(27T)2

dafy,(;z — ) te2 R4, A)dA = 27i % undfy(,u — A)te? duda = 0 nach dem Cauchy-
schen Integralsatz (wenn man die Integrationswege “limkdnendlichen” mit Kreisbdgen
schlief3t).

iv) Es seiwiedet’ € (0,6) unde = (6§ — §")/2. Wegen), ii) und weil A dicht definiert ist,
genigt es, die starke Stetigkeit in 0 zu zeigen, d. h.,

Iirrg) T(@x-x=0, x e D(A).
23y

Wahle wiedety = y1 5. Wie oben. Cauchys Integralformel liefert

elZ
f—d,uzeozl,
y M

also ist
1
T@x-x= fe“Z(R(A,y) - —) Xdu = fe“z,u_lR(A,,u)AXd,u.
y K y
Die Norm des Integranden kann wie folgt abgeschatzt werden

-2 — ine 1 3
ul72CoekAshe, peyr s UYT,

lu™ € RA w)AXI < { &
ul~2eC,, pEY, ..

Der Integrand ist also durch eine integrierbare Funktiatheankt, daher liefert Lebesgues
Satz von der dominierten Konvergenz

lim T(2)x - x = f lim 2 1 R(A, ) Axdu = f 1 IR(A, p)Axdu = 0.
z— z—

zesy Y

Die letzte Gleichheit folgt wieder aus dem Cauchyschemghateatz, wenn man den Inte-
grationswegy rechts schlief3t.

v) Ausiv) folgt, daf T (t))w0 eine stark stetige Halbgruppe ist. Es Baler Erzeuger von
(T(t))s0. ISt wg die Wachstumsschranke vom(f))so, SO ist dfensichtlichd = wo + 2 €
o(A) N p(B). Zum Beweis vorA = B zeigen wirR(2, A) = R(1, B). Nach Sat2.25gilt

to
R(1,B) = tlmo fo e ST (9)xds.



44

Firty > 0 und dem Weg = ;1 wie oben folgt mit dem Satz von Fubini:

1) to
f e T(9)xds = if fe’“e”S R(u, A)xdu ds
0 2ni 0 y
= fifto e SeSR(u, A)xdsd,
= J, 21 Jo ’ H
= % f (1 — )"0 _1)R(u, A)xdu =25 R(A, A)X,
Y
denn (wieder Cauchys Integralsatz, rechts schlie3en)
[[60= 2R Ay = R A
Y

und wegen Re(— 1) <0

3.5 Beispiel. Ist H ein Hilbertraum undA € £ (H) selbstadjungiert und dissipativ, dann ist
A sektoriell mit beliebigem Winked € (0, 7/2). Insbesondere erzeugteine analytische
Halbgruppe vom Winkes € (0, 7/2).

f (u — )"t eV Ry, Ayxdu
Y

C.
< &b f = AT — 0, .
Y

Beweis.Nach Voraussetzung isW(A) c (-0, 0] (weil A sektoriell ist), folglich istC \
(-0, 0] c p(A) (da A selbstadjungiert ist und der Defektindex auf Zusammenékomg-
ponenten vorC \ W(A) konstant ist). Es sai € (0,7/2) beliebig. Es ist noch die Re-
solventenabschatzung.Q) fur 2 € X;/2,s5 zu zeigen. Dal € X;/,,s, gibt esp > 0 und
9 € (~n/2-6, n/2+5),s0 dalkl = p €”. Fiirx € H setzeu = R(1, A)x, alsop €” u—Au = x.
Multiplikation mit %/2 und Skalarmultiplikation miti liefert

p €2l - e"(Au, ) = e3(x, u).
Nimmt man auf beiden Seiten den Realteil, so folgt
plUl cos@/2) - (Au, u) cos@l/2) = Re(e"/(x,u) < [Ix| lul
— ————
€(cosg/2),1) <0

I I
pCOSE/2)  14IcosE/2)’

= IR(A, A)XII = [lull <

3.6 Beispiel. e X = %(R), A € Z(X) mit Af = {7, f € D(A) = W?2(R). Dann
erzeugtA eine analytische Halbgruppe agh(R).

o Translationshalbgruppe = Z,R), 7 = (T(1))zo mit T()f = f(t + ) ist keine
analytische Halbgruppe, denn der Erzeugeron 7 ist Af = ', f € D(A) =
WLP(R). Dac(A) = iR ist A nicht sektoriell (siehe Propositidh8).

3.7 Bemerkung. Ist X ein Banachraum un@ = (T(2)).s, eine beschrankte analytische
Halbgruppe auK mit ErzeugerA, so gilt
i) t>0,keN, xeX = T(Mxe DA und AT(t)x = (AT(t/K)x,
t>0,keN, xe D(A) = AT(t)x = T()AK

ii) Furjedesx € Xist die Abbildung (Qe0) — X, t — T(t)x beliebig oft diferenzierbar
mit Ableitung

dk

ﬁT(t)x = AT (D)X, keN.
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Beweis.i) Es seit > 0 und¢’ € (0, 6). Nach Voraussetzung it im SektorZs in norm-
differenzierbar, also existiert der Grenzwertliti> 0 von

% (TE+h) -T@E)x= % (T(h) —id) T(t)x = T(t) % (T(h) —id) x

und es folgfT (t)x € D(A) mit AT(t) = limp_ h"1(T(t + h)x — T(t)x) = T(H)Ax.
Wegen

AT(O)x = AT(t/2)T(t/2)x = T(t/2)AT(t/2)x € D(A)
folgt T(t)x € D(A?) und A?T (t)x = (AT(t/2))’x, x € X, t > 0. Die Behauptung folgt jetzt

induktiv.
i) Esseic € (0, t/(2k)). Nachi) ist

dk gk-1 k-1 k
g TOX = 5 AT()X = WT(t—S)AL((? = ... = T(t-ke)(AT())"x
D
= T(t - ke) AT (ke)x = AT (t)x. o

3.8 Proposition (Charakterisierung analytischer Halbgruppen). Es sei X ein Banach-
raum und Ae Z(X). Dann sind aquivalent:

i) Aist sektoriell.
i) A erzeugt eine beschrankte analytische Halbgruppe (T(2))zs,ui0 auf X.

iii) A erzeugt eine beschrankte stark stetige Halbgruppe (T (t))w0 auf X,rg(T(t)) €
D(A), t>0,und

C =sud|[tAT@®)|| : t > 0} < oo.

Beweis.i) = ii) Proposition3.3.

i) = i) Esseis € (0,7/2] der Winkel von7". Nach Voraussetzung isT (t))»0 eine stark
stetige Halbgruppe mit ErzeugAr Es ist zu zeigen, daf sektoriell mit Winkels ist.
Wahlea € (-6, 6) und setze

T.(t) =T(E"t), t>0.

Offensichtlich ist7, = (Ta(t))r=0 €ine stark stetige Halbgruppe aXifEs seiA, der Erzeu-
ger von7,. Wir zeigenA, = € A. Setzey, = €%y. Furx € X folgt mit Satz2.25und
Cauchys Integralsatz

R(l,A)x:f e"T(t)xdt:f e’”T(,u)xdy:fe’té"T(ei“t)xdt
0 Ya

Ya

=g f et T, (Hxdt = d* R(E”, A)x,
0

also istx € D(A,) genau dann, wenre D(A), und in dem Fall ist\,x = €% Ax.
Da A, Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist, folgé C : Re(l) > 0} € p(A,) =
p(€* A) = €¥p(A). Damit folgt also

o(A) > U d*{1eC : Re() >0} = {1€C : |arg)| < 7/2+ 6} = Sr/2es.

a€(—6,6)
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Es ist noch die Resolventenabschatzudg)(zu zeigen. Wahlé’ € (0,6). Da7 eine
beschrankte Halbgruppe ist, gibt es &in> 0, so daf}T(2)|| < My, z € X5. Damit folgt
aus dem Satz von Hille-Yosida-Phillips (S&298

M
IR(2, A)ll < Re()’ Re@) > 0.
Ist nunA € X,/2,5 \ {0}, dann gibt ep > 0 unda € (-4, "), so dall = p€°. Es folgt
i i My My
IR, AN = IRE™ A, e A)ll = [IR(p, Al < 7‘5 = ﬁ

Weil My nur voné” abhangt, ist die Behauptung gezeigt.

ii) = iii) Nach Voraussetzungist (1)) eine stark stetige Halbgruppe aumit Erzeuger
A. Da7 in jedem SektoEs; mit §” € (0, ) normditerenzierbar ist, existiert fur jedés- O
der Limes

lim W T+ h)x=TOX) = lim h™(T(h) - id)TO)x

also folgtT(t)x € D(A). Definiere den Weg s wie im Beweis von PropositioB.3 Da
A abgeschlossen ist und, wie sich zeigen nyd_,/ A R(u, A) du existiert, folgt wie in
Propositior3.3 ‘

AT

f A€ R(u, A) du
Vi

t1s

f e (uR(, A) - 1) du

t1o

1

2n

f gise” (¢ sRe”s A)-1)€” ds
t-1

rl is’ N5 N5 L5
+ f e (e sRe™ s A)-1)e™ ds

00

6, H . . i .
" f ¢ (1 eREIE% A)- 1) @ ds

5

f glscosy’ (s ds+ —f t’l ds
t—l

- iijl‘ SCOS‘Y(M+1)ds+¥zf;e(M+l)ds= %

mit einem vort unabhangigeg < co.

1

s
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iii) = ii) Es seix € X. Nach Bemerkung.7ist (0,0) — X, s+ T(s)x beliebig oft
differenzierbar und rg((s)) € D(A®) = mﬁ":lz)(A") fur jedess > 0.
Weiter folgt aus der Bemerkur&7 und der Ungleichungk < ekl, daR

1 d¢ 1 Ckek
% [ T0] = i ATl = i laTm < g isaTer < S
Fart > 0 und|h| € (0, 1) liefert die Taylorentwicklung
n t+h n
T(t+h)x = Z T(")(t)x += f (t+h—9"T™(g)xds = Z T(")(t)x + Ra(h)
k=0 t k=0
Der IntegralternR,,1(h) 1alt sich folgendermaRen abschatzen:
th Ce\ hiCe\™*
= U it+h=s"(n+ 1)! (?) ds < (n+ 1)('t '_ |h|)

Firg e (0,1) undih < 2 ist

Ce < gtCe : gCe

h < =
| |'[—Ihl (Ce+1)( Ce+1-q

<4q,

qt
Ce+l

also
IRu1(M)ll < (n+1L)g™t — 0, n— .

Man hat also fui (-) die Taylorentwicklung

00

hk qt
Tt+hx= )Y —TW@®x, |h< .
sz; Ce+l

Die Reihe konvergiert auch filr e C mit |h| <

zung aufE; mit 6 = arctanm

Es bleibt zu zeigen, dal3 die Fortsetzung in jedem Selgtanit ' € (0, 6) beschrankt ist.

m, also hafT eine analytische Fortset-

Istze Xy, soist|ImZ < ttand’ < Ce 1 folglich
= i Bl Tl G} k
IT@ = IT(Rez+ilm )| < 3 IT(Rez)llim2 kz( o) ()
<Y d=@a-g O

k=0

3.9 Nicht dicht definierte Erzeuger. In Proposition3.3wurde die Tatsache, daRdicht
definiert ist, nur in benutzt, um zu zeigen, dal3 die erzeuglbdtuppes stark stetig ist.
Ist nicht vorausgesetzt, daldicht definiert ist, so erhalt in Propositi@ni3 stattiv):

iv') Furjedesx € D(A) ist die Abbildungz — T(2)x stetig inZs U{0} fur jedess’ € (0, 6).

Genauer gilt:

Proposition. Es sei X ein Banachraum, &£’ (X) undés € (0, 7/2] mit X,/2.s € p(A) und
es gebe zu jedeme (0, 6) ein C,, so dald

C. _—
”R(/L A)” < W7 VRS z:7r/2+6—£ \ {0}

Dann gelten die Aussage)iii) aus Propositior8.3 Weiter gilt:
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i) (@) xeDA) = limoT()x =X,
(b) Falls der Grenzwert ¥ lim_ T (t)x existiert, so folgt x D(A) und y= x.

i) () xeX t>0 = [ T(9xdse D(A)und Afj T(xds=T(t)x~ x.
(b) Falls fur eine > 0 die Funktion s— AT(s)x in (0, &) integrierbar ist, so folgt

t t
Afo T(s)xds:j(;AT(s)xds

iii) (a) xe D(A), Axe D(A) = lim ot HT(t)x - x) = AX,

(b) Falls der Grenzwert ¥ lim_,o t*l(T(t)x—x), existiert, so folgt x D(A), Axe
D(A) und y= Ax.

iv) Xe D(A), Axe D(A) = limo AT(t)x = Ax.
Beweis.i) (a) wurde schon in Propositidh3iv) gezeigt. Es seier, y wie in (b) gegeben.

DaT(t)x € D(A),t > 0, undy = limp o T(t)x, folgty € D(A). Es sei num € p(A) gegeben.
Dann folgt mit (a)

R, Ay = lim R(L, A)T (1)x = lim T(t) R(1, A)x = R(4, A)X.
t™NO tN\O —_
eD(A)

i) (8) Esseil € p(A), xe Xundt > 0 gegeben. Fir € (0, t) folgt

ftT(s)xds= ft(/l— AR, A)T(g)xds = Aft R(A, A)T(g)xds— ft AR(1, A)T(s)xds
= Aft R(A4, A)T(g)xds - ft dEST(s)R(/l, A)xds
=1 ftT(s)R(/l, A)xds— TR, A)x + T(g)R(1, A)X.
Also existiert der Grenzwert fir — 0 und es gilt
ftT(s)xds = /lft T(9R(A, A)xds— R(2, AT (t)x + R(2, A)T(0)x
0 0
= AR(1, A) f t T(sxds - R(, A)(T()x - x) € D(A).
0
Die Behauptung folgt aus
t t
R(1, A)Af T(9)xds = (AR(2, A) — 1)[ T(9)xds =R, A)(T(t)x - x)
0 0

(b) Es seix € X unde > 0. Angenommens — T(9)x ist integrierbar in (Qg). Dann ist
auchs - ||T(9)X|| integrierbar in (Q<) und daher auck — T(s)x uneigentlich integrierbar
in (0, t). Die Behauptung folgt somit au$.4).
iii) (a) Ausii) folgt
t t
t’l(T(t)x— x) = t’lAf T(s)xds = t’lf AT(s)xds
0 0
t
-t f T(9Axds =% T(0)Ax= Ax
0

denn der Integrandi(-)x ist stetig in [Qt] nachi), weil Ax e D(A).
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(b) Es seix € X, so dalR der Grenzweyt= lim_,o t‘l(T(t)x - x) existiert. Dann folgt fur
A € p(A):

R(1, A)y = lim IR, A)(T ()X - X) = lim t71R(1, AA f t T(s)xds
- - 0

= lim t1(AR(1, A) - 1) fo tT(s)xds = (AR(1,A) - 1) lim tt fo tT(s)xds
Y (AR, A) - 1)x
alsox € D(A) undR(2, A)y = R(1, A)Ax. In (x) wurde benutzt:
ItiLrg) t}(T(t)x — x) existiert = I:T TH)x=x = xe DA
= s T(9)xstetigin [Qt]. ]
Zusammenhang mit Cauchy-ProblemEs seiA wie in der vorherigen Propositioff, =

(T(2)s, die vonA erzeugte analytische Halbgruppe ude X. Betrachte das Anfangs-
wertproblem

X () = Axt), t>0, X(0) = Xo. (3.4)

e Xp € X beliebig: Dann ist — T(2)%, analytische Losung vor = Axim offenen
SektorZ; undT (2% € D(A) fur allez € %s.

e Xo € D(A): Die LosungdT (-)Xo ist stetig in 0, l6st also das Anfangswertprobledwl
furt > 0.

e Xo € D(A): Die LosungT (-)Xo ist differenzierbar in 0, I6st also das Anfangswertpro-
blem 3.4 furt > 0.

Bemerkung. Ist xg € X ist nach DefinitioniT (0)xg = Xg, aber lim\o T(t)Xo = Xo gilt nur,
falls X € D(A). Es gilt aber immer:

lim R(L AT(% = R(L Ao, 1€ p(A).
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Asymptotisches Verhalten von
Halbgruppen

Es seiX ein Banachraum un@ = (T(t))s0 eine stark stetige Halbgruppe mit Erzeuger
A. Die Wachstumsschrankey(77) und die Spektralschrank&€A) sind folgendermalfien
definiert:

wo(T) = inf{weR : IM = 1 mit T < Me“, t >0}
_ inf {a) eR : lim & T(D)] = o},
S(A) = supRe@) : 1€ (A }.

Manchmal schreibt man aueby(A) oder nurwg stattwe(7).
IstdimX < co, s0 gilt immers(A) = wp(77). Im allgemeinen Fall kann man zeigen:

4.1 Proposition. Fur jedes § > 0 gilt:

.1 1 1
—00 < S(A) < wo(T) = Inf —log(T(®)Il = im —log|IT (Il = Elogr(T(to)). (4.1)
Dabei istr(T(t)) = limy o [IT®O"Y" = sud || : A € o(T(t))} der Spektralradius/on
T(t). Insbesondere gilt alsqT (t)) < |[T(t)].

4.2 Definition. Es seiX ein Banachraum. Eine stark stetige Halbgrudpe (T (t))w0 auf
X mit ErzeugelA heifdt

i) gleichmaRig exponentiell stabil & J&>0so0 dar% lime’ || T (t)|| = O;

ii) gleichmafig stabil = tIim IT@®) = 0;
i) stark stabil = tIi_)rrgollT(t)xH =0, XeX;
iv) schwach stabil — t“f.l (THX,X)=0, xe X, X € X'.

4.3 Lemma. Es sei X ein Banachraum un@ = (T(t))-0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X. Dann sind aquivalent:

i) 7 ist gleichmaRig exponentiell stabil,
i) 7 ist gleichmaRig stabil,

iii) es gibt eins > 0, so darstlim €°|IT(t)X| =0, xe X.
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Beweis.i) = ii) undi) = iii) sind klar.
i) = i) Nach Voraussetzung gibt es €iy > 0, so dal¥(T(tg)) < |[T(to)ll < 1. Aus
Propositiont.1folgt wo = t;* logr(T (to)) < O.

i) = i) Dat — €°T(t)x stetig ist, gibt es zu jedem € X ein Cy, so daR|&* T(t)x|| <
CJIXl, t = 0. Nach dem Prinzip der gleichmaRigen Beschranktheitasitalso eirC > 0,
so daR|e® T(t)]| < C, t > 0. Es folgt die Behauptung, da lim, || € T (t)|| = O fir jedes
g €(0,¢). m]

Im endlichdimensionalen Fall folgt augA) < 0 schon die exponentielle Stabilitat der
Halbgruppe (das sieht man am besten an der Jordannormaliarranendlichdimensio-
nalen Fall gilt das nicht mehr.

4.4 Beispiel. Es seien
Co(Ry)={f:R, »C : f stetig, sE}mf(s) =0},
AR, €dd) ={f 1R, 5 C: & & () e AR}

Dann istX = Co(R,) N Z1(R,, &) mit der Norm
1F11 = 11l + 1l = SUpIF(&) +f )€ de
£eRy 0

ein Banachraum. Die Halbgruppe der Linkstranslatiofiesr (T(t))0, gegeben durch
TE)f(E) = f(t+&),t, &€ =0, ist stark stetig und hat den Erzeudeigegeben durch

Af =/, feDA) =({feX: feC(R,), f' eX]

Man kann zeigen:
S(A) = -1 < 0= wo(T).

Die Halbgruppe ist also nicht gleichmafiig exponentielbgt obwohls(A) < 0.

4.5 Proposition. Ist X ein Banachraum und™ = (T (t))0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X mit Erzeuger A, so dal3

o(TM)U{0)=e @ U0}, t=0,
so gilt A) = wo(7T).

Beweis. 1. Falllst wo(7") = —c0, so folgt aus4.1), dal’ aucls(A) = —co.
2. Fall. Ist wo(77) # oo, folgt fur jedest > 0:

wo(T) =t logr(T (1) = ttlogsug || : 1 € o(T(1)}
=ttlogsuf|€“| : pe (A} =t"tsudRetw) : ueo(A))}
=sud Ref) : pea(A)}=sA). m]

4.6 Satz (Satz von Datko-Pazy)Es sei X ein Banachraum urd = (T (t))-0 €ine stark
stetige Halbgruppe auf X mit Erzeuger A. Dann sind aquinale

i) 7 ist gleichmaRig exponentiell stabil;
ii) es gibt ein pe [1, 00), so daBf” [T(XIPds < o0, X € X;

iii) fur alle pe [1,00) ist [~ [T(XPds < o0, X € X.
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Beweis.i) = iii) undiii) = ii) ist klar.
i) = i) Wahlet > 0. Furn € N definiere

SniX > LRy, SaX=xpn()T()X

Offensichtlich sind dieSy, n € N, wohldefiniert. Nach Voraussetzung gibts> 1 und
w € R, sodaly

ITOI<Me®, t>0. 4.2)

Dabher gilt fur Nullfolgen &m)men € X

00 n n
1SuXellp = f oy (9T (¥l Pds = f IT(9%nlPdS < [13eP f MP e ds T o,
0 0 0

Also ist jedesS,, beschrankt (weil stetig in Null).

Fur festesc € X ist [SaXlIp = [ . (9T(IXIPds < [7IT(9XI|Pds < oo. Nach dem
Satz von der gleichmaRigen Beschranktheit gibt es als€ei R, unabhangig von, so
daB||Spxllp < ClIXll, xe X, ne N, also

t
f IT(s)XIP < CPIIXIP, xe X, neN. (4.3)
0

Damit folgt

t

_ atpw t
||T(t)x||p=fe‘s““||T(t—s)T(s)x||pdssfe‘Sp“’HT(t—s)T(s)prds
0 0

t t

< f &SP MP &5 [T (t — 9IPlIXIP ds < MP|x{P f IT(t— 9IPds
0 0

< MPCP|XP,

also

MPCP(1 — etPe)

ITOXIP < IIXIP. (4.4)

Da T(-)x stetig ist, lim_o [[T(Y)X|] < oo (wegen &.2)) und lim_ [[T()X| < o (wegen
(4.4), gibtes eirL € R, so da|T(t)x|| < L||X||°, t > 0. Damit folgt

t t t
t||T(t)x||p=f ||T(t—s)T(s)x||pdssf||T(t—s)T(s)x||pdss Lpf IT(s)x||P ds
0 0 0

< LPCP|IxIP,

also
ITOI < tYPCL—>0, t— . o






Kapitel 5

Storung stark stetiger
Halbgruppen

Es seiX ein Banachraum un@ = (T (t))w0 €ine stark stetige Halbgruppe mit Erzeuder
Es stellt sich die Frage, wann eine “Storung” vdebenfalls eine stark stetige Halbgruppe
erzeugt.

5.1 Proposition. Es sei X ein Banachrauri; = (T ()0 eine stark stetige Halbgruppe
mit Erzeuger A. Weiter seien M1, w € R, so daf3

ITOI<ME®, t>0, (5.1)

und B € L(X) ein beschrankter Operator. Dann erzeugt:€ A + B eine stark stetige
HalbgruppeS = (S(t))is0 mit

IS(t)l| < M MIBl+w) > 0, (5.2)

Beweis.Ohne Einschrankung kamm= 0 angenommen werden. (Sonst betrachte den Ope-
rator A — w und die davon erzeugte stark stetige Halbgrupp® {&(t))w0, Siehe Skalie-
rungslemma.24)

1. Fall. M = 1, d. h.7 ist eine Kontraktionshalbgruppe. l&t> 0, so folgtd € p(A) und
IR(A, A)ll < % (nach dem Satz von Hille-Yosida [Sa&22, daw = 0 undM = 1) und es

gilt

A-C=1-A-B=(id-BRA)1-A).
Ist nuna > ||BJ|, so folgt||BR(2, A)|| < "TB” < 1, also ist (id-B R(4, A)) invertierbar und es
gilt (Neumannsche Reihe):

(1-C)t=-AYid-BRALA) ' =(1-A" i(a R, A)".
n=0

Damit folgt

1 1

IRWA,C)I <A1y IBRAAIN< ALY (7B = a1 = ,
o ; LA nz:;)( ) 1-a74Bj™  A-1B

Also istC nach dem Satz von Hille-Yosida (S&28 Erzeuger einer stark stetigen Halb-
gruppeS = (S(t))i=0, die der Abschatzung irb(2) genugt.
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2. Fall. M > 1. Wie in Lemma2.45definiere aufX die Norm
Xl = suplIT(®)xIl, xeX
=0
Diese Norm ist zur gegebenen Nofm|| auf X aquivalent und’ ist bezuglichl - ||~ eine
Kontraktionshalbgruppe. Weiter ist bekannt, dal3
IXI < (Xl < MIIXII.
Wegen
IBXl- < MIIBX| < MIBIlIIXII < MIIBIlIXll-

folgt ||Bll+ < M||BJ| (dabei bezeichnélB||l~ die Norm des Operator® als Abbildung in
(X, 11 - llr-))- Damit folgt nach dem 1. Fall, daBin (X, || - |l+-) eine stark stetige Halbgruppe
S = (S(t))=0 erzeugt mit|S(t)|l- < €'Bl, Die Behauptung folgt nun aus

IS < ISEXIr < B |Ixfl- < MeMBl ), xe X o

Wiunschenswert ist, eine Formel ffirzu haben.
Man erhalt folgende implizite Formeln:

S(t)x

T(t)x + ftT(t— s)BS(s)xds (5.3)
0

T(t)x + ft S(9)BT(t — 9)xds. (5.4)
0

Beweis vor{5.3). Beachte, da®(A) = D(C), daB beschrankt ist. Fix € D(A) ist die
Funktioné&y : [0,t] — X, &x(S) = T(t — 9)S(9)x stetig diferenzierbar mit Ableitung

dgsgx(s) =T(t-9CS(9x—T(t— 9AS(S)x=T(t— 9)(C - AS(gx = T(t — )BS(9)x.

Es folgt

t t
S(t) = T(t) = &x(t) — éx(0) = j(; disf)‘(s) ds= ﬁ T(t- s)BS(s)xds.

Da D(A) dicht in X liegt undS und T auf endlichen Intervallen gleichmaRig beschrankt
sind, folgt die Behauptung auch fur akte= X.

Der Beweis von %.4) verlauft analog mit Hilfe der Funktiony : [0,t] — X, nx(9) =
S(OT(t - 9x m]

Die Idee ist nun, Formeb(3) als Gleichung der Form
T(t) = (iId-V)S(t)
mit einem geeigneteX auf einem geeigneten Banachraum zu betrachten.
Wahle dazup > 0 fest und definiere den Funktionenraum
X, = C([0,to], Ls(X)) = {F :[0,t] — L(X) : F()x e C([0,10], X), x € X}
= {F :[0,tg] = L(X) : F(:)x ist stetig fir jedex € X}.

Zusammen mit der Norm

IFllw = sup [IF(SI
SE[O,t()]
wird X, zu einem Banachraum.
Offensichtlich liegen fur jedes > 0 die (auf [Qto] eingeschrankten) Halbgruppdnund
Sin Xto-
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5.2 Definition. Es seiX ein Banachrauny = (T (t))-0 eine stark stetige Halbgruppe auf
X undB € L(X) eine beschrankte lineare Abbildung aufDann heif3t

t
Vi X, = Xigs VE(t)x = f T(t-9BF(s)xds, te[0,tg], Xe X,
0
der (zu7 und B assoziierte)olterra-Operator

5.3 Lemma (Eigenschaften vorv). Mit der Notation in Definitiorb.2 gilt:
i) V istein beschrankter linearer Operator auf X

(M]|BJlto)"
n!

iy IV < ne N, mit M= sup |IT®).

t€[0, to]

iii) r(V) =0, insbesondere ist € p(V).

Beweis.i) Die Linearitat vonV und die Stetigkeit vov F(-)x fur x € X ist klar. Fiirx € X
undt € [0, to] gilt

IVE@®)X| = HfotT(t— S)BF(g)xds|| < fotHT(t— S)BF(9)X|| ds

IA

t t
fIIT(t—S)IIIIBIIIIF(S)IIIIXIIdSS I\/||||3||||F||oo||X||fdS
0 0
MBI tIIFlleo lIXII < MIBII to [IF [leo [IXI-

Also folgt VF(t) € L(X), t € [0,tg], VF € X;, und[[VF]ls < M||Blitol[Fllee, F € Xy, also
IVllLxg) < MIIBlto.

i) Die Behauptung folgt, wenn gezeigt ist, daf3

M ||BJ| t)"
ver@a < B ey g, xex te ol (55)

Der Beweis dazu erfolgt induktiv. Fiir= 1 wurde 6.5 schon im Beweis voi) gezeigt.
Ist (5.5 schon fum gezeigt, so folgt

t t
VIR @)X = fo T(t— 9)B(V"F)(s)xds|| < M|IBJ/ ||| fo I(V"F)(s)llds
L (M|BJ)" N i
< M||B||||x||fO —S'ds = (MIBI) lmnxn

i) Da @)Y" — oo, n — oo, folgt ausii), dakr(V) = lim,_. [[V"|¥" = 0. Andererseits
gilt fur den Spektralradius @ r(V) = sug|1] : 4 € o(B)}, alsoo (V) C {0}. m]

Damit kann man nun eine Reihendarstellung fir die @arzeugte Halbgruppg finden.
5.4 Satz. Es sei X ein Banachraum, A Erzeuger der stark stetigen Halijpg7™ auf X,

B e L(X),C=A+BundS = (S(t))i»0 die von C erzeugte stark stetige Halbgruppe auf X.
Dann gilt

S(t) = i Sa(t), t>0, (5.6)
n=0
mit

So) =T(),  Snea(t) = VSi(t) = fot T(t-9BS(s)ds.
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Beweis.Da nach Definition vorY gilt T(-) = (id +V)S(-), und nach Lemm&.31 € p(V),
folgt

S() = (d+V)T() = DIV
n=0

Bei festemt > 0 erfolgt die Konvergenz in der Operatornorm, vgl. Absebag inii).
Ebenso folgt, daf’ die Konvergenz auf kompakten TeilmengeiRy gleichmagig erfolgt,
dat beliebig gro3 gewahlt werden kann. m]
Bemerkung. Die Reihe in 6.6) heil3stDyson-Philipps-Reihe

5.5 Korollar. Mit den Bezeichnungen wie vorher folgt: Es gibt eig ®, so daf3

T -SMI<Ct, te[0,1].

Beweis. Mit (5.3 und Lemmaéb.3folgt

t
ITE)X-SEHXI = ”fo T(t— s)BS(s)xds

t
< CTCS”B””X”f ds = Ctiix,
0

mit Cy = SURo 11 IT(II, Cs = SURo 17 IS(S)Il undC = C7-Csl|B]|. o
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Ubungsaufgaben

Ubungen zu Kapitel 1

Aufgabe 1.Es sei ¥/, (-, -)) ein unitarer oder euklidischer Raum. Zeige, dal? d&fih-(])
mit ||X]| = (X, x)% ein normierter Raum ist und die Cauchy-Schwarzsche Urtgleig

gilt:
(O < 1IXIHIy X, yeX
Aufgabe 2.Zeige, daBX, || - ||) ein normierter Raum ist, falls

(@ X=R"und|IX| := max[xal, ..., Xl}, X=(Xa, ..., X)' € X = R;
skizziere die Einheitskugel.

(b) X =C([0,1]) und| f|| = sup |f(X)| : xe€[0,1]}, f € X.
Ist auchX = C((0, 1)) mit||f|| = sud|f(X)] : x € (0,1)}, f € X, ein normierter
Raum?

Aufgabe 3.Es sei K || - ||) ein Banachraum und € L(X). Zeige

IAX] .
[JAll = sup —— = supllAX| = inf{c >0 : ||AX]| < c||x||, xe X}.
XeX ”X” xeX
x#0 [[x]|=1

Insbesondere gilt also

IAX] < 1A, xeX

Aufgabe 4.Es seien X, || - lIx), (Y.l - lly) und & || - ||z) Banachraume. Zeige, daf3 f8re
L(Y,Z) undT € L(X, Y) gilt: ST < |ISIIIT||. Gilt Gleichheit?

Aufgabe 5.Es seiX = C" undA € L(X) symmetrisch. Zeige
[|All = max|1| : A Eigenwert vonA}.

Aufgabe 6.Es seienX, Y Banachraume und@ € Z(X,Y). Zeige, dallT genau dann ab-
schlieRBbar ist, wenn fur jede Folgefne € D(T) gilt:

X —0,AyeY: Tx,—oy,n>00 =— y=0.

Ubungen zu Kapitel 2
Ubungen zu Kapitel 2.1
Aufgabe 1.Es seiX = Zp(R) oderX = BUC(R) und
TOfE) = f(e+1), feX éeR t>0.

Zeige, dalyy = (T(t))w=0 €ine stark stetige, aber nicht gleichmafiig stetige Halbge
ist.
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Aufgabe 2. (Wachstumsschranke)

i) Es seiX ein Banachraum un@™ eine nilpotenteCy-Halbgruppe aufX. Zeige
wo(7) = —co.

i) Eine nicht-nilpotente Halbgruppe miip = —co:
Es seiX = Cy((—0,0]) := {f € C((-00,0]) : limss_o F(£) = O} mit der Norm
1l = supl (&) : & € (=e0, 0]} und

(TO)E) = e X fe—t), feX ¢<0,t>0.

Zeige, daly~ = (T (1))w0 €ine stark stetige Halbgruppe adfst, die nicht nilpotent
ist und Wachstumsschrankg(7") = — hat.

iil) Es seiX = C[0,1]. Fur f € X, t > O setze

el9f[f(¢) - f(O)logé], &€ (0,1],

TOf =1,  (TONHE) = {o £=0.

Zeige, daf¥ (t) € L(X), t > 0 und daBT(t))w=0 eine Halbgruppe auX ist. Zeige,
daRT stark stetig auf (0) ist, nicht aber irt = 0, denntgmﬁ(t)u =0.

Aufgabe 3.Jede stetige Losunfy: R — R der Funktionalgleichung
f(s+t)=f(9f(t), SteR,

ist differenzierbar (vgl. Sat2.13. Gibt es eine Losung, die nicht stetig ist?

Ubungen zu Kapitel 2.3

Aufgabe 4.Beweise die Bemerkung auf Seié: Ist X ein Banachraum un@ = (T (t))0
eine stark stetige Halbgruppe axiimit ErzeugerA. Eine Abbildungu : R, — X heif3t
eineklassische Losunvgn

Ix=aq). 120, x0)=x. (1)
falls u stetig diferenzierbar istu(t) € D(A), t > 0, undu das Anfangswertprobleni)

[0st. Istxg € D(A), so istT(- )Xo die eindeutige klassische Losung vd). (FUrk € N

undxg € D(AX) ist T(-)xg € CX([0, c0), X) N CK1([0, o), D(A)).

Aufgabe 5.Es seienX ein Banachraum unda[b] ein Intervall in R. Gegeben sei eine
gleichmaRig konvergente Folgé).aw € CY([a, b], X), so daR auch die Folge der Ab-
leitungen gleichmaRig konvergiert, so ist die Grenzfiorktlifferenzierbar und es gilt

d . - d
giam fo(® = lim =,  te(@b).

Aufgabe 6. Erzeugersatz fir stark stetige Grupperks seiX ein Banachraum und €
Z(X). Dann sind aquivalent:

i) A erzeugt eine stark stetige Grupge= (G(t))ter auf X mit

IGMI < Me“t, teR.

i) Aist dicht definiert und abgeschlosséhe R : |1] > w} € p(A) und

n M
IRALA < 7=

neN, |4 > w.
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i) Aist dicht definiert und abgeschlosséhe C : |Red| > w} € p(A) und

M

RALAY € ————
IR(4, )“_(Re/l—w)“’

neN, |Red > w.

Dann istA Erzeuger einer stark stetigen Grugpe: (G(t))«r in X genau danni dicht
definiert und abgeschlossen ist und wenies 1 undw € R gibt, so dafA

Aufgabe 7.Es sei 1< p < co undX = Z,(R). Ist A € Z(X) definiert durch
D(A) = WHP(R) = (f € X : f absolut stetigf’ € X},  Af=f".

Dann erzeugh die Translationshalbgrupp€ = (T(t))0 mit (T(t)f)(€) = f(t + &),
t>0,feX R

Aufgabe 8.Es sei7” = (T(t))w-0 die Diffusionshalbgruppe (definiert wie i8.9). Zeige,
dafl37 eine Halbgruppe ist.

Ubungen zu Kapitel 2.4

Aufgabe 9.Es seiX ein Banachraum un@™ = (T(t))0 eine beschrankte stark stetige
Halbgruppe auX (d. h., es gibt eirM € R, so daR(T(t)|| < M, t > 0). Zeige, daR

[IXll7- := suplIT(s)xl, x € X,
s>0

eine Norm aufX ist. Die Normerj| - || und|| - |l sind &quivalent und ist eine Kontrak-
tionshalbgruppe aufy, || - |l)-

Aufgabe 10.Es seiX = %(R) undA € Z(X) mit
Af =", feDA) = W2(R).

Zeige, dalA dissipativ ist.

Ubungen zu Kapitel 3

Aufgabe 1.Es seiX ein Banachraumi € Z(X) mit p(A) 2 {1 € C : ReQ) > 0}. Gibt es
einM € R, so dal3

IR Al < l—“j' Req) > 0,

so istA sektoriell.

Aufgabe 2.Es seiX ein Banachraumi € .Z(X) sektoriell und7” = (T(2))zs, die vonA
erzeugte analytische Halbgruppe. Fir alle C mit Re(?) > 0 folgt

R(1, A) = fo N et T () dt.

Aufgabe 3.Folgere aus Aufgab2.2 Fir jeded > 0 ist T(t) injektiv. Insbesondere gibt es
keine nilpotente analytische Halbgruppe.






Bezeichnungen

BUC(Q2) Raum der stetigen, gleichmaf3ig beschrankten FunktianéQ
C(QQ) Raum der stetigen Funktionen gfc R"
Co(Q) ={f eC(Q) : Ye>0 IK, C Qkompakt, so daf¥f (&) <&, £ € Q\ K}
H bezeichnet meist einen Hilbertraum
Z,(Q) Raum demp-integrablen Funktionen agi c R" mit Werten inR oderC
Z.(Q) Raum der wesentlich beschrankten FunktionertaafR" mit Werten inR oderC
Z(X,Y) Raum der linearen Abbildungen mit DefinitionsbereictiXiond Wertebereich ity
Z(X) Raum der linearen Abbildungen mit Definitions- und Wertelish in X
L(X,Y) Raum der linearen beschrankten Abbildungen mit DefingiwereichX und Wertebereich iy
L(X) Raum der linearen beschrankten Abbildungen mit DefingiereichX und Wertebereich iX
R =[0,c)
RAA,T) =@-T) % fallsT € Z(X)unda € p(T)
X, ={zeC :|argZ < ¢} \ {0} fur¢ € (0,n].
X, Y bezeichnen meist einen Banachraum
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