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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

1.1 Definition. EineHalbgruppeist ein MengeM, zusammen mit einer assoziativen Ver-
knüpfung aufM. Eine Halbgruppe mit neutralem Element heißtMonoid(oderHalbgruppe
mit neutralem Element).

Beispiele. • (R+, +) mit der üblichen Addition aufR+ ≔ [0,∞)

• (R+, ∗) mit s∗ t ≔ es+t, s, t ≥ 0; die Assoziativität von∗ folgt aus der Assoziativität
von (R+, +).

In diesem Skript werden Halbgruppen von linearen Operatoren mit zusätzlichen Stetig-
keitseigenschaften behandelt.

Es gibt zwei Zugänge:̈Uber die Funktionalgleichung (FE) und das Anfangswertproblem
ACP.

Halbgruppen für ein autonomes System

Ein physikalisches System wird durch einen Punkt in einem PhasenraumX beschrieben.
Welcher Raum als Phasenraum geeignet ist, hängt von dem jeweiligen System ab. Betrach-
tet man einen Punktz0 zur Zeit t0 in X, so wird der Zustandz0 nach einer Zeitt > 0 in
einen Zustand (z0)t übergegangen sein. Hängt der neue Zustand nicht von der Startzeit t0
oder der Vorgeschichte des Systems ab sondern nur vom Anfangswertz0 und der Zeitdau-
er t, so heißt das Systemautonom. In einem autonomen System hat man also für jeden
Anfangswertz0 ∈ X mit Anfangszeitt0 und für alles, t > 0:

z0 ≔ Zustand mit Anfangswertz0 zum Zeitpunktt0
(z0)t ≔ Zustand mit Anfangswertz0 nach der Zeitt

((z0)t)s≔ Zustand mit Anfangswert (z0)t nach der Zeits
= Zustand mit Anfangswertz0 nach der Zeitt + s
= (z0)t+s

Schreibt manU(t)z0 statt (z0)t, t > 0, so erhält man das System

U(s+ t)z0 = U(s)U(t)z0, s, t > 0

U(0)z0 = z0.
(1.1)

Falls die Zeitentwicklung für allez0 ∈ X gilt, so folgt die Funktionalgleichung

U(s+ t) = U(s)U(t), s, t > 0,

U(0) = id .
(FE)
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6 1.1. Motivation

Die Menge{U(t) : t > 0} mit der Verknüpfung aus (FE) ist also eine Halbgruppe mit
neutralem Element (die Assoziativität der Verknüpfung folgt aus der Assoziativität der Ad-
dition aufR+).

1.2 Beispiele.

1. Teilchen an einem Federpendel.

Wir betrachten ein Teilchen der Masseman einem idealen Federpendel mit Federkonstante
k (d. h., wir vernachlässigen beispielsweise Reibung und nehmen an, daß das Hooksche
Gesetz für beliebig große Amplituden und Impulse gilt). Das System ist durch den Ort
x und Impulsp des Teilchens zu einem beliebigen Zeitpunktt0 eindeutig bestimmt, der
Phasenraum ist alsoX = R × R = Ort× Impuls.
Ohne Einschränkung sei die Anfangszeitt0 = 0. Dann lautet die Bewegungsgleichung

mẍ = −kx, p = mẋ, t ≥ 0, x(0) = x0, p(0) = p0,

oder, als System erster Ordnung,

d
dt

(
x
p

)
=

(
0 m−1

−k 0

) (
x
p

)
,

(
x
p

)
(0) =

(
x0

p0

)
. (1.2)

Nach dem Satz von Picard-Lindelöf existiert eine eindeutige Lösung, die mit dem Picard-
Lindelöfschen Iterationsverfahren berechnet werden kann:

(
x
p

)
(t) =

∞∑

n=0

tn

n!

(
0 m−1

−k 0

)n (
x0

p0

)
,

In diesem Fall ist also die Zeitentwicklung geben durch

U(t) =
∞∑

n=0

tn

n!

(
0 m−1

−k 0

)n

≕ exp

(
t

(
0 m−1

−k 0

))

In diesem einfachen endlichdimensionalen Beispiel gilt:

• Alle Anfangswert (x0, p0)t sind zugelassen.

• Die Lösungen existieren und sind eindeutig für allet ≥ 0 und sind stetig fürtց 0.

• Die Lösungen hängen stetig vom Anfangswert (x0, p0)t ab.

• Auch t < 0 ist zugelassen.

• Das zeitliche Verhalten der Lösungen hängt von den Eigenwerten von
(

0 m−1

−k 0

)
ab.

• Man rechnet leicht die Eigenschaften (FE) nach.

2. Wärmeleitender Stab.

Die Temperatur in einem idealen wärmeleitenden Stab der L¨angeL am Ortx ∈ [0, L] zur
Zeit t ≥ 0 sei f (x, t). Als Phasenraum kann man z. B.X = C([0, L]) oder X = Lp(0, L)
wählen. Werden Randbedingungen außer Acht gelassen, so erhält man folgendes Anfangs-
wertproblem

∂ f
∂t
= κ
∂2 f
∂x2
, t ≥ 0, x ∈ [0, L],

f ( · , 0) = ϕ0 ∈ X.
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Statt obiges Anfangswertproblem als partielle Differentialgleichung in (0, L) × R+ zu be-
trachten, kann man es auch als Problem erster Ordnung im RaumX auffassen:

d
dt
ϕ = Aϕ, t ≥ 0,

ϕ(0) = ϕ0.

(ACP)

Hier ist A der unbeschränkte OperatorA = κ ∂
2

∂x2 im RaumX (um A vollständig zu de-
finieren, muß natürlich noch der DefinitionsbereichD(A) angegeben werden) undϕ eine
AbbildungR+ → X (hierϕ(t) = f ( · , t), t ≥ 0).

Ist X ein Banachraum undA ein linearer Operator inX, so heißt ein Problem der Form
(ACP) abstraktes Cauchyproblem (abstract Cauchy problem).
Formal ist die Lösung von (ACP) wieder “ϕ(t) = etA ϕ0”. Im Gegensatz zum ersten Beispiel,
bei dem der lineare Operator

(
0 m−1

−k 0

)
beschränkt ist, ergeben sich folgende Problem:

• WennA unbeschränkt ist, sind in (ACP) nicht alle Anfangswerteϕ0 ∈ X zugelassen,
sondern nurϕ0 ∈ D(A).

• Fallsϕ0 ∈ D(A), hat dann (ACP) eine Lösungϕ(·)?

• Wie hängt das zeitliche Verhalten der Lösungen vom Spektrum vonA ab?

• Was ist unter einer Lösung von (ACP) zu verstehen?

3. Weitere Beispiele.

Viele weitere partielle Differentialgleichungen können so behandelt werden, beispielsweise
die Schrödinger-Gleichung aus der Quantenmechanik

∂

∂t
Ψ = i ∆Ψ + i VΨ

oder die Navier-Stokes-Gleichung in der Strömungslehre

∂

∂t
Ψ − ∆Ψ + (Ψ · ∇)Ψ + ∇p = 0,

divΨ = 0

Ψ|t=0 = Ψ0.

In diesem Skript geht es um die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen von Problemen
der Form (ACP). Das wird von den Eigenschaften des OperatorsA abhängen. Zentrale
Sätze sind die Erzeugersätze von Hille und Yosida (Satz2.28), von Lumer und Phillips
(Satz2.40) sowie von Stone (Satz2.43).

1.2 Hilfsmittel aus der Operatortheorie

1.2.1 Hilbert- und Banachräume

1.3 Definition. Ein normierter Raum(X, ‖ · ‖) ist ein VektorraumX überKmit K = R oder
C zusammen mit einer Abbildung‖ · ‖ : X→ [0,∞), so daß

i) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖, x ∈ X, λ ∈ K,

ii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, x, y ∈ X,

iii) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0, x ∈ X.
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1.4 Definition. Es seiV einK-Vektorraum mitK = R oderC. EineSesquilinearform( · , · )
aufV ist eine AbbildungV × V → K mit

(λu+ v ,w) = λ(u ,w) + (v ,w), λ ∈ K, u, v,w ∈ V,

(u , v) = (v , u), u, v ∈ V.

Die Sesquilinearform heißtpositiv definit, falls (x , x) > 0 für alle x ∈ V \ {0}. Sie heißt
symmetrisch, falls (x , y) = (y , x), x, y ∈ X.
Eine positiv definite symmetrische Sesquilinearform heißtSkalarprodukt.
Ein VektorraumV mit Skalarprodukt heißteuklidischer Raum, falls K = R und unitärer
Raum, fallsK = C.
Ein unitärer Raum (X, ‖ · ‖) heißtvollständig, wenn es zu jeder Cauchy-Folge (xn)n∈N ⊆ X
ein x ∈ X gibt, so daß‖xn − x‖ → 0, n→ ∞.

Das Skalarprodukt im euklidischen oder unitären RaumV, (· , ·) induziert eine Norm aufV
durch‖x‖ ≔ (x , x)

1
2 , x ∈ V.

Meist schreibt man kurzX undV statt (X, ‖ · ‖) und (V, ( · , · )).

1.5 Definition. Ein vollständiger normierter Raum (X, ‖ · ‖) heißtBanachraum.
Ein unitärer oder euklidischer Raum (V, ( · , · )), der bezüglich der durch das Skalarprodukt
induzierten Norm vollständig ist, heißtHilbertraum.

Im folgenden sind alle Hilbert- und Banachräume komplexe Räume.

1.2.2 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt seien immerX, Y Banachräume. Es seiD(T) ⊆ X eine lineare Unter-
mannigfaltigkeit vonX undT : D(T) ⊆ X → Y eine lineare Abbildung. Dann heißtD(T)
der Definitionsbereichvon T. Beachte, daßD(T) nicht notwendigerweise abgeschlossen
ist (istD(T) abgeschlossen, so ist es mit der vonX induzierten Norm ein Banachraum).
Typischerweise wirdD(T) in X dicht sein.
DerWertebereichvonT wird mit rg(T) bezeichnet

rg(T) ≔ {T(x) : x ∈ D(T)}.

DerKern vonT ist

ker(T) ≔ {x ∈ D(T) : T(x) = 0}.

1.6 Definition. T heißtbeschränkt, wenn

‖T‖ ≔ sup{‖T x‖ : x ∈ D(T), ‖x‖ = 1} < ∞.

In diesem Fall heißt‖T‖ die NormvonT.

Die Menge aller linearen Operatoren mit Definitionsbereichin X und Wertebereich inY
wird mit L (X,Y) bezeichnet; Die Menge aller beschränkten linearen Operatoren mit De-
finitionsbereich inX und Wertebereich inY wird mit L(X,Y) bezeichnet. Außerdem ver-
wendet man folgende abkürzenden Schreibweisen:L (X) ≔ L (X,X) undL(X) ≔ L(X,X).
StattT ∈ L (X,Y) schreibt man oftT(X,Y) oderT(X → Y) oder, falls der Definitionsbe-
reich mit angegeben werden soll, (T,D(T)).

1.7 Definition. Es seienT : D(T) ⊆ X → Y undS : D(S) ⊆ X → Y lineare Operatoren
zwischen Banachräumen. Dann istS eineErweiterungvonT (bzw.T eineEinschränkung
von S), fallsD(T) ⊆ D(S) und S x = T x, x ∈ D(T). In diesem Fall schreibt man auch
T ⊆ S bzw.S ⊇ T.
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1.8 Definition. Ein linearer OperatorT ∈ L (X,Y) heißtabgeschlossen, falls für jede
Folge (xn)n∈N ⊂ D(T) gilt:

∃ x ∈ X, ∃ y ∈ Y : xn → x, T xn → y, n→ ∞ =⇒ x ∈ D(T), T x= y.

T heißtabschließbar, falls es eine abgeschlossene Erweiterung hat. In dem Fall gibt es
einen eindeutig bestimmten abgeschlossenen Operator, denAbschlußvon T, bezeichnet
mit T, so daß gilt:

T ⊆ S, S abgeschlossen =⇒ T ⊆ S.

Der Abschluß eines abschließbaren Operators ist also seinekleinste abgeschlossene Erwei-
terung.
Für einen abgeschlossenen OperatorT : D(T) ⊆ X→ Y zwischen BanachräumenX undY
gilt folgende “Grenzwertvertauschungsregel”:

(xn)n∈N ⊆ D(T) so daß lim
n→∞

xn und lim
n→∞

T xn existieren =⇒ lim
n→∞

T xn = T lim
n→∞

xn.

1.9 Proposition. Für T ∈ L (X,Y) sind äquivalent:

i) T ist beschränkt.

ii) T ist stetig.

iii) T ist stetig in0.

1.10 Satz vom abgeschlossenen Graphen.
Es seienX, Y Banachräume undT : D(T) ⊆ X → Y abgeschlossen und linear. IstD(T)
abgeschlossen, so istT beschränkt.

1.11 Prinzip von der gleichmäßigen Beschränktheit.Es seiX ein Banachraum,Y ein
normierter Raum und (Ti)i ∈ I eine Familie von linearen Operatoren vonX nachY. Gibt es
zu jedemx ∈ X einCx ≥ 0 mit ‖Ti x‖ ≤ Cx, i ∈ I , so gibt es einC ≥ 0, so daß

‖Ti x‖ ≤ C‖x‖, i ∈ I , x ∈ X.

1.12 Definition. Es seiX ein Banachraum undT ∈ L (X) ein dicht definierter linearer
abgeschlossener Operator. Definiere folgende Teilmengen vonC:

ρ(T) ≔ {λ ∈ C : T − λ ist bijektiv} ≕ ResolventenmengevonT,

σ(T) ≔ C \ ρ(T) ≕ SpektrumvonT,

σp(T) ≔ {λ ∈ C : T − λ nicht injektiv} ≕ PunktspektrumvonT,

σc(T) ≔ {λ ∈ C : T − λ nicht surjektiv, rg(T) = X} ≕ kontinuierliches SpektrumvonT,

σr(T) ≔ {λ ∈ C : T − λ nicht surjektiv, rg(T) , X} ≕ RestspektrumvonT.

Offensichtlich giltσ(T) = σp(T) ∪ σc(T) ∪ σr(T). Ist X ein endlichdimensionaler Ba-
nachraum, so giltσ(T) = σp(T); im unendlichdimensionalen Fall gilt das im allgemeinen
nicht.
Fürλ ∈ ρ(T) ist dieResolvente

R(λ,T) ≔ (λ − T)−1

nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ein beschränkter linearer Operator aufX.
Die Mengeρ(T) ist offen inC und dieResolventenabbildung

ρ(T)→ L(X), λ 7→ R(λ,T)

ist holomorph (zur Definition von Holomorphie siehe Definition1.21).
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1.13 Definition. Es seiH ein Hilbertraum undT ∈ L (H) ein dicht definierter linearer
abgeschlossener Operator. Die Menge

W(T) ≔ {(T x, x) : x ∈ D(T), ‖x‖ = 1}

heißtnumerischer WertebereichvonT.

Der numerische Wertebereich ist konvex und dim(ker(T − λ)) und codim(R(T − λ) sind
konstant fürλ in einer Zusammenhangskomponente vonC \W(T).

1.2.3 Dualraum und duale Abbildung

1.14 Definition. Es seiX ein Banachraum. Dann heißt

X′ ≔ {ϕ : ϕ : X→ C beschränkt und linear}

derDualraumvon X. Mit der Norm

‖ϕ‖X′ ≔ sup{|ϕ(x)| : x ∈ X, ‖x‖ = 1}, ϕ ∈ X′,

wird X′ zu einem Banachraum. Statt‖ϕ‖X′ schreiben wir meist kurz‖ϕ‖.

Jedesx ∈ X induziert eine beschränkte lineare Abbildung

x′′ : X′ → K, x′′(x′) = 〈x , x′〉. (1.3)

Man kann zeigen, daß die so definierte AbbildungX→ X′′ eine Isometrie ist (d. h.‖x‖X =
‖x′′‖X′′ ). Man hat also bis auf Isometrie immerX ⊆ X′′. Gilt sogarX � X′′, so heißtX
reflexiv.
Fürϕ ∈ X′ undx ∈ X schreiben wir stattϕ(x) oderϕx oft kurz 〈x , ϕ〉.

Beispiele. • Lp(Rn) ist ein Banachraum fürp ≥ 1 und ein Hilbertraum fürp = 2.

• (Lp(Rn))′ = Lq(Rn) für 1 ≤ p < ∞ und 1
p +

1
q = 1.

Die Aussagen gelten auch für beliebigeσ-endliche Maßräume (Ω,Σ, µ) stattRn.

1.15 Definition. Es seienX, Y Banachräume undT ∈ L (X,Y) dicht definiert. Der zuT
(Banachraum)-adjungierteOperatorT′ ist eine Element inL (Y′,X′), definiert durch

D(T′) ≔ {y′ ∈ Y′ : ∃ x′ ∈ X′, so daß〈T x, y′〉 = 〈x , x′〉, x ∈ D(T)},
T′y′ = x′.

1.16 Definition. Ist H ein Hilbertraum undT ∈ L (H) dicht definiert, so ist der zuT
(Hilbertraum)-adjungierteOperatorT∗ ∈ L (H) wie oben definiert, wenn man〈 · , · 〉
durch das Skalarprodukt (· , · ) ersetzt. (Beachte:H � H′ nach dem Satz von Fréchet-
Riesz.)

Man kann zeigen, daß adjungierte Operatoren immer abgeschlossen sind.

1.17 Proposition. Es sei X ein reflexiver Banachraum und T∈ L (T) dicht definiert. Dann
ist T′ genau dann dicht definiert, wenn T abschließbar ist. Es gilt

(T′)′ = T.

1.18 Definition. Ist H ein Hilbertraum undT ∈ L (H) dicht definiert, so heißt

T selbstadjungiert :⇐⇒ T = T∗,
T wesentlich selbstadjungiert :⇐⇒ T = T∗,
T symmetrisch :⇐⇒ T ⊆ T∗.
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1.2.4 Vektorwertige Folgen und Funktionen

1.19 Definition. Es seienX undY Banachräume

i) Sind x ∈ X und (xn)n∈N ⊆ X, so definiert man

‖x− xn‖ → 0, n→ ∞ ⇐⇒: (xn)n∈N konvergiertgegenx

⇐⇒: xn → x, n→ ∞ ⇐⇒: lim
n→∞

xn = x,

∀ x′ ∈ X′ 〈x− xn , x
′〉 → 0, n→ ∞ ⇐⇒: (xn)n∈N konvergiert schwachgegenx

⇐⇒: xn
w−−→ x, n→ ∞

⇐⇒: w-limn→∞ xn = x,

ii) Sind T ∈ L(X,Y) und (Tn)n∈N ⊆ L(X,Y), so definiert man

‖T − Tn‖ → 0, n→ ∞ ⇐⇒: (Tn)n∈N konvergiert(in der Operatornorm) gegenT

⇐⇒: Tn→ T, n→ ∞ ⇐⇒: lim
n→∞

Tn = T,

∀ x ∈ X T xn→ T x, n→ ∞ ⇐⇒: (Tn)n∈N konvergiert starkgegenT

⇐⇒: Tn
s−−→ T, n→ ∞

⇐⇒: s-limn→∞ Tn = T,

∀ x ∈ X ∀x′ ∈ X′ 〈(T − Tn)x , x′〉 → 0, n→ ∞
⇐⇒: (Tn)n∈N konvergiert schwachgegenT

⇐⇒: Tn
w−−→ T, n→ ∞

⇐⇒: w-limn→∞ Tn = T.

Es gilt xn → x =⇒ x
w−→ x undTn → T =⇒ T

s−→ T =⇒ T
w−→ T, die Umkehrungen

gelten im allgemeinen nicht.

1.20 Proposition. Es sei X ein Banachraum,(xn)n∈N ⊆ X. Dann konvergiert(xn)n∈N genau
dann stark, wenn(〈xn , ϕ〉)n∈N gleichmäßig konvergiert fürϕ ∈ X′, ‖ϕ‖ ≤ 1.

Beweis.Angenommen, (xn)n∈N konvergiert stark. Dann folgt die Behauptung, denn

|〈xn , ϕ〉 − 〈x , ϕ〉| = |〈xn − x , ϕ〉| ≤ ‖xn − x‖ ‖ϕ‖

Angenommen, (〈xn , ϕ〉)n∈N konvergiert gleichmäßig fürϕ ∈ X′, ‖ϕ‖ ≤ 1. Zu jedemε > 0
gibt es also einN ∈ N, so daß

|〈xn − x , ϕ〉| < ε, n ≥ N, ϕ ∈ X′, ‖ϕ‖ ≤ 1.

Somit folgt
‖xn − x‖ = sup

ϕ∈X′
‖ϕ‖≤1

∣∣∣〈xn − x , ϕ〉
∣∣∣ < ε.

Daε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. �
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Integrale

Es seiI ⊂ R ein Intervall,X ein Banachraum undf : I → X stetig. Dann kann das Integral
∫

I
f (t) dt

über Partialsummen definiert werden (analog zum Riemann-Integral).
Eine Verallgemeinerung ist dasBochner-Integral, das dem Lebesgue-Integral entspricht.

Wichtige Eigenschaften:

• Ist X ein Banachraum,A : D(A) ⊆ X → X ein abgeschlossener linearer Operator
und f : [0,∞) → X, so daßf (s) ∈ D(A), s ≥ 0 und f undA f integrierbar sind, so
gilt

∫ t

0
f (s) ds ∈ D(A), t ≥ 0,

A
∫ t

0
f (s) ds=

∫ t

0
A f(s) ds, t ≥ 0.

(1.4)

• Ist X ein Banachraum undf : [0,∞)→ X stetig, so folgt

lim
tց0

1
t

∫ t

0
f (s) ds= f (0). (1.5)

Beweis.Weil f stetig in 0 ist, gilt fürt ≥ 0
∥∥∥∥∥∥ f (0)− 1

t

∫ t

0
f (s)ds

∥∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥

1
t

∫ t

0
f (0)− f (s)ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
1
t

∫ t

0
‖ f (0)− f (s) ‖ ds

≤ sup{‖ f (0)− f (s)‖ : s ∈ [0, t]} −→ 0, t→ 0. �

• Ist X ein Banachraum undf : [0,∞)→ X stetig differenzierbar, so folgt

f (t) = f (0)+
∫ t

0
f ′(t) dt, t ≥ 0. (1.6)

• Ist I ein Intervall undf : I ⊆ R→ X eine meßbare Funktion, dann gilt:

f ist integrierbar ⇐⇒
∫

I
‖ f (s)‖ds< ∞.

Holomorphie

1.21 Definition. Es seiX ein Banachraum,Ω ⊆ C ein Gebiet,z0 ∈ Ω und f : Ω→ X.

f heißt



differenzierbar in z0

schwach differenzierbar in z0


⇐⇒



lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z− z0

existiert

w-limz→z0

f (z) − f (z0)
z− z0

existiert



f heißt


holomorph inΩ

schwach holomorph inΩ

 ⇐⇒ f


differenzierbar

schwach diff ’bar

 in jedemz0 ∈ Ω.

1.22 Satz (Satz von Dunford).Es seiΩ ⊂ C ein Gebiet, X ein Banachraum und f: Ω→
X. Dann sind äquivalent:
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i) f ist holomorph inΩ.

ii) f ist schwach holomorph inΩ.

Beweis. i)⇒ ii ) ist klar.

ii ) ⇒ i) Wählez0 ∈ Ω und r > 0 so, daß die im mathematisch positiven Sinn orientiert
KreislinieΓr ≔ {ξ ∈ C : |ξ − z0| = r} in Ω liegt. Weiter seiϕ ∈ X′ mit ‖ϕ‖ = 1 beliebig.
Nach Voraussetzung istΩ → X, z 7→ 〈 f (z) , ϕ〉 holomorph, also liefert Cauchys Integral-
satz fürz ∈ Cmit |z− z0| < r:

〈 f (z) , ϕ〉 = 1
2πi

∫

Γr

〈 f (ξ) , ϕ〉
ξ − z

dξ =
1

2πi

〈∫

Γr

f (ξ)
ξ − z

dξ , ϕ

〉
,

d
dz
〈 f (z) , ϕ〉 = 1

2πi

∫

Γr

〈 f (ξ) , ϕ〉
(ξ − z)2

dξ =
1

2πi

〈∫

Γr

f (ξ)
(ξ − z)2

dξ , ϕ

〉
,

Damit folgt

I (z) ≔

〈
≕u(z)︷                                         ︸︸                                         ︷

f (z) − f (z0)
z− z0

− 1
2πi

∫

Γr

f (ξ)
(ξ − z0)2

dξ , ϕ

〉

=
〈 f (z) , ϕ〉 − 〈 f (z0) , ϕ〉

z− z0
− 1

2πi

∫

Γr

〈 f (ξ) , ϕ〉
(ξ − z0)2

dξ

=
1

2πi

∫

Γr

〈 f (ξ) , ϕ〉
(ξ − z)(z− z0)

− 〈 f (ξ) , ϕ〉
(ξ − z0)(z− z0)

− 〈 f (ξ) , ϕ〉
(ξ − z0)2

dξ

=
z− z0

2πi

∫

Γr

〈 f (ξ) , ϕ〉
(ξ − z0)2(ξ − z)

dξ.

Wenn gezeigt ist, daß〈 f (ξ) , ϕ〉 ≤ C‖ϕ‖ für einC ≥ 0, so folgt die Behauptung, denn dann
gilt

|I (z)| ≤ |z− z0|
2π

∫

Γr

|〈 f (ξ) , ϕ〉|
|ξ − z0|2|ξ − z| |dξ| ≤ |z− z0|

C
r2
−→ 0, z→ z0.

Nach Proposition1.20gibt es also einu ∈ X, so daßu(z) → u für z → z0. Fallsu , 0,
so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach einϕu ∈ X′ mit ‖ϕu‖ = 1 und〈u , ϕu〉 = 1, im
Widerspruch zu〈u , ϕu〉 = limz→z0〈u(z) , ϕu〉 = 0.

Es bleibt zu zeigen, daß es einC ∈ R gibt, so daß〈 f (ξ) , ϕ〉 ≤ C‖ϕ‖. Da f schwach
holomorph ist, ist es auch schwach stetig. WeilΓr kompakt ist, nimmt daherΓr → R, z 7→
|〈 f ( · ) , ϕ〉| ein Maximum an, es gibt alsoCϕ ≥ 0, so daß

|〈 f (z) , ϕ〉| ≤ Cϕ, z ∈ Γr .

Nach (1.3) und dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit gibt es also einC ≥ 0, so
daß

‖ f (z)‖X = ‖ f (z)‖X′′ ≤ C, z ∈ Γr , ϕ ∈ X, ‖ϕ‖ = 1. �
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Stark stetige Halbgruppen

2.1 Definition. Es seiX ein Banachraum.

i) Eine FamilieT = (T(t))t≥0 ⊆ L(X) heißt eineHalbgruppe(genauer:1-Parameter-
Halbgruppe), falls

T(t + s) = T(t)T(s), t, s≥ 0

T(0) = id .
(2.1)

ii) Eine FamilieS = (S(t))t∈R ⊆ L(X) heißtGruppe(genauer:1-Parameter-Gruppe),
falls

S(t + s) = S(t)S(s), t, s ∈ R
S(0) = id .

(2.2)

2.2 Definition. Es seiX ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine Halbgruppe aufX. Dann
hat man die Abbildung

T : R+ → L(X), t 7→ T(t).

i) T heißt einegleichmäßig stetige Halbgruppe, falls T stetig (bezüglich der Operator-
norm) ist;
d. h., zu jedemt0 ≥ 0 und jedemε > 0 gibt es einδ > 0, so daß‖T(t0) − T(t)‖ < ε
für alle t ≥ 0 mit |t − t0| < δ.

ii) T heißt einestark stetige HalbgruppeoderC0-Halbgruppe1, falls T stark stetig ist;
d. h., für jedesx ∈ X ist die AbbildungR+ → X, t 7→ T(t)x stetig,
d. h. zu jedemx ∈ X, t0 ≥ 0 undε > 0 gibt es einδ > 0, so daß‖T(t)x− T(t0)x‖ < ε
für alle t ≥ 0 mit |t − t0| < δ.

2.3 Beispiel (Translationshalbgruppe).Auf den Funktionsräumen

i) X = L∞(R)

ii) X = BUC(R) ≔ { f : R→ C : f beschränkt und gleichmäßig stetig}

iii) X = Lp(R)

ist jeweils die Translation erklärt durch

T(t) f (ξ) = f (ξ + t), t ≥ 0, ξ ∈ R.
1C0 steht für Cesàro-summierbar.

15
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In allen drei Fällen gilt offensichtlichT(t) ∈ L(X), t ≥ 0, undT = (T(t))t≥0 erfüllt (2.1),
ist also eine Halbgruppe aufX.
In Fall i) istT nicht stark stetig, also erst recht nicht gleichmäßig stetig. Ist nämlich

f : R→ R, f (ξ) =


1, ξ ≥ 0,

−1, ξ < 0,

so ist f ∈ L∞(R) und‖T(t) f − T(0) f ‖∞ = 2, t > 0, also istT(·) f nicht stetig in 0 (d. h.T
ist nicht stark stetig in 0).
In den Fällenii ) undiii ) istT eine stark stetige, aber nicht gleichmäßig stetige Halbgruppe
auf X. Man kann zeigen:‖T(t) − id ‖ = 2 für t > 0 (vgl. Aufgabe2.1).

2.4 Proposition. Es sei X ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine Halbgruppe auf X.
Dann sind äquivalent:

i) T ist stark stetig.

ii) T ist stark stetig in0.

iii) Es gibtδ > 0, M ≥ 1 und eine dichte Teilmenge D⊆ X, so daß

(a) ‖T(t)‖ ≤ M, t ∈ [0, δ],

(b) lim tց0 T(t)x = x, x∈ D.

Gilt iii ) (a) für die HalbgruppeT , so folgt fürω = log M
δ

:

‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0. (2.3)

Beweis.Wir beweisen zuerst (2.3): Zu jedemt ∈ R+ gibt esn ∈ N0 und τ ∈ [0, δ), so
daßt = τ + nδ. Aus der Halbgruppeneigenschaft vonT , der Abschätzungiii )(a) und 0<
n log M ≤ t

δ
log M = tω folgt

‖T(t)‖ = ‖T(τ + nδ)‖ = ‖T(τ) T(δ) · · ·T(δ)︸         ︷︷         ︸
n-mal

‖ ≤ ‖T(τ)‖ ‖T(δ)‖n ≤ MMn
= M en log M

≤ M etω

ii ) ⇒ iii ) Es ist nuriii )(a) zu zeigen. Angenommen, es gibt keinδ > 0 und M ≥ 1, so
daß iii )(a) gilt. Dann gibt es ein Folge (tn)n∈N ⊆ R+ mit tn ց 0 und‖T(tn)‖ → ∞ für
n → ∞. Nach dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit gibtes dann einx ∈ X, so
daß‖T(tn)x‖ → ∞, n → ∞. Es folgtT(tn)x 9 x = T(0)x, im Widerspruch zur starken
Stetigkeit vonT in 0.

iii )⇒ ii ) Es sei (tn)n∈N mit tn ց 0, n→ ∞; ohne Einschränkung seitn ≤ δ, n ∈ N. Dann
ist K ≔ {tn : n ∈ N} ∪ {0} kompakt. Nach Voraussetzung ist‖T(tn)‖ ≤ M, n ∈ N und
für jedesx ∈ D ist T(·)x|K stetig. Zu beliebigemx ∈ X undε > 0 wähley ∈ D, so daß
‖x − y‖ < max{ε/3, ε/(3M)} undN ∈ N so groß, daß‖T(tn)y − y‖ < ε/3, n ≥ N. Damit
folgt

‖T(tn)x− x‖ ≤ ‖T(tn)(x− y)‖ + ‖T(tn)y− y‖ + ‖y− x‖
≤ ‖T(tn)‖ ‖x− y‖ + ‖T(tn)y− y‖ + ‖y− x‖ < ε.

Da (tn)n∈N undε > 0 beliebig waren, folgt die Behauptung limtց0 ‖T(t)x− x‖ = 0.

ii )⇒ i) Es seient0, h > 0 undx ∈ X gegeben.
Rechtsstetigkeit vonT in t0: DaT nach Voraussetzung stark stetig in Null ist, folgt

‖T(t0 + h)x− T(t0)x‖ ≤ ‖T(t0)‖ ‖T(h)x− x‖ −→ 0. hց 0,
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Linksstetigkeit vonT in t0: Es ist bereits in “ii )⇒ iii )” gezeigt, daß‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0,
für geeigneteM ≥ 1 undω ∈ R. Damit folgt

‖T(t0)x− T(t0 − h)x‖ ≤ ‖T(t0 − h)‖︸       ︷︷       ︸
beschränkt

‖T(h)x− x‖︸        ︷︷        ︸
→0, h→0

−→ 0, hց 0.

i)⇒ ii ) klar. �

2.5 Definition. Eine stark stetige HalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf einem BanachraumX heißt

i) beschränkt, falls in (2.3) ω = 0 gewählt werden kann;

ii) kontraktivbzw. eineKontraktionshalbgruppe, falls in (2.3) ω = 0 undM = 1 gewählt
werden kann;

iii) isometrisch, falls in ‖T(t)‖ = 1, t ≥ 0.

2.6 Definition. Es seiT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banachraum
X. Dann heißt

ω0 = ω0(T ) ≔ inf {ω ∈ R : es gibt einM ≥ 1 so daß‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0} (2.4)

dieWachstumsschrankeoder derTypvonT (growth boundodertypeof T ).

2.7 Bemerkungen. • Auch ω0 = −∞ kann vorkommen: Es seiT = (T(t))t≥0 eine
beliebige nilpotente Halbgruppe (d. h.T(t) = 0 für t groß genug), z. B.X = Lp(0, a)
für eina ∈ (0,∞) und

(T(t) f )(ξ) ≔


f (t − ξ), t ≤ ξ ≤ a,

0, sonst,
f ∈ X.

Offensichtlich istT = (T(t))t≥0 eine Halbgruppe aufX undω0(T ) = −∞.

• Das Infimum in (2.4) wird nicht notwendigerweise angenommen.

• Möglicherweise muß in (2.4) M > 1 geählt werden, unabhängig davon, wie großω
gewählt wird.

2.1 Gleichmäßig stetige Halbgruppen

2.8 Definition. Es seiX ein Banachraum undA ∈ L(X). Setze

exp(tA) ≔ etA
≔

∞∑

n=0

tn

n!
An, t ∈ R. (2.5)

Dann heißt die Familie (exp(tA))t≥0 dievon A erzeugte Gruppe, und (exp(tA))t∈R dievon A
erzeugte Halbgruppe,

Daß Definition2.8sinnvoll ist, zeigt folgende Proposition:

2.9 Proposition. Es sei X ein Banachraum und A∈ L(X).

i) exp(tA) konvergiert absolut undexp(tA) ∈ L(X) für alle t ∈ R.

ii) exp(0 · A) = id.

iii) exp((t + s)A) = exp(tA) exp(sA), s, t ≥ 0.
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iv) R→ L(X), t 7→ exp(tA) ist stetig.

v) Ist S ∈ L(X), so daß auch S−1 existiert und S−1 ∈ L(X), so gilt

exp(S−1AS) = S−1 exp(A) S. (2.6)

vi) Ist B∈ L(X) mit AB= BA, so gilt

exp(A+ B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A). (2.7)

Aus i)–iv) folgt, daß (exp(tA))t≥0 eine gleichmäßig stetige Halbgruppe ist.

Beweis. i) Fürk < m ∈ N gilt

∥∥∥∥∥∥∥

m∑

n=0

tn

n!
An −

k∑

n=0

tn

n!
An

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥

m∑

n=k+1

tn

n!
An

∥∥∥∥∥∥∥
≤

m∑

n=k+1

tn

n!
‖An‖ −→ 0, k, m→ ∞,

weil
∑∞

n=0
tn

n! ‖A‖
n
= et‖A‖. Also folgt, daß die Folge

(∑k
n=0

tn

n! An
)
k∈N

eine Cauchyfolge in
L(X) ist, also inL(X) konvergiert (daL(X) ein Banachraum ist).
ii ) ist klar.
iii ) folgt ausvi).
iv) Für t, h ∈ R gilt

∥∥∥exp((t + h)A) − exp(tA)
∥∥∥ ≤

∥∥∥ exp(tA)
∥∥∥

∥∥∥ exp((hA) − id
∥∥∥ =

∥∥∥ exp(tA)
∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

hn

n!
An

∥∥∥∥∥∥∥

≤
∥∥∥ exp(tA)

∥∥∥ |h| ‖A‖
∞∑

n=0

hn

(n+ 1)!
‖An ‖ ≤ |h| ‖A‖

∥∥∥ exp(tA)
∥∥∥

∥∥∥ exp(h‖A‖)
∥∥∥ .

Also folgt exp((t + h)A) −→ exp(tA) für h→ 0.
v) Da die Reihen absolut konvergieren, gilt

exp(S−1AS) =
∞∑

n=0

1
n!

(S−1AS)n
= S−1


∞∑

n=0

1
n!

An

 S = S−1 exp(A)S.

vi) Da die Reihen absolut konvergieren, gilt mit Cauchys Produktformel

exp(A) exp(B) =


∞∑

n=0

1
n!

An




∞∑

n=0

1
n!

Bn

 =
∞∑

n=0


n∑

k=0

1
k!

Ak 1
(n− k)!

Bn−k



=

∞∑

n=0

1
n!


n∑

k=0

n!
k!(n− k)!

Ak Bn−k

 =
∞∑

n=0

1
n!

(A+ B)n
= exp(A+ B). �

2.10 Beispiel (Matrixhalbgruppen). Ist X = Cn und A ∈ L(X) = Mn(C), so liefert Pro-
position2.9 ein Verfahren zur Berechnung von Matrixexponentialfunktionen: Es gibt ein
S ∈ Gl(n,C), so daßS AS−1 Jordannormalform hat, d. h.,A = S−1(D + N)S mit einer
DiagonalmatrixD und einer nilpotenten MatrixN, so daßND = DN. Also ist

exp(tA) = exp(S−1(tD + tN)S) = S−1 exp(tD + tN)S = S−1 exp(tD) exp(tN)S

= S−1 exp(tD)
( ∞∑

n=0

tn

n!
Nn

︸     ︷︷     ︸
nur endlich viele

Summanden!

)
S.
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Für konkrete Rechnungen benutzt man noch: HatA Blockdiagonalgestalt

A =



A1 · · · · · · 0
... A2

...
...

. . .
...

0 · · · · · · A j


≕ diag(A1, . . . , An)

mit Ak ∈ M(nk,C), nk ∈ N, mit
∑ j

k=1 nk = n, so ist

exp(tA) = diag
(
exp(tA1), . . . , exp(tAn)

)
, t ∈ R.

Speziell für ein Jordankästchen der Längem

J =



λ 1
0 λ 1
...

. . .
. . .

0 · · · · · · λ 1
0 · · · · · · · · · λ



findet man

exp(tJ) = etλ



1 t · · · · · · tm−1

(m−1)!

0 1 t
...

...
. . .

. . .
...

0 · · · · · · 1 t
0 · · · · · · · · · 1



.

Das asymptotische Verhalten von exp(tA)x hängt also von der Jordanstruktur vonA ab.

Beispiel. Es seim> 0, k ∈ R undA≔
(

0 m−1

−k 0

)
(vgl. Beispiel1.2.1). Wähleκ ∈ C, so daß

κ2 = −k und setzeS ≔ 1√
2

(
κ
√

m−1

−
√

m κ−1

)
. Dann ist

S AS−1
=

1
2

(
κ

√
m−1

−
√

m κ−1

) (
0 m−1

−k 0

) (
κ−1 −

√
m−1

√
m κ

)
=

(
κ
m 0
0 − κm

)
.

Aus physikalischen̈Uberlegungen folgt, daßk ≥ 0 ist, also istκ ∈ iR. Die Lösungen
exp(tA)

( x0
p0

)
sind daher periodisch mit Periodeω = 2πm

|κ| , denn

exp((t + ω) A) = S−1 exp

(
(t + ω)

(
κ
m 0
0 − κm

))
S

= S−1


exp

(
(t + ω) κm

)
0

0 exp
(
−(t + ω) κm

)
 S = S−1

(
exp(t κm) 0

0 exp(−t κm)

)
S

= exp(tA).

Bisher haben wir die Funktionalgleichung (FE) betrachtet. Aus Proposition2.9wissen wir,
daß fürA ∈ L(X) die Gruppe (exp(tA))t∈R stetig ist. Die folgende Proposition zeigt, daß sie
sogar differenzierbar ist.

2.11 Proposition. Es sei X ein Banachraum, A∈ L(X) und T = (T(t))t≥0 die von A
erzeugte Halbgruppe(d. h., T(t) = exp(tA), t ≥ 0). Dann gilt:
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i) Die AbbildungR→ L(X), t 7→ T(t), ist differenzierbar und es gilt

d
dt

T(t) = AT(t) = T(t)A, t ∈ R.

ii) Ist S : R→ L(X) eine Lösung von

U(0) = id,
d
dt

U(t) = AU(t), t ∈ R, (2.8)

so ist S= T.

Beweis. i) Wegen

T(t + h) − T(t)
h

= T(t)
T(h) − id

h
=

T(h) − id
h

T(t), t ∈ R, h ∈ R \ {0},

genügt es, die Differenzierbarkeit int = 0 mit d
dtT(0) = A zu zeigen. Das folgt aus

∥∥∥∥∥
1
h

(T(h) − T(0)) − A
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
1
h

∞∑

n=1

hn

n!
An − A

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥
1
h

∞∑

n=2

hn

n!
An

∥∥∥∥∥∥∥
≤ |h| ‖A‖2

∞∑

n=0

hn‖A‖n
(n+ 2)!

≤ |h| ‖A‖2 exp(h‖A‖) −→ 0, |h| → 0.

ii ) Nach Voraussetzung giltT(0) = S(0). Es sei nunt0 ∈ R beliebig. Dann folgt

d
dt

(
T(t)S(t0 − t)

)
=

( d
dt

T(t)
)
S(t0 − t) + T(t)

( d
dt

S(t0 − t)
)

= AT(t)S(t0 − t) − T(t)A︸︷︷︸
=AT(t)

S(t0 − t) = 0.

Angenommen,T(t)S(t0 − t) ist nicht konstant int. Dann gibt esτ ∈ R, x ∈ X undϕ ∈ X′,
so daß〈(T(τ)S(t0 − τ)x , ϕ〉 , 〈(T(0)S(t0)x , ϕ〉. Für beliebigesx ∈ X, ϕ ∈ X′ ist aber nach
obiger Rechnungddt〈(T(t)S(t0 − t))x , ϕ〉 = 0, t ∈ R, also ist〈(T(t)S(t0 − t))x , ϕ〉 konstant
in t. Folglich ist auchT(t)S(t0 − t) konstant int und daher

T(t0) = T(t0)S(t0 − t0) = T(0)S(t0 − 0) = S(t0).

Da t0 ∈ R beliebig war, folgt die Behauptung. �

2.12 Korollar. Ist X ein Banachraum, x0 ∈ X, A ∈ L(X) und (T(t))t≥0 die von A erzeugte
Gruppe, so ist T(·)x0 die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems

x(0) = x0,
d
dt

x = Ax, t ∈ R.

2.13 Satz (Charakterisierung von gleichmäßig stetigen Halbgruppen). Es sei X ein
Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine Halbgruppe auf X. Dann istT genau dann eine
gleichmäßig stetige Halbgruppe auf X, falls es ein A∈ L(X) gibt, so daß T(t) = exp(tA),
t ≥ 0. Der Operator A ist durchT eindeutig bestimmt; T ist differenzierbar und es gilt

d
dt

T(t) = AT(t) = T(t)A, t ≥ 0. (2.9)

Beweis.Ist A ∈ L(X), so ist (exp(tA))t≥0 nach Proposition2.9 eine gleichmäßig stetige
Halbgruppe und erfüllt (2.9) nach Proposition2.11.
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Es sei nun eine gleichmäßig stetige HalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf X gegeben. Setze

V(t) ≔
∫ t

0
T(s) ds, t ≥ 0.

Da T stetig ist, folgt aus (1.5), daß

1
t
V(t) =

1
t

∫ t

0
T(s) ds −→ T(0) = id, t ց 0.

Also gibt es eint0, so daßV(t) beschränkt invertierbar ist für allet ∈ (0, t0]. V ist stetig
differenzierbar ist, denn fürh > 0 ist

1
h

(V(t + h) − V(t)) =
1
h

∫ t+h

t
T(s) ds = T(t)

1
h

∫ h

0
T(s) ds −→ T(t), hց 0,

1
h

(V(t − h) − V(t)) =
1
h

∫ t

t−h
T(s) ds = T(t − h)

1
h

∫ h

0
T(s) ds −→ T(t), hց 0.

Die Differenzierbarkeit vonT folgt aus

T(t) = V(t0)−1V(t0)T(t) = V(t0)−1
∫ t0

0
T(s+ t) ds = V(t0)−1

∫ t+t0

t
T(s) ds

= V(t0)−1 (V(t + t0) − V(t)) , t ≥ 0,

daV differenzierbar ist. Insbesondere folgt

d
dt

T(t) = V(t0)−1 d
dt

(V(t + t0) − V(t)) = V(t0)−1 (T(t + t0) − T(t))

= V(t0)−1 (T(t0) − id) T(t)

Offensichtlich istA ≔ V(t0)−1 (T(t0) − id) linear und beschränkt. Aus Proposition2.11
folgt, daßT(t) = exp(tA), t ≥ 0. �

2.14 Definition. Sind A undT wie in Satz2.13, so heißtA der (infinitesimale) Erzeuger
vonT .

Für eine HalbgruppeT = (T(t))t≥0 und ihren ErzeugerA gilt also:

Ax = lim
tց0

1
t

(T(t) − id) x, x ∈ X, (2.10)

T(t)x =
∞∑

n=0

tn

n!
Anx, x ∈ X, t ≥ 0. (2.11)

Beispiel (Multiplikationshalbgruppen auf C0(Ω)).

2.15 Definition. Es seiΩ ⊆ Cn ein Gebiet undq ∈ C(Ω). Dann heißtMq, definiert durch

Mq f ≔ q f, f ∈ D(Mq) ≔ { f ∈ C0(Ω) : q f ∈ C0(Ω)},

dervon q induzierte Multiplikationsoperatorauf

C0(Ω) ≔ { f ∈ C(Ω) : ∀ ε > 0 ∃ Kε ⊆ Ω kompakt, so daß| f (ξ)| < ε, ξ ∈ Ω \ Kε},

versehen mit der Norm‖ f ‖ = sup{| f (ξ)| : ξ ∈ Ω}.

2.16 Proposition. Es seiΩ ⊆ Cn ein Gebiet und q∈ C(Ω). Dann gilt:
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i) Mq : D(Mq) ⊆ C0(Ω)→ C0(Ω) ist dicht definiert und abgeschlossen.

ii) Mq ist beschränkt ⇐⇒ q ist beschränkt.

iii) Mq ist beschränkt invertierbar⇐⇒ q ist beschränkt invertierbar,
in diesem Fall ist(Mq)−1

= Mq−1.

iv) σ(Mq) = q(Ω).

Beweis.Siehe z. B. [EN00, Proposition I.4.2]. �

2.17 Definition. Es sei nunq ∈ C(Ω) mit ω ≔ sup Re(q(ξ)) < ∞. Dann definierẽqt(ξ) ≔
etq(ξ), t ≥ 0, ξ ∈ Ω, und

Tq(t) ≔ Mq̃t , t ≥ 0.

Offensichtlich ist̃qt ∈ C(Ω), t ≥ 0, und daher ist jedesTq(t) ein Multiplikationsoperator
aufC0(Ω). Klar ist auch, daßTq = (Tq(t))t≥0 eine Halbgruppe aufC0(Ω) ist, denn für alle
f ∈ C0(Ω), s, t ≥ 0 undξ ∈ Ω ist
(
Tq(s)Tq(t) f

)
(ξ) = etq(ξ)(Tq(s) f

)
(ξ) = esq(ξ) etq(ξ) f (ξ) = e(s+t)q(ξ) f (ξ) =

(
Tq(s+ t) f

)
(ξ),

und

‖Tq(t)‖ ≤ etω, t ≥ 0.

Gibt es hinreichende und notwendige Bedingungen anq, so daßTq eine gleichmäßig stetige
oder eine stark stetige Halbgruppe ist? WennTq gleichmäßig stetig ist, was ist dann der
Erzeuger?

2.18 Proposition. Mit den Bezeichnungen aus Definition2.17gilt:

i) Tq ist genau dann gleichmäßig stetig, wenn q beschränkt ist.In diesem Fall ist Mq

der Erzeuger vonTq.

ii) Ist q unbeschränkt(aber weiterhinsup{Re(q(ξ)) : ξ ∈ Ω} < ∞), so istTq eine stark
stetige Halbgruppe auf C0(Ω).

Beweis. i) Angenommen,q ist beschränkt. Dann ist auchMq beschränkt und es gilt für
alle t ≥ 0, f ∈ C0(Ω) undξ ∈ Ω:

(
Tq(t) f

)
(ξ) = etq(ξ) f (ξ) =

∞∑

n=0

tnq(ξ)n

n!
f (ξ) =

∞∑

n=0

tn

n!
(Mqn f )(ξ) =

∞∑

n=0

tn

n!
(
(Mq)n f

)
(ξ)

=

(( ∞∑

n=0

tn

n!
(Mq)n

)
f
)
(ξ) =

(
exp(tMq) f

)
(ξ).

Also ist Tq(t) = exp(tMq), t ≥ 0, und daherTq eine gleichmäßig stetige Halbgruppe nach
Satz2.13.

Angenommen,q ist unbeschränkt. Dann gibt es eine Folge (ξn) ⊆ Ω, so daß|q(ξn)| → ∞.
Setzetn ≔ 1

|q(ξn)| , n ∈ N. WäreTq gleichmäßig stetig, so gäbe es zu jedemε > 0 ein
N ∈ N, so daß‖T(tn) f − f ‖ < ε, n ≥ N, f ∈ C0(Ω). Für jedesn ∈ N wähle eine Funktion
fn ∈ C0(Ω), so daßfn(ξn) = 1 und‖ fn‖ = 1. Setzeδ ≔ max{| ez−1| z ∈ C, |z| = 1} > 0.
Dann gilt für allen ∈ N

‖T(tn) fn − fn‖ = sup{| etnq(ξ) fn(ξ) − fn(ξ)| : ξ ∈ Ω} ≥ | etnq(ξn) fn(ξn) − fn(ξn)|
= | etnq(ξn) −1| | fn(ξn)| = | etnq(ξn) −1| ≥ δ,
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also istTq nicht gleichmäßig stetig.

ii ) Es seif ∈ C0(Ω). Es ist zu zeigen, daßR+ → X, t 7→ Tq(t) f stetig ist. Nach Propositi-
on2.4genügt es, die Stetigkeit in 0 zu zeigen.
Wähleε > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein KompaktumKε ⊂ Ω, so daß

| f (ξ)| < ε ‖ f ‖
e|ω| +1

, ξ ∈ Ω \ Kε,

mit ω = sup{Re(q(ξ)) : ξ ∈ Ω}. Da exp(·) auf kompakten Mengen gleichmäßig stetig,Kε
kompakt undq stetig ist, gibt es eint0 ∈ (0, 1), so daß

∣∣∣ 1− exp(tq(ξ))
∣∣∣ < ε, t ∈ [0, t0], ξ ∈ Kε.

Damit folgt für t ∈ [0, t0]:

‖T(t) f − f ‖ = sup{| etq(ξ) f (ξ) − f (ξ)| : ξ ∈ Ω}
= sup{|(etq(ξ) −1) f (ξ)| : ξ ∈ Kε} + sup{|(etq(ξ) −1) f (ξ)| : ξ ∈ Ω \ Kε}

≤ ‖ f ‖ sup{| etq(ξ) −1| : ξ ∈ Kε} +
ε ‖ f ‖
e|ω| +1

sup{| etq(ξ) −1| : ξ ∈ Ω \ Kε}

< ε ‖ f ‖ + ε ‖ f ‖ = 2ε ‖ f ‖. �

2.2 Erzeuger stark stetiger Halbgruppen

In Kapitel2.1ist gezeigt worden: IstT = (T(t))t≥0 eine Halbgruppe auf einem Banachraum
X, dann

T gleichmäßig stetig ⇐⇒ es gibt einA ∈ L(X), so daßT(t) = exp(tA), t ≥ 0.

Außerdem istT differenzierbar undddtT(0) = A.

Wir benutzen nun die letztgenannte Eigenschaft, um auch einer nur stark stetigen Halb-
gruppeT einen eindeutig bestimmten ErzeugerA zuzuordnen.

2.19 Definition. Es seiX ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X. Der OperatorA, definiert durch

D(A) ≔
{
x ∈ X : lim

hց0

1
h(T(h)x− x) existiert

}
,

Ax ≔ lim
hց0

1
h

(T(h)x− x), x ∈ D(A),

heißt der (infinitesimale) Erzeuger vonT .

Bemerkung. Ist T eine gleichmäßig stetige Halbgruppe, so stimmt diese Definition mit
der Definition des Erzeugers in Definition2.14überein.

2.20 Lemma. Es sei X ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X. Für x ∈ X definiere die Abbildungτx : R+ → X, t 7→ τx(t) = T(t)x. Dann sind
äquivalent:

i) τx ist differenzierbar.

ii) τx ist differenzierbar in0.

Beweis. i)⇒ ii ) ist klar.
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ii ) ⇒ i) Es seient0 > 0, h ∈ (0, t0) und x ∈ X, so daßτx in 0 differenzierbar ist. Die
Rechtsdifferenzierbarkeit vonτx in t0 folgt aus

1
h

(
τx(t0 + h) − τx(t0)

)
= T(t0)

1
h

(
τx(h) − τx(0)

) −→ T(t0)
d
dt
τx(0), h→ 0.

Die Linksdifferenzierbarkeit vonτx in t0 folgt aus

1
h

(
τx(t0) − τx(t0 − h)

)
= T(t0 − h)

(1
h

(
τx(h) − τx(0)

) − d
dt
τx(0)

)
+ T(t0 − h)

d
dt
τx(0)

−→ T(t0)
d
dt
τx(0), h→ 0,

denn der erste Summand konvergiert gegen 0 (daT(t0−h) für h ∈ (0, t0) beschränkt ist und
der Term in Klammern nach Voraussetzung gegen 0 strebt). �

2.21 Korollar. Ist T = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe auf einem Banachraum X
mit Erzeuger A, so ist

D(A) = {x ∈ X : t 7→ T(t)x ist differenzierbar}.

2.22 Proposition. Es sei X ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halb-
gruppe auf X mit Erzeuger A.

i) A ∈ L (X),

ii) Ist x ∈ D(A), so ist T(t)x ∈ D(A), t ≥ 0, die Abbildungτx : R+ → X, t 7→ T(t)x ist
differenzierbar und

d
dt

T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax, t ≥ 0.

iii) Ist t ≥ 0 und x∈ X, so ist
∫ t

0
T(s)xds ∈ D(A).

iv) Ist t ≥ 0 , so ist

T(t)x− x = A
∫ t

0
T(s)xds, x ∈ X, (2.12)

T(t)x− x =
∫ t

0
T(s)Axds, x ∈ D(A). (2.13)

Beweis. i) ist klar.

ii ) Ist x ∈ D(A), so ist istτx differenzierbar mitddtτx(0) = Axund es giltd
dtT(t)x = d

dtτx(t) =
T(t) d

dtτ(0) = T(t)Ax. Also existiert auch

lim
hց0

1
h

(
T(h)T(t)x− T(t)x

)
= lim

hց0

1
h

(
T(t + h)x− T(t)x

)
= T(t)Ax,

und daherT(t)x ∈ D(A) undAT(t)x = T(t)Ax.

iii ) und (2.12): Es seient ≥ 0, h > 0 undx ∈ X. Die Behauptungen folgen aus

1
h

(
T(h)

∫ t

0
T(s)xds−

∫ t

0
T(s)xds

)
=

1
h

(∫ t+h

h
T(s)xds−

∫ t

0
T(s)xds

)

=
1
h

(∫ t+h

t
T(s)xds−

∫ h

0
T(s)xds

)
−→ T(t)x− T(0)x, h→ 0.
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iv), (2.13): Es seix ∈ D(A), t ≥ 0 undh > 0. Definiere

ϕh : [0, t] → X, ϕh(s) = T(s)
T(h)x− x

h

Dann konvergiertϕh gleichmäßig gegenT(·)Ax für h→ 0. Somit folgt

A
∫ t

0
T(s)xds= lim

hց0

1
h
(
T(h) − id

) ∫ t

0
T(s)xds= lim

hց0

∫ t

0

1
h
(
T(h) − id

)
T(s)xds

= lim
hց0

∫ t

0
ϕh(s) ds=

∫ t

0
lim
hց0
ϕh(s) ds=

∫ t

0
T(s)Axds. �

Nach Definition2.19ist der ErzeugerA durch die HalbgruppeT eindeutig bestimmt. Daß
umgekehrt auch der ErzeugerA die HalbgruppeT eindeutig bestimmt, zeigt folgende Pro-
position:

2.23 Proposition. Es sei X ein Banachraum,T = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe
und A der Erzeuger vonT . Dann istD(A) ⊆ X dicht, A ist abgeschlossen und A bestimmt
die HalbgruppeT eindeutig.

Beweis.Da für jedesx ∈ X die AbbildungR+ → X, t 7→ T(t)x stetig ist, folgt mit
Proposition2.22

D(A) ∋ 1
t

∫ t

0
T(s)xds −→ x, t ց 0.

Also istD(A) = X gezeigt.
Es sei nun eine Folge (xn)n ⊆ D(A) undx, y ∈ X gegeben, so daßxn → x undAxn→ y für
n→ ∞. Es ist zu zeigen, daßx ∈ D(A) undAx= y. Es gilt

1
t

(T(t)x− x) = lim
n→∞

1
t

(T(t)xn − xn)
(2.13)
= lim

n→∞

∫ t

0
T(s)Axn ds

(∗)
=

∫ t

0
lim
n→∞

T(s)Axn ds
(+)
=

∫ t

0
T(s)yds,

dabei gilt (∗), weil die Abbildung [0, t] → X, s 7→ T(s)Axn gleichmäßig gegens 7→ T(s)y
konvergiert, und (+) folgt aus der Abgeschlossenheit vonT(s). Nach Definition vonA ist
alsox ∈ D(A) und

Ax= lim
tց0

1
t

(T(t)x− x) = lim
tց0

1
t

∫ t

0
T(s)yds= y.

Es seiS = (S(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe mit ErzeugerA. Es ist zu zeigen, daß
S(t) = T(t), t ≥ 0. Fürx ∈ D(A) und t > 0 definiereη : [0, t] → X, η(s) ≔ T(t − s)S(s)x
(vgl. Proposition2.11). Die Funktionη ist differenzierbar, denn fürs ∈ (0, t) und |h| klein
genug ist

1
h

(η(s+ h) − η(s)) = 1
h

(
T(t − s− h)S(s+ h)x− T(t − s)S(s)x

)

= T(t − s− h)︸        ︷︷        ︸
glm. beschränkt inh

1
h

(
S(s+ h)x− S(s)x

)
+

1
h

(
T(t − s− h) − T(t − s)

)
S(s)x︸︷︷︸
∈D(A)

−→ T(t − s)AS(s)x− T(t − s)AS(s)x = 0.

Daher istη konstant auf [0, t] und es folgt

T(t)x = η(0) = η(t) = S(t)x.

Da T(t) undS(t) beschränkt sind undD(A) in X dicht liegt, folgtT(t) = S(t). �
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Bemerkung. Es seiX ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X mit ErzeugerA. Eine Abbildungu : R+ → X heißt eineklassische Lösungvon

d
dt

x = Ax(t), t ≥ 0, x(0) = x0, (2.14)

falls u stetig differenzierbar ist,u(t) ∈ D(A), t ≥ 0, undu das Anfangswertproblem (2.14)
löst. Ist x0 ∈ D(A), so istT(·)x0 die eindeutige klassische Lösung von (2.14). Für k ∈ N
undx0 ∈ D(Ak) ist T(·)x0 ∈ Ck([0,∞),X)∩Ck−1([0,∞),D(A)).

2.24 Lemma (Skalierung). Es sei X ein Banachraum,T = (T(t))t≥0 eine stark stetige
Halbgruppe auf X mit Erzeuger A. Fürλ ∈ C undα > 0 ist dann auchS = (S(t))t≥0 mit
S(t) = etλ T(αt), t ≥ 0 eine stark stetige Halbgruppe auf X mit Erzeuger B= αA+ λ id.

Beweis.Nachrechnen. �

2.25 Satz.Es sei X ein Banachraum,T = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe auf X
mit Erzeuger A. Weiter seienω ∈ R und M≥ 1 so gewählt, daß‖T(t)‖ ≤ M eωt, t ≥ 0 (vgl.
Proposition2.4). Dann gilt:

i) Ist λ ∈ C, so daß für jedes x∈ X das uneigentliche Integral

R(λ)x ≔
∫ ∞

0
e−sλ T(s)xds (2.15)

existiert, so istλ ∈ ρ(A) und R(λ) = R(λ,A).

ii) Ist λ ∈ Cmit Re(λ) > ω, so folgtλ ∈ ρ(A) und R(λ) = R(λ,A) und es gelten

‖(λ − A)−1‖ ≤ M
Re(λ) − ω , (2.16)

‖(λ − A)−n‖ ≤ M
(Re(λ) − ω)n

, n ∈ N. (2.17)

Beweis. i) Ohne Einschränkung kann manλ = 0 annehmen (das kann man durch Skalie-
rung immer erreichen, siehe Lemma2.24).
Für x ∈ X undh > 0 ist

1
h

(T(h) − id)R(0)x =
1
h

(T(h) − id)
∫ ∞

0
T(s)xds=

1
h

∫ ∞

0
T(s+ h)xds− 1

h

∫ ∞

0
T(s)xds

= −1
h

∫ h

0
T(s)xds −→ −x, hց 0.

Also ist R(0)x ∈ D(A) undAR(0) = −x, x ∈ X.
Umgekehrt sei nunx ∈ D(A) gegeben.

R(0)Ax= lim
t→∞

∫ t

0
T(s)Axds

(1)
= lim

t→∞
A

∫ t

0
T(s)xds

(2)
= A lim

t→∞

∫ t

0
T(s)xds= AR(0)x = −x.

Dabei folgt (1) aus Proposition2.22 iv) und (2) gilt, weilA abgeschlossen ist.

ii ) Es seiλ ∈ C mit Re(λ) > ω. Nachi) genügt es zu zeigen, daßR(λ)x für alle x ∈ X
existiert. Das und die Abschätzung (2.16) folgt, da fürt ≥ 0

∥∥∥∥∥∥

∫ t

0
e−sλ T(s)xds

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫ t

0

∥∥∥ e−sλ T(s)x
∥∥∥ ds ≤ M ‖x‖

∫ t

0

∣∣∣e−sλ
∣∣∣ esω ds

≤ M ‖x‖
∫ t

0
es(ω−Re(λ) ds = M ‖x‖ 1− et(ω−Re(λ))

Re(λ) − ω ≤ M ‖x‖
Re(λ) − ω.
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Es sei nunn ≥ 2. Aus der Operatortheorie ist bekannt

(R(λ,A))n
= (λ − A)−n

=
(−)n

(n− 1)!
dn−1

dλn−1
(λ − A)−1,

also folgt mit (2.15)

‖(R(λ,A))n‖ = 1
(n− 1)!

∥∥∥∥∥∥
dn−1

dλn−1

∫ ∞

0
e−sλ T(s)xds

∥∥∥∥∥∥ =
1

(n− 1)!

∥∥∥∥∥
∫ ∞

0
sn−1 e−sλ T(s)xds

∥∥∥∥∥

≤ M ‖x‖
(n− 1)!

∫ ∞

0
sn−1 es(ω−Re(λ)) ds=

M ‖x‖
(Re(λ) − ω)n

. �

Aus Satz2.25folgt, daß das Spektrum eines Erzeugers immer in einer linken Halbebene
der komplexen Zahlenebene liegt.

2.26 Definition. • Falls das Integral in (2.15) existiert, so nennt man es dieLaplace-
TransformiertevonT(·)x.

• Ist A der Erzeuger einer stark stetigen HalbgruppeT , so heißt

s(A) ≔ sup{Re(λ) : λ ∈ σ(A)}.

dieSpektralschrankevon A.

Ist A ein Erzeuger einer stark stetigen HalbgruppeT , so gilt immer

−∞ ≤ s(A) ≤ ω0(T ) < ∞.

2.27 Beispiel (Multiplikationshalbgruppe). Es seiΩ ∈ C ein Gebiet undq ∈ C(Ω,C), so
daßω ≔ sup{Re(q(ξ)) : ξ ∈ Ω} < ∞. Dann definiert

Tq(t) ≔ Mt eq, t ≥ 0,

eine stark stetige HalbgruppeTq = (Tq(t))t≥0 auf X = C0(Ω), siehe Proposition2.18.
Wir zeigen nun: Der Erzeuger vonTq ist der MultiplikationsoperatorMq.

Beweis.Es seiA der Erzeuger vonTq. Dann gilt für alle f ∈ D(A) undξ ∈ Ω:

(A f)(ξ) = lim
hց0

ehq(ξ) f (ξ) − f (ξ)
h

= f (ξ) lim
hց0

ehq(ξ) −1
h

= f (ξ)q(ξ) = (Mq f )(ξ).

Also ist gezeigt, daßA ⊆ Mq. Nach Voraussetzung istλ ∈ ρ(A) ∩ ρ(Mq) für λ groß genug,
also folgt auchMq ⊆ A. �

2.3 Erzeugers̈atze

Proposition2.22und Satz2.25liefern notwendige Bedingungen, denen der Erzeuger einer
stark stetigen Halbgruppe genügen muß: Er muß dicht definiert und abgeschlossen sein,
außerdem muß sein Spektrum in einer linken Halbebene vonC liegen und die Potenzen der
Resolvente in einer rechten Halbebene müssen gewisse Abschätzungen erfüllen.

2.28 Satz (Satz von Hille-Yosida-Phillips).Für einen Banachraum X, A∈ L (X) und
Konstante M≥ 1, ω ∈ R sind äquivalent:

i) A erzeugt eine stark stetige HalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf X mit

‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0.
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ii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ R : λ > ω} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(λ − ω)n

, n ∈ N, λ > ω. (2.18)

iii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ C : Reλ > ω} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(Reλ − ω)n

, n ∈ N, Reλ > ω. (2.19)

Die Beweisidee besteht darin, den OperatorA mit beschränkten Operatoren zu approximie-
ren. Fürn ∈ N, n > ω definiere die sogenannteYosida-Approximierenden

An ≔ n A R(n,A) = n2 R(n,A) − n. (2.20)

2.29 Lemma. Es sei X ein Banachraum und A∈ L (X), so daßii ) aus Satz2.28erfüllt ist,
und fürλ > ω setze Aλ = λAR(λ,A) wie in (2.20). Dann ist Aλ ∈ L(X), λ > ω, und es gilt

lim
λ→∞
λR(λ,A)x = x, x ∈ X, (2.21)

lim
λ→∞

Aλx = Ax, x ∈ D(A). (2.22)

Beweis.Zum Beweis von (2.21) seix ∈ D(A) gegeben. Es gilt

‖λR(λ,A)x− x‖ = ‖R(λ,A)Ax‖ ≤ M
λ − ω ‖Ax‖ −→ 0, λ→ ∞.

Wegen‖λR(λ,A)‖ ≤ |λ|M
λ−ω ist λR(λ,A) gleichmäßig beschränkt auf (ω + 1,∞) (d. h., es gibt

ein c ∈ R, so daß‖λR(λ,A)‖ ≤ c, λ > ω + 1). DaD(A) in X dicht ist, folgt (2.21) für
beliebigex ∈ X.

Aus (2.21) folgt für x ∈ D(A)

lim
λ→∞

Aλx = lim
λ→∞
λAR(λ,A)x = lim

λ→∞
λR(λ,A)Ax = Ax. �

Beweis von Satz2.28. i)⇒ iii ) folgt aus Proposition2.23und Satz2.25.
iii )⇒ ii ) ist klar.
ii ) ⇒ i) SetzeN>ω ≔ {n ∈ N : n > ω}. Für n ∈ N>ω sei Tn = (Tn(t))t≥0 die von
An erzeugte gleichmäßig stetige Halbgruppe. Wir werden zeigen, daßTn(t) für n → ∞
gegen einT(t) ∈ L(X) konvergiert und daßT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe mit
ErzeugerA ist.

1. Schritt: Abschätzung von‖Tn(t)‖.

Für t ≥ 0, n ∈ N>ω undω1 ≔ max

{
nω

(n− ω)
: n ∈ N>ω

}
< ∞ ist

‖Tn(t)‖ = e−tn ‖etn2R(n,A) ‖ ≤ e−tn
∞∑

j=0

t jn2 j

j!
‖R(n,A) j‖ ≤ M e−tn

∞∑

j=0

t jn2 j

(n− ω) j j!

= M e−tn etn2/(n−ω)
= M entω/(n−ω) ≤ M etω1 .

2. Schritt.Aus der Reihendarstellung folgtTn(t)Am = AmTn(t), m, n ∈ N>ω, t ≥ 0. Mit
Proposition2.22 ii) folgt

Tn(t)x− Tm(t)x =
∫ t

0

d
ds

(Tn(s)Tm(t − s)x) ds=
∫ t

0
Tn(s)Tm(t − s) (Anx− Amx) ds.
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Für x ∈ D(A) folgt mit der Abschätzung aus dem 1. Schritt fürt ≥ 0:

‖Tn(t)x− Tm(t)x‖ ≤ M2 ‖Anx− Amx‖
∫ t

0
esω1 ds

(2.22)
−−−−→ 0, n, m→ ∞. (2.23)

3. Schritt: Für alle y ∈ X existiert T(t)y ≔ limn→∞ Tn(t)y und für jedes t0 > 0 konvergiert
Tn(·)y → T(·)y gleichmäßig auf[0, t0] und T(·) ∈ C([0, t0],X). (Der Lesbarkeit halber
schreiben wirT(·) stattT(·)|[0,t0], etc.)
Es seiy ∈ X undε > 0 gegeben. DaD(A) ⊆ X dicht liegt, gibt es einx ∈ D(A), so daß
‖x− y‖ < ε. Da auf endlichen Intervallen [0, t0] die Konvergenz in (2.23) gleichmäßig int
erfolgt, gibt es einN ∈ N>ω, daß‖Tn(t)x− Tm(t)x‖ < ε, n, m ≥ N, t ∈ [0, t0]. Damit folgt
für n, m≥ N, t ∈ [0, t0]

‖Tn(t)y− Tm(t)y‖ ≤ ‖Tn(t)x− Tm(t)x‖ + ‖Tn(t)(y− x)‖ + ‖Tn(t)(y− x)‖
≤ ε + (‖Tm(t)‖ + ‖Tn(t)‖) ‖x− y‖ ≤

(
1+ 2M et0ω1

)
ε.

Für beliebigesy ∈ X ist also (Tn(·)y)n eine Cauchyfolge inC([0, t0],X), daher hat sie einen
GrenzwertT(·)y ∈ C([0, t0],X). Offensichtlich istT(t)y unabhängig von der Wahl von
t0 > t, so daß man eine auf ganzR+ wohldefinierte FunktionT(·)y erhält.

4. Schritt: T = (T(t))t≥0 ist eine stark stetige Halbgruppe und‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0.
Die starke Stetigkeit vonT wurde im 3. Schritt gezeigt. Die Halbgruppeneigenschaft folgt,
weil jedesTn sie hat, und es gilt wegen der Abschätzung im 1. Schritt

‖T(t)‖ = ‖ lim
n→∞

Tn(t)‖ ≤ lim
n→∞

M etnω/(n−ω) ≤ M etω, t ≥ 0.

5. Schritt: A ist der Erzeuger vonT = (T(t))t≥0.
Es seiB der Erzeuger vonT . Für x ∈ D(A) und t0 > 0 konvergiertTn(·)x gegenT(·)x
für n → ∞ gleichmäßig auf [0, t0]. Da Anx → Ax und Tn → T gleichmäßig auf [0, t0]
für n→ ∞, konvergiertd

dtTn(·)x = T(·)Anx gleichmäßig gegenT(·)Ax auf [0, t0]. Folglich
ist T(·)x differenzierbar undd

dtT(t)x = T(t)Ax, t ∈ [0, t0], also folgt x ∈ D(B) und Bx =
d
dtT(0)x = T(0)Ax = Ax. Damit istA ⊆ B gezeigt. Für jedesλ > ω gilt λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B),
also auchR(λ,A) ⊆ R(λ, B). AusD(R(λ,A)) = X = D(R(λ, B)) folgt R(λ,A) = R(λ, B),
alsoA = B. �

Als Korollar erhält man einen Erzeugersatz für Kontraktionshalbgruppen:

2.30 Korollar (Satz von Hille-Yosida). Für einen Banachraum X und A∈ L (X) sind
äquivalent:

i) A erzeugt eine stark stetige KontraktionshalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf X, d. h.,

‖T(t)‖ ≤ 1, t ≥ 0.

ii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ R : λ > 0} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)‖ ≤ 1
λ
, λ > 0. (2.24)

iii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ C : Reλ > 0} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)‖ ≤ 1
Reλ
, Reλ > 0. (2.25)

Beweis.Die Behauptung folgt mitM = 1 undω = 0 aus Satz2.28, weil ‖R(λ,A)n‖ ≤
‖R(λ,A)‖n ≤ 1

Re(λ)n . �
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2.31 Erzeuger stark stetiger Gruppen.
Definition. Es seiS = (S(t))t∈R eine stark stetige Gruppe auf einem BanachraumX. Der
OperatorA, definiert durch

D(A) ≔
{
x ∈ X : lim

h→0

1
h(S(h)x− x) existiert

}
,

Ax ≔ lim
h→0

1
h

(S(h)x− x), x ∈ D(A),

heißt der (infinitesimale) Erzeuger vonS.

Offensichtlich sindT+ = (T+(t))t≥0 undT− = (T−(t))t≥0 mit T+(t) = S(t) undT−(t) = S(−t),
t ≥ 0, stark stetige Halbgruppen aufX mit Erzeuger±A.

Satz (Erzeugersatz für stark stetige Gruppen).Es seien X ein Banachraum, A∈ L (X),
M ≥ 1 undω ∈ R. Dann sind äquivalent:

i) A erzeugt eine stark stetige GruppeS = (S(t))t∈R auf X mit

‖S(t)‖ ≤ M e|t|ω, t ∈ R.

ii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ R : λ > ω} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(|λ| − ω)n

, n ∈ N, |λ| > ω. (2.26)

iii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ C : Reλ > ω} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(|Reλ| − ω)n

, n ∈ N, |Reλ| > ω. (2.27)

iv) A und−A erzeugen stark stetige HalbgruppenT± = (T±(t))t≥0 mit

‖T±(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0.

Beweis.Übungsaufgabe2.6. �

Notwendige Voraussetzung für einen OperatorA ∈ L (X) Erzeuger einer stark stetigen
Halbgruppe zu sein, ist, daß sein Definitionsbereich dicht ist. Wenn das nicht der Fall ist,
aber alle anderen Voraussetzungen aus dem Satz von Hille-Yosida-Phillips (Satz2.28 ii)
bzw. iii )) erfüllt sind, so wirdA auf einem geeigneten Teilraum vonX zu einem Erzeuger
einer stark stetigen Halbgruppe.

2.32 Definition. Es seiX ein Banachraum undX0 ⊆ X ein Unterraum. ZuA ∈ L (X) heißt
A|, definiert durch

D(A|) = {x ∈ D(A) ∩ X0 : Ax ∈ X0}, A|x = Ax, x ∈ D(A|),

derTeil von A in X0.

2.33 Lemma. Es sei X ein Banachraum, A: D(A) ⊆ X→ X ein linearer abgeschlossener
aber nicht notwendig dicht definierter Operator. Es sei X0 ≔ D(A) und A| der Teil von A
in X0. Gibt es M≥ 1 undω ∈ R, so daß

{λ ∈ R : λ > ω} ⊆ ρ(A) und ‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(λ − ω)n

, n ∈ N, λ > ω,

so erzeugt A| eine stark stetige HalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf X0 mit ‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0.
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Beweis.Nach Voraussetzung istX0 ein Banachraum. Fürλ ∈ ρ(A) ist R(λ,A)(X0) ⊆ D(A|),
daD(A|) = {x ∈ D(A) : Ax ∈ X0}. Folglich ist ρ(A) ⊆ ρ(A|) und R(λ,A|) ⊆ R(λ,A),
λ ∈ ρ(A). Für n ∈ N und λ > ω gilt also ‖R(λ,A|)n‖ ≤ ‖R(λ,A)n‖. Wenn gezeigt ist,
daßD(A|) dicht in X0 ist, so folgt die Behauptung aus dem Satz von Hille-Yosida-Phillips
(Satz2.28). Es sei dazu einx ∈ X0 vorgegeben. Setzexn = nR(n,A)x für n ∈ N, n > ω. Da
x ∈ X0, folgt

Axn = nAR(n,A)x = n(nR(n,A)− x) ∈ X0,

alsoxn ∈ D(A|). Da nach Lemma2.29xn→ x, n→ ∞, ist das Lemma bewiesen. �

2.34 Beispiele.
1. Translationshalbgruppe auf BUC(R).

Es seiX = BUC(R) undA ∈ L (X) definiert durch

D(A) = { f ∈ X : f ∈ C1(R), f ′ ∈ X}, A f = f ′.

Dann erzeugtA die TranslationshalbgruppeT = (T(t))t≥0 mit (T(t) f )(ξ) = f (t + ξ), t ≥ 0,
f ∈ X, ξ ∈ R.

Beweis.
(i) A ist dicht definiert: Wähle f ∈ X. Definiere

ft(ξ) =
1
t

∫ t

0
f (ξ + s) ds, t > 0, ξ ∈ R.

Offensichtlich ist ft stetig und‖ ft‖ ≤ 1
t

∫ t

0
‖ f ‖ds = ‖ f ‖ < ∞. Weiter ist ft gleichmäßig

stetig. Sei nämlichε > 0 gegeben. Daf gleichmäßig stetig ist, gibt es einδ > 0, so daß
| f (ξ) − f (η)| < ε, falls |ξ − η| < δ. Damit folgt fürξ, η ∈ Rmit |ξ − η| < δ:

| ft(ξ) − ft(η) | ≤
1
t

∫ t

0

∣∣∣ f (ξ + s) − f (η + s)
∣∣∣ ds≤ ε.

Folglich ist ft ∈ X, t > 0. Offensichtlich ist jedesft stetig differenzierbar mitf ′t (ξ) =
1
t

(
f (t + ξ) − f (ξ)

)
, also gilt sogarft ∈ D(A), t > 0. Zuε > 0 wähle wiederδ > 0 wie oben.

Dann gilt für allet ∈ (0, δ)

‖ ft − f ‖ = sup
ξ∈R

{ ∣∣∣∣∣∣
1
t

∫ t

0
f (ξ + s) − f (ξ) ds

∣∣∣∣∣∣

}
≤ sup
ξ∈R


1
t

∫ t

0
| f (ξ + s) − f (ξ) |︸               ︷︷               ︸
<ε, weil s∈(0,δ)

ds


< ε,

d. h., ft → f , t→ 0.

(ii) A ist abgeschlossen undσ(A) ⊂ iR: Fürλ ∈ C \ iR definiere

gλ(ξ) =



∫ ∞
ξ

e(ξ−s)λ f (s) ds, Re(λ) > 0,

−
∫ ξ
−∞ e(ξ−s)λ f (s) ds, Re(λ) < 0,

ξ ∈ R.

Offensichtlich istgλ stetig und es gilt‖gλ‖ ≤ ‖ f ‖
|Re(λ)| , denn beispielsweise für Re(λ) > 0 gilt

‖gλ‖ = sup
ξ∈R

{ ∣∣∣∣∣∣

∫ ∞

ξ

e(ξ−s)λ f (s) ds

∣∣∣∣∣∣

}
≤ ‖ f ‖ sup

ξ∈R

{∫ ∞

ξ

e(ξ−s) Re(λ) ds

}
=
‖ f ‖

Re(λ)
. (2.28)
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Die gleichmäßige Stetigkeit vongλ folgt für Re(λ) > 0 aus

|gλ(ξ) − gλ(η)| =
∣∣∣∣∣∣

∫ ∞

ξ

e(ξ−s)λ f (s) ds−
∫ ∞

η

e(η−s)λ f (s) ds

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∫ η

ξ

e(ξ−s)λ f (s) ds+
∫ ∞

η

e(ξ−s)λ f (s) − e(η−s)λ f (s) ds

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

∫ η−ξ

0
esλ f (s) ds+

∫ ∞

η

e(η−s)λ f (s)
[
e(ξ−η)λ −1

]
ds

∣∣∣∣∣∣

≤ ‖ f ‖
∣∣∣∣∣∣

∫ η−ξ

0
e−sλ ds

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣
[
e(ξ−η)λ −1

] ∫ ∞

0
e−sλ f (s) ds

∣∣∣∣∣ ,

da die rechte Seite nur noch vonξ − η abhängt und gegen 0 konvergiert, fallsξ − η → 0.
Insgesamt ist alsogλ ∈ X gezeigt. Da offensichtlichgλ stetig differenzierbar ist, folgt sogar
gλ ∈ D(A) und man rechnet leicht nach (A − λ)gλ = f . Insbesondere folgt, daßλ − A
surjektiv ist. Injektivität vonλ − A folgt, weil für f ∈ C1(R) gilt

λ f − f ′ = 0 ⇐⇒ f (ξ) = ceξλ, ξ ∈ R,

also f ∈ X genau fürc = 0. Wegen (2.28) ist ‖(λ − A)−1 f ‖ = ‖gλ‖ ≤ ‖ f ‖
|Re(λ)| , f ∈ X, d. .h.,

λ ∈ ρ(A) und ‖(A− λ)−1‖ ≤ 1
|Reλ| , λ ∈ C \ iR.

Daher istA−λ nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen abgeschlossen, und somit ist
auchA abgeschlossen.

(iii) A ist Erzeuger einer stark stetigen GruppeT : Folgt aus dem Satz von Hille-Yosida für
Kontraktionshalbgruppen (Satz2.30) und dem Erzeugersatz für stark stetige Gruppen (Ab-
schnitt2.31).

(iv) Bestimmung vonT : Für f ∈ D(A) definiereu(t, ξ) = T(t) f (ξ) für t > 0, ξ ∈ R. Dann

ist u ∈ C1([0,∞) × R) und Lösung von

∂

∂t
u(t, ξ) =

∂

∂ξ
u(t, ξ), ξ ∈ R, t > 0,

u(0, ξ) = f (ξ), ξ ∈ R.

Setzev(t, ξ) = u(ξ−t, ξ+t) für t, ξ ∈ R. Es gilt ∂
∂t v(t, ξ) = 0, alsov(t, ξ) = v(ξ, ξ) = u(0, 2ξ)

und daher

T(t) f (ξ) = u(t, ξ) = v
(ξ + t

2
,
ξ − t

2

)
= u(0, ξ + t) = f (ξ + t), t, ξ ∈ R. �

2. Translationshalbgruppe aufLp(R).

Es sei 1≤ p < ∞ undX = Lp(R). Ist A ∈ L (X) definiert durch

D(A) =W1,p(R) = { f ∈ X : f absolut stetig, f ′ ∈ X}, A f = f ′.

Dann erzeugtA die TranslationshalbgruppeT = (T(t))t≥0 mit (T(t) f )(ξ) = f (t + ξ), t ≥ 0,
f ∈ X, ξ ∈ R.

Beweis.Übungen. �
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3. Diffusionshalbgruppe aufLp(Rn).

Es sei 1< p < ∞ undX = Lp(Rn). Dann istT = (T(t))t≥0, definiert durchT(0) = id und

(T(t) f )(ξ) = (4πt)−
n
2

∫

Rn
e−
|ξ−s|

4t f (s) ds, ξ ∈ R, f ∈ X, t > 0, (2.29)

dieDiffusionshalbgruppe(oderWärmeleitungshalbgruppeoderBrownsche Halbgruppe).

T ist eine stark stetige Halbgruppe aufX. Der ErzeugerA vonT ist

(A f)(ξ) = (∆ f )(ξ) =
n∑

j=1

∂2

∂ξ2j
f (ξ), f ∈ D(A), ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn

D(A) =W2,p(Rn) =
{
f ∈ Lp(Rn) : f zweimal schwach diff-bar und∆ f ∈ Lp(Rn)

}
.

Beweis.(i) T ist eine stark stetige Halbgruppe:

Setzeγt(s) ≔ (4πt)−1 e
−|s|2

4t , t > 0, s ∈ Rn. Man kann zeigen, daß

γt ∈ S(Rn) = { f ∈ C∞(Rn) : lim
|ξ|→∞

|x|kDα f (x)→ 0, k ∈ N, α ∈ Nn}

S(Rn) heißtSchwartzraum. Man kann zeigen, daßS(Rn) ⊆ Lp(Rn) dicht für p ≥ 1, und
daßS(Rn) invariant unter Fouriertransformation ist.

Es gilt

T(t) f = γt ∗ f , t > 0, f ∈ X,

und die Youngsche Ungleichung liefert

‖T(t) f ‖p ≤ ‖γt‖1 ‖ f ‖p = ‖ f ‖p.

Damit ist gezeigt:‖T(t)‖ ≤ 1, t ≥ 0.

Die Halbgruppeneigenschaft vonT folgt ausγt+s = γs ∗ γt (nachrechnen!) und der Asso-
ziativität der Faltung. Die starke Stetigkeit vonT kann mit Mitteln der Maßtheorie gezeigt
werden.

(ii) Erzeuger vonT : Wir zeigen die Behauptung nur fürp = 2.

Es seiA der Erzeuger vonT .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
�

2.4 Dissipative Operatoren und Kontraktionshalbgruppen

2.35 Definition. Es seienX ein Banachraum undA ∈ L (X) (nicht notwendig dicht defi-
niert). DannA heißtA dissipativ, falls

‖(λ − A)x‖ ≥ λ‖x‖, λ > 0, x ∈ D(A).

2.36 Proposition. Ist X ein Banachraum und A∈ L (X) dissipativ, dann gilt:

i) λ − A ist injektiv fürλ > 0 und

‖(λ − A)−1y‖ ≤ 1
λ
‖y‖, λ > 0, y ∈ rg(λ − A).
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ii) λ − A ist surjektiv für einλ > 0 ⇐⇒ λ − A ist surjektiv für alleλ > 0.

In diesem Fall ist(0,∞) ⊆ ρ(A).

iii) A ist abgeschlossen⇐⇒ rg(A− λ) ist abgeschlossen für einλ > 0,
⇐⇒ rg(A− λ) ist abgeschlossen für alleλ > 0.

iv) Gilt R(λ,A) ⊆ D(A), so ist A abschließbar. In diesem Fall ist auch der AbschlußA
dissipativ und es giltrg(λ − A) = rg(λ − A), λ > 0.

Beweis. i) ist klar.

ii ) Angenommen,λ0 − A ist surjektiv für einλ0 > 0. Nachi) ist dannλ0 ∈ ρ(A) und
‖R(λ0,A)‖ ≤ 1

λ0
. Fürµ ∈ (0, 2λ0) ist

µ − A = µ − λ0 + λ0 − A =
(
(µ − λ0)R(λ0,A) + id

)
(λ0 − A)

bijektiv nach dem Satz von Neumann, da‖(µ−λ0)R(λ0,A)‖ < 1. Also folgt (0, 2λ0) ⊆ ρ(A).
Insbesondere folgt also z. B. (0, 3

2λ0] ∈ ρ(A), induktiv also (0, ( 3
2)n] ∈ ρ(A) und dann wegen⋃

n∈N(0, ( 3
2)n] = (0,∞) die Behauptung.

iii ) DaßA abgeschlossen ist, ist äquivalent dazu, daßA−λ für ein (und dann für alleλ > 0)
abgeschlossen ist. Das wiederum ist äquivalent dazu, daß

(λ − A)−1 : rg(λ − A)→ X

für ein (alle)λ > 0 abgeschlossen ist. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist
das äquivalent dazu, daß rg(λ − A) abgeschlossen ist für ein (alle)λ > 0.

iv) Angenommen, rg(λ − A) ⊆ D(A). Es seieny ∈ X und (xn)n∈N mit xn→ 0 undAxn→ y
für n→ ∞. Es ist zu zeigen, daßy = 0. Für allew ∈ D(A) undλ > 0 gilt

‖λ(λ − A)xn − (λ − A)w‖ ≥ λ ‖λxn − w‖.

Im Grenzwertn→ ∞ erhält man also

‖λy− (λ − A)w‖ ≥ λ ‖w‖,
=⇒ ‖y− w− λ−1Aw‖ ≥ ‖w‖,
λ→∞
=⇒ ‖y− w‖ ≥ ‖w‖.

Da y ∈ rg(A) ⊆ D(A), gibt es ein Folge (wn)n∈N ⊆ D(A), die gegeny konvergiert. Daher
folgt aus obiger Ungleichung‖y‖ = limn→∞ ‖wn‖ ≤ limn→∞ ‖y− wn‖ = 0.
Zum Beweis der Dissipativität vonA sei x ∈ D(A) gegeben. Nach Voraussetzung existiert
eine Folge (xn)n∈N, so daßxn → x undAxn→ Ax für n→ ∞. Da die Norm stetig ist, folgt

‖(λ − A)x‖ = lim
n→∞
‖(λ − A)xn‖ ≥ λ lim

n→∞
‖xn‖ = λ‖x‖.

Da rg(λ − A) ⊆ rg(λ − A) dicht liegt, folgtrg(λ − A) = rg(λ − A) = rg(λ − A). Die letzte
Gleichheit folgt ausiii ), daA abgeschlossen ist. �

Speziell in Hilberträumen gilt

2.37 Lemma. Es sei H ein Hilbertraum und A∈ L (H). Dann gilt

A dissipativ ⇐⇒ Re(Ax, x) ≤ 0, x ∈ D(A).
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Beweis.“⇐=” Es seix ∈ D(A) gegeben, ohne Einschränkung‖x‖ = 1. Dann gilt fürλ > 0

‖(λ − A)x‖ = ‖(λ − A)x‖ ‖x‖ ≥ |((λ − A)x , x)| ≥ Re
(
λ − (Ax, x)

)
= λ − Re

(
(Ax, x)

) ≥ λ.

“=⇒” Es sei x ∈ D(A) gegeben, ohne Einschränkung sei‖x‖ = 1. Fürλ > 0 definiere
xλ = ‖(λ − A)x‖−1(λ − A)x. Dann ist limλ→∞ xλ = limλ→∞ ‖x − λ−1 Ax‖−1 (x− λ−1A)x = x
und es gilt nach Voraussetzung

λ ≤ ‖(λ − A)x‖ = ((λ − A)x , xλ) = Re(λx , xλ) − Re(Ax, xλ)
λ→∞−−−−→ λ‖x‖ − Re(Ax, x). �

2.38 Lemma. Es sei H ein Hilbertraum und A∈ L (H) ein dissipativer Operator. Istλ−A
surjektiv für einλ > 0, so ist A dicht definiert.

Beweis.Nach Proposition2.36 ii) ist λ ∈ ρ(A). Es ist zu zeigen, daß rg(λ − A)−1 ⊆ H dicht
liegt. Wähle dazuv ∈ rg(λ − A)⊥. Es ist also (v , (λ − A)−1u) = 0, u ∈ H. Speziell füru = v
hat man also

0 = (v , (λ − A)−1v) = ((λ − A)(λ − A)−1v , (λ − A)−1v)

= λ‖(λ − A)−1v‖2 − Re(A(λ − A)−1v , (λ − A)−1v) ≥ λ‖(λ − A)−1v‖2 ≥ 0,

also‖(λ − A)−1v‖ = 0. Da (λ − A)−1 injektiv ist, folgt v = 0, also die Behauptung. �

Lemma2.37und Lemma2.38sind Spezialfälle folgender beider Lemmata:

2.39 Dissipative Operatoren in Banachräumen.Es seiX ein Banachraum mit Dualraum
X′. Zu jedemx ∈ X heißt

J(x) ≔
{
x′ ∈ X′ : 〈x , x′〉 = ‖x‖ = ‖x′‖ } .

die Dualitätsmengevon x. Nach dem Satz von Hahn-Banach istJ(x) , ∅, x ∈ X. Die
Elementex′ ∈ J(x) heißennormierte Tangentialfunktionale in x. FallsX sogar ein Hilbert-
raum ist, so bestehtJ(x) aus genau einem Element.

Analog zu Lemma2.37gilt:

Lemma. Es sei X ein Banachraum und A∈ L (X). Dann gilt

A dissipativ ⇐⇒ ∀ x ∈ D(A) ∃ j(x) ∈ J(x) : Re〈Ax, j(x)〉 ≤ 0.

Ist X ein reflexiver Banachraum, so hat man analog zu Lemma2.38:

Lemma. Es sei X ein reflexiver Banachraum und A∈ L (X) ein dissipativer Operator. Ist
λ − A surjektiv für einλ > 0, so ist A dicht definiert.

2.40 Satz (Satz von Lumer-Phillips).Es sei X ein Banachraum, A∈ L (X) dicht definiert
und dissipativ. Dann sind äquivalent:

i) A erzeugt eine Kontraktionshalbgruppe.

ii) Es gibt einλ > 0, so daßrg(λ − A) ⊂ X dicht.

Beweis. i)⇒ ii ) Nach dem Satz von Hille-Yosida (Korollar2.30) ist rg(λ − A) = X, nach
Proposition2.36 folglich rg(λ − A) = rg(λ − A) = X.

ii )⇒ i) DaD(A) ⊆ X dicht ist, folgt nach Proposition2.36 iv), daßA abschließbar undA
surjektiv ist. Aus Proposition2.36 i) folgt, daßλ ∈ ρ(A) und‖R(λ,A)‖ ≤ 1

λ
. Nach dem Satz

von Hille-Yosida (Korollar2.30) ist A der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe. �
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Bemerkung. Es seiH ein Hilbertraum undA ∈ L (H). Falls

i) (Ax, x) ≤ 0, x ∈ D(A)

ii) rg(λ − A) = H für einλ > 0,

dann erzeugtA eine Kontraktionshalbgruppe aufX. Bedingungi) zeigt, daßA dissipativ ist,
zusammen mit Bedingungii ) folgt, daßA dicht definiert ist (Proposition2.38). Aus dem
Satz von Lumer-Phillips folgt dann, daßA eine stark stetige Halbgruppe erzeugt.

Insbesondere für Funktionenräume lassen sich die Bedingungeni) undii ) oft leichter nach-
weisen als die Bedingungen aus dem Satz von Hille-Yosida.

2.41 Beispiel.Es seiX = C([0, 1]) undA ∈ L (X), definiert durch

A f = f ′, f ∈ D(A) =
{
f ∈ C1([0, 1]) : f (0) = 0, f ′ ∈ C([0, 1])

}
.

Der OperatorA ist abgeschlossen und surjektiv, für jedesλ ∈ C ist λ − A bijektiv und

R(λ,A) f (ξ) =
∫ ξ

0
e−(ξ−s)λ f (s) ds, ξ ∈ [0, 1], λ ∈ C, f ∈ X.

Aus der Abschätzung

‖R(λ,A) f ‖ ≤ ‖ f ‖ sup
ξ∈[0,1]

∫ ξ

0
e−(ξ−s) Reλ ds =

1
λ
‖ f ‖ (1− e−Reλ) ≤ 1

λ
‖ f ‖, λ , 0,

folgt, daßA dissipativ ist.

A ist aber nicht dicht definiert und erzeugt deshalb keine stark stetige Halbgruppe aufX.
Nach Lemma2.33induziertA eine stark stetige Halbgruppe auf dem Teilraum

X0 = D(A) = { f ∈ X : f (0) = 0} .

Ist A| der Teil vonA in X, d. h.,

A| f = f ′, f ∈ D(A|) =
{
f ∈ X : f ∈ C1([0, 1]), f (0) = f ′(0) = 0

}
,

dann istA| in X0 dicht definiert (Lemma2.33), dissipativ undλ−A| : X0→ X0 ist surjektiv,
also erzeugtA| nach dem Satz von Lumer-Phillips (Satz2.40) eine stark stetig Halbgruppe.

2.42 Definition. Eine (stark stetige) HalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf einem BanachraumX
heißt (stark stetige) unitäre Halbgruppe, falls jedesT(t), t ≥ 0 unitär ist. Analog ist der
Begriff (stark stetige) unitäre Gruppe definiert.

2.43 Satz (Satz von Stone).Es sei H ein Hilbertraum und A∈ L (X) ein dicht definierter
linearer Operator. Dann sind äquivalent:

i) A erzeugt eine unitäre GruppeT = (T(t))t∈R auf H.

ii) A ist schief-selbstadjungiert, d. h., A∗ = −A.

Beweis. i) ⇒ ii ) Nach Voraussetzung giltT(t)∗ = T(t)−1
= T(−t), t ∈ R, also istT ∗ =

(T(t)∗)t∈R eine stark stetig Gruppe mit Erzeuger−A.
Ist x ∈ D(A), so folgt

(x ,Ay) = lim
tց0

(
x ,

1
t
(T(t) − id) y

)
= lim

tց0

(1
t
(T(t)∗ − id) x , y

)
= (−Ax, y),
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alsoD(A) ⊆ D(A∗) undA∗x = −Ax für x ∈ D(A). Andererseits sei nunx ∈ D(A∗) gegeben.
Da−A der Erzeuger vonT ∗ ist, folgt mit Proposition2.22 iv)

1
t

(T(t)∗x− x) =
1
t

(−A)
∫ t

0
T(s)∗xds.

Da−A ⊆ A∗ undT(s)∗x ∈ D(−A) ⊆ D(A∗), s ∈ [0, t], folgt, weil A∗ abgeschlossen ist,

1
t

(T(t)∗x− x) =
1
t

A∗
∫ t

0
T(s)∗xds=

1
t

∫ t

0
A∗ T(s)∗xds.

Beachte, daß (T(s)∗x ,Ay) = (x ,T(s)Ay) = (x ,AT(s)y) = (A∗x ,T(s)y), y ∈ D(A), so daß
alsoT(s)∗x ∈ D(A∗). Da T(s) beschränkt ist, folgtA∗T(s)∗ = (T(s)A)∗. Da A und T(s)
vertauschen und wegen (AT(s))∗ ⊆ T(s)∗A∗ folgt

1
t

(T(t)∗x− x) =
1
t

∫ t

0
T(s)∗A∗xds

t→0−−−→ T(0)∗A∗x = A∗x.

letzteres, weils→ T(s)∗A∗x stetig in 0 ist. Folglich istx ∈ D(−A) (weil −A der Erzeuger
vonT ∗ ist) und es gilt−Ax= A∗x.
Alternativer Beweis für “A∗ ⊆ −A”: WegenD(A) ⊆ D(A∗) ist A∗ dicht definiert,A∗ ist
abgeschlossen, weil adjungierte Operatoren immer abgeschlossen sind. Man kann zeigen:
λ ∈ ρ(A) =⇒ λ ∈ ρ(A∗) und in diesem FallR(λ,A)∗ = R(λ,A∗). (Insbesondere erzeugt also
auchA∗ eine stark stetige Kontraktionsgruppe). WeilT eine Kontraktionshalbgruppe ist,
ist (1,∞) ⊆ ρ(±A) ∩ ρ(±A∗), alsoR(λ,−A) ⊆ R(λ,A∗) (weil −A ⊆ A∗). Weil D(λ − A) =
D(λ − A∗) = H, hat man alsoR(λ,−A) = R(λ,A∗).

ii )⇒ i) Nach Voraussetzung sindA und−A dicht definiert und abgeschlossen und es gilt

(Ax, x) = (x ,A∗x) = −(x ,Ax) = −(Ax, x), x ∈ D(A),

also sindA und−A dissipativ. Nach dem Satz von Lumer-Phillips (Satz2.40) erzeugenA
und−A Kontraktionshalbgruppen, also erzeugtA eine KontraktionsgruppeT = (T(t))t∈R
auf H (siehe Abschnitt2.31). Es ist noch zu zeigen, daßT(t)∗ = T(t)−1, t ∈ R. Für jedes
s ∈ R ist T(s) surjektiv (weil sogar invertierbar) und isometrisch, denn

‖x‖ = ‖T(s)−1T(s)x‖ ≤ ‖T(s)−1‖ ‖T(s)x‖ ≤ ‖T(−s)‖ ‖T(s)‖ ‖x‖, x ∈ H.

Da ‖T(s)‖ ≤ 1, s ∈ R, (weil T eine Kontraktionshalbgruppe ist) folgt aus obiger Unglei-
chung‖x‖ = ‖T(s)x‖, x ∈ H. Folglich istT(s) unitär (siehe z. B. [Kat80, V §2.2]). �

2.44 Bemerkung. Durch Skalierung erhält man zu einer beliebigen stark stetigen Halb-
gruppe eine beschränkte stark stetige Halbgruppe; dabei verschiebt sich das Spektrum des
Erzeugers nach links (Lemma2.24). Diese ist aber nicht notwendigerweise eine Kontrak-
tionshalbgruppe.
Das nachfolgende Lemma zeigt, daß sie aber bezüglich einerzur gegebenen Norm äqui-
valenten Norm eine Kontraktionshalbgruppe ist. Daher giltder Erzeugersatz von Lumer-
Phillips (wenigstens theoretisch) für beliebige stark stetige Halbgruppen.

2.45 Lemma. Es sei(X, ‖ · ‖) ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine beschränkte stark
stetige Halbgruppe auf X. Dann ist durch

‖x‖T ≔ sup{ ‖T(s)x‖ : s≥ 0 }, x ∈ X,

eine zu‖·‖ äquivalente Norm definiert, undT ist eine Kontraktionshalbgruppeauf(X, ‖·‖T ).
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Beweis.DaT eine beschränkte Halbgruppe ist, gibt esM ≥ 1, so daß‖T(s)‖ ≤ M, s≥ 0.
Man rechnet leicht nach, daß‖ · ‖T alle Eigenschaften einer Norm hat. Außerdem gilt

‖x‖ = ‖T(0)x‖ ≤ ‖x‖T = sup{ ‖T(s)x‖ : s≥ 0 } ≤ M‖x‖, x ∈ X,

also sind‖ · ‖ und‖ · ‖T äquivalent. Istx ∈ X undt ≥ 0, so folgt

‖T(t)x‖T = sup{ ‖T(t)T(s)x‖ : s≥ 0 } = sup{ ‖T(t + s)x‖ : s≥ 0 }
≤ sup{ ‖T(s)x‖ : s≥ 0 } = ‖x‖T ,

also‖T(t)‖ ≤ 1, t ≥ 0. �



Kapitel 3

Analytische Halbgruppen

In Proposition2.36wurde gezeigt, daß das Spektrum eines dissipativen OperatorsA in einer
linken Halbebene liegt und die Resolvente auf der rechten Halbachse die Abschätzungen
‖R(λ,A)‖ ≤ λ−1 erfüllt, falls λ − A für einλ > 0 surjektiv ist.
In diesem Kapitel untersuchen wir lineare Operatoren, deren Spektrum in einem Sektor
liegt, und deren Resolvente außerhalb des Sektors einer Abschätzung genügt.
Zunächst einige Erinnerungen:

Cauchys Integralformel. Es seiΩ ⊂ C ein Gebiet,z0 ∈ Ω, r > 0, so daß die abgeschlos-
sene KreisscheibeKr (z0) = {z ∈ C : |z− z0| ≤ r} in Ω liegt. Ist f : Ω → C holomorph, so
gilt

f (z0) =
1

2πi

∫

∂Kr (z0)

f (ζ)
ζ − z0

dζ,

wobei∂Kr (z0) der mathematisch positiv orientierte Rand vonKr (z0) ist.
Allgemeiner gilt: Istγ ein geschlossener Weg inΩ \ {z0} undν(z0, γ) die Umlaufszahl von
γ umz0, so gilt

f (n)(z0)ν(z0, γ) =
n!
2πi

∫

∂Kr (z0)

f (ζ)

(ζ − zn+1
0

dζ.

Funktionalkalkül von Dunford. Es seiX ein Banachraum undA ∈ L (X) ein linearer
Operator aufX. Dann ist die Abbildungρ(A) → L (X), λ → R(λ,A) holomorph. IstA
ein überall definierter beschränkter Operator, so ist auch σ(A) beschränkt. Es seiΩ ⊆ C
ein Gebiet mitσ(A) ⊆ Ω undγ ein geschlossener Weg, der ganz inΩ verläuft und jeden
Punkt inσ(A) genau einmal mathematisch positiv orientiert umläuft. Dann definiert man
für holomorphesf : Ω→ C

f (A) =
1

2πi

∫

γ

f (ζ)R(ζ,A) dζ.

Diese Definition ist unabhängig von der speziellen Wahl vonγ.

γ

39
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Beispiele:

i) f : C→ C, f (z) = 1, dann istf (A) = id.

Beweis. Für beliebigesy ∈ X′ ist die Abbildungz 7→ 〈(z − A)−1x , y〉 holomorph
in ρ(A). Ohne Einschränkung (Homotopieinvarianz) istγ = Kr (0) mit genügend
großemr. Dann folgt

〈 f (A)x , y〉 = 1
2πi

〈∫

γ

R(ζ,A)xdζ , y

〉
=

1
2πi

〈∫

γ

1
ζ

(
1− 1
ζ

R(ζ,A)
)−1

xdζ , y

〉

=
1

2πi

〈∫

γ

1
ζ

∞∑

n=0

ζ−nAnx

︸       ︷︷       ︸
konvergiert glm. fürζ ∈ γ

dζ , y

〉
=

1
2πi

〈 ∞∑

n=0

∫

γ

ζ−n−1Anxdζ

︸             ︷︷             ︸
=0, falls n≥1
=2πi, falls n=0

, y

〉

= 〈x , y〉,

also〈 f (A)x− x , y〉 = 0,y ∈ X′. Der Satz von Hahn-Banach liefert alsof (A)x− x = 0,
x ∈ X.

ii) f : C→ C, f (z) = z, dann istf (A) = A.

iii) Für die Exponentialfunktion exp(tA) wie in Definition2.8ist

exp(tA) =
1

2πi

∫

γ

etζ R(ζ,A) dζ.

Bei unbeschränkten Operatoren ist das Spektrum im allgemeinen unbeschränkt, daher kann
der Funktionalkalkül nicht auf unbeschränkte Operatoren verallgemeinert werden. Für sek-
torielle Operatoren gibt es eine Integraldarstellung der erzeugten Halbgruppe.

Fürϕ ∈ (0, π] definiere den (offenen) Sektor

Σϕ ≔
{
z ∈ C : | argz| < ϕ} \ {0}.

3.1 Definition. Es seiX ein Banachraum. Ein dicht definierter OperatorA ∈ L (X) heißt
sektoriell mit Winkelδ, falls es einδ ∈ (0, π/2] gibt, so daß

Σπ/2+δ ⊆ ρ(A),

und zu jedemε ∈ (0, δ) ein Mε ≥ 0 existiert, so daß

‖R(λ,A)‖ ≤ Cε
|λ| , λ ∈ Σπ/2+δ−ε \ {0}. (3.1)

3.2 Definition. Es seiX ein Banachraum undA ∈ L (X) ein sektorieller Operator mit
Winkel δ ∈ (0, π/2]. SetzeT(0) = id. Für z ∈ Σδ wähleδ′ ∈ (| arg(z)|, δ) beliebig und
definiere

T(z) ≔
1

2πi

∫

γ

eµz R(µ,A) dµ, (3.2)

wobeiγ ein beliebiger stückweise glatter Weg inΣπ/2+δ von∞ e−iδ′ nach∞ eiδ′ , siehe Ab-
bildung3.2.

Die Bedingungz ∈ Σδ stellt sicher, daß arg(µz) ∈ (π/2+ ε, 3π/2− ε) für genügend kleines
ε > 0, so daß also Re(µz) < α < 0 für ein festesα und alleµ ∈ γ mit |µ| groß genug.
Folglich fällt die Norm des Integranden exponentiell ab und das Integral ist wohldefiniert.
Genauer gilt:
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δ

A 3.1:Spektrum eines sektoriellen Operators.

r

γr,1

γr,3

γr,2
δ′

A 3.2: Integrationswegγr,δ′ .

3.3 Proposition. Ist X ein Banachraum und A∈ L (X) ein sektorieller Operator mit Win-
kel δ ∈ (0, π/2]. Dann ist durch(3.1) ein beschränkter linearer Operator definiert und es
gilt:

i) ‖T(z)‖ ist gleichmäßig beschränkt in für z∈ Σδ′ für jedesδ′ ∈ (0, δ).

ii) Die Abbildung z7→ T(z) ist analytisch.

iii) T(z1 + z2) = T(z1)T(z2), z1, z2 ∈ Σδ.

iv) Die Abbildung z7→ T(z) ist stark stetig inΣδ′ ∪ {0} für jedesδ′ ∈ (0, δ).

v) (T(t))t≥0 ist eine stark stetige Halbgruppe mit Erzeuger A.

3.4 Definition. Es seiδ ∈ (0, π/2]. Eine FamilieT = (T(z))z∈Σδ ⊆ L(X) heißt eineanalyti-
sche Halbgruppe mit Winkelδ, falls gilt:

i) T(0) = id undT(z1 + z2) = T(z1)T(z2), z1, z2 ∈ Σδ;

ii) z 7→ T(z) ist analytisch inΣδ;

iii) lim
z→0
z∈Σδ′

T(z)x = x, δ′ ∈ (0, δ), x ∈ X (starke Stetigkeit in SektorenΣδ′ ).
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Gilt außerdem noch

iv) für jedesδ′ ∈ (0, δ) gibt es einMδ′ , so daß‖T(z)‖ ≤ Mδ′ , z ∈ Σδ′ ,

so nennt manT eine beschränkte analytische Halbgruppe.

Bemerkung. Für eine stark stetige HalbgruppeT = (T(t))t≥0 mit ErzeugerA sind die
Abbildungen [0,∞) → X, t 7→ T(t)x für jedesx ∈ D(A) differenzierbar. IstT eine
analytische Halbgruppe mit Winkelδ, so istT(·) in in jedem SektorΣδ′ mit 0 < δ′ < δ
normdifferenzierbar.

Bemerkung. Ist T eine analytische Halbgruppe und ihre Einschränkung auf reelle t eine
beschränkte stark stetige Halbgruppe, so folgt nicht, daßauchT eine beschränkte analy-
tische Halbgruppe ist. Beispielsweise ist die Multiplikationshalbgruppe (eiz)z∈C auf X = C
eine nicht beschränkte analytische Halbgruppe, deren Einschränkung (eit)t≥0 auf R+ eine
beschränkte Halbgruppe ist.

Beweis von Proposition3.3. Wohldefiniertheit vonT(z) undi): Es seienδ ∈ (0, δ)′ und
z ∈ Σδ′ gegeben. Da der Integrand in (3.1) analytisch ist, ist das Integral unabhängig vom
gewählten Wegγ, falls das Integral existiert. Setzer = |z|−1, ε = (δ − δ′)/2 und wähle den
Wegγ = γr, δ−ε = γ

1
r, δ−ε ∪ γ2

r, δ−ε ∪ γ3
r, δ−ε (siehe Abbildung3.2) mit

γ1
r, δ−ε = {se−i(π/2+δ−ε) : s ∈ (−∞, r)},
γ3

r, δ−ε = {sei(π/2+δ−ε) : s ∈ (r, ∞)},
γ2

r, δ−ε = {r eis : s ∈ (−(π/2+ δ − ε), (π/2+ δ − ε))}.

Fürµ ∈ γ3
r, δ−ε ist arg(µz) = arg(µ)+arg(z) ∈ (π/2+ε, 3π/2−ε). Da cos(ϕ) ≤ cos(π/2+ε) =

− sinε < 0,ϕ ∈ (π/2+ ε, 3π/2− ε), folgt

Re(µz) = |µz| cos(arg(µz)) ≤ −|µz| sinε. (3.3)

Man rechnet leicht nach, daß (3.2) auch fürµ ∈ γ1
r, δ−ε gilt. Für µ ∈ γ2

r, δ−ε findet man

Re(µz) ≤ |µz| = 1.

Mit der Abschätzung für die Resolvente erhält man also

‖eµz R(µ,A)‖ ≤ eRe(µz) ‖R(µ,A)‖ ≤ Cε
|µ| e−|µz|sinε, µ ∈ γ1

r, δ−ε ∪ γ
,
r δ−ε3,

‖eµz R(µ,A)‖ ≤ e
Cε
|µ| ≤ e|z|C, µ ∈ γ,r δ−ε2.

Für das Integral erhält man also
∥∥∥∥∥∥

∫

γ

eµz R(µ,A) dµ

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫

γ

‖eµz R(µ,A) ‖ dµ

≤ 2
∫ ∞

r

∥∥∥∥∥ e−s|z|sinε Cε
s

∥∥∥∥∥ ds+
∫ π/2+δ−ε

−(π/2+δ−ε)
e|z|Cε|ir eis | ds

= 2
∫ ∞

1

∥∥∥∥∥ e−ssinε Cε
s

∥∥∥∥∥ ds+ 2(π/2+ δ − ε) eCε < ∞.

Also ist T(z) wohldefiniert und inΣδ′ gleichmäßig beschränkt, weil die rechte Seite nicht
vonz ∈ Σδ′ abhängt.

ii ) Der Integrand in (3.1) ist analytisch und wie ini) kann gezeigt werden, daß die Integrale
über die Ableitungen existieren.
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iii ) Es seienδ′ ∈ (0, δ) undz1, z2 ∈ Σδ′ . Wähleγ = γ1,δ′+ε mit ε = (δ − δ′)/2 wie oben und
setzeγ′ = γ+c mit c > 0 so groß, daßγ∩γ′ = ∅. Dann folgt mit der Resolventengleichung
R(µ,A)R(λ,A) = (λ − µ)−1[R(µ,A) − R(λ,A)]:

T(z1)T(z2) =
1

(2πi)2

∫

γ

∫

γ′
eµz1 eλz2 R(µ,A)R(λ,A) dµdλ

=
1

(2πi)2

∫

γ

∫

γ′
eµz1 eλz2(λ − µ)−1[R(µ,A) − R(λ,A)] dλ dµ

=
1

(2πi)2

∫

γ

eµz1 R(µ,A)
∫

γ′
(µ − λ)−1 eλz2 dλ dµ

− 1
(2πi)2

∫

γ′
eλz2 R(λ,A)

∫

γ

(µ − λ)−1 eµz1 dµdλ

=
1

2πi

∫

γ

eµz2 R(µ,A) eµz1 dµ = T(z1 + z2),

da
∫
γ′

(µ − λ)−1 eλz2 R(λ,A) dλ = 2πi eµz2 und
∫
γ
(µ − λ)−1 eµz1 dµdλ = 0 nach dem Cauchy-

schen Integralsatz (wenn man die Integrationswege “links im Unendlichen” mit Kreisbögen
schließt).

iv) Es sei wiederδ′ ∈ (0, δ) undε = (δ − δ′)/2. Wegeni), ii ) und weilA dicht definiert ist,
genügt es, die starke Stetigkeit in 0 zu zeigen, d. h.,

lim
z→0
z∈Σδ′

T(z)x− x = 0, x ∈ D(A).

Wähle wiederγ = γ1,δ′+ε wie oben. Cauchys Integralformel liefert

∫

γ

eµz

µ
dµ = e0

= 1,

also ist

T(z)x− x =
∫

γ

eµz
(
R(A, µ) − 1

µ

)
xdµ =

∫

γ

eµzµ−1R(A, µ)Axdµ.

Die Norm des Integranden kann wie folgt abgeschätzt werden:

‖µ−1 eµz R(A, µ)Ax‖ ≤

|µ|−2Cε e−|µz| sinε, µ ∈ γ1

1, δ−ε ∪ γ3
1, δ−ε,

|µ|−2 eCε, µ ∈ γ2
1, δ−ε.

Der Integrand ist also durch eine integrierbare Funktion beschränkt, daher liefert Lebesgues
Satz von der dominierten Konvergenz

lim
z→0
z∈Σδ′

T(z)x− x =
∫

γ

lim
z→0
z∈Σδ′

eµzµ−1R(A, µ)Axdµ =
∫

γ

µ−1R(A, µ)Axdµ = 0.

Die letzte Gleichheit folgt wieder aus dem Cauchyschen Integralsatz, wenn man den Inte-
grationswegγ rechts schließt.

v) Aus iv) folgt, daß (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe ist. Es seiB der Erzeuger von
(T(t))t≥0. Ist ω0 die Wachstumsschranke von (T(t))t≥0, so ist offensichtlichλ = ω0 + 2 ∈
ρ(A) ∩ ρ(B). Zum Beweis vonA = B zeigen wirR(λ,A) = R(λ, B). Nach Satz2.25gilt

R(λ, B) = lim
t0→∞

∫ t0

0
e−λs T(s)xds.
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Für t0 > 0 und dem Wegγ = γ1 wie oben folgt mit dem Satz von Fubini:
∫ t0

0
e−λs T(s)xds=

1
2πi

∫ t0

0

∫

γ

e−λs eµs R(µ,A)xdµds

=

∫

γ

1
2πi

∫ t0

0
e−λs eµs R(µ,A)xdsdµ

=
1

2πi

∫

γ

(µ − λ)−1(e(µ−λ)t0 −1)R(µ,A)xdµ
t0→∞−−−−→ R(λ,A)x,

denn (wieder Cauchys Integralsatz, rechts schließen)
∫

γ

(µ − λ)−1R(µ,A)xdµ = R(λ,A),

und wegen Re(µ − λ) < 0
∥∥∥∥∥∥

∫

γ

(µ − λ)−1 e(µ−λ)t0 R(µ,A)xdµ

∥∥∥∥∥∥ ≤ e−t0 ‖x‖
∫

γ

|µ − λ|−1Cε
|µ| |dµ| −→ 0, t0→ ∞. �

3.5 Beispiel. Ist H ein Hilbertraum undA ∈ L (H) selbstadjungiert und dissipativ, dann ist
A sektoriell mit beliebigem Winkelδ ∈ (0, π/2). Insbesondere erzeugtA eine analytische
Halbgruppe vom Winkelδ ∈ (0, π/2).

Beweis.Nach Voraussetzung istW(A) ⊂ (−∞, 0] (weil A sektoriell ist), folglich istC \
(−∞, 0] ⊂ ρ(A) (da A selbstadjungiert ist und der Defektindex auf Zusammenhangskom-
ponenten vonC \ W(A) konstant ist). Es seiδ ∈ (0, π/2) beliebig. Es ist noch die Re-
solventenabschätzung (3.1) für λ ∈ Σπ/2+δ zu zeigen. Daλ ∈ Σπ/2+δ, gibt esρ > 0 und
ϑ ∈ (−π/2−δ, π/2+δ), so daßλ = ρeiϑ. Fürx ∈ H setzeu = R(λ,A)x, alsoρeiϑ u−Au= x.
Multiplikation mit e−iϑ/2 und Skalarmultiplikation mitu liefert

ρeiϑ/2 ‖u‖2 − e−iϑ/2(Au, u) = e−iϑ/2(x , u).

Nimmt man auf beiden Seiten den Realteil, so folgt

ρ‖u‖2 cos(ϑ/2)︸    ︷︷    ︸
∈(cos(δ/2),1)

− (Au, u) cos(ϑ/2)︸              ︷︷              ︸
≤0

= Re(e−iϑ/2(x , u)) ≤ ‖x‖ ‖u‖

=⇒ ‖R(λ,A)x‖ = ‖u‖ ≤ ‖x‖
ρ cos(δ/2)

=
‖x‖

|λ| cos(δ/2)
. �

3.6 Beispiel. • X = L2(R), A ∈ L (X) mit A f = f ′′, f ∈ D(A) = W2,2(R). Dann
erzeugtA eine analytische Halbgruppe aufL2(R).

• Translationshalbgruppe:X = Lp(R), T = (T(t))t≥0 mit T(t) f = f (t + ·) ist keine
analytische Halbgruppe, denn der ErzeugerA von T ist A f = f ′, f ∈ D(A) =
W1,p(R). Daσ(A) = iR ist A nicht sektoriell (siehe Proposition3.8).

3.7 Bemerkung. Ist X ein Banachraum undT = (T(z))z∈Σδ eine beschränkte analytische
Halbgruppe aufX mit ErzeugerA, so gilt

i) t > 0, k ∈ N, x ∈ X =⇒ T(t)x ∈ D(Ak) und AkT(t)x = (AT(t/k))kx,

t > 0, k ∈ N, x ∈ D(Ak) =⇒ AkT(t)x = T(t)Ak.

ii) Für jedesx ∈ X ist die Abbildung (0,∞)→ X, t 7→ T(t)x beliebig oft differenzierbar
mit Ableitung

dk

dtk
T(t)x = AkT(t)x, k ∈ N.
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Beweis. i) Es seit > 0 undδ′ ∈ (0, δ). Nach Voraussetzung istT im SektorΣδ′ in norm-
differenzierbar, also existiert der Grenzwert fürh→ 0 von

1
h

(T(t + h) − T(t)) x =
1
h

(T(h) − id) T(t)x = T(t)
1
h

(T(h) − id) x

und es folgtT(t)x ∈ D(A) mit AT(t) = limh→∞ h−1(T(t + h)x− T(t)x) = T(t)Ax.
Wegen

AT(t)x = AT(t/2)T(t/2)x = T(t/2)AT(t/2)x ∈ D(A)

folgt T(t)x ∈ D(A2) undA2T(t)x = (AT(t/2))2x, x ∈ X, t > 0. Die Behauptung folgt jetzt
induktiv.
ii ) Es seiε ∈ (0, t/(2k)). Nachi) ist

dk

dtk
T(t)x =

dk−1

dtk−1
AT(t)x =

dk−1

dtk−1
T(t − ε)A T(ε)x︸︷︷︸

D(A)

= . . . = T(t − kε)
(
AT(ε)

)kx

= T(t − kε)AkT(kε)x = AkT(t)x. �

3.8 Proposition (Charakterisierung analytischer Halbgruppen). Es sei X ein Banach-
raum und A∈ L (X). Dann sind äquivalent:

i) A ist sektoriell.

ii) A erzeugt eine beschränkte analytische HalbgruppeT = (T(z))z∈Σδ∪{0} auf X.

iii) A erzeugt eine beschränkte stark stetige HalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf X,rg(T(t)) ⊆
D(A), t ≥ 0, und

C = sup{ ‖tAT(t)‖ : t > 0 } < ∞.

Beweis. i)⇒ ii ) Proposition3.3.

ii )⇒ i) Es seiδ ∈ (0, π/2] der Winkel vonT . Nach Voraussetzung ist (T(t))t≥0 eine stark
stetige Halbgruppe mit ErzeugerA. Es ist zu zeigen, daßA sektoriell mit Winkelδ ist.
Wähleα ∈ (−δ, δ) und setze

Tα(t) = T(eiα t), t ≥ 0.

Offensichtlich istTα = (Tα(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe aufX. Es seiAα der Erzeu-
ger vonTα. Wir zeigenAα = eiα A. Setzeγα = eiα γ. Für x ∈ X folgt mit Satz2.25und
Cauchys Integralsatz

R(1,A)x =
∫ ∞

0
e−t T(t)xdt =

∫

γα

e−µ T(µ)xdµ =
∫

γα

e−t eiα
T(eiα t)xdt

= eiα
∫ ∞

0
e−t eiα

Tα(t)xdt = eiα R(eiα,A)x,

also istx ∈ D(Aα) genau dann, wennx ∈ D(A), und in dem Fall istAαx = eiα Ax.
Da Aα Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe ist, folgt{λ ∈ C : Re(λ) > 0} ⊆ ρ(Aα) =
ρ(eiα A) = eiα ρ(A). Damit folgt also

ρ(A) ⊃
⋃

α∈(−δ, δ)
eiα { λ ∈ C : Re(λ) > 0 } = { λ ∈ C : | arg(λ)| < π/2+ δ } = Σπ/2+δ.
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Es ist noch die Resolventenabschätzung (3.1) zu zeigen. Wähleδ′ ∈ (0, δ). Da T eine
beschränkte Halbgruppe ist, gibt es einM ≥ 0, so daß‖T(z)‖ ≤ Mδ′ , z ∈ Σδ′ . Damit folgt
aus dem Satz von Hille-Yosida-Phillips (Satz2.28)

‖R(λ,Aα)‖ ≤
M

Re(λ)
, Re(λ) > 0.

Ist nunλ ∈ Σπ/2+δ′ \ {0}, dann gibt esρ > 0 undα ∈ (−δ′, δ′), so daßλ = ρeiα. Es folgt

‖R(λ,A)‖ = ‖R(e−iα λ, e−iα A)‖ = ‖R(ρ, Aα)‖ ≤
Mδ′

ρ
=

Mδ′

|λ| .

Weil Mδ′ nur vonδ′ abhängt, ist die Behauptung gezeigt.

δ
δ′

t

ii )⇒ iii ) Nach Voraussetzung ist (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe aufX mit Erzeuger
A. DaT in jedem SektorΣδ′ mit δ′ ∈ (0, δ) normdifferenzierbar ist, existiert für jedest > 0
der Limes

lim
h→0

h−1(T(t + h)x− T(t)x
)
= lim

h→0
h−1(T(h) − id

)
T(t)x,

also folgtT(t)x ∈ D(A). Definiere den Wegγr, δ′ wie im Beweis von Proposition3.3. Da
A abgeschlossen ist und, wie sich zeigen wird,

∫
γr,δ′

AetµR(µ,A) dµ existiert, folgt wie in

Proposition3.3:

‖AT(t)‖ =
∥∥∥∥∥∥∥

∫

γt−1,δ′

AetµR(µ,A) dµ

∥∥∥∥∥∥∥
=

1
2π

∥∥∥∥∥∥∥

∫

γt−1,δ′

etµ
(
µR(µ,A) − 1

)
dµ

∥∥∥∥∥∥∥

=
1
2π

∥∥∥∥∥
∫ ∞

t−1
etseiδ′ (

eiδ′ sR(eiδ′ s, A) − 1
)
eiδ′ ds

+

∫ t−1

∞
etse−iδ′ (

e−iδ′ sR(e−iδ′ s, A) − 1
)
e−iδ′ ds

+

∫ δ′

−δ′
eeis (

t−1 eis R(t−1 eis, A) − 1
) i

t
eis ds

∥∥∥∥∥∥

≤ 1
π

∥∥∥∥∥∥

∫ ∞

t−1
etscosδ′

(
s
M
s
+ 1

)
ds+

1
2π

∫ δ′

−δ′
e
(
t−1 M

t−1
+ 1

)
t−1 ds

∥∥∥∥∥∥

=
1
t

1
π

∫ ∞

1
escosδ′

(
M + 1

)
ds+

1
t

1
2π

∫ δ′

−δ′
e
(
M + 1

)
ds =

C
t
,

mit einem vont unabhängigenC < ∞.
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iii ) ⇒ ii ) Es seix ∈ X. Nach Bemerkung3.7 ist (0,∞) → X, s 7→ T(s)x beliebig oft
differenzierbar und rg(T(s)) ⊆ D(A∞) = ∩∞k=1D(Ak) für jedess> 0.
Weiter folgt aus der Bemerkung3.7und der Ungleichungkk ≤ ek k!, daß

1
k!

∥∥∥∥∥∥
dk

dsk
T(s)

∥∥∥∥∥∥ =
1
k!

∥∥∥AkT(s)
∥∥∥ = 1

k!

∥∥∥(AT(s/k))k
∥∥∥ ≤ kk

skk!
‖s/k(AT(s/k))‖k ≤ Ck ek

sk
.

Für t > 0 und|h| ∈ (0, t) liefert die Taylorentwicklung

T(t + h)x =
n∑

k=0

hk

k!
T(k)(t)x+

1
n!

∫ t+h

t
(t + h− s)nT(n+1)(s)xds. ≕

n∑

k=0

hk

k!
T(k)(t)x+ Rn+1(h)

Der IntegraltermRn+1(h) läßt sich folgendermaßen abschätzen:

‖Rn+1(h)‖ ≤ ‖x‖
n!

∫ t+h

t
|t + h− s|n(n+ 1)!

(C e
s

)k

ds ≤ (n+ 1)

(
|h|C e
t − |h|

)n+1

.

Fürq ∈ (0, 1) und|h| < qt
Ce+1 ist

|h| C e
t − |h| ≤

qtCe

(C e+1)(t − qt
C e+1)

=
qCe

Ce+ 1− q
≤ q,

also

‖Rn+1(h)‖ ≤ (n+ 1)qn+1 −→ 0, n→ ∞.

Man hat also fürT(·) die Taylorentwicklung

T(t + h)x =
∞∑

k=0

hk

k!
T(k)(t)x, |h| < qt

C e+1
.

Die Reihe konvergiert auch fürh ∈ C mit |h| < qt
C e+1, also hatT eine analytische Fortset-

zung aufΣδ mit δ = arctan 1
C e+1.

Es bleibt zu zeigen, daß die Fortsetzung in jedem SektorΣδ′ mit δ′ ∈ (0, δ) beschränkt ist.
Ist z ∈ Σδ′ , so ist| Im z| ≤ t tanδ′ ≤ tq

C e+1, folglich

‖T(z)‖ = ‖T(Rez+ i Im z)‖ ≤
∞∑

k=0

1
k!
‖T(k)(Rez)‖ | Im z|k ≤

∞∑

k=0

(C e
t

)k ( qt
C e+1

)k

≤
∞∑

k=0

qk
= (1− q)−1. �

3.9 Nicht dicht definierte Erzeuger. In Proposition3.3wurde die Tatsache, daßA dicht
definiert ist, nur in benutzt, um zu zeigen, daß die erzeugte HalbgruppeT stark stetig ist.
Ist nicht vorausgesetzt, daßA dicht definiert ist, so erhält in Proposition3.3stattiv):

iv’) Für jedesx ∈ D(A) ist die Abbildungz 7→ T(z)x stetig inΣδ′∪{0} für jedesδ′ ∈ (0, δ).

Genauer gilt:

Proposition. Es sei X ein Banachraum, A∈ L (X) undδ ∈ (0, π/2] mit Σπ/2+δ ∈ ρ(A) und
es gebe zu jedemε ∈ (0, δ) ein Cε, so daß

‖R(λ,A)‖ ≤ Cε
|λ| , λ ∈ Σπ/2+δ−ε \ {0}.

Dann gelten die Aussageni)–iii ) aus Proposition3.3. Weiter gilt:
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i) (a) x ∈ D(A) =⇒ lim t→0 T(t)x = x,

(b) Falls der Grenzwert y= lim t→0 T(t)x existiert, so folgt x∈ D(A) und y= x.

ii) (a) x ∈ X, t ≥ 0 =⇒
∫ t

0
T(s)xds ∈ D(A) und A

∫ t

0
T(s)xds= T(t)x− x.

(b) Falls für einε > 0 die Funktion s7→ AT(s)x in (0, ε) integrierbar ist, so folgt

A
∫ t

0
T(s)xds=

∫ t

0
AT(s)xds.

iii) (a) x ∈ D(A), Ax ∈ D(A) =⇒ limt→0 t−1
(
T(t)x− x

)
= Ax,

(b) Falls der Grenzwert y= lim t→0 t−1
(
T(t)x−x

)
, existiert, so folgt x∈ D(A), Ax ∈

D(A) und y= Ax.

iv) x ∈ D(A), Ax ∈ D(A) =⇒ lim t→0 AT(t)x = Ax.

Beweis. i) (a) wurde schon in Proposition3.3 iv) gezeigt. Es seienx, y wie in (b) gegeben.
DaT(t)x ∈ D(A), t > 0, undy = limtց0 T(t)x, folgt y ∈ D(A). Es sei nunλ ∈ ρ(A) gegeben.
Dann folgt mit (a)

R(λ,A)y = lim
tց0

R(λ,A)T(t)x = lim
tց0

T(t) R(λ,A)x︸   ︷︷   ︸
∈D(A)

= R(λ,A)x.

ii ) (a) Es seiλ ∈ ρ(A), x ∈ X undt > 0 gegeben. Fürε ∈ (0, t) folgt
∫ t

ε

T(s)xds=
∫ t

ε

(λ − A)R(λ,A)T(s)xds= λ
∫ t

ε

R(λ,A)T(s)xds−
∫ t

ε

AR(λ,A)T(s)xds

= λ

∫ t

ε

R(λ,A)T(s)xds−
∫ t

ε

d
ds

T(s)R(λ,A)xds

= λ

∫ t

ε

T(s)R(λ,A)xds− T(t)R(λ,A)x+ T(ε)R(λ,A)x.

Also existiert der Grenzwert fürε→ 0 und es gilt
∫ t

0
T(s)xds= λ

∫ t

0
T(s)R(λ,A)xds− R(λ,A)T(t)x+ R(λ,A)T(0)x

= λR(λ,A)
∫ t

0
T(s)xds− R(λ,A)

(
T(t)x− x

)
∈ D(A).

Die Behauptung folgt aus

R(λ,A)A
∫ t

0
T(s)xds=

(
λR(λ,A) − 1

) ∫ t

0
T(s)xds= R(λ,A)

(
T(t)x− x

)

(b) Es seix ∈ X undε > 0. Angenommen,s 7→ T(s)x ist integrierbar in (0, ε). Dann ist
auchs 7→ ‖T(s)x‖ integrierbar in (0, ε) und daher auchs 7→ T(s)x uneigentlich integrierbar
in (0, t). Die Behauptung folgt somit aus (1.4).

iii ) (a) Ausii ) folgt

t−1
(
T(t)x− x

)
= t−1A

∫ t

0
T(s)xds= t−1

∫ t

0
AT(s)xds

= t−1
∫ t

0
T(s)Axds

t→0−−−−→ T(0)Ax= Ax,

denn der IntegrandT(·)x ist stetig in [0, t] nachi), weil Ax ∈ D(A).
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(b) Es seix ∈ X, so daß der Grenzwerty = lim t→0 t−1
(
T(t)x − x

)
existiert. Dann folgt für

λ ∈ ρ(A):

R(λ,A)y = lim
t→0

t−1R(λ,A)
(
T(t)x− x

)
= lim

t→0
t−1R(λ,A)A

∫ t

0
T(s)xds

= lim
t→0

t−1(λR(λ,A) − 1
) ∫ t

0
T(s)xds=

(
λR(λ,A) − 1

)
lim
t→0

t−1
∫ t

0
T(s)xds

(∗)
=

(
λR(λ,A) − 1

)
x

alsox ∈ D(A) undR(λ,A)y = R(λ,A)Ax. In (∗) wurde benutzt:

lim
tց0

t−1(T(t)x− x
)

existiert =⇒ lim
tց

T(t)x = x =⇒ x ∈ D(A)

=⇒ s 7→ T(s)x stetig in [0, t]. �

Zusammenhang mit Cauchy-Problem.Es seiA wie in der vorherigen Proposition,T =
(T(z))z∈Σδ die vonA erzeugte analytische Halbgruppe undx0 ∈ X. Betrachte das Anfangs-
wertproblem

x′(t) = Ax(t), t > 0, x(0) = x0. (3.4)

• x0 ∈ X beliebig: Dann istz 7→ T(z)x0 analytische Lösung vonx′ = Ax im offenen
SektorΣδ undT(z)x0 ∈ D(A) für allez ∈ Σδ.

• x0 ∈ D(A): Die LösungT(·)x0 ist stetig in 0, löst also das Anfangswertproblem (3.4)
für t > 0.

• x0 ∈ D(A): Die LösungT(·)x0 ist differenzierbar in 0, löst also das Anfangswertpro-
blem (3.4) für t ≥ 0.

Bemerkung. Ist x0 ∈ X ist nach DefinitionT(0)x0 = x0, aber limtց0 T(t)x0 = x0 gilt nur,
falls x0 ∈ D(A). Es gilt aber immer:

lim
tց0

R(λ,A)T(t)x0 = R(λ,A)x0, λ ∈ ρ(A).





Kapitel 4

Asymptotisches Verhalten von
Halbgruppen

Es seiX ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe mit Erzeuger
A. Die Wachstumsschrankeω0(T ) und die Spektralschrankes(A) sind folgendermaßen
definiert:

ω0(T ) ≔ inf
{
ω ∈ R : ∃M ≥ 1 mit ‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0

}

= inf
{
ω ∈ R : lim

t→∞
etω ‖T(t)‖ = 0

}
,

s(A) ≔ sup{Re(λ) : λ ∈ σ(A) }.

Manchmal schreibt man auchω0(A) oder nurω0 stattω0(T ).
Ist dimX < ∞, so gilt immers(A) = ω0(T ). Im allgemeinen Fall kann man zeigen:

4.1 Proposition. Für jedes t0 > 0 gilt:

−∞ ≤ s(A) ≤ ω0(T ) = inf
t>0

1
t

log‖T(t)‖ = lim
t→∞

1
t

log‖T(t)‖ = 1
t0

logr(T(t0)). (4.1)

Dabei istr(T(t)) = limn→∞ ‖T(t)n‖1/n = sup{ |λ| : λ ∈ σ(T(t)) } der Spektralradiusvon
T(t). Insbesondere gilt alsor(T(t)) ≤ ‖T(t)‖.

4.2 Definition. Es seiX ein Banachraum. Eine stark stetige HalbgruppeT = (T(t))t≥0 auf
X mit ErzeugerA heißt

i) gleichmäßig exponentiell stabil⇐⇒ ∃ ε > 0 so daß lim
t→∞

eεt ‖T(t)‖ = 0;

ii) gleichmäßig stabil ⇐⇒ lim
t→∞
‖T(t)‖ = 0;

iii) stark stabil ⇐⇒ lim
t→∞
‖T(t)x‖ = 0, x ∈ X;

iv) schwach stabil ⇐⇒ lim
t→∞
〈T(t)x , x′〉 = 0, x ∈ X, x′ ∈ X′.

4.3 Lemma. Es sei X ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X. Dann sind äquivalent:

i) T ist gleichmäßig exponentiell stabil,

ii) T ist gleichmäßig stabil,

iii) es gibt einε > 0, so daßlim
t→∞

etε ‖T(t)x‖ = 0, x ∈ X.
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Beweis. i)⇒ ii ) undi)⇒ iii ) sind klar.

ii ) ⇒ i) Nach Voraussetzung gibt es eint0 > 0, so daßr(T(t0)) ≤ ‖T(t0)‖ < 1. Aus
Proposition4.1folgt ω0 = t−1

0 log r(T(t0)) < 0.

iii ) ⇒ i) Da t 7→ etε T(t)x stetig ist, gibt es zu jedemx ∈ X ein Cx, so daß‖etε T(t)x‖ ≤
Cx‖x‖, t ≥ 0. Nach dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit gibt es also einC > 0,
so daß‖etε T(t)‖ ≤ C, t ≥ 0. Es folgt die Behauptung, da limt→∞ ‖etε′ T(t)‖ = 0 für jedes
ε′ ∈ (0, ε). �

Im endlichdimensionalen Fall folgt auss(A) < 0 schon die exponentielle Stabilität der
Halbgruppe (das sieht man am besten an der Jordannormalform). Im unendlichdimensio-
nalen Fall gilt das nicht mehr.

4.4 Beispiel. Es seien

C0(R+) = { f : R+ → C : f stetig, lim
s→∞

f (s) = 0 },

L1(R+, e
ξ dξ) = { f : R+ → C : ξ 7→ eξ f (ξ) ∈ L1(R+)}.

Dann istX = C0(R+) ∩L1(R+, eξ) mit der Norm

‖ f ‖ = ‖ f ‖∞ + ‖ f ‖1 = sup
ξ∈R+
| f (ξ)| +

∫ ∞

0
| f (ξ)| eξ dξ

ein Banachraum. Die Halbgruppe der LinkstranslationenT = (T(t))t≥0, gegeben durch
T(t) f (ξ) = f (t + ξ), t, ξ ≥ 0, ist stark stetig und hat den ErzeugerA, gegeben durch

A f = f ′, f ∈ D(A) = { f ∈ X : f ∈ C1(R+), f ′ ∈ X}.

Man kann zeigen:
s(A) = −1 < 0 = ω0(T ).

Die Halbgruppe ist also nicht gleichmäßig exponentiell stabil, obwohls(A) < 0.

4.5 Proposition. Ist X ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X mit Erzeuger A, so daß

σ(T(t)) ∪ {0} = etσ(A) ∪ {0}, t ≥ 0,

so gilt s(A) = ω0(T ).

Beweis. 1. Fall.Istω0(T ) = −∞, so folgt aus (4.1), daß auchs(A) = −∞.
2. Fall. Istω0(T ) , ∞, folgt für jedest > 0:

ω0(T ) = t−1 log r(T(t)) = t−1 log sup{ |λ| : λ ∈ σ(T(t)) }
= t−1 log sup{ | etµ | : µ ∈ σ(A) } = t−1 sup{Re(tµ) : µ ∈ σ(A) }
= sup{Re(µ) : µ ∈ σ(A) } = s(A). �

4.6 Satz (Satz von Datko-Pazy).Es sei X ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark
stetige Halbgruppe auf X mit Erzeuger A. Dann sind äquivalent:

i) T ist gleichmäßig exponentiell stabil;

ii) es gibt ein p∈ [1,∞), so daß
∫ ∞
0
‖T(s)x‖p ds< ∞, x ∈ X;

iii) für alle p ∈ [1,∞) ist
∫ ∞
0
‖T(s)x‖p ds< ∞, x ∈ X.
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Beweis. i)⇒ iii ) undiii )⇒ ii ) ist klar.

ii )⇒ i) Wählet ≥ 0. Fürn ∈ N definiere

Sn : X→ Lp(R+), Snx = χ[0,n](·)T(·)x.

Offensichtlich sind dieSn, n ∈ N, wohldefiniert. Nach Voraussetzung gibt esM ≥ 1 und
ω ∈ R, so daß

‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0. (4.2)

Daher gilt für Nullfolgen (xm)m∈N ⊂ X

‖Snxm‖p =
∫ ∞

0
‖χ[0,n](s)T(s)xm‖pds=

∫ n

0
‖T(s)xm‖pds≤ ‖xm‖p

∫ n

0
Mp etpω ds

m→∞−−−−→ 0.

Also ist jedesSn beschränkt (weil stetig in Null).
Für festesx ∈ X ist ‖Snx‖pp =

∫ ∞
0
‖χ[0,n](s)T(s)x‖pds ≤

∫ ∞
0
‖T(s)X‖pds < ∞. Nach dem

Satz von der gleichmäßigen Beschränktheit gibt es also ein C ∈ R, unabhängig vont, so
daß‖Snx‖p ≤ C‖x‖, x ∈ X, n ∈ N, also

∫ t

0
‖T(s)x‖p ≤ Cp‖x‖p, x ∈ X, n ∈ N. (4.3)

Damit folgt

1− e−tpω

pω
‖T(t)x‖p =

∫ t

0
e−spω ‖T(t − s)T(s)x‖p ds≤

∫ t

0
e−spω ‖T(t − s)T(s)x‖p ds

≤
∫ t

0
e−spω Mp espω ‖T(t − s)‖p‖x‖p ds≤ Mp‖x‖p

∫ t

0
‖T(t − s)‖p ds

≤ MpCp‖x‖p,

also

‖T(t)x‖p ≤ MpCp(1− e−tpω)
pω

‖x‖p. (4.4)

Da T(·)x stetig ist, limt→0 ‖T(t)x‖ < ∞ (wegen (4.2)) und limt→∞ ‖T(t)x‖ < ∞ (wegen
(4.4)), gibt es einL ∈ R, so daß‖T(t)x‖ ≤ L‖x‖p, t ≥ 0. Damit folgt

t‖T(t)x‖p =
∫ t

0
‖T(t − s)T(s)x‖p ds≤

∫ t

0
‖T(t − s)T(s)x‖p ds≤ Lp

∫ t

0
‖T(s)x‖p ds

≤ LpCp‖x‖p,

also
‖T(t)‖ ≤ t−1/pCL→ 0, t → ∞. �





Kapitel 5

Störung stark stetiger
Halbgruppen

Es seiX ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe mit ErzeugerA.
Es stellt sich die Frage, wann eine “Störung” vonA ebenfalls eine stark stetige Halbgruppe
erzeugt.

5.1 Proposition. Es sei X ein Banachraum,T = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe
mit Erzeuger A. Weiter seien M≥ 1, ω ∈ R, so daß

‖T(t)‖ ≤ M etω, t ≥ 0, (5.1)

und B ∈ L(X) ein beschränkter Operator. Dann erzeugt C≔ A + B eine stark stetige
HalbgruppeS = (S(t))t≥0 mit

‖S(t)‖ ≤ M et(M‖B‖+ω), t ≥ 0. (5.2)

Beweis.Ohne Einschränkung kannω = 0 angenommen werden. (Sonst betrachte den Ope-
rator A − ω und die davon erzeugte stark stetige Halbgruppe (e−tω T(t))t≥0, siehe Skalie-
rungslemma2.24.)

1. Fall. M = 1, d. h.T ist eine Kontraktionshalbgruppe. Istλ > 0, so folgtλ ∈ ρ(A) und
‖R(λ,A)‖ ≤ 1

λ
(nach dem Satz von Hille-Yosida [Satz2.28], daω = 0 undM = 1) und es

gilt

λ −C = λ − A− B =
(
id−B R(λ,A)

)
(λ − A).

Ist nunλ > ‖B‖, so folgt‖BR(λ,A)‖ ≤ ‖B‖
λ
< 1, also ist (id−B R(λ,A)) invertierbar und es

gilt (Neumannsche Reihe):

(λ −C)−1
= (λ − A)−1(id−B R(λ,A)

)−1
= (λ − A)−1

∞∑

n=0

(B R(λ,A))n.

Damit folgt

‖R(λ,C)‖ ≤ λ−1
∞∑

n=0

‖B R(λ,A)‖n ≤ λ−1
∞∑

n=0

(λ−1‖B‖)n
= λ−1 1

1− λ−1‖B‖n =
1

λ − ‖B‖ .

Also istC nach dem Satz von Hille-Yosida (Satz2.28) Erzeuger einer stark stetigen Halb-
gruppeS = (S(t))t≥0, die der Abschätzung in (5.2) genügt.
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2. Fall. M ≥ 1. Wie in Lemma2.45definiere aufX die Norm

‖x‖T = sup
t≥0
‖T(t)x‖, x ∈ X.

Diese Norm ist zur gegebenen Norm‖ · ‖ auf X äquivalent undT ist bezüglich‖ · ‖T eine
Kontraktionshalbgruppe. Weiter ist bekannt, daß

‖x‖ ≤ ‖x‖T ≤ M‖x‖.

Wegen

‖Bx‖T ≤ M‖Bx‖ ≤ M‖B‖ ‖x‖ ≤ M‖B‖ ‖x‖T

folgt ‖B‖T ≤ M‖B‖ (dabei bezeichnet‖B‖T die Norm des OperatorsB als Abbildung in
(X, ‖ · ‖T )). Damit folgt nach dem 1. Fall, daßC in (X, ‖ · ‖T ) eine stark stetige Halbgruppe
S = (S(t))t≥0 erzeugt mit‖S(t)‖T ≤ et ‖B‖T . Die Behauptung folgt nun aus

‖S(t)x‖ ≤ ‖S(t)x‖T ≤ et ‖B‖T ‖x‖T ≤ M etM‖B‖ ‖x‖, x ∈ X. �

Wünschenswert ist, eine Formel fürS zu haben.
Man erhält folgende implizite Formeln:

S(t)x = T(t)x+
∫ t

0
T(t − s)BS(s)xds (5.3)

= T(t)x+
∫ t

0
S(s)BT(t − s)xds. (5.4)

Beweis von(5.3). Beachte, daßD(A) = D(C), da B beschränkt ist. Fürx ∈ D(A) ist die
Funktionξx : [0, t] → X, ξx(s) = T(t − s)S(s)x stetig differenzierbar mit Ableitung

d
ds
ξx(s) = T(t − s)CS(s)x− T(t − s)AS(s)x = T(t − s)(C − A)S(s)x = T(t − s)BS(s)x.

Es folgt

S(t) − T(t) = ξx(t) − ξx(0) =
∫ t

0

d
ds
ξx(s) ds=

∫ t

0
T(t − s)BS(s)xds.

DaD(A) dicht in X liegt undS undT auf endlichen Intervallen gleichmäßig beschränkt
sind, folgt die Behauptung auch für allex ∈ X.
Der Beweis von (5.4) verläuft analog mit Hilfe der Funktionηx : [0, t] → X, ηx(s) =
S(s)T(t − s)x. �

Die Idee ist nun, Formel (5.3) als Gleichung der Form

T(t) = (id−V)S(t)

mit einem geeignetenV auf einem geeigneten Banachraum zu betrachten.
Wähle dazut0 > 0 fest und definiere den Funktionenraum

Xt0 ≔ C([0, t0], Ls(X)) = { F : [0, t0] → L(X) : F(·)x ∈ C([0, t0],X), x ∈ X }
= { F : [0, t0] → L(X) : F(·)x ist stetig für jedesx ∈ X }.

Zusammen mit der Norm

‖F‖∞ = sup
s∈[0, t0]

‖F(s)‖

wird Xt0 zu einem Banachraum.
Offensichtlich liegen für jedest0 > 0 die (auf [0, t0] eingeschränkten) HalbgruppenT und
S in Xt0.
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5.2 Definition. Es seiX ein Banachraum,T = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe auf
X undB ∈ L(X) eine beschränkte lineare Abbildung aufX. Dann heißt

V : Xt0 → Xt0, VF(t)x =
∫ t

0
T(t − s)BF(s)xds, t ∈ [0, t0], x ∈ X,

der (zuT undB assoziierte)Volterra-Operator.

5.3 Lemma (Eigenschaften vonV). Mit der Notation in Definition5.2gilt:

i) V ist ein beschränkter linearer Operator auf Xt0,

ii) ‖Vn‖ ≤ (M‖B‖t0)n

n!
n ∈ N, mit M = sup

t∈[0, t0]
‖T(t)‖.

iii) r(V) = 0, insbesondere ist1 ∈ ρ(V).

Beweis. i) Die Linearität vonV und die Stetigkeit vonVF(·)x für x ∈ X ist klar. Fürx ∈ X
undt ∈ [0, t0] gilt

‖VF(t)x‖ =
∥∥∥∥∥∥

∫ t

0
T(t − s)BF(s)xds

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫ t

0
‖T(t − s)BF(s)x‖ ds

≤
∫ t

0
‖T(t − s)‖ ‖B‖ ‖F(s)‖ ‖x‖ds≤ M ‖B‖ ‖F‖∞ ‖x‖

∫ t

0
ds

= M ‖B‖ t ‖F‖∞ ‖x‖ ≤ M ‖B‖ t0 ‖F‖∞ ‖x‖.

Also folgt VF(t) ∈ L(X), t ∈ [0, t0], VF ∈ Xt0 und‖VF‖∞ ≤ M‖B‖t0‖F‖∞, F ∈ Xt0, also
‖V‖L(Xt0 ) ≤ M‖B‖t0.

ii ) Die Behauptung folgt, wenn gezeigt ist, daß

‖VnF(t)x‖ ≤ (M ‖B‖ t)n

n!
‖F‖Xt0

‖x‖, x ∈ X, t ∈ [0, t0]. (5.5)

Der Beweis dazu erfolgt induktiv. Fürn = 1 wurde (5.5) schon im Beweis voni) gezeigt.
Ist (5.5) schon fürn gezeigt, so folgt

‖Vn+1F(t)x‖ =
∥∥∥∥∥∥

∫ t

0
T(t − s)B(VnF)(s)xds

∥∥∥∥∥∥ ≤ M‖B‖ ‖x‖
∫ t

0
‖(VnF)(s)‖ds

≤ M‖B‖ ‖x‖
∫ t

0

(M‖B‖)n

n!
sn ds = (M‖B‖)n+1 tn+1

(n+ 1)!
‖x‖

iii ) Da (n!)1/n → ∞, n → ∞, folgt ausii ), daßr(V) = limn→∞ ‖Vn‖1/n = 0. Andererseits
gilt für den Spektralradius 0= r(V) = sup{|λ| : λ ∈ σ(B)}, alsoσ(V) ⊆ {0}. �

Damit kann man nun eine Reihendarstellung für die vonC erzeugte HalbgruppeS finden.

5.4 Satz. Es sei X ein Banachraum, A Erzeuger der stark stetigen HalbgruppeT auf X,
B ∈ L(X), C = A+ B undS = (S(t))t≥0 die von C erzeugte stark stetige Halbgruppe auf X.
Dann gilt

S(t) =
∞∑

n=0

Sn(t), t ≥ 0, (5.6)

mit

S0(t) = T(t), Sn+1(t) = VSn(t) =
∫ t

0
T(t − s)BS(s) ds.
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Beweis.Da nach Definition vonV gilt T(·) = (id+V)S(·), und nach Lemma5.31 ∈ ρ(V),
folgt

S(·) = (id+V)−1T(·) =
∞∑

n=0

VnT(·)

Bei festemt ≥ 0 erfolgt die Konvergenz in der Operatornorm, vgl. Abschätzung in ii ).
Ebenso folgt, daß die Konvergenz auf kompakten Teilmengen vonR+ gleichmäßig erfolgt,
dat beliebig groß gewählt werden kann. �

Bemerkung. Die Reihe in (5.6) heißtDyson-Philipps-Reihe.

5.5 Korollar. Mit den Bezeichnungen wie vorher folgt: Es gibt ein C∈ R, so daß

‖T(t) − S(t)‖ ≤ Ct, t ∈ [0, 1].

Beweis.Mit (5.3) und Lemma5.3folgt

‖T(t)x− S(t)x‖ =
∥∥∥∥∥∥

∫ t

0
T(t − s)BS(s)xds

∥∥∥∥∥∥ ≤ CTCS ‖B‖ ‖x‖
∫ t

0
ds = C t ‖x‖,

mit CT = sups∈[0,1] ‖T(s)‖, CS = sups∈[0,1] ‖S(s)‖ undC = CTCS‖B‖. �
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Übungsaufgaben

Übungen zu Kapitel1

Aufgabe 1.Es sei (V, ( · , · )) ein unitärer oder euklidischer Raum. Zeige, daß dann (V, ‖ · ‖)
mit ‖x‖ ≔ (x , x)

1
2 ein normierter Raum ist und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

gilt:

|(x , y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖, x, y ∈ X.

Aufgabe 2.Zeige, daß (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum ist, falls

(a) X = Rn und‖x‖ ≔ max{|x1|, . . . , |xn|}, x = (x1, . . . , xn)t ∈ X = Rn;
skizziere die Einheitskugel.

(b) X = C([0, 1]) und‖ f ‖ = sup{ | f (x)| : x ∈ [0, 1]}, f ∈ X.
Ist auchX = C((0, 1)) mit ‖ f ‖ = sup{ | f (x)| : x ∈ (0, 1)}, f ∈ X, ein normierter
Raum?

Aufgabe 3.Es sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum undA ∈ L(X). Zeige

‖A‖ = sup
x∈X
x,0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

x∈X
‖x‖=1

‖Ax‖ = inf{c ≥ 0 : ‖Ax‖ ≤ c‖x‖, x ∈ X}.

Insbesondere gilt also

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖, x ∈ X.

Aufgabe 4.Es seien (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y) und (Z, ‖ · ‖Z) Banachräume. Zeige, daß fürS ∈
L(Y,Z) undT ∈ L(X,Y) gilt: ‖S T‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖. Gilt Gleichheit?

Aufgabe 5.Es seiX = Cn undA ∈ L(X) symmetrisch. Zeige

‖A‖ = max{|λ| : λ Eigenwert vonA}.

Aufgabe 6.Es seienX, Y Banachräume undT ∈ L (X,Y). Zeige, daßT genau dann ab-
schließbar ist, wenn für jede Folge (xn)n∈N ⊆ D(T) gilt:

xn→ 0, ∃ y ∈ Y : T xn → y, n→ ∞ =⇒ y = 0.

Übungen zu Kapitel2

Übungen zu Kapitel2.1

Aufgabe 1.Es seiX = Lp(R) oderX = BUC(R) und

T(t) f (ξ) ≔ f (ξ + t), f ∈ X, ξ ∈ R, t ≥ 0.

Zeige, daßT = (T(t))t≥0 eine stark stetige, aber nicht gleichmäßig stetige Halbgruppe
ist.
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Aufgabe 2. (Wachstumsschranke)

i) Es seiX ein Banachraum undT eine nilpotenteC0-Halbgruppe aufX. Zeige
ω0(T ) = −∞.

ii) Eine nicht-nilpotente Halbgruppe mitω0 = −∞:
Es seiX = C0((−∞, 0]) ≔ { f ∈ C((−∞, 0]) : limξ→−∞ f (ξ) = 0} mit der Norm
‖ f ‖ = sup{| f (ξ)| : ξ ∈ (−∞, 0]} und

(T(t) f )(ξ) ≔ e−t2+2ξt f (ξ − t), f ∈ X, ξ ≤ 0, t ≥ 0.

Zeige, daßT = (T(t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe aufX ist, die nicht nilpotent
ist und Wachstumsschrankeω0(T ) = −∞ hat.

iii) Es seiX = C[0, 1]. Für f ∈ X, t > 0 setze

T(0) f = f , (T(t) f )(ξ) =


et logξ [ f (ξ) − f (0) logξ

]
, ξ ∈ (0, 1],

0, ξ = 0.

Zeige, daßT(t) ∈ L(X), t ≥ 0 und daß (T(t))t≥0 eine Halbgruppe aufX ist. Zeige,
daßT stark stetig auf (0,∞) ist, nicht aber int = 0, denn lim

tց0
‖T(t)‖ = 0.

Aufgabe 3.Jede stetige Lösungf : R→ R der Funktionalgleichung

f (s+ t) = f (s) f (t), s, t ∈ R,

ist differenzierbar (vgl. Satz2.13). Gibt es eine Lösung, die nicht stetig ist?

Übungen zu Kapitel2.3

Aufgabe 4.Beweise die Bemerkung auf Seite26: Ist X ein Banachraum undT = (T(t))t≥0

eine stark stetige Halbgruppe aufX mit ErzeugerA. Eine Abbildungu : R+ → X heißt
eineklassische Lösungvon

d
dt

x = Ax(t), t ≥ 0, x(0) = x0, (1)

falls u stetig differenzierbar ist,u(t) ∈ D(A), t ≥ 0, undu das Anfangswertproblem (1)
löst. Ist x0 ∈ D(A), so istT( · )x0 die eindeutige klassische Lösung von (1). Für k ∈ N
undx0 ∈ D(Ak) ist T( · )x0 ∈ Ck([0,∞),X)∩Ck−1([0,∞),D(A)).

Aufgabe 5.Es seienX ein Banachraum und [a, b] ein Intervall in R. Gegeben sei eine
gleichmäßig konvergente Folge (fn)n∈N ⊆ C1([a, b],X), so daß auch die Folge der Ab-
leitungen gleichmäßig konvergiert, so ist die Grenzfunktion differenzierbar und es gilt

d
dt

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

d
dt

fn(t), t ∈ (a, b).

Aufgabe 6. Erzeugersatz für stark stetige GruppenEs seiX ein Banachraum undA ∈
L (X). Dann sind äquivalent:

i)A erzeugt eine stark stetige GruppeG = (G(t))t∈R auf X mit

‖G(t)‖ ≤ M e|ωt|, t ∈ R.

ii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ R : |λ| > ω} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(λ − ω)n

, n ∈ N, |λ| > ω.
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iii) A ist dicht definiert und abgeschlossen,{λ ∈ C : |Reλ| > ω} ⊆ ρ(A) und

‖R(λ,A)n‖ ≤ M
(Reλ − ω)n

, n ∈ N, |Reλ| > ω.

Dann istA Erzeuger einer stark stetigen GruppeG = (G(t))t∈R in X genau dann,A dicht
definiert und abgeschlossen ist und wenn esM ≥ 1 undω ∈ R gibt, so daßA

Aufgabe 7.Es sei 1≤ p < ∞ undX = Lp(R). Ist A ∈ L (X) definiert durch

D(A) =W1,p(R) = { f ∈ X : f absolut stetig, f ′ ∈ X}, A f = f ′.

Dann erzeugtA die TranslationshalbgruppeT = (T(t))t≥0 mit (T(t) f )(ξ) = f (t + ξ),
t ≥ 0, f ∈ X, ξ ∈ R.

Aufgabe 8.Es seiT = (T(t))t≥0 die Diffusionshalbgruppe (definiert wie in (2.29)). Zeige,
daßT eine Halbgruppe ist.

Übungen zu Kapitel2.4

Aufgabe 9.Es seiX ein Banachraum undT = (T(t))t≥0 eine beschränkte stark stetige
Halbgruppe aufX (d. h., es gibt einM ∈ R, so daß‖T(t)‖ ≤ M, t ≥ 0). Zeige, daß

‖x‖T ≔ sup
s≥0
‖T(s)x‖, x ∈ X,

eine Norm aufX ist. Die Normen‖ · ‖ und‖ · ‖T sind äquivalent undT ist eine Kontrak-
tionshalbgruppe auf (X, ‖ · ‖T ).

Aufgabe 10.Es seiX = L2(R) undA ∈ L (X) mit

A f = f ′′, f ∈ D(A) ≔ W2,2(R).

Zeige, daßA dissipativ ist.

Übungen zu Kapitel3

Aufgabe 1.Es seiX ein Banachraum,A ∈ L (X) mit ρ(A) ⊇ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0}. Gibt es
ein M ∈ R, so daß

‖R(λ,A)‖ ≤ M
|λ| , Re(λ) > 0,

so istA sektoriell.

Aufgabe 2.Es seiX ein Banachraum,A ∈ L (X) sektoriell undT = (T(z))z∈Σδ die vonA
erzeugte analytische Halbgruppe. Für alleλ ∈ Cmit Re(λ) > 0 folgt

R(λ,A) =
∫ ∞

0
e−λt T(t) dt.

Aufgabe 3.Folgere aus Aufgabe3.2: Für jedest ≥ 0 ist T(t) injektiv. Insbesondere gibt es
keine nilpotente analytische Halbgruppe.





Bezeichnungen

BUC(Ω) Raum der stetigen, gleichmäßig beschränkten Funktionen aufΩ
C(Ω) Raum der stetigen Funktionen aufΩ ⊂ Rn

C0(Ω) = { f ∈ C(Ω) : ∀ ε > 0 ∃ Kε ⊆ Ω kompakt, so daß| f (ξ)| < ε, ξ ∈ Ω \ Kε}
H bezeichnet meist einen Hilbertraum

Lp(Ω) Raum derp-integrablen Funktionen aufΩ ⊂ Rn mit Werten inR oderC
L∞(Ω) Raum der wesentlich beschränkten Funktionen aufΩ ⊂ Rn mit Werten inR oderC

L (X,Y) Raum der linearen Abbildungen mit Definitionsbereich inX und Wertebereich inY
L (X) Raum der linearen Abbildungen mit Definitions- und Wertebereich inX

L(X,Y) Raum der linearen beschränkten Abbildungen mit DefinitionsbereichX und Wertebereich inY
L(X) Raum der linearen beschränkten Abbildungen mit DefinitionsbereichX und Wertebereich inX

R+ = [0,∞)
R(λ,T) = (λ − T)−1, falls T ∈ L (X) undλ ∈ ρ(T)
Σϕ =

{
z ∈ C : | argz| < ϕ} \ {0} für ϕ ∈ (0, π].

X, Y bezeichnen meist einen Banachraum
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