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Pencils Fecha de entrega: Pronto
Nicolás Meléndez

Sean M,K,A operadores densamente definidos en un espacio de Hilbert H. Para cada λ ∈ C
definimos el pencil

L(λ) = λ2M − iλK −A,

con D(L(λ)) = D(A)∩D(K)∩D(M). A esta familia de operadores le imponemos la siguiente
condición:

(i) M , K, A son autoadjuntos.

(ii) M,K ≥ 0 y A ≥ −β para algún β > 0.

(iii) M ∈ L(H).

(iv) Para algún β1 > β se tiene que (A+ β1)−1 ∈ K(H).

(v) El operador K es A-compacto; es decir, K(A+ β1)−1 ∈ K(H).

(vi) kerM ∩ kerK ∩ kerA = {0}.

Definimos %(L) = {λ ∈ C | L(λ) es biyectivo y L(λ)−1 ∈ L(H)}, σ(L) = C\%(L) y también
σess(L) = {λ ∈ C | L(λ) no es de Fredholm}.

Ejercicio 1. (a) Muestre que D(L(λ)) = D(A)

(b) Muestre que M1 = M |(D(A),‖·‖A),K1 = K|(D(A),‖·‖A) son compactos.

(c) Muestre que para todo λ ∈ C se tiene que (L(λ))∗ = L(−λ).

Ejercicio 2. (a) Muestre que si L1 = L|(D(A),‖·‖A), entonces

σess(L) = σess(L1) y σ(L) = σ(L1).

(b) Muestre que si A > 0 y λ2My−Ay 6= 0 para todo λ ∈ C y todo 0 6= y ∈ kerK ∩ kerA,
entonces σ(L) ⊆ C+.


