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Ejercicio 1. (a) Sea H un espacio de Hilbert y sea T(H — H) un operador simétrico y
semiacotado por abajo. Muestre que la extension de Friedrichs Tr es la mayor extension
autoadjunta y semiacotada por abajo de T

(b) Demuestre la desigualdad de Poincaré en H}(a,b). Es decir, muestre que para toda
s

funcién f € H(a,b) se tiene que ||f'||L2(a,b) > 7= flle2(ap)-

Hint: Considere la extensiéon de Friedrichs del operador A = —d?/dz? con dominio
D(A) = Hi(a,b).

Ejercicio 2. Sea T'(H — H) un operador cuya extensién de Krein-von Neumann Ty existe.
Demuestre que son equivalentes:

(a) Ty es invertible
(b) RgT es denso en H.

Ademas, muestre que si alguno de los dos literales es el caso, entonces T 1 - (T~Hp.
Ejercicio 3. (Voluntario) Sea 2 C R? un dominio acotado. Considere los laplacianos de
Dirichlet y Neumann Sp = —A y Sy = —A, con dominios

D(Sp) ={f € H*(Q): flan =0},  D(Sn) = {f € H*(Q) : 9, floa = 0},

y suponga en el caso de Neumann que 0f2 es Lipschitz.

Sean 0 < )\{3 < )\QD < .-o- vy 0 = )\{V < )\év < --. sus valores propios, contados con
multiplicidad. Para A > 0, definimos

NEN) = #{n e N: \P < \?} NY () = #{n e N: AN < \2).

Demuestre que, para todo A > 0, se tiene que NP(\) < Cy|QaA? < NY()), donde Cy es
una constante que depende de d.



