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Teoria de operadores Taller 3

Calculo funcional. Fecha de entrega: 29 de agosto de 2025

1. Sea H un espacio de Hilbert, (E))xecgr una resoluién de la identidad en H y f,g € I[a,b].
Muestre:

(a) <(/abf(k)dEx)x,y>/abf(/\) d(Exz,y),  x,y€H;
(b) /abf(/\)dEXO para f =0, /abf()\)dEA/adeAEbEa para f = 1;

b
© E, / FOdEy = /“f(A)dEA, a<u<b

@ ([ rovam) ([ omar) = [ o0 any
(©) (/:f(MdEA)* /:mcm;
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2. (a) Sea H un espacio de Hilbert, sean ¢ : R — (a,b), (Ex)xer ¥ (Fi)aer como en problema 3
del taller 2. Sea f : (a,b) — R tal que f|(4,,4,] € I]ao, bo] para cada subintervalo compacto
[ao, bo] de (a,b). Muestre:

e (B) B
(1) / F)AEy = / (fop)(A)dFy\ para todo [o, 3] C R.
p(a) @

b—0 )

f(A) dEj\x existe si y solo si / (f o @)(\) dF)\x existe.!
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(1) Sea z € H. Entonces /
a+0

(b) Sea H un espacio de Hilbert y ¢ : R — R creciente y continua y f : R — R una funcién
continua. Sea A € L(H) un operador autoadjunto y B := ¢(A). Muestre (fop)(A) = f(B).

3. Sea a : [0,1] — R continua y sea A : Ly(0,1) — L3(0,1) definido por
(Az)(t) := a(t)z(t), te (0,1), =z € Ly(0,1).

(a) Muestre que A es autoadjunto.
(b) Encuentre m := inf ey |2 =1(A7, ) y M = sup,e ||z =1 (AT, 7).

(c) Encuentre el espectro de A.

4. Sea A como en €l ejercio 3. Encuentre la resolucién espectral de A.

b—0 Ao o] A2
1/ f(A)dEyz := lim F(N)AE,, / (fop)N)dFyz := _lim (fop)N)dFy\x
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