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1. Sea H un espacio de Hilbert complejo y T (H → H) un operadore autoadjunto. Sea
z ∈ %(T ) y λ ∈ C \ {z}. Muestre que λ ∈ σess(T ) si y solo si existe una sucesción
(xn)n∈N ⊆ H tal que

xn 6→ 0, xn
w−→ 0 and

(
(T − z)−1 − (λ− z)−1

)
xn → 0 for n→∞.

2. Sea R+ := (0,∞) y D(T ) := C∞c (R+) = {f ∈ C∞ : supp(f) es compacto}. Define

T : D(T ) ⊆ L2(R+)→ L2(R+), Tx = ix′.

Se puede mostrar que

D(T ∗) =

{
x ∈ L2(R+) :

x|I es abs. continua para cada intervalo compacto I ⊆ R+

y x′ ∈ L2(R2)

}

y T ∗x = ix′ para x ∈ D(T ∗).

Calcule los indices de defecto de T . Tiene extensiones autoadjuntos? Si es aśı, determine
todas las extensiones autoadjuntas.

3. Sea H un espacio de Hilbert complejo y S(H → H) un operador lineal densamente
definido y clausurable. Muestre que Γ(S) = Γ(S) y que n(S, λ) = n(S, λ) para todo
λ ∈ Γ(S). Concluya que n(S, ·) es constante en componentes conexas de Γ(S).

4. Sea H un espacio de Hilbert complejo, S(H → H) un operador simétrico con indices de
defecto n+(S) = n−(S) = m <∞.

(i) Sean T1, T2 extensiones autoadjuntas de S y λ ∈ C tal que rg(T1−λ) no es cerrado.
Muestre que rg(T2 − λ) tampoco lo es. Concluya que σc(T1) ⊆ σ(T2) y σc(T2) ⊆
σ(T1).

(ii) Sea λ ∈ Γ(S) ∩ R. Muestre que existe una extensión autoadjunta T de S tal que λ
es un autovalor de T de dimensión finita.

Hint. dim(ker(S∗ − λ)) = ?


