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Coordenadas polares y volumen de la bola en R™. Fecha de entrega: 23 de octubre de 2026

1. Las coordenadas polares en R™, n > 2, son definidas recursivamente por ®,, : D,, — R" donde
para n > 2

T min—1

Dy = [0,00) X [_71-771-]7 Dn+1 = [0700) X [_ﬂ-aﬂ-] X |:_§a 5] )

Dy (r,91) = (r cos 191) , Dp1(r,d1,09,...,09,) = (cos(ﬂn) $On(r, s ’19"_1)> .

rsin rsind,,
Muestre para todo n > 2, (r,%1,...,9,-1) € D,y y a > 0:

(a) ||(I)n(7",191,...,’l9n_1)”2:7", q)n(OéT',ﬁl,...ﬁn_l) :aén(r,ﬁl,...,ﬂn_l).
(b) @, : D, — R" es sobreyectiva.

(c) detD®,(r,d1,...,95_1) =r""Lcosty - (cost,_1)" 2.

()

Defina D}, := (0,00) x (—m,m) % (=5, %)""? y muestre que

®,, : D, — &,(D))

es un C'*°-difeomorfismo y que existe un conjunto IV,, con medida de Lebesgue 0 tal que
(I)n-&-l(D;L) =R" \ Ny.

2. Sea ||z| := /2% + -+ + 22 la norma euclidiana de un vector (z1, ..., ¥,) € R". Muestre
/ eIzl qng = /2, (+)

3. Sea I': (0,00) — R, I(x):= /e*ttg”*1 dt. Demuestre
0
(a) Para z > 0 fijo, la funcién f, : (0,00) = R, f.(t) :=e "1 es Lebesgue-integrable.
(b) T es de clase C*® y para x € (0,00) v k € N se tiene que
) (z) = / e !(In(t))Ft* 1 dt.

0

(¢) T(x+1)=2al(x) (z>0).
(d) T'(n+1)=n! (neN).

4. Sea kK, el volumen de la bola unitaria en R™. Muestre para n € N:
2k+17_(k:
/2 13- (2kt1)’
[{n = —m—m—m —

F(§+1) ”ITT, sin=2kconkeN.

sin=2k-+1con k € Ny,

Hint. Calcule la integral [ e~ I12I” 4z utilizando coordenadas polares y compare con (k).
R’Vl



