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En los problemas 1, 2 y 3 suponemos que todas las funciones f y fn son medibles.

Definición. Se dice que las funciones fn convergen a f en medida si para todo ε > 0 se tiene que

limn→∞ µ
(
{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}

)
= 0.

Definición. Para 1 ≤ p < ∞, definimos Lp(X) = {f : X → K medible :
∫
X
|f |p dµ < ∞} y

‖f‖p :=
( ∫

X
|f |p dµ <∞}

)1/p
para f ∈ Lp(X).

Además, L∞(X) = {f : X → K medible : esssup |f | < ∞} donde esssup f := inf{M ∈ R : f ≤
Mµ-c.s. }. Para f ∈ L∞(X) definimos ‖f‖∞ := esssup |f |.

Hechos:

(i) Si fn → f y fn → g en medida, entonces f = g µ-c.s.

(ii) Si fn → f µ-c.s., entonces fn → f en medida.

(iii) ‖ · ‖p es un seminorma en Lp(X) para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

1. (a) Si fn converge casi uniformemente, entonces existe una función medible f , tal que fn → f
µ-casi siempre.

(b) Supongamos que fn → f en medida y que (fn)n∈N es una sucesión de Cauchy para con-
vergencia casi uniforme. Muestre que fn → f casi uniformemente.

2. (a) Suponga que fn → f en medida. Muestre que (fn)n∈N contiene una subsucesión (fnk
)k∈N

que converge µ-casi siempre a f .

(b) Muestre que el teorema de Lebesgue sigue siendo válido si suponemos fn → f en medida
en vez de fn → f µ-casi siempre.

3. Suponga que µ(X) < ∞. Muestre que fn → f en medida si y sólo si cada subsucesión de
(fn)n∈N contiene una subsucesión que converge µ-casi siempre a f . Muestre que en general no
es equivalente si µ(X) =∞.

4. Para las siguientes sucesiones de funciones determine si convergen puntualmente, si convergen
µ-casi siempre, si convergen en medida, si convergen casi uniforme, si convergen en Lp. Si



convergen, halle la función ĺımite.

fn : R→ R, fn = χ[n,∞),

gn : [0, 1]→ R, gn = χ[ j

2k
, j+1

2k
], con n = 2k + j (j = 0, . . . , 2k − 1),

hn : [0, 1]→ R, hn(x) =


n2x, 0 ≤ x ≤ 1/n,

2n− n2x, 1/n < x ≤ 2/n,

0, 2/n < x ≤ 1.

Ejercicios voluntarios

5. Lema de Riemann-Lebesgue. Sea f ∈ L1(R) y f̃ su transformada de Fourier. Muestre que

limt→∞ f̃(t) = 0.

Hint. Muestre la afirmación primero para funciónes simples.

6. Para a > 0 y t > 0 muestre para las integrales impropias de Riemann:∫ ∞
0

t

t2 + x2
cos(ax) dx =

π

2
e−at,

∫ ∞
0

x

t2 + x2
sin(ax) dx =

π

2
e−at.

¿Existen las integrales como integrales de Lebesgue?

Hint. Para la primera integral, muestre que la función

fa(t) :=

∫ ∞

0

t

t2 + x2
cos(ax) dx

satisface la ecuación diferencial f ′′
a = a2fa derivando baja la integral y utlizando intergación por partes.

7. Sea I ⊆ R un intervalo y sea f : I → R localmente Riemann-integrable (es decir, su restricción a
cualquier compacto es Riemann-integrable). Demuestre que f es Lebesgue-integrable si y sólo si
la integral impropia de Riemann de |f | sobre I existe y que en este caso la integral de Riemann
de f coincide con la integral de Lebesgue de f .

Caso especial: Sea f : R → R localmente Riemann-integrable. Entonces f es Lebesgue-
integrable si y sólo si la integral impropia de Riemann∫ ∞

−∞
|f(x)|dx := lim

a→−∞
lim
b→∞

∫ b

a

|f(x)|dx

existe y en este caso, R-
∫∞
−∞ f(x) dx =

∫
R fdλ, donde λ es la medida de Lebesgue en R.

8. Sea f : [0,∞) → R, f(x) = e−x. Demuestre que f es Lebesgue integrable y calcule su integral
(sin usar la integral de Riemann).


