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Teoria de Medida e Integracidn Taller 8

Teorema Lebesgue. Convergencia. Fecha de entrega: 09 de octubre de 2026

En los problemas 1, 2 y 3 suponemos que todas las funciones f y f, son medibles.

Definicién. Se dice que las funciones f, convergen a f en medida si para todo € > 0 se tiene que
limnﬁoou({m € X :|fulx)— f(z)| > 5}) =0.
Definicién. Para 1 < p < oo, definimos Z,(X) = {f : X — Kmedible : [, [f[Pdu < oo}y

1/p
17l = (S £ dpe < o0}) " para f € Z(X).
Ademds, Z(X) = {f : X — K medible : esssup|f| < oo} donde esssup f := inf{M € R: f <
Muy-cs.}. Para f € £ (X) definimos || f||oo := esssup | f].

Hechos:
(i) Sifn— fy fn— g en medida, entonces f = g p-c.s.
(ii) Si f, — f p-c.s., entonces f, — f en medida.

(iii) |- |l, es un seminorma en %,(X) para todo 1 < p < 0.

1. (a) Si f, converge casi uniformemente, entonces existe una funcién medible f, tal que f,, — f
p-casi siempre.
(b) Supongamos que f,, — f en medida y que (fy,)nen es una sucesién de Cauchy para con-
vergencia casi uniforme. Muestre que f, — f casi uniformemente.

2. (a) Suponga que f, — f en medida. Muestre que (f,,)nen contiene una subsucesion (f,, ke
que converge p-casi siempre a f.

(b) Muestre que el teorema de Lebesgue sigue siendo vélido si suponemos f,, — f en medida
en vez de f, — f p-casi siempre.

3. Suponga que pu(X) < oco. Muestre que f,, — f en medida si y sélo si cada subsucesién de
(fn)nen contiene una subsucesién que converge pu-casi siempre a f. Muestre que en general no
es equivalente si u(X) = oo.

4. Para las siguientes sucesiones de funciones determine si convergen puntualmente, si convergen
p-casi siempre, si convergen en medida, si convergen casi uniforme, si convergen en .Z,. Si



convergen, halle la funcién limite.

ot R R, fn:X[n,oo)7
gn:[071]_>R7 gn:X[%%]a con n:2k+] (j:07°"72k_1)7
2k’ 2
nlzx, 0<z<1/n,
hy :[0,1] = R, hp(z) = < 2n —n’z, 1/n<z<2/n,
0, 2/n<xz <1

Ejercicios voluntarios

5. Lema de Riemann-Lebesque. Sea f € £ (R) y jN’su transformada de Fourier. Muestre que

Hint. Muestre la afirmacién primero para funciénes simples.

6. Para a > 0 y t > 0 muestre para las integrales impropias de Riemann:
<t ™ <z ™
——— cos(az)dz = = e 4, ——— sin(az)dz = — e .
/0 2 + 22 (az) 2 /0 2 + 22 (az) 2
(Existen las integrales como integrales de Lebesgue?

Hint. Para la primera integral, muestre que la funcién
Jfa(t) / - cos(ax)d
= — ax)dx
¢ o 124 w2

satisface la ecuacién diferencial f2 = a?f, derivando baja la integral y utlizando intergacién por partes.

7. Sea I C R un intervalo y sea f : I — R localmente Riemann-integrable (es decir, su restriccién a
cualquier compacto es Riemann-integrable). Demuestre que f es Lebesgue-integrable si y sé6lo si
la integral impropia de Riemann de |f| sobre I existe y que en este caso la integral de Riemann
de f coincide con la integral de Lebesgue de f.

Caso especial: Sea f : R — R localmente Riemann-integrable. FEntonces f es Lebesgue-
integrable si y solo si la integral impropia de Riemann

fe'e) b
| @l = gt [ i) da

—00

existe y en este caso, R—ffooo f(z)dz = [; fdX, donde X es la medida de Lebesgue en R.

8. Sea f :[0,00) = R, f(x) =e ®. Demuestre que f es Lebesgue integrable y calcule su integral
(sin usar la integral de Riemann).



