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Teoria de Medida e Integracidn Taller 7

Teoremas de Fatou, Levi y Lebesgue. Fecha de entrega: 25 de septiembre de 2026

1. Sea (X, 2, 1) un espacio de medida, (fn)neny € A (X) v f € LA (X) tal que f,, — f p-cs. y
lim / |fn|du:/ |f|dp. Muestre que lim / |fn— fldu =0.

n— oo

2. Una funcién g : [a,b] — R se llama absolutamente continua, si para todo € > 0 existe un ¢ > 0
tal que para todo n € N y toda particién a < a1 < f1 < ag < o < -+ < ap < B < b se tiene
que

J

B—a)<d = Y lo(s) - glay)l <

1

Sea f : [a,b] = R Lebesgue-integrable. Muestre que la siguiente funcién es absolutamente

continua:
F:la,b] =R, F(zx):= /f(t) dt .= / fdu
a [a,]
oo Il
3. Muestre que lim ———dzx=1.

n—oo Jo (14 5)"

4. Sea (X,2, ) un espacio de medida, o € (0,00) y f : X — [0,00] una funcién medible con
/ fdp:=ce (0,00). Calcule
X

lim nlog (1+ (f/n)®) dp.
X

n—oo

Hint. Si a > 1, entonces el integrando es < af; aplique el lema de Fatou, si a € (0, 1).

Ejercicio voluntario

5. Sea M C R un conjunto de Lebesgue con \(M) < co. Muestre que para cada £ > 0 existe una
step function' ¢ tal que

/\XM—go|d)\<€.
R

1Una step function es una funcién de la forma ¢ = Z?zl ﬁjXVj conn € N, 8; € Ry los V; son intervalos abiertos
o singletons para j =1,...,n.



