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1. Sea I ⊆ R un intervalo. Una función f : I → C se llama absolutamente continua si es absoluta-
mente continua en todo subintervalo [α, β] ⊆ I.

(a) Sea I = [a, b] y f : I → C absolutamente continua. Demuestre que f es de variacón
acotada. Muestre que la conclusión es falsa si I = R.

(b) Sea I ⊆ R un intervalo y ser f : I → C absolutamente continua. Demuestre que V :
[a, b]→ C, V (x) := V x

a f es absolutamente continua.

2. Sean f, g : Rs → R funciones continuas. Muestre:

(a) Si f = g en λs-casi todas partes, entonces f = g.

(b) esssup |f | = sup |f |.

3. Sean 0 < p1 < p2 <∞.

(a) Si (X, A, µ) es un espacio de medida con µ(X) <∞, entonces Lp2(µ) ⊂ Lp1(µ).

(b) Si X es contable (finito o infinito) y µ la medida de conteo sobre X, entonces Lp1
(µ) ⊂

Lp2
(µ). Si X es infinito contable, se cumple la inclusión estricta Lp1

(µ) ( Lp2
(µ).

Sea ϕ ∈ C∞c (Rs) con 0 ≤ ϕ ≤ 1 y

(a) ϕ(x) = 0 para |x| ≥ 1, (b)

∫
Rs

ϕdx = 1.

Para ε > 0 defina ϕε : Rs → R, ϕε(x) := ε−sϕ(x/ε). Entonces ϕε ∈ C∞c (Rs), 0 ≤ ϕ ≤ ε−s y

(a’) ϕε(x) = 0 para |x| ≥ ε, (b’)

∫
Rs

ϕε(x) dx = 1.

(ϕε)ε>0 es una familia de mollifiers,

4. Sean 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(Rs) y ϕ y {ϕε : ε > 0} como arriba. Muestre:

(a) ϕ(y − · ) · f(·) ∈ Lp(Rs) para todo y ∈ Rs.

(b) ϕ ∗ f ∈ C∞(Rs).

(c) supp(ϕ ∗ f) ⊂ supp(f) + supp(ϕ).

(d) Si f ∈ Cc(Rs), entonces ϕε ∗ f converge uniformemente a f si ε→ 0, es decir,

sup
x∈Rs

{|ϕε ∗ f(x)− f(x)|} → 0, ε→ 0.



5. Ejercicio voluntario.

(a) f ∈ L1(Rs), entonces ϕε ∗ f ∈ C∞(Rs).

(b) f ∈ L1(Rs) con soporte compacto, entonces ϕε ∗ f ∈ C∞c (Rs).

(c) f ∈ Lp(Rs) con 1 ≤ p <∞, entonces ϕε ∗ f ∈ Lp(Rs) y

‖ϕε ∗ f‖p ≤ ‖f‖p, lim
ε↘
‖ϕε ∗ f − f‖p → 0.


