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Teoria de Medida e Integracidn Taller 14

Medidas signadas; teorema de Radon-Nikodym. Fecha de entrega: 16 de mayo de 2024

1. Sean u,r medidas complejas sobre una o-algebra 2. Muestre que v < u si y sélo si para todo
e > 0 existe un § > 0 tal que |[v(A)| <esi A €A con |u|(A) < 4.

2. Sea (X,2) un espacio medible, sean p y v medidas con signo sobre 2.

(a) Demuestre que para todo a A € 2 lo siguiente es equivalente:
(i) A es p-nulo.
(i) A es pT-nulo y p~-nulo.
(iii) A es |p|-nulo.
(b) Demuestre que lo siguiente es equivalente:
(i) wplw.
(i) ptLlvyp L.
(iil) || L v.
) pl L vl

(iv

3. Sea p: A — C una medida compleja.

(a) Muestre que existe una funcién g : X — C tal que [g| =1y p =g © |ul.
(b) Para f € £ (X, u) muestre que f € £ (X, |u|) y que

]/ fdu‘é/ e
X X
donde

/deu::/deRe(uW*/deRe(u)’+i/deIm(u)++i/deIm(u)’-

4. Sea B la o-algebra de Borel sobre R y 8 la medida de Borel-Lebesgue sobre 8. Sea p una
medida de Borel sobre R tal que la funcién de distribucién

_M((wao])a T < Oa
¢0:R =R, p(z) =<0, x =0,
1((0, z]), x>0

es derivable y ¢’ es continua. Muestre que ¢'(z) = gg (z) = la derivada de Radon-Nikodym.



Ejercicios voluntarios

5. Sean u,v,w medidas o-finitas sobre la g-algebra 2 con yp < v < w. Muestre que u < w y que

dp  dvdp

dw ~ dwdv’

6. Sea (X,2l) un espacio medible y sean p y v medidas con signo y sea v = g+ o la descomposicién
de v de Lebesgue con respecto a p.

Demuestre que |v| = |g| + |o| es la descomposicién de |v|.

7. Sea (X, A, ) un espacio de probabilidad y sea £ una o-dlgebra en X tal que £ C A.

()

Muestre que para todo subconjunto A de X en A (pero no necesariamente en &) existe
una funcién P(A|€) en LY(X, &, u) tal que

| Be) du = uianm)

para todo B en £. Llamamos a P(A|E) la probabilidad condicional de A con respecto a E.
Demuestre que 0 < P(A|€) < 1 u-casi siempre.

Sean E1, Es, ..., E, una particién de X en subconjuntos en A disjuntos todos con medida
positiva y suponga de ahora en adelante que £ = o(F1, Fs, ..., E,). Demuestre que

n
wANE;))
P(A|E) = XE,
; u(E;)
para todo A en A.
Pista: Demuestre que (Xg,, XE» - - - » XE, ) €s una base de LP (X, B, i) para todo 1 < p < co.

Considere a L?(X, A, 1) con el producto interno estandard. Demuestre que L?(X, &, 1) es
un subespacio cerrado. Defina para f en L?(X, A, u) a E[f|€], el valor esperado condicional
de f con respecto a &€, como la proyeccién de f a L*(X,E,u). Muestre que E[xa|&] =
P(A|E) para todo A en A.

Defina una relacién binaria ~ en A de modo que A ~ B siy solo si u(A A B) = 0, denote
A = A/ ~. Defina d([A]~,[B]~) := p(A A B) para Ay B en A y demuestre que d
es una métrica bien definida en A. Demuestre que las funciones x : A — LY(X, A, p) y
Pe : A — LY(X, &, ) definidas por x(a) := xa y Pg(a) := P(A|€) para todo a = [A]. en A
estdn bien definidas y son continuas. ;jSon Lipschitz-contiunas? De ser el caso, encuentre
constantes de Lipschitz.



