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Medidas signadas; teorema de Radon-Nikodym. Fecha de entrega: 16 de mayo de 2024

1. Sean µ, ν medidas complejas sobre una σ-álgebra A. Muestre que ν � µ si y sólo si para todo
ε > 0 existe un δ > 0 tal que |ν(A)| < ε si A ∈ A con |µ|(A) < δ.

2. Sea (X,A) un espacio medible, sean µ y ν medidas con signo sobre A.

(a) Demuestre que para todo a A ∈ A lo siguiente es equivalente:

(i) A es µ-nulo.

(ii) A es µ+-nulo y µ−-nulo.

(iii) A es |µ|-nulo.

(b) Demuestre que lo siguiente es equivalente:

(i) µ ⊥ ν.

(ii) µ+ ⊥ ν y µ− ⊥ ν.

(iii) |µ| ⊥ ν.

(iv) |µ| ⊥ |ν|.

3. Sea µ : A→ C una medida compleja.

(a) Muestre que existe una función g : X → C tal que |g| = 1 y µ = g � |µ|.
(b) Para f ∈ L1(X,µ) muestre que f ∈ L1(X, |µ|) y que∣∣∣∣∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f |d|µ|,

donde∫
X

f dµ :=

∫
X

f d Re(µ)+ −
∫
X

f d Re(µ)− + i

∫
X

f d Im(µ)+ + i

∫
X

f d Im(µ)−.

4. Sea B la σ-álgebra de Borel sobre R y β la medida de Borel-Lebesgue sobre B. Sea µ una
medida de Borel sobre R tal que la función de distribución

ϕ : R→ R, ϕ(x) =


−µ((x, 0]), x < 0,

0, x = 0,

µ((0, x]), x > 0

es derivable y ϕ′ es continua. Muestre que ϕ′(x) = dµ
dβ (x) = la derivada de Radon-Nikodym.



Ejercicios voluntarios

5. Sean µ, ν, ω medidas σ-finitas sobre la σ-álgebra A con µ� ν � ω. Muestre que µ� ω y que

dµ

dω
=

dν

dω

dµ

dν
.

6. Sea (X,A) un espacio medible y sean µ y ν medidas con signo y sea ν = %+σ la descomposición
de ν de Lebesgue con respecto a µ.

Demuestre que |ν| = |%|+ |σ| es la descomposición de |ν|.

7. Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad y sea E una σ-álgebra en X tal que E ⊆ A.

(a) Muestre que para todo subconjunto A de X en A (pero no necesariamente en E) existe
una función P(A|E) en L1(X, E , µ) tal que∫

B

P(A|E) dµ = µ(A ∩B)

para todo B en E . Llamamos a P(A|E) la probabilidad condicional de A con respecto a E .
Demuestre que 0 ≤ P(A|E) ≤ 1 µ-casi siempre.

(b) Sean E1, E2, . . . , En una partición de X en subconjuntos en A disjuntos todos con medida
positiva y suponga de ahora en adelante que E = σ(E1, E2, . . . , En). Demuestre que

P(A|E) =

n∑
j=1

µ(A ∩ Ej)
µ(Ej)

χEj

para todo A en A.
Pista: Demuestre que (χE1

, χE2
, . . . , χEn

) es una base de Lp(X,B, µ) para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

(c) Considere a L2(X,A, µ) con el producto interno estandard. Demuestre que L2(X, E , µ) es
un subespacio cerrado. Defina para f en L2(X,A, µ) a E[f |E ], el valor esperado condicional
de f con respecto a E , como la proyección de f a L2(X, E , µ). Muestre que E[χA|E ] =
P(A|E) para todo A en A.

(d) Defina una relación binaria ∼ en A de modo que A ∼ B si y solo si µ(A M B) = 0, denote
A := A/ ∼. Defina d([A]∼, [B]∼) := µ(A M B) para A y B en A y demuestre que d
es una métrica bien definida en A. Demuestre que las funciones χ : A → L1(X,A, µ) y
PE : A→ L1(X, E , µ) definidas por χ(a) := χA y PE(a) := P(A|E) para todo a = [A]∼ en A
están bien definidas y son continuas. ¿Son Lipschitz-contiunas? De ser el caso, encuentre
constantes de Lipschitz.


