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Teoria de Medida e Integracidn Taller 13

Teorema de Riesz; medidas signadas. Fecha de entrega: 09 de mayo de 2024

1. Demuestre el lema de Riemann-Lebesgue: Sea f € Z1(R) y defina fiR=C, f(t) = [pe 2™ f(z) da.

-~

Demuestre que lim;_, o f(¢) = 0.

Hint. Puede hacer una prueba méds o menos directa (primero se prueba la afirmacién para funciones
simples tipo X (q,5), luego se mustra para funciones medibles simples nonegativas y luego para cualquier

f € 4 (R)). Otra opcidén es hacer el cambio de variable y = x + %f% en la integral y usar el Ejercicio
3(a) del Taller 11.

2. Sea X una espacio topoldgico con la topologia discreta sea I : C.(X) — R, If = 0 el funcional lineal
trivial y defina

i PX = [0,00],  pu(A) =

0, A is contabl
{’ 15 COmab’e; vy v:PX —[0,00, v(A)=0.

o0, A no is contable.

(a) Convenzase que p es una medida (no tiene que escribirlo).
(b) Demuestre que para todo f € C.(X) se tiene que

If:/deu:/deu.

;Contradice el teorema de representacién de Riesz? ;Cual es la medida que viene del teorema
de Riesz?

3. Sea p una medida con signo sobre la o-dlgebra 2 y sea (A;);eny € A. Demuestre

() AlCACAzC... —  u(Ua) = im p(an),
j=1

(i) 412422452 yluAl<oo = () 4;) = lim ().
j=1

4. Sea p : A — [—00, 00) una medida con signo sobre la o-algebra 2A y sea A € 2 con p(A) > —oo.
(a) Demuestre que para todo € > 0 existe un conjunto B C A, B € A tal que u(B) > u(A) y que
para todo C' C B, C € 2 se tiene que u(C) > —e.

(b) Demuestre que existe una sucesién A D By O By D ... de conjuntos B; € 2 tal que p(A) <
1(B1) < pu(Bs) < ...y p(C) > —L para todo C € A con C C B,.
(¢) Demuestre que existe un conjunto B € 2 p-positivo con B C Ay u(B) > u(A).

Definiciones que veremos el lunes:
Sea (X, () un espacio medible. Una funcién p : A — [—00, 00) se llama una medida signada si

(i) w®) =0,
(ii) o-aditividad: p(U,_qA,) = > or, u(Ay) para (A, )nen C A con A; N Ay = 0si j # k.



