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Definición. Sea X un conjunto y (An)n∈N ⊆ PX. El ĺımite superior y el ĺımite inferior de (An)n∈N
se definen por

lim
n→∞

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, lim
n→∞

An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Se dice que (An)n∈N converge si lim
n→∞

An = lim
n→∞

An.

Definición. Una función G : R→ R se llama función de salto (jump function) si es de la forma

G(x) =

α+
∑

y∈A∩[0,x) p(y), x > 0,

α−
∑

y∈A∩[x,0) p(y), x ≤ 0,

donde α ∈ R, A ⊆ R contable y p : A→ (0,∞) con
∑

y∈A∩[−n,n]

p(y) <∞ para todo n ∈ N.

1. Para a < b ∈ R defina [a, b)Q := [a, b) ∩Q.

Sea I = {[a, b)Q | a, b ∈ Q, a < b} ∪ {∅}, µ([a, b)Q) = b − a para a, b ∈ Q, a < b, y µ(∅) = 0.
Muestre:

(i) I es un semianillo sobre Q.

(ii) µ es un contenido sobre I.

(iii) µ no es una premedida sobre I.

2. Sea R un anillo sobre un X y µ : R → R ∪ {∞} un contenido. Suponga que cada sucesión
(An)n∈N ⊆ R con µ(A1) < ∞, A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ · · · y

⋂∞
n=1An =: A ∈ R cumple µ(A) =

lim
n→∞

µ(An).

¿Se sigue que µ es una premedida sobre R? (Prueba o contraejemplo!)

3. Sea µ una premedida sobre un σ-anillo R y sea (An)n∈N ⊆ R. Muestre:

(a) µ
(

lim
n→∞

An

)
≤ lim

n→∞
µ(An).

(b) Si existe un m ∈ N tal que µ (
⋃∞

k=mAk) <∞, entonces µ
(

lim
n→∞

An

)
≥ lim

n→∞
µ(An).

(c) Si existe unm ∈ N tal que µ (
⋃∞

k=mAk) <∞ y si (An)n∈N converge, entonces µ
(

lim
n→∞

An

)
=

lim
n→∞

µ(An).



4. Sea F : R→ R una función creciente. Muestre:

(a) Para todo x ∈ R existe el ĺımite limy→x− F (y).

(b) Sea Φ : R → R,Φ(x) = limy→x− F (y). Muestre que Φ es creciente y que es continua por
la izquierda.

(c) Suponga que F : R → R es creciente y continua por al izquierda. Muestre que existen
funciones crecientes G,H : R → R tal que G es continua, H es una función de salto,
F = G+H y µF = µG + µH .


