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Medidas signadas; teorema de Radon-Nikodym. Fecha de entrega: 19 de mayo de 2022

1. Sean µ, ν medidas complejas sobre una σ-álgebra A. Muestre que ν � µ si y sólo si para cada
ε > 0 existe un δ > 0 tal que |ν(A)| < ε si A ∈ A con |µ|(A) < δ.

2. Sea (X,A) un espacio medible, sean µ y ν medidas con signo sobre A.

(a) Demuestre que para todo a A ∈ A lo siguiente es equivalente:

(i) A es µ-nulo.

(ii) A es µ+-nulo y µ−-nulo.

(iii) A es |µ|-nulo.

(b) Demuestre que lo siguiente es equivalente:

(i) µ ⊥ ν.

(ii) µ+ ⊥ ν y µ− ⊥ ν.

(iii) |µ| ⊥ ν.

(iv) |µ| ⊥ |ν|.

3. Sea B la σ-álgebra de Borel sobre R y β la medida de Borel-Lebesgue sobre B. Sea µ una
medida de Borel sobre R tal que la función de distribución

ϕ : R→ R, ϕ(x) =


−µ((x, 0]), x < 0,

0, x = 0,

µ((0, x]), x > 0

es derivable y ϕ′ es continua. Muestre que ϕ′(x) = dµ
dβ (x) = la derivada de Radon-Nikodym.

4. Sean µ, ν, ω medidas σ-finitas sobre la σ-álgebra A con µ� ν � ω. Muestre que µ� ω y que

dµ

dω
=

dν

dω

dµ

dν
.

Ejercicio voluntario

5. Sea (X,A) un espacio medible y sean µ y ν medidas con signo y sea ν = %+σ la descomposición
de ν de Lebesgue con respecto a µ.

Demuestre que |ν| = |%|+ |σ| es la descomposición de |ν|.


