
Universidad de los Andes
MATE-4220

Teoŕıa de Medida e Integración Taller 6

Teoremas de Fatou y Levi. Fecha de entrega: 19 de septiembre de 2019

1. Sea (X,A, µ) un espacio de medida, (fn)n∈N ⊆ L1(X) y f ∈ L1(X) tal que fn → f µ-c.s. y

lim
n→∞

∫
X

|fn|dµ =

∫
X

|f |dµ. Muestre que lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0.

2. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y (Ej)j∈N ⊂ A tal que

∞∑
j=1

µ(Ej) < ∞. Muestre que casi

todo x ∈ X pertenecen a lo sumo a finitos conjuntos Ej .

Hint. Funciones caracteŕısticas y teorema de convergencia monótona.

3. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y f ∈ L1(X) con f ≥ 0. Muestre que para todo ε > 0 existe
un δ > 0 tal que para todo A ∈ A con µ(A) < δ∫

A

f dµ < ε.

Hint. Teorema de Levi aplicado a fn(x) := min{n, f(x)}, (x ∈ X).

4. Una función g : [a, b] → R se llama absolutamente continua, si para todo ε > 0 existe un δ > 0
tal que para todo n ∈ N y toda partición a ≤ α1 < β1 ≤ α2 < β2 ≤ · · · ≤ αn < βn ≤ b se tiene
que

n∑
j=1

(βj − αj) < δ =⇒
n∑

j=1

|g(βj)− g(αj)| < ε.

Sea f : [a, b] → R Lebesgue-integrable. Muestre que la siguiente función es absolutamente
continua:

F : [a, b]→ R, F (x) :=

x∫
a

f(t) dt :=

∫
[a,x]

f dµ.

Ejercicio voluntario

5. Sea M ⊂ R un conjunto de Lebesgue con µ(M) <∞. Muestre que para cada ε > 0 existe una
step function1 ϕ tal que ∫

R
|χM − ϕ|dµ < ε.

1Una step function es una función de la forma ϕ =
∑n

j=1 βjχVj
con n ∈ N, βj ∈ R y los Vj son intervalos abiertos

o singletons para j = 1, . . . , n.


