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1. Sea {Q.r : k € Ng,z € Z™} el conjunto de los cubos elementales
Quk = {x: (1, ..., xy) ER™ : zj/2k' <a; < (zj—&—l)/Qk, ji=1,..., n}

Demuestre que cada conjunto abierto R™ es unién enumerable de cubos Q) k.

2. (a) Muestre que una o-algebra o es finita o no contable.

(b) Un o-anillo con infinitos elementos contiene una sucesién de subconjuntos disjuntos
no vacios.

3. Sea X un conjunto contable infinito y defina

A:={ACX:A6X\ Aes finito },

0 A finito
A > RU , A =<7 ’
pe=o {oc} HA) {1, A infinito.

(a) Demuestre que 2 es un &lgebra sobre X.

(b) Demuestre que u es un contenido, pero que no es una premedida.

4. Para a < b € R defina [a,b)g := [a,b) N Q.

Sea I = {[a,b)g | a,beQ, a<b}U{0}, pu(la,b)g) = b — a para a,b € Q,a < b, y
wu(0) = 0. Muestre:

)
(i) I es un semianillo sobre Q.
(ii) p es un contenido sobre I.
ii)

(iii) p no es una premedida sobre 1.



Definiciones & teoremas

Sea X un conjunto. Entonces (PX,A,N) es un anillo.

Definicién 1. (i) R C PX es un anillo sobre X si es un subanillo de PX.
(i) R CPX es un o-anillo sobre X si es un anillo sobre PX y si
(A))jenCR = |JA4eR
JEN
(iii) A CPX es un dlgebra sobre X si es un anillo sobre PX y X € 2.

(iv) A CPX es una o-dlgebra sobre X si es un o-anillo sobre PX y X € 2.

Definiciéon 2. H C PX es un semianillo sobre X si } € H y para todo A, B € H existen
C4,...,C, € H, disjuntos entre si, tal que

ANBeH, y A\B=C;U---UC,.

Theorem 3. Para R CPX lo siguiente es equivalente:

(i) R es un anillo.

(i) eR y AABeER = AABcRyANDBER.

(iii) 0 eR y A BeR = AABe€RyAUBER.
) 0

(iv €ER y ABER — AUBeRyA\BER.

Theorem 4. Para A C PX lo siguiente es equivalente:

(i) A es un dlgebra.
(ii) XeA y ABed =X\AcAyAnBe
(i) XeA y ABed =X\AeAyAUuBe

Definicién 5. Sea H C PX un semianillo y p: H — RU {o0}.
(i) p es un contenido sobre H si
(a) u(D) =0,

(b) positividad: p(A) > 0 para todo A € H.
(¢) aditividad: para todo Aq,..., A, € H, disjuntos entre si con |_|;l=1 A;jeH

n

p(| ] A) =>4,

j=1 j=
(ii) p es una premedida sobre H si

(a) u(0) =0,
(b) positividad: p(A) > 0 para todo A € H.



(c) aditividad: para todo (A;)jen C H, disjuntos entre si con | [[Z) A; € H

8

oo

p( ] 45) =" n(4y).
i—1 j=1

J

(ili) u es una medida sobre H si H es una o-algebra.



