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Medida e Integración Taller 6

Teoremas de Fatou, Levi y Lebesgue. Fecha de entrega: 2 de octubre de 2014

1. Sea (X,A, µ) un espacio de medida, (fn)n∈N ⊆ L1(X) y f ∈ L1(X) tal que fn → f

µ-c.s. y lim
n→∞

∫
X

|fn|dµ =

∫
X

|f |dµ. Muestre que lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0.

2. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y f ∈ L1(X) con f ≥ 0. Muestre que para todo
ε > 0 existe un δ > 0 tal que para todo A ∈ A con µ(A) < δ∫

A

f dµ < ε.

Hint. Teorema de Levi aplicado a fn(x) := min{n, f(x)}, (x ∈ X).

3. Una función g : [a, b]→ R se llama absolutamente continua, si para todo ε > 0 existe un
δ > 0 tal que para todo n ∈ N y toda partición a ≤ α1 < β1 ≤ α2 < β2 ≤ · · · ≤ αn <

βn ≤ b con
n∑
j=1

(βj − αj) < δ

n∑
j=1

|g(βj)− g(αj)| < ε.

Sea f : [a, b]→ R Lebesgue-integrable. Muestre que la siguiente función es absolutamente
continua:

F : [a, b]→ R, F (x) :=

x∫
a

f(t) dt :=

∫
[a,x]

f dµ.

4. (a) Sea f : [0,∞)→ R, f(x) = e−x. Demuestre que f es Lebesgue integrable y calcule
su integral.

(b) Sea (X,A, µ) un espacio de medida, α ∈ (0,∞) y f : X → [0,∞] una función
medible con

∫
X
f dµ =: c ∈ (0,∞). Muestre

lim
n→∞

∫
X

n log
(
1 + (f/n)α

)
dµ =


∞, 0 < α < 1,

c, α = 1,

0, α > 1.

Hint. Si α ≥ 1, entonces el integrando es ≤ αf ; aplique el lema de Fatou, si
α ∈ (0, 1).


