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1. Sea f : R → R localmente Riemann-integrable (es decir, su restricción a cualquier
compacto es Riemann-integrable). Muestre que f es Lebesgue-integrable si y sólo si la
integral impropia según Riemann∫ ∞

−∞
|f(x)|dx := lim

a→−∞
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∫ b
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existe. En este caso, R-
∫∞
−∞ f(x) dx =

∫
R fdλ, donde λ es la medida de Lebesgue en R.

2. Muestre que
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∫ ∞
0

x
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(1 + x
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dx = 1.

3. Lema de Riemann-Lebesgue. Sea f ∈ L1(R) y f̃ su transformada de Fourier. Muestre
que limt→∞ f̃(t) = 0.

Hint. Muestre la afirmación primero para funciónes simples.

4. Para a > 0 y t > 0 muestre para las integrales impropias según Riemann:∫ ∞
0

t

t2 + x2
cos(ax) dx =

π

2
e−at,∫ ∞

0
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t2 + x2
sin(ax) dx =

π
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e−at.

¿Existen las integrales como integrales de Lebesgue?

Hint. Para la primera integral, muestre que la función

fa(t) :=
∫ ∞

0

t

t2 + x2
cos(ax) dx

satisface la ecuación diferencial f ′′a = a2fa derivando baja la integral y utlizando inter-
gación por partes.


