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Sea (X,A, µ) un espacio de medida y fn, f : X → K funciones medibles. Se dice que fn

converge en medida a f si para todo ε > 0

lim
n→∞

µ{x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} = 0.

Se dice que fn converge µ-casi siempre uniformemente a f si existe un conjunto A ∈ A tal
que µ(X \A) = 0 y fn → f uniformemente en X \A.
Se dice que fn converge casi uniformemente si para todo ε > 0 existe un conjunto A ∈ A
tal que µ(X \A) < ε y (fn|X\A)n∈N converge uniformemente.

En los problemas 1–3 suponemos que todos los funciones f y fn son medibles.

1. (a) Suponga que fn → f en medida. Muestre que (fn)n∈N contiene una subsucesión
(fnk

)k∈N que converge µ-casi siempre a f .

(b) Muestre que el teorema de Lebesgue sigue siendo válido si suponemos fn → f en
medida en vez de fn → f µ-casi siempre.

2. Suponga que µ(X) < ∞. Muestre que fn → f en medida si y sólo si cada subsucesión
de (fn)n∈N contiene una subsucesión que converge µ-casi siempre a f . Muestre que en
general no es equivalente si µ(X) =∞.

3. Si fn converge casi uniformemente, entonces existe una función medible f , tal que fn → f
µ-casi siempre.

4. De las siguientes sucesiones de funciones determine si convergen puntualmente, si con-
vergen µ-casi siempre, si convergen en medida, si convergen casi uniforme, si convergen
en Lp. Si convergen, halle la función ĺımite.

fn : R→ R, fn = χ[n,∞),

gn : [0, 1]→ R, gn = χ[ j

2k , j+1
2k ], con n = 2k + j (j = 0, . . . , 2k − 1),

hn : [0, 1]→ R, hn(x) =


n2x, 0 ≤ x ≤ 1/n,
2n− n2x, 1/n < x ≤ 2/n,
0, 2/n < x ≤ 1.


