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1. En R con la medida de Lebesgue A consideramos las funciones
fn:R—R, fal@) = (n = n®|z))x (-1 1 (o) (@)-

(a) (Cudles hipétesis del lema de Fatou, del teorema de Levi (convergencia monétona)
y de Lebesgue son satisfechas, cuales no? Halle fR frndXy fR fdX\ donde f es la
funcién limite (jpuntual!) de las f;,.

(b) Qué cambia si en vez de las f,, consideramos la sucesién
gn :R—R, gn(@) = (n —n®|z)x (1 1)) (2) ?

n’n

2. Sea (X,2, 1) un espacio de medida y f € £ (X) con f > 0. Muestre que para todo
e > 0 existe un § > 0 tal que para todo A € A con u(A4) < ¢

‘/Afd/i<€.

Hint. Teorema de Levi aplicado a f,(z) := min{n, f(z)}, (z € X).

3. Una funcién ¢ : [a, b] — R se llama absolutamente continua, si para todo £ > 0 existe un
d > 0 tal que para todo n € N y toda particién a < a3 < f1 < as < G < --- < ap <
n

Pn <bcon > (85 —aj) <6

Z: 19(B;) — g(ay)] <e.

Sea f : [a,b] — R Lebesgue-integrable. Muestre que la siguiente funcién es absolutamente
continua:

F:la,b] =R, F(x) ::/f(t)dt = / fdu.
a [a,2]

4. Sea (X, 2, 1) un espacio de medida, o € (0,00) y f : X — [0, 00] una funcién medible
con [y fdp=:ce (0,00). Muestre

0, 0<ac<l,
lim [ nlog(1+ (f/n)*)dp = <e, a=1,
X 0, a>1.

Hint. Si a > 1, entonces el integrando es < af; aplique el lema de Fatou, si a € (0, 1).



