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Medida e Integración Taller 4

Funciones simples; integración. Fecha de entrega: 2 de septiembre 2011

1. Sea (X,A, µ) un espacio de medida, (X,A0, µ0) su completación y ϕ : X → R una función
A0-simple. Muestre que existen funciones ψ1, ψ2, A-simples, tales que ψ1 ≤ ϕ ≤ ψ2 y
µ({ψ1 6= ψ2}) = 0. Muestre que para tales funciones

∫
X
ψ1 dµ =

∫
X
ψ2 dµ.

2. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y f : X → R∪ {±∞}. Para B ∈ A, B 6= ∅ definimos
AB := {A ∩ B : A ∈ A} y µB := µ|AB

. Sabemos que (B,AB , µB) es un espacio de
medida.

(a) Muestre que f |B es AB-medible si y solo si χB · f es A-medible.

Suponemos para el resto del ejercicio que χB · f es medible.

(b) Si f ≥ 0, muestre que
∫

B

f |B dµB =
∫

X

χB · f dµ. (∗)

(c) Muestre: χB · f ∈ L1(X,A, µ) ⇐⇒ f |B ∈ L1(B,AB , µB). En este caso, (∗) vale.

(d) Sea f : X → [0,∞] A-medible. Muestre: Si
∫

X

f dµ < ∞, entonces f(x) < ∞
µ-casi siempre.

3. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y g : X → R una función medible con g ≥ 0 y define

ν : A→ R ∪ {∞}, ν(E) :=
∫

X

g χE dµ.

(a) ν es una medida sobre A.
(b) Si f : X → R es medible con f ≥ 0, entonces∫

X

f dν =
∫

X

fg dµ.

4. Sea (X,A, µ) un espacio de medida y (Ej)j∈N ⊂ A tal que
∞∑

j=1

µ(Ej) <∞.

Muestre que casi todos los x ∈ X pertenecen a lo sumo a finitos conjuntos Ej .

Hint. Funciones caracteŕısticas y teorema de convergencia monótona.


