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Este texto surgió de notas de clase del curso MATE-1105, que he dictado varias veces en la Uni-
versidad de los Andes, Bogotá. Es una clase dirigida a estudiantes de carreras distintas de las
matemáticas. Aunque no es un texto pensado principalmente para matemáticos, intenté incluir
pruebas de todos los teoremas, junto con motivaciones y explicaciones adicionales. Espero que las
pruebas ayuden a aclarar por qué las cosas funcionan como funcionan. El texto también contiene
muchos ejemplos resueltos. Se recomienda al estudiante revisarlos cuidadosamente y producir sus
propias soluciones. Para entender bien los temas presentados en el texto, es importante practicar
los contenidos de cada sección con los ejercicios al final de cada sección, y luego con los ejercicios
al final de cada caṕıtulo. A lo largo del texto hay recuadros con preguntas que tal vez van un poco
más allá de un ejercicio. Cada sección termina con una lista de temas que el estudiante debe haber
entendido al finalizar la sección. Una buena práctica de estudio puede ser redactar un breve resumen
del material presentado en cada sección, a lo mejor con ejemplos propios.

Quiero agradecer a todos los estudiantes y colegas, entre ellos John Goodrick y Otaivin Mart́ınez,
que me dieron retroalimentación, señalaron errores e inconsistencias, y ofrecieron sugerencias valio-
sas sobre cómo mejorarlas. Agradezco especialmente el trabajo de Mateo Bahos, quien leyó todo el
manuscrito y aportó muchos ejercicios que seguramente serán útiles para los lectores.

Considero que estas notas de clase siguen siendo un trabajo en curso. Si encuentra errores o tiene
sugerencias, por favor no dude en contactarme.

Bogotá, agosto de 2026.
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Chapter 1. Introducción 7

Caṕıtulo 1

Introducción

Este caṕıtulo sirve como introducción a los temas principales del álgebra lineal, a saber, el problema
de resolver sistemas de ecuaciones lineales con varias incógnitas. No solo nos interesa una forma
eficiente de encontrar sus soluciones, sino que también queremos entender cómo podŕıan verse las
soluciones y qué podemos decir acerca de su estructura. Para esto último, será crucial encontrar
una interpretación geométrica de los sistemas de ecuaciones lineales. En este caṕıtulo utilizaremos
la estrategia de “resolver e insertar” para resolver sistemas lineales. Un formalismo sistemático y
eficiente se dará en el Caṕıtulo 3.

Todo lo que discutimos en este caṕıtulo aparecerá de nuevo más adelante, de modo que puede leerlo
rápidamente o incluso omitir (partes de) él.

Un sistema lineal es un conjunto de ecuaciones para cierto número de incógnitas que deben satis-
facerse simultáneamente y en las cuales las incógnitas aparecen únicamente de manera lineal. Si el
número de ecuaciones es m y el número de incógnitas es n, entonces lo llamamos un sistema lineal
m × n. T́ıpicamente las incógnitas se llaman x, y, z o x1, x2 . . . , xn. El siguiente es un ejemplo de
un sistema lineal de 3 ecuaciones con 5 incógnitas:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 3, 2x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 1, 3x1 − 8x5 = 0.

Un ejemplo de un sistema no lineal es

x1x2 + x3 + x4 + x5 = 3, 2x1 + 3x2 − 5x3 + x4 = 1, 3x1 − 8x5 = 0

porque en la primera ecuación tenemos un producto de dos de las incógnitas. También expresiones
como x2, 3

√
x, xyz, x/y o cosx hacen que un sistema sea no lineal.

Ahora discutamos brevemente el caso no trivial más simple: un sistema que consiste en una ecuación
lineal con una incógnita x. Su forma más general es

ax = b (1.1)

donde a y b son constantes dadas y queremos encontrar todos los x ∈ R que satisfacen (1.1).
Claramente, la solución de este problema depende de los coeficientes a y b. Tenemos que distinguir
varios casos.

Caso 1. a 6= 0. En este caso, hay exactamente una solución, a saber x = b/a.

Last Change: Di 23. Jun 16:00:53 CEST 2026
Álgebra Lineal, M. Winklmeier
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Caso 2. a = 0, b 6= 0. En este caso, no hay ninguna solución porque, cualquiera que sea el valor
que elijamos para x, el lado izquierdo ax siempre será cero y por lo tanto no puede ser igual a b.

Caso 3. a = 0, b = 0. En este caso, hay infinitas soluciones. De hecho, todo x ∈ R resuelve la
ecuación.

Aśı vemos que, ya en este caso simple, tenemos tres tipos muy diferentes de solución del sistema
(1.1): ninguna solución, exactamente una solución o infinitas soluciones.

Ahora consideremos un sistema de una ecuación lineal con dos incógnitas x, y. Su forma más general
es

ax+ by = c. (1.1’)

Aqúı, a, b, c son constantes dadas y queremos encontrar todos los pares x, y de modo que la ecuación
se satisfaga. Por ejemplo, si a = b = 0 y c 6= 0, entonces el sistema no tiene solución, mientras que si,
por ejemplo, a 6= 0, entonces hay infinitas soluciones porque, sin importar cómo elijamos y, siempre
podemos satisfacer el sistema tomando x = 1

a (c− y).

Question 1.1

¿Es posible que el sistema tenga exactamente una solución?
(Vuelva a esta pregunta después de haber estudiado el Caṕıtulo 3.)

La forma general de un sistema de dos ecuaciones lineales con una incógnita es

a1x = b1, a2x = b2

y la de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas es

a11x+ a12y = c1, a21x+ a22y = c2

donde a1, a2, b1, b2, respectivamente a11, a12, a21, a22, c1, c2 son constantes y x, respectivamente x, y,
son las incógnitas.

Question 1.2

¿Puede encontrar ejemplos para los coeficientes de tal manera que los sistemas tengan

(i) ninguna solución,

(ii) exactamente una solución,

(iii) exactamente dos soluciones,

(iv) infinitas soluciones?

¿Puede tal vez incluso dar una regla general para cuándo ocurre cada comportamiento?
(Vuelva a esta pregunta después de haber estudiado el Caṕıtulo 3.)

Antes de discutir sistemas lineales generales, discutiremos en este caṕıtulo introductorio el caso
especial de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas. Aunque este es un tipo muy
especial de sistema, exhibe muchas propiedades de los sistemas lineales generales y aparece muy
frecuentemente en la práctica.

Last Change: Di 23. Jun 16:00:53 CEST 2026
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Chapter 1. Introducción 9

1.1. Ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales; matrices
de coeficientes

Comencemos con algunos ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales.

Ejemplo 1.1. Suponga que un concesionario vende motocicletas y carros. En total tiene 25 veh́ıcu-
los en su tienda, con un total de 80 ruedas. ¿Cuántas motocicletas y carros hay en la tienda?

Solución. Primero damos nombres a las cantidades que queremos calcular. Entonces sea M =
número de motocicletas, C = número de carros en el concesionario. Si escribimos la información
dada en el ejercicio en fórmulas, obtenemos

1 M + C = 25, (número total de veh́ıculos)

2 2M + 4C = 80, (número total de ruedas)

ya que suponemos que cada motocicleta tiene 2 ruedas y cada carro tiene 4 ruedas. La ecuación 1

nos dice que M = 25− C. Si insertamos esto en la ecuación 2 , encontramos

80 = 2(25− C) + 4C = 50− 2C + 4C = 50 + 2C =⇒ 2C = 30 =⇒ C = 15.

Esto implica que M = 25−C = 25−15 = 10. Observe que en nuestros cálculos y argumentos, todas
las flechas de implicación van “de izquierda a derecha”, de modo que lo que podemos concluir en
este momento es que el sistema tiene un único candidato posible para una solución y este candidato
es M = 10, C = 15. No hemos mostrado (todav́ıa) que realmente sea una solución. Sin embargo,
al insertar estos números en la ecuación original vemos fácilmente que nuestro candidato śı es una
solución.

Entonces la respuesta es: hay 10 motocicletas y 15 carros (y no hay otra posibilidad). �

Agreguemos una ecuación más al sistema.

Ejemplo 1.2. Suponga que un concesionario vende motocicletas y carros. En total tienen 25 veh́ıcu-
los en su tienda, con un total de 80 ruedas. Además, la tienda los organiza en 7 áreas distintas de
la tienda, de modo que en cada área hay ya sea 3 carros o 5 motocicletas. ¿Cuántas motocicletas y
carros hay en la tienda?

Solución. De nuevo, sea M = número de motocicletas, C = número de carros. La información del
ejercicio conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

1 M + C = 25, (número total de veh́ıculos)

2 2M + 4C = 80, (número total de ruedas)

3 M/5 + C/3 = 7. (número total de áreas)

Como en el ejercicio anterior, obtenemos de 1 y 2 que M = 10, C = 15. Claramente, esto también
satisface la ecuación 3 . Aśı que de nuevo la respuesta es: hay 10 motocicletas y 15 carros (y no
hay otra posibilidad). �

Last Change: Di 23. Jun 16:00:53 CEST 2026
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10 1.1. Ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales; matrices de coeficientes

Ejemplo 1.3. Suponga que un concesionario vende motocicletas y carros. En total tienen 25 veh́ıcu-
los en su tienda, con un total de 80 ruedas. Además, la tienda los organiza en 5 áreas distintas de
la tienda, de modo que en cada área hay ya sea 3 carros o 5 motocicletas. ¿Cuántas motocicletas y
carros hay en la tienda?

Solución. De nuevo, sea M = número de motocicletas, C = número de carros. La información del
ejercicio da las siguientes ecuaciones:

1 M + C = 25, (número total de veh́ıculos)

2 2M + 4C = 80, (número total de ruedas)

3 M/5 + C/3 = 5. (número total de áreas)

Como en el ejercicio anterior, obtenemos que M = 10, C = 15 usando únicamente las ecuaciones
1 y 2 . Sin embargo, esto no satisface la ecuación 3 ; por lo tanto no hay forma de elegir M y C

de tal manera que las tres ecuaciones se satisfagan simultáneamente. Por consiguiente, una tienda
como la de este ejemplo no existe. �

Ejemplo 1.4. Suponga que un parque zoológico tiene aves y gatos. El conteo total de patas de los
animales es 60. Alimentar un ave toma 5 minutos; alimentar un gato toma 10 minutos. El tiempo
total para alimentar a los animales es 150 minutos. ¿Cuántas aves y gatos hay en el zoológico?

Solución. Sea B = número de aves, C = número de gatos en el zoológico. La información del
ejercicio se traduce a las siguientes ecuaciones:

1 2B + 4C = 60, (número total de patas)

2 5B + 10C = 150, (tiempo total de alimentación)

La primera ecuación da B = 30− 2C. Al insertar esto en la segunda ecuación, se obtiene

150 = 5(30− 2C) + 10C = 150− 10C + 10C = 150

lo cual siempre es verdadero, independientemente de la elección de B y C. De hecho, por ejemplo
B = 10, C = 10 o B = 14, C = 8, o B = 0, C = 15 son soluciones. Concluimos que la información
dada en el ejercicio no es suficiente para calcular el número de animales en el parque zoológico. �

Observación. La razón de esto es que ambas ecuaciones 1 y 2 son en esencia la misma ecuación.
Si dividimos la primera por 2 y la segunda por 5, entonces terminamos en ambos casos con la
ecuación B+2C = 30, de modo que ambas ecuaciones contienen exactamente la misma información.

Algebraicamente, el sistema lineal tiene infinitas soluciones. Pero nuestras variables representan
animales y estos solo aparecen en cantidades enteras no negativas, aśı que tenemos las 16 soluciones
diferentes B = 30− 2C donde C ∈ {0, 1, . . . , 15}.

Damos algunos ejemplos más.

Ejemplo 1.5. Encuentre un polinomio P de grado a lo sumo 3 con

P (0) = 1, P (1) = 7, P ′(0) = 3, P ′(2) = 23. (1.2)

Last Change: Di 23. Jun 16:00:53 CEST 2026
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Solución. Un polinomio de grado a lo sumo 3 queda determinado si conocemos sus 4 coeficientes.
En este ejercicio, las incógnitas son los coeficientes del polinomio P . Si escribimos P (x) = αx3 +
βx2 + γx + δ, entonces tenemos que encontrar α, β, γ, δ tales que (1.2) se satisfaga. Observe que
P ′(x) = 3αx2 + 2βx+ γ. Por lo tanto (1.2) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones:

P (0) = 1,

P (1) = 7,

P ′(0) = 3,

P ′(2) = 23.

 ⇐⇒


1 δ = 1,

2 α+ β + γ + δ = 7,

3 γ = 3,

4 12α+ 4β + γ = 23.

Claramente, δ = 1 y γ = 3. Si insertamos esto en las ecuaciones restantes, obtenemos un sistema
de dos ecuaciones para las dos incógnitas α, β:

2’ α+ β = 3,

4’ 12α+ 4β = 20.

De 2’ obtenemos β = 3−α. Si insertamos esto en 4’ , obtenemos que 20 = 12α+4(3−α) = 8α+12,
es decir, α = (20− 12)/8 = 1. Aśı, la única solución posible es

α = 1, β = 2, γ = 3, δ = 1.

Es fácil verificar que el polinomio P (x) = x3 +2x2 +3x+1 tiene todas las propiedades deseadas. �

Ejemplo 1.6. Un poste mide 5 metros de largo y debe ser recubierto con barniz. Hay dos tipos
de barniz disponibles: el azul añade 3 g por cada 50 cm al poste, el rojo añade 6 g por metro al
poste. ¿Es posible recubrir el poste con una combinación de los barnices de modo que el peso total
añadido sea

(a) 35 g? (b) 30 g?

Solución. (a) Denotamos por b la longitud del poste que será cubierta de azul y por r la longitud
del poste que será cubierta de rojo. Entonces obtenemos el sistema de ecuaciones

1 b+ r = 5 (longitud total),

2 6b+ 6r = 35 (peso total),

La primera ecuación da r = 5−b. Al insertar en la segunda ecuación se obtiene 35 = 6b+6(5−b) =
30, lo cual es una contradicción. Esto muestra que no hay solución.

(b) Como en (a), obtenemos el sistema de ecuaciones

1 b+ r = 5 (longitud total),

2 6b+ 6r = 30 (peso total),

De nuevo, la primera ecuación da r = 5− b. Al insertar en la segunda ecuación se obtiene 30 = 6b+
6(5−b) = 30, lo cual siempre es verdadero, independientemente de cómo elijamos b y r, siempre que
1 se satisfaga. Esto significa que, para resolver el sistema de ecuaciones, basta resolver únicamente

la primera ecuación, pues entonces la segunda se satisface automáticamente. Aśı tenemos infinitas
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soluciones. Cualquier par b, r tal que b+ r = 5 da una solución. Aśı, para cualquier b que elijamos,
solo tenemos que poner r = 5 − b y tenemos una solución del problema. Por supuesto, también
podŕıamos fijar r y luego elegir b = 5− r para obtener una solución. Por ejemplo, podŕıamos elegir
b = 1, entonces r = 4, o b = 0,00001, entonces r = 4,99999, o r = −2 entonces b = 7. Claramente, el
último ejemplo no tiene sentido para el problema en cuestión, pero aun aśı satisface nuestro sistema
de ecuaciones. �

Ejemplo 1.7. Cuando el octano reacciona con ox́ıgeno, el resultado es dióxido de carbono y agua.
Encuentre la ecuación de esta reacción.

Solución. Las fórmulas qúımicas de las sustancias son C8H18, O2, CO2 y H2O. Por lo tanto, la
ecuación de reacción es

aC8H18 + bO2 −→ cCO2 + dH2O

con enteros desconocidos a, b, c, d. Claramente la solución no será única, ya que si tenemos un con-
junto de números a, b, c, d que funciona y multiplicamos todos ellos por el mismo número, entonces
obtenemos otra solución. Escribamos el sistema de ecuaciones. Para ello observamos que el número
de átomos de cada elemento debe ser igual en ambos lados de la ecuación. Obtenemos:

1 8a = c, (carbono)

2 18a = 2d, (hidrógeno)

3 2b = 2c+ d, (ox́ıgeno)

o, si ponemos todas las variables en el lado izquierdo,

1 8a − c = 0,

2 18a − 2d = 0,

4 2b− 2c− d = 0.

Expresemos todas las incógnitas en términos de a: 1 y 2 muestran que c = 8a y d = 9a. Al
insertar esto en 3 obtenemos 0 = 2b − 2 · 8a − 9a = 2b − 25a, por lo tanto b = 25

2 a. Si queremos
que todos los coeficientes sean enteros, podemos elegir a = 2, b = 25, c = 16, d = 18 y la ecuación
de reacción se convierte en

2 C8H18 + 25 O2 −→ 16 CO2 + 18 H2O . �

Todos los ejemplos que discutimos en esta sección son los llamados sistemas de ecuaciones lineales.
Demos una definición precisa de lo que queremos decir con esto.

Definición 1.8 (Sistema lineal). Un sistema de ecuaciones lineales m × n (o simplemente un
sistema lineal) es un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas de la forma

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(1.3)
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Las incógnitas son x1, . . . , xn, mientras que los números aij y bi (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) están
dados. Los números aij se llaman los coeficientes del sistema lineal y los números b1, . . . , bn se
llaman el lado derecho del sistema lineal.

Una solución del sistema (1.3) es una tupla (x1, . . . , xn) tal que las m ecuaciones de (1.3) se
satisfacen simultáneamente. El sistema (1.3) se llama consistente si tiene al menos una solución. Se
llama inconsistente si no tiene solución.

En el caso especial en que todos los bj son iguales a 0, el sistema se llama un sistema homogéneo;
de lo contrario se llama inhomogéneo.

Definición 1.9 (Matriz de coeficientes). La matriz de coeficientes A del sistema es la colección
de todos los coeficientes aij en un arreglo como sigue:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 . (1.4)

Los números aij se llaman las entradas o componentes de la matriz A. La matriz aumentada de
coeficientes A del sistema es la colección de todos los coeficientes aij y el lado derecho; se denota
por

(A|b) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 . (1.5)

La matriz de coeficientes no es otra cosa que la colección de los coeficientes aij ordenados en algún
tipo de tabla o rectángulo, de tal manera que el lugar del coeficiente aij está en la fila i-ésima de la
columna j-ésima. La matriz aumentada de coeficientes contiene adicionalmente las constantes del
lado derecho.

Notación. En lugar de fila de un matriz a veces se dice renglón de un matriz.

Observación importante. Hay una correspondencia uno a uno entre sistemas lineales y matri-
ces aumentadas de coeficientes: dado un sistema lineal, es fácil escribir su matriz aumentada de
coeficientes y viceversa.

Escribamos las matrices de coeficientes de nuestros ejemplos.

Ejemplo 1.1: Este es un sistema 2 × 2 con coeficientes a11 = 1, a12 = 1, a21 = 2, a22 = 4 y lado
derecho b1 = 25, b2 = 80. El sistema tiene una solución única. La matriz de coeficientes y la matriz
aumentada de coeficientes son

A =

(
1 1
2 4

)
, (A|b) =

(
1 1 25
2 4 80

)
.
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Ejemplo 1.2: Este es un sistema 3× 2 con coeficientes a11 = 1, a12 = 1, a21 = 2, a22 = 4, a31 = 1
5 ,

a32 = 1
3 , y lado derecho b1 = 25, b2 = 80, b3 = 7. El sistema tiene una solución única. La matriz de

coeficientes y la matriz aumentada de coeficientes son

A =

1 1
2 4
1
5

1
3

 , (A|b) =

1 1 25
2 4 80
1
5

1
3 7

 ,

Ejemplo 1.3: Este es un sistema 3× 2 con coeficientes a11 = 1, a12 = 1, a21 = 2, a22 = 4, a31 = 1
5 ,

a32 = 1
3 , y lado derecho b1 = 25, b2 = 80, b3 = 7. El sistema no tiene solución. La matriz de

coeficientes es la misma que en el Ejemplo 1.2; la matriz aumentada de coeficientes es

(A|b) =

1 1 25
2 4 80
1
5

1
3 5

 ,

Ejemplo 1.5: Este es un sistema 4× 4 con coeficientes a11 = 0, a12 = 0, a13 = 0, a14 = 1, a21 = 1,
a22 = 1, a23 = 1, a24 = 1, a31 = 0, a32 = 0, a33 = 1, a34 = 0, a41 = 12, a42 = 4, a43 = 1, a44 = 0,
y lado derecho b1 = 1, b2 = 7, b3 = 3, b4 = 23. El sistema tiene una solución única. La matriz de
coeficientes y la matriz aumentada de coeficientes son

A =


0 0 0 1
1 1 1 1
0 0 1 0
12 4 1 0

 , (A|b) =


0 0 0 1 1
1 1 1 1 7
0 0 1 0 3
12 4 1 0 23

 .

Ejemplo 1.7: Este es un sistema homogéneo 3 × 4 con coeficientes a11 = 8, a12 = 0, a13 = −1,
a14 = 0, a21 = 18, a22 = 0, a23 = 0, a24 = −2, a31 = 0, a32 = 2, a33 = −2, a34 = −1, y lado
derecho b1 = 0, b2 = 0, b3 = 0. El sistema tiene una solución única. La matriz de coeficientes y la
matriz aumentada de coeficientes son

A =

 8 0 −1 0
18 0 0 −2
0 2 −2 −1

 , (A|b) =

 8 0 −1 0 0
18 0 0 −2 0
0 2 −2 −1 0

 .

Vimos que los Ejemplos 1.1, 1.2, 1.5, 1.6 (a) tienen soluciones únicas. En los Ejemplos 1.6 (b) y 1.7
la solución no es única; ¡de hecho, tienen infinitas soluciones! Finalmente, los Ejemplos 1.3 y 1.6(a)
no ninguna solución. Aśı, dado un sistema de ecuaciones lineales m × n, surgen naturalmente dos
preguntas importantes:

Existencia: ¿Tiene solución el sistema?

Unicidad: Si el sistema tiene solución, ¿es única?

Más generalmente, quisiéramos poder decir algo acerca de la estructura de las soluciones de los
sistemas lineales. Por ejemplo, ¿es posible que haya solo una solución? ¿que haya exactamente dos
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soluciones? ¿que haya infinitas soluciones? ¿que no haya ninguna solución? ¿Podemos dar criterios
para la existencia y/o unicidad de soluciones? ¿Podemos dar criterios para la existencia de infinitas
soluciones? ¿Hay una forma eficiente de calcular todas las soluciones de un sistema lineal dado?

(Spoiler alert: Un sistema de ecuaciones lineales tiene o bien ninguna, o exactamente una, o infinitas
soluciones. No es posible que tenga, por ejemplo, exactamente 7 soluciones. Esto se discutirá en
detalle en el Caṕıtulo 3.)

Antes de responder estas preguntas para sistemas generales m×n en el Caṕıtulo 3, miraremos más
de cerca el caso especial de sistemas 2× 2 en la siguiente sección.

Ahora debeŕıa haber entendido

qué es un sistema lineal,

qué son una matriz de coeficientes y una matriz aumentada de coeficientes,

su relación con los sistemas lineales,

que un sistema lineal puede tener distintos tipos de soluciones,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

pasar fácilmente de un sistema lineal m × n a su matriz de coeficientes (aumentada) y
viceversa,

resolver sistemas lineales mediante el método de “resolver y sustituir”,

etc.

Ejercicios.

Para los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, encuentre al menos una solución (si la hay).
?C̀uáles tienen solución única?

(a) 4x− 6y = 7,
6x− 9y = 12,

(b) x+ 2y − 3z = −4,
2x+ y − 3z = 4,

(c) 3x− 5y = 0,
15x− 9y = 0,

(d) 2x+ 4y + 6z = 18,
4x+ 5y + 6z = 24,

(e) 4x+ 14y = 23,
6x+ 21y = 30,

(f) 6x+ 8y = 12,
15x+ 20y = 30.

1.2. Sistemas lineales 2× 2

Volvamos a la ecuación del Ejemplo 1.1. Por conveniencia, ahora escribimos x en lugar de B y y en
lugar de C. Recordemos que el sistema de ecuaciones que nos interesa resolver es

1 x+ y = 60,

2 2x+ 4y = 200.
(1.6)

Last Change: Di 23. Jun 16:00:53 CEST 2026
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(15, 10)

Figura 1.1: Gráficas de las rectas L1, L2 que representan las ecuaciones del sistema (1.6) (véase
también el Ejemplo 1.1). Su intersección representa la solución única del sistema.

Queremos dar un significado geométrico a este sistema de ecuaciones. Para ello pensamos en los
pares x, y como puntos (x, y) en el plano. Olvidemos por un momento la ecuación 2 y concentrémo-
nos solo en 1 . Claramente, tiene infinitas soluciones. Si elegimos un x arbitrario, siempre podemos
encontrar y de tal manera que 1 se satisfaga (basta tomar y = 60 − x). De manera similar, si
elegimos cualquier y, entonces solo tenemos que tomar x = 60− y y obtenemos una solución de 1 .

¿Dónde en el plano xy se encuentran todas las soluciones de 1 ? Claramente, 1 es equivalente a
y = 60 − x, que identificamos fácilmente como la ecuación de la recta L1 en el plano xy, la cual
pasa por (0, 60) y tiene pendiente −1. En resumen, un par (x, y) es una solución de 1 si y solo si
está sobre la recta L1, véase la Figura 1.1.

Si aplicamos el mismo razonamiento a 2 , encontramos que un par (x, y) satisface 2 si y solo si
(x, y) está sobre la recta L2 en el plano xy dada por y = 1

4 (200− 2x) (esta es la recta en el plano
xy que pasa por (0, 50) con pendiente − 1

2 ).

Ahora está claro que un par (x, y) satisface tanto 1 como 2 si y solo si está sobre ambas rectas L1

y L2. Aśı, encontrar la solución de nuestro sistema (1.6) es lo mismo que encontrar la intersección de
las dos rectas L1 y L2. De la geometŕıa elemental sabemos que hay exactamente tres posibilidades
para su intersección:

(i) L1 y L2 no son paralelas. Entonces se intersectan en exactamente un punto.

(ii) L1 y L2 son paralelas y no son iguales. Entonces no se intersectan.

(iii) L1 y L2 son paralelas e iguales. Entonces L1 = L2 y se intersectan en infinitos puntos (se
intersectan en cada punto de L1 = L2).

En nuestro ejemplo sabemos que la pendiente de L1 es −1 y que la pendiente de L2 es − 1
2 , aśı

que no son paralelas y por lo tanto se intersectan en exactamente un punto. En consecuencia, el
sistema (1.6) tiene exactamente una solución.

Si miramos de nuevo el Ejemplo 1.6, vemos que en el Caso (a) tenemos que determinar la intersección
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L1 : y = 5− x
L2 : y = 35/6− x

Figura 1.2: Ejemplo 1.6. Gráficas de L1, L2.

de las rectas

L1 : y = 5− x, L2 : y =
35

6
− x.

Ambas rectas tienen pendiente −1, aśı que son paralelas. Como los términos constantes en ambas
rectas no son iguales, no se intersectan en ningún punto, lo cual muestra que el sistema de ecuaciones
no tiene solución; véase la Figura 1.2. En el Caso (b), las dos rectas que tenemos que intersectar
son

G1 : y = 5− x, G2 : y = 5− x.

Vemos que G1 = G2, aśı que todo punto sobre G1 (o G2) es solución del sistema y por lo tanto
tenemos infinitas soluciones.

Observación importante. Que un sistema lineal 2× 2 tenga o no una solución única no tiene
nada que ver con el lado derecho del sistema, sino solo depende de si las dos rectas son paralelas
o no, y esto a su vez depende únicamente de los coeficientes del lado izquierdo.

Consideremos ahora el caso general.

Una ecuación lineal con dos incógnitas

La forma general de una ecuación lineal con dos incógnitas es

αx+ βy = γ. (1.7)

Para el conjunto de soluciones, hay tres posibilidades:

(i) El conjunto de soluciones forma una recta. Esto ocurre si al menos uno de los coeficientes α
o β es distinto de 0. Si β 6= 0, entonces el conjunto de todas las soluciones es igual a la recta
L : y = −αβ x+ γ

β , que es una recta con pendiente −αγ . Si β = 0 y α 6= 0, entonces el conjunto

de soluciones de (1.7) es una recta paralela al eje y que pasa por (0, γα ).
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(ii) El conjunto de soluciones es todo el plano. Esto ocurre si α = β = γ = 0. En este caso,
claramente todo par (x, y) es una solución de (1.7).

(iii) No hay solución. Esto ocurre si α = β = 0 y γ 6= 0. En este caso, ningún par (x, y) es una
solución de (1.7), ya que el lado izquierdo siempre es 0.

En los primeros dos casos, (1.7) tiene infinitas soluciones; en el último caso no tiene solución.

Dos ecuaciones lineales con dos incógnitas

La forma general de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas es

1 Ax+By = U,

2 Cx+Dy = V.
(1.8)

Estamos usando las letras A,B,C,D en lugar de a11, a12, a21, a22 con el fin de hacer los cálculos más
legibles. Si interpretamos el sistema de ecuaciones como la intersección de dos objetos geométricos,
en nuestro caso rectas, ya sabemos que hay exactamente tres tipos posibles de soluciones:

(i) Un punto si 1 y 2 describen dos rectas no paralelas.

(ii) Una recta si 1 y 2 describen la misma recta; o si una de las ecuaciones es un plano y la otra
es una recta.

(iii) Un plano si ambas ecuaciones describen un plano.

(iv) El conjunto vaćıo si las dos ecuaciones describen rectas paralelas pero distintas; o si una de
las ecuaciones no tiene solución.

En el caso (i), el sistema tiene exactamente una solución, en los casos (ii) y (iii) el sistema tiene
infinitas soluciones y en el caso (iv) el sistema no tiene solución.

En resumen, tenemos la siguiente observación muy importante.

Observación 1.10. El sistema (1.8) tiene o bien exactamente una solución, o infinitas soluciones,
o ninguna solución.

No es posible tener, por ejemplo, exactamente 7 soluciones.

Question 1.3

¿Cuál es la interpretación geométrica de

(i) un sistema de 3 ecuaciones lineales con 2 incógnitas?

(ii) un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incógnitas?

¿Qué se puede decir acerca de la estructura de sus soluciones?
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Prueba algebraica de la Observación 1.10. Ahora queremos probar algebraicamente la Observación 1.10
y queremos encontrar un criterio sobre A,B,C,D que nos permita decidir fácilmente cuántas solu-
ciones hay. Consideremos los distintos casos.

Caso 1. B 6= 0. En este caso podemos resolver 1 para y y obtenemos y = 1
B (U −Ax). Al insertar

en 2 encontramos Cx+ D
B (U −Ax) = V . Si ponemos todos los términos con x en un lado y todos

los demás términos en el otro lado, obtenemos

2’ (AD −BC)x = DU −BV.

(i) Si AD −BC 6= 0 entonces hay a lo sumo una solución, a saber x = DU−BV
AD−BC y, en consecuen-

cia, y = 1
B (U − Ax) = AV−CU

AD−BC . Al insertar estas expresiones para x y y en nuestro sistema
de ecuaciones, vemos que efectivamente resuelven el sistema (1.8), de modo que tenemos
exactamente una solución.

(ii) Si AD −BC = 0 entonces la ecuación 2’ se reduce a 0 = DU − BV . Esta ecuación no
tiene solución (si DU − BV 6= 0) o es verdadera para toda elección posible de x y y (si
DU −BV = 0). Como 1 tiene infinitas soluciones, se sigue que el sistema (1.8) tiene o bien
ninguna solución o bien infinitas soluciones.

Caso 2. D 6= 0. Este caso es análogo al Caso 1. En este caso podemos resolver 2 para y y obte-

nemos y = 1
D (V − Cx). Por lo tanto 1 se convierte en Ax + B

D (V − Cx) = U . Si ponemos todos
los términos con x en un lado y todos los demás términos en el otro lado, obtenemos

1’ (AD −BC)x = DU −BV.

Tenemos los mismos subcasos que antes:

(i) Si AD −BC 6= 0 entonces hay exactamente una solución, a saber x = DU−BV
AD−BC y, en conse-

cuencia, y = 1
C (V − Cx) = AV−CU

AD−BC .

(ii) Si AD −BC = 0 entonces la ecuación 1’ se reduce a 0 = DU −BV . Esta ecuación no tiene
solución (si DU − BV 6= 0) o se cumple para todo x y y (si DU − BV = 0). Como 2 tiene
infinitas soluciones, se sigue que el sistema (1.8) tiene o bien ninguna solución o bien infinitas
soluciones.

Caso 3. B = 0 y D = 0. Observe que en este caso AD −BC = 0 . En este caso el sistema (1.8)

se reduce a

Ax = U, Cx = V. (1.9)

Vemos que el sistema ya no depende de y. Aśı, si el sistema (1.9) tiene al menos una solución,
entonces automáticamente tenemos infinitas soluciones, ya que podemos elegir y libremente. Si el
sistema (1.9) no tiene solución, entonces el sistema original (1.8) tampoco puede tener solución.

Observe que no hay otros casos posibles para los coeficientes.

En resumen, hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 1.11. Consideremos el sistema lineal

1 Ax+By = U,

2 Cx+Dy = V.
(1.10)

(i) El sistema (1.10) tiene exactamente una solución si y solo si AD −BC 6= 0 . En este caso,

la solución es

x =
DU −BV
AD −BC

, y =
AV − CU
AD −BC

. (1.11)

(ii) El sistema (1.10) no tiene solución o tiene infinitas soluciones si y solo si AD −BC = 0 .

Definición 1.12. El número d = AD −BC se llama el determinante del sistema (1.10).

En el Caṕıtulo 4.1 generalizaremos este concepto a sistemas n× n para n ≥ 3.

Observación 1.13. Veamos cómo se conecta el determinante con nuestra interpretación geométrica
del sistema de ecuaciones. Suponga que B 6= 0 y D 6= 0. Entonces podemos resolver 1 y 2 para y
con el fin de obtener ecuaciones para un par de rectas

L1 : y= −A
B
x+

1

B
U, L2 : y= −C

D
x+

1

D
V.

Las dos rectas se intersectan en exactamente un punto si y solo si tienen pendientes diferentes, es
decir, si −A

B 6= −
C
D . Después de multiplicar por −BD vemos que esto es lo mismo que AD 6= BC,

o, en otras palabras, AD−BC 6= 0. Por otro lado, las rectas son paralelas (por lo tanto, o bien son
iguales o no tienen intersección) si −A

B = −C
D . Este es el caso si y solo si AD = BC, o, en otras

palabras, si AD −BC = 0.

Question 1.4

Considere los casos en que B = 0 o D = 0 y establezca la conexión entre el Teorema 1.11 y la
interpretación geométrica del sistema de ecuaciones.

Consideremos algunos ejemplos más.

Ejemplos 1.14. (a) 1 x+ 2y = 11,

2 3x+ 4y = 27.

Claramente, el determinante es d = 4−6 = −2 6= 0. Aśı que el sistema tiene exactamente una
solución. Podemos verificar esto fácilmente: la primera ecuación da x = 11 − 2y. Al insertar
esto en la segunda ecuación se obtiene

3(11− 2y) + 4y = 27 =⇒ −2y = −6 =⇒ y = 3 =⇒ x = 11− 2 · 3 = 5.

Aśı, la solución es x = 5, y = 3. (Si no tuviéramos el Teorema 1.11, tendŕıamos que verificar
que esto no solo es un candidato para una solución, sino que de hecho es una.)
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(5, 3)
L1 : x+ 2y = 11

L2 : 3x+ 4y = 27

Figura 1.3: Ejemplo 1.14(a). Gráficas de L1, L2 y su intersección (5, 3).

Verifique que la fórmula (1.11) se satisface.

(b) 1 x+ 2y = 1,

2 2x+ 4y = 5.

Aqúı, el determinante es d = 4 − 4 = 0, aśı que esperamos o bien ninguna solución o bien
infinitas soluciones. La primera ecuación da x = 1− 2y. Al insertar en la segunda ecuación se
obtiene 2(1− 2y) + 4y = 5. Vemos que los términos con y se cancelan y obtenemos 2 = 5, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones no tiene ninguna solución.

(c) 1 x+ 2y = 1,

2 3x+ 6y = 3.

El determinante es d = 6− 6 = 0, aśı que de nuevo esperamos o bien ninguna solución o bien
infinitas soluciones. La primera ecuación da x = 1− 2y. Al insertar en la segunda ecuación se
obtiene 3(1− 2y) + 6y = 3. Vemos que los términos con y se cancelan y obtenemos 3 = 3, lo
cual es verdadero. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones dadas por
x = 1− 2y.

Observación. Esto era en cierto modo claro, ya que podemos obtener la segunda ecuación a
partir de la primera multiplicando ambos lados por 3, lo cual muestra que ambas ecuaciones
contienen la misma información y no perdemos nada si simplemente olvidamos una de ellas.

Ejercicio 1.15. Encuentre todos los k ∈ R tales que el sistema

1 kx+ (15/2− k)y = 1,

2 4x+ 2ky = 3

tenga exactamente una solución.
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x

y

−1 1 2 3

−1

1

2

L1 : x+ 2y = 1

L2 : 3x+ 4y = 5

x

y

−1 1 2 3

−1

1

2

L1 = L2

L1 : x+ 2y = 1

L2 : 3x+ 6y = 3

Figura 1.4: Imagen de la izquierda: Las rectas L1, L2 del Ejemplo 1.14(b) son paralelas y no se
intersectan. Por lo tanto, el sistema lineal no tiene solución.
Imagen de la derecha: Las rectas L1, L2 del Ejemplo 1.14(c) son iguales. Por lo tanto, el sistema lineal
tiene infinitas soluciones.

Solución. Solo necesitamos calcular el determinante y encontrar todos los k para los cuales es
distinto de cero. Entonces comencemos calculando

d = k · 2k − (15/2− k) · 4 = 2k2 + 4k − 30 = 2(k2 + 2k − 15) = 2
[
(k + 1)2 − 16

]
.

Por lo tanto hay exactamente dos valores de k para los cuales d = 0, a saber k = −1 ± 4, es decir
k1 = 3, k2 = −5. Para todos los demás k, tenemos que d 6= 0. Aśı que la respuesta es: El sistema
tiene exactamente una solución si y solo si k ∈ R \ {−5, 3}. �

Observación 1.16. (a) Observe que la respuesta no depende del lado derecho del sistema de
ecuaciones. Solo los coeficientes del lado izquierdo determinan si hay exactamente una solución
o no.

(b) Si quisiéramos, también podŕıamos calcular la solución x, y en el caso k ∈ R \ {−5, 3}.
Podŕıamos hacerlo a mano o usar (1.11). De cualquier forma, encontramos

x =
1

d
[2k − 3(15/2− k)] =

5k − 45/2

2k2 + 4k − 30
, y =

1

d
[6k − 4] =

6k − 4

2k2 + 4k − 30
.

Observe que los denominadores son iguales a d y son iguales a 0 exactamente para los valores
“prohibidos” de k = −5 o k = 3.

(c) ¿Qué ocurre si k = −5 o k = 3? En ambos casos, d = 0, aśı que tendremos o bien ninguna
solución o bien infinitas soluciones.

Si k = −5, entonces el sistema se convierte en −5x+ 25/2y = 1, 4x− 10y = 3.
Multiplicando la primera ecuación por −4/5 y sin cambiar la segunda ecuación, obtenemos

4x− 10y = −4

5
, 4x− 10y = 3
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lo cual claramente no puede satisfacerse simultáneamente.

Si k = 3, entonces el sistema se convierte en 3x− 9/2y = 1, 4x+ 6y = 3.
Multiplicando la primera ecuación por 4/3 y sin cambiar la segunda ecuación, obtenemos

4x− 6y =
4

3
, 4x− 6y = 3

lo cual claramente no puede satisfacerse simultáneamente.

En conclusión, si k = −5 o k = 3, entonces el sistema lineal no tiene solución.

Debeŕıa haber entendido

la interpretación geométrica de un sistema lineal m×2 y cómo ayuda a entender la estructura
cualitativa de las soluciones,

cómo el determinante ayuda a decidir si un sistema lineal 2×2 tiene o no una solución única,

que si un sistema 2 × 2 tiene solución única depende solo de los coeficientes; no depende
del lado derecho de la ecuación (los valores concretos de las soluciones, por supuesto, śı
dependen del lado derecho de la ecuación),

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

pasar fácilmente de un sistema lineal m× 2 a su interpretación geométrica y viceversa,

calcular el determinante de un sistema lineal 2× 2,

determinar si un sistema lineal 2×2 tiene una solución única, ninguna o infinitas soluciones,
y calcularlas,

dar criterios para la existencia/unicidad de soluciones,

etc.

Ejercicios.

1. Usando el criterio del determinante, diga cuáles sistemas tienen solución única y encuéntrela.
En caso de que el determinante sea cero, especifique si el sistema posee infinitas soluciones o
ninguna solución.

(a) 6x+ y = 3; −4x− y = 8

(b) 5x+ 2y = 7; 2x+ 5y = 4

(c) 4x− 6y = 0; 2x− 3y = 0

(d) 2x− 8y = 6; −3x+ 12y = 4

(e) 2x− 8y = 6; −3x+ 12y = −9

(f) 2y = 4; 5x− 3y = 1

2. ¿Para cuáles valores de k se cortan las siguientes rectas exactamente en un punto?

y =
k + 3

2
x+ π −

√
2, y =

2k − 5

3
x+

3
√

3.
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3. ¿Para cuáles valores de k se cortan las siguientes rectas exactamente en un punto?

(k + 2)x− 3y =
√

2π, 5kx+ (k − 1)y = 3− e2 .

1.3. Resumen

Un sistema lineal es un sistema de ecuaciones

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

donde x1, . . . , xn son las incógnitas y los números aij y bi (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) están dados.
Los números aij se llaman los coeficientes del sistema lineal y los números b1, . . . , bn se llaman el
lado derecho del sistema lineal.

En el caso especial en que todos los bi son iguales a 0, el sistema se llama homogéneo; de lo contrario
se llama inhomogéneo.

La matriz de coeficientes A y la matriz aumentada de coeficientes (A|b) del sistema son

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 , (A|b) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

am1 am2 . . . amn bn

 .

La forma general de un sistema lineal 2× 2 es

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2
(1.12)

y su determinante es
d = a11a22 − a21a12.

El determinante nos dice si el sistema (1.12) tiene una solución única:

Si d 6= 0, entonces (1.12) tiene una solución única.

Si d = 0, entonces (1.12) tiene o bien ninguna o bien infinitas soluciones (depende de b1 y b2
cuál caso ocurre).

Observe que d no depende del lado derecho del sistema lineal.

1.4. Ejercicios

1. Encuentre el área del triángulo que se encuentra en el primer cuadrante y que está delimitado
por las rectas y = 2x− 4, y = −4x+ 20.

Last Change: Di 23. Jun 16:00:53 CEST 2026
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2. Suponga que los puntos (1, 5), (−1, 3) y (0, 1) están sobre la parábola y = ax2 + bx+ c. Con
esta información, determine los valores de a, b, c.

3. Describa todas las parábolas que pasan por los puntos (1, 1) y (−1, 4).

4. Encuentre todos los valores de t, k ∈ R tal que el siguiente sistema sea consistente.

2x+ 8y = 4,

5x+ 4ky = 20,

tx+ 2y = 1.

5. De un número de tres cifras sabemos que sus tres d́ıgitos suman 11, y la suma del primer y
tercer d́ıgito es 5. Encuentre todos los números que cumplen la propiedad anterior.

6. El dueño de una tienda vende comida para perros a 40$ y comida para gatos a 20$. Haciendo
cuentas de la semana observa que por concepto de comida de animales recibió 640$ y que 22
clientes entraron esa semana a comprar comida de animales. Si se supone que cada cliente
tiene una única mascota ¿Cuántos clientes eran dueños de perros y cuántos de gatos?

7. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un número de dos d́ıgitos es
12, y si al número se le resta 18, las cifras se invierten. Hallar el número.

8. Sabemos que la distancia entre Bogotá y Puerto Concordia es de 375 km aproximadamente
y la distancia entre Villavicencio y Puerto Concordia es de aproximadamente 261 km. Un
conductor A parte de Bogotá hacia Villavicencio con una velocidad constante de 57 km/h a
las 4:00 am y una hora despúes, un conductor B parte de Puerto Concordia hacia Bogotá a
una velocidad constante de 49 km/h. ¿A qué hora llega el conductor A a Villavicencio? ¿Los
conductores A y B se encuentran en carretera? ¿A qué hora lo hacen?. Repita las preguntas
si suponemos que el conductor A se mueve a una velocidad de 19 km/h y el conductor B se
mueve a una velocidad de 70 km/h.
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Caṕıtulo 2

R2 y R3

En este caṕıtulo introduciremos los espacios vectoriales R2, R3 y Rn. Definiremos operaciones al-
gebraicas en ellos y las interpretaremos geométricamente. Luego añadiremos a estos espacios una
estructura adicional, a saber, un producto interno. Esto nos permite asignar una norma (longitud)
a un vector y hablar del ángulo entre dos vectores; en particular, nos da el concepto de ortogonali-
dad. En la Sección 2.3 definiremos proyecciones ortogonales en R2 y daremos una fórmula para la
proyección ortogonal de un vector sobre otro. Esta fórmula se generaliza fácilmente a proyecciones
sobre un vector en Rn con n ≥ 3. La Sección 2.5 está dedicada al caso especial y muy importante de
R3, ya que es el espacio que los f́ısicos usan en mecánica clásica para describir nuestro mundo. En
las dos últimas secciones estudiamos rectas y planos en Rn y en R3. Veremos cómo podemos descri-
birlos mediante fórmulas y aprenderemos a calcular sus intersecciones. Esto conduce naturalmente
a la pregunta de cómo resolver sistemas lineales de manera eficiente, cuestión que abordaremos en
el próximo caṕıtulo.

2.1. Vectores en R2

Recordemos que el plano xy es el conjunto de todos los pares (x, y) con x, y ∈ R. Lo denotaremos
por R2.
Tal vez ya haya encontrado vectores en una clase de f́ısica. Por ejemplo, las velocidades y las fuerzas
se describen mediante vectores. La velocidad de una part́ıcula indica qué tan rápido se mueve y en
qué dirección lo hace. Usualmente, la velocidad se representa mediante una flecha que apunta en
la dirección en la que se mueve la part́ıcula y cuya longitud es proporcional a la magnitud de la
velocidad.
De manera similar, una fuerza tiene intensidad y dirección, por lo que se representa mediante una
flecha que apunta en la dirección en la que actúa y cuya longitud es proporcional a su intensidad.
Observe que no importa en qué lugar del espacio R2 o R3 pongamos la flecha. Mientras apunte en
la misma dirección y tenga la misma longitud, se considera el mismo vector. Llamamos equivalentes
a dos flechas si tienen la misma dirección y la misma longitud. Un vector es el conjunto de todas las
flechas que son equivalentes a una flecha dada. Cada flecha espećıfica de este conjunto se llama una
representación del vector. Una representación especial es la flecha que empieza en el origen (0, 0).
Los vectores usualmente se denotan por una letra minúscula con una flecha encima, por ejemplo ~v.
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x

y

P

Q

# 
  
 –

P
Q

Figura 2.1: El vector
#    –
PQ y varias de

sus representaciones. La flecha verde es la
representación especial cuyo punto inicial
está en el origen.

Dados dos puntos P,Q en el plano xy, escribimos
#    –

PQ
para el vector representado por la flecha que empieza en
P y termina en Q. Por ejemplo, sean P (2, 1) y Q(4, 4)
puntos en el plano xy. Entonces la flecha de P a Q es
#    –

PQ =

(
2
3

)
.

Podemos identificar un punto P (p1, p2) en el plano xy
con el vector que empieza en el punto (0, 0) y termina en

P . Denotamos este vector por
#    –

OP o

(
p1

p2

)
o a veces por

(p1, p2)t para ahorrar espacio (el supeŕındice t significa
“transpuesto”). p1 se llama su coordenada x o componente
x y p2 se llama su coordenada y o componente y.

Por otro lado, todo vector

(
a
b

)
describe un punto único

en el plano xy, a saber, la punta de la flecha que represen-
ta el vector dado y empieza en el origen. Claramente, sus
coordenadas son (a, b). Por lo tanto, podemos identificar
el conjunto de todos los vectores en R2 con R2 mismo.

Observe que la pendiente de la flecha ~v =

(
a
b

)
es b

a si a 6= 0. Si a = 0, entonces el vector es paralelo

al eje y.

Por ejemplo, el vector ~v =

(
2
5

)
puede representarse como una flecha cuyo punto inicial está en el

origen y cuya punta está en el punto (2, 5). Si ponemos su punto inicial en cualquier otro lugar,
encontramos la punta moviéndonos 2 unidades hacia la derecha (paralelamente al eje x) y 5 unidades
hacia arriba (paralelamente al eje y).

Un vector muy especial es el vector cero

(
0
0

)
. Usualmente se denota por ~0.

Llamamos escalares a los números en R para distinguirlos de los vectores.
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Álgebra con vectores

Si pensamos en una fuerza y duplicamos su intensidad, en-
tonces el vector correspondiente debeŕıa tener el doble de
longitud. Si multiplicamos la fuerza por 5, entonces la lon-
gitud del vector correspondiente debeŕıa ser 5 veces mayor;
es decir, si por ejemplo se da una fuerza ~F = (3, 4)t, enton-

ces 5~F debeŕıa ser (5 · 3, 5 · 4)t = (15, 20)t.

En general, si se dan un vector ~v =

(
a
b

)
y un escalar c, en-

tonces c~v =

(
ca
cb

)
. Observe que el vector resultante siempre

es paralelo al original. Si c > 0, entonces el vector resultan-
te apunta en la misma dirección que el original; si c < 0,
entonces apunta en la dirección opuesta, véase la Figura 2.2.

Dados dos puntos P (p1, p2), Q(q1, q2) en el plano xy.

Convénzase de que
#    –

PQ = − #    –

QP .

x

y

2~v

~v

−~v

Figura 2.2: Multiplicación de
un vector por un escalar.

¿Cómo debeŕıamos sumar dos vectores? De nuevo, pensemos en fuerzas. Supongamos que tenemos
dos fuerzas ~F1 y ~F2 que actúan sobre la misma part́ıcula. Entonces obtenemos la fuerza resultante
si dibujamos la flecha que representa ~F1 y unimos a su punto final el punto inicial de la flecha que
representa ~F2. La fuerza total queda entonces representada por la flecha que empieza en el punto
inicial de ~F1 y termina en la punta de ~F2.

Convénzase de que obtenemos el mismo resultado si comenzamos con ~F2 y ponemos el punto
inicial de ~F1 en la punta de ~F2.

También podŕıamos pensar en la suma de velocidades. Por ejemplo, si un tren se mueve con velocidad
~vt y una pasajera en el tren se mueve con velocidad relativa ~vp, entonces su velocidad total con
respecto al suelo es la suma vectorial de las dos velocidades.

Supongamos ahora que ~v =

(
a
b

)
y ~w =

(
p
q

)
. Algebraica-

mente, obtenemos las componentes de su suma sumando las

componentes: ~v + ~w =

(
a+ p
b+ q

)
, véase la Figura 2.3.

Cuando sume vectores, siempre debeŕıa pensar en triángu-
los (o en poĺıgonos si suma más de dos vectores).

Dados dos puntos P (p1, p2), Q(q1, q2) en el plano xy.

Convénzase de que
#    –

OP +
#    –

PQ =
#    –

OQ y, en consecuencia,
#    –

PQ =
#    –

OQ− #    –

OP .
¿Cómo podŕıa escribir

#    –

QP en términos de
#    –

OP y
#    –

OQ?
¿Cuál es su relación con

#    –

PQ?

x

y

~v + ~w

~v~w

~w

Figura 2.3: Suma de dos vecto-
res.

Nuestra discusión sobre cómo debeŕıan ser el producto de un vector por un escalar y la suma de
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dos vectores nos lleva a la siguiente definición formal.

Definición 2.1. Sea ~v =

(
a
b

)
, ~w =

(
p
q

)
∈ R2, c ∈ R. Entonces:

Suma vectorial: ~v + ~w =

(
a
b

)
+

(
p
q

)
=

(
a+ p
b+ q

)
,

Producto por un escalar: c~v = c

(
a
b

)
=

(
ca
cb

)
.

Es fácil ver que la suma vectorial satisface lo que uno espera de una suma: (~u+~v)+ ~w = ~u+(~v+ ~w)
(asociatividad) y ~v + ~w = ~w + ~v (conmutatividad). Además, tenemos las leyes de distributividad
(a + b)~v = a~v + b~v y a(~v + ~w) = a~v + a~w. Verifiquemos, por ejemplo, la asociatividad. Para ello,

sean ~u =

(
u1

u2

)
, ~v =

(
v1

v2

)
, ~w =

(
w1

w2

)
. Entonces

(~u+ ~v) + ~w =

[(
u1

u2

)
+

(
v1

v2

)]
+

(
w1

w2

)
=

(
u1 + v1

u2 + v2

)
+

(
w1

w2

)
=

(
(u1 + v1) + w1

(u2 + v2) + w2

)
=

(
u1 + (v1 + w1)
u2 + (v2 + w2)

)
=

(
u1

u2

)
+

(
(v1 + w1)
(v2 + w2)

)
=

(
u1

u2

)
+

[(
v1

v2

)
+

(
w1

w2

)]
= ~u+ (~v + ~w).

De la misma manera, verifique la conmutatividad y la distributividad de la suma vectorial.

~v~w

~v ~w

~v
+
~w

~v

~w

~w
+
~v

~v

~w

Figura 2.4: La imagen ilustra la conmutatividad de la suma vectorial.

~v

~w
~z

~v

~w~v + ~w

~z

(~v
+
~w
) +
~z

~v

~w

~z

~w
+
~z~v

+
(~w

+
~z)

Figura 2.5: La imagen ilustra la asociatividad de la suma vectorial.

Dibuje imágenes que ilustren las leyes de distributividad.

Podemos tomar estas propiedades y definir un espacio vectorial abstracto. Llamaremos espacio
vectorial a un conjunto de objetos, llamados vectores, con una suma “bien comportada” de sus
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elementos y un producto “bien comportado” de sus elementos por escalares. La definición precisa
es la siguiente.

Axiomas de espacio vectorial. Sea V un conjunto provisto de dos operaciones

suma vectorial + : V × V → V, (v, w) 7→ v + w,

producto de un escalar por un vector · : K× V → V, (λ, v) 7→ λ · v.

Observe que usualmente escribiremos λv en lugar de λ · v. Entonces V se llama un espacio vectorial
sobre R y sus elementos se llaman vectores si se cumple lo siguiente:

(a) Asociatividad: (u+ v) + w = u+ (v + w) para todo u, v, w ∈ V .

(b) Conmutatividad: v + w = w + v para todo v, w ∈ V .

(c) Elemento identidad de la suma: Existe un elemento O ∈ V , llamado identidad aditiva,
tal que para todo v ∈ V se tiene O+ v = v +O = v.

(d) Elemento inverso: Para todo v ∈ V , tenemos un elemento inverso v′ tal que v + v′ = O.

(e) Elemento identidad de la multiplicación por escalar: Para todo v ∈ V , se tiene que
1v = v.

(f) Compatibilidad: Para todo v ∈ V y λ, µ ∈ R, se tiene que (λµ)v = λ(µv).

(g) Leyes de distributividad: Para todos v, w ∈ V y λ, µ ∈ R, se tiene

(λ+ µ)v = λv + µv y λ(v + w) = λv + λw.

Estos axiomas son fundamentales para el álgebra lineal y volveremos a ellos en el Caṕıtulo 5.1.

Observación 2.2. Si en los axiomas arriba reemplazamos R por C, entonces obtenemos un espacio
vectoral complejo. Los discutiremos con más detalles en la Sección ??.

Verifique que R2 es un espacio vectorial, que su identidad aditiva es O = ~0 y que para todo vector
~v ∈ R2, su inverso aditivo es −~v.

Es importante notar que existen espacios vectoriales que no se parecen a R2 y que no siempre
podemos escribir los vectores como columnas como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. El conjunto de todos los polinomios forma un espacio vectorial (la suma y el múltiplo
escalar de polinomios vuelve a ser un polinomio, la suma es asociativa y conmutativa; la identidad
aditiva es el polinomio cero y para todo polinomio p, su inverso aditivo es el polinomio −p; podemos
multiplicar polinomios por escalares y obtener otro polinomio, etc.). En este caso, los vectores
son polinomios y no tiene sentido hablar de sus “componentes” o “coordenadas”. (Sin embargo,
aprenderemos cómo representar ciertos subespacios del espacio de polinomios como subespacios de
algún Rn en el Caṕıtulo 6.3.)
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x

y
~v

ϕ

x

y

~v
ϕ

x

y

~v

ϕ

Figura 2.6: Ángulo de un vector con el eje x.

x

y

~v

ϕ

−~v

ϕ′

Figura 2.7: El ángulo de ~v y −~v con el eje x. Claramente, ϕ′ = ϕ+ π.

Después de esta breve excursión sobre espacios vectoriales abstractos, volvamos a R2. Sabemos
que puede identificarse con el plano xy. Esto significa que R2 tiene más estructura que la de ser
solamente un espacio vectorial. Por ejemplo, podemos medir ángulos y longitudes. Observe que estos
conceptos no aparecen en la definición de espacio vectorial. Son algo adicional a las propiedades de
espacio vectorial.
Veamos ahora algunas propiedades geométricas adicionales de los vectores en R2. Claramente, un
vector queda determinado si conocemos su longitud y su ángulo con el eje x. Por el teorema de

Pitágoras es claro que la longitud de un vector ~v =

(
a
b

)
es
√
a2 + b2.

Definición 2.4 (Norma de un vector en R2). La longitud de ~v =

(
a
b

)
∈ R2 se denota por ‖~v‖.

Está dada por

‖~v‖ =
√
a2 + b2 .

Otros nombres para la longitud de ~v son magnitud de ~v or norma de ~v.

Como ya mencionamos antes, la pendiente del vector ~v es b
a si a 6= 0. Si ϕ es el ángulo del vector ~v

con el eje x, entonces tanϕ = b
a si a 6= 0. Si a = 0, entonces ϕ = −π2 o ϕ = π

2 . Recordemos que el
rango de arctan es (−π/2, π/2), por lo que no podemos simplemente tomar arctan de la fracción

a
b para obtener ϕ. Observe que arctan b

a = arctan −b−a , pero los vectores

(
a
b

)
y

(
−a
−b

)
= −

(
a
b

)
apuntan en direcciones opuestas, por lo que no tienen el mismo ángulo con el eje x. De hecho, sus

Last Change: Di 23. Jun 16:09:40 CEST 2026
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ángulos difieren en π; véase la Figura 2.7. De la geometŕıa elemental obtenemos

tanϕ =
b

a
si a 6= 0 and ϕ =


arctan b

a si a > 0,

π + arctan b
a si a < 0,

π/2 si a = 0, b > 0,

−π/2 si a = 0, b < 0.

Observe que esta fórmula da ángulos con valores en [−π/2, 3π/2).

Observación 2.5. Para obtener ángulos con valores en (−π, π], podemos usar la fórmula

ϕ =


arc cos a√

a2+b2
si b > 0,

− arc cos a√
a2+b2

si b < 0,

π si a < 0, b = 0.

Proposición 2.6 (Propiedades de la norma). Sean λ ∈ R y ~v, ~w ∈ R2. Entonces se cumple lo
siguiente:

(i) ‖~v‖ = 0 si y solo si ~v = ~0.

(ii) ‖λ~v‖ = |λ|‖~v‖,
(iii) ‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖ (desigualdad triangular).

Demostración. Sean ~v =

(
a
b

)
, ~w =

(
c
d

)
∈ R2 y λ ∈ R.

(i) Como ‖~v‖ =
√
a2 + b2, se sigue que ‖~v‖ = 0 si y solo si a = 0 y b = 0. Esto ocurre si y solo si

~v = ~0.

(ii) ‖λ~v‖ =

∥∥∥∥λ(ab
)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥(λaλb
)∥∥∥∥ =

√
(λa)2 + (λb)2 =

√
λ2(a2 + b2) = |λ|

√
a2 + b2 = |λ|‖~v‖.

(iii) Posponemos la demostración de la desigualdad triangular hasta el Corolario 2.22, cuando
tengamos a nuestra disposición el teorema del coseno.

Geométricamente, la desigualdad triangular dice que en el
plano el camino más corto para ir de un punto a otro es
una ĺınea recta. La Figura 2.8 muestra que es más corto ir
directamente desde el origen del vector azul hasta su punta
que tomar un desv́ıo a lo largo de ~v y ~w. En otras palabras,
‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖.

~v
+
~w

~v

~w

Figura 2.8: Desigualdad trian-
gular.

Definición 2.7. Un vector ~v ∈ R2 se llama vector unitario si ‖~v‖ = 1.

Observe que todo vector ~v 6= ~0 define un vector unitario que apunta en su misma dirección mediante
‖~v‖−1~v.
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Observación 2.8. (i) La punta de todo vector unitario está sobre el ćırculo unitario y, rećıpro-
camente, todo vector cuyo punto inicial es el origen y cuya punta está sobre el ćırculo unitario
es un vector unitario.

(ii) Todo vector unitario es de la forma

(
cosϕ
sinϕ

)
donde ϕ es su ángulo con el eje x positivo.

x

y

1

1

~v

ϕ

Figura 2.9: Vectores unitarios.

Finalmente, definimos dos vectores unitarios muy especiales:

~e1 =

(
1
0

)
, ~e2 =

(
0
1

)
.

Claramente, ~e1 es paralelo al eje x, ~e2 es paralelo al eje y and ‖~e1‖ = ‖~e2‖ = 1.

Observación 2.9. Todo vector ~v =

(
a
b

)
puede escribirse como

~v =

(
a
b

)
=

(
a
0

)
+

(
0
b

)
= a~e1 + b~e2.

Observación 2.10. Otra notación para ~e1 y ~e2 es ı̂ y ̂.

Debeŕıa haber entendido

el concepto de espacio vectorial abstracto y de vectores,

el espacio vectorial R2 y cómo calcular con vectores en R2,

la diferencia entre un punto P (a, b) en R2 y un vector ~v =

(
a
b

)
en R2,

conceptos geométricos (ángulos, longitud de un vector),

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de
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realizar operaciones algebraicas en el espacio vectorial R2 y visualizarlas en el plano,

calcular longitudes y ángulos,

calcular vectores unitarios y escalar vectores,

realizar demostraciones abstractas sencillas (por ejemplo, probar que R2 es un espacio vec-
torial).

etc.

Ejercicios.

1. Sean P (2, 3), Q(−1, 4) puntos en R2 y sea ~v =

(
3
−2

)
un vector en R2.

(a) Calcule
−−→
PQ.

(b) Calcule ‖
−−→
PQ‖.

(c) Calcule
−−→
PQ+ ~v.

(d) Encuentre el ángulo que forma ~v con el eje x.

(e) Encuentre el ángulo que forma
−−→
PQ con el eje x.

2. (a) Determine con la suma vectorial si los puntos (1, 1), (4, 2), (2, 4) y (−1, 3) forman un
paralelogramo.

(b) Repita el ejercicio anterior con los puntos (1,−3), (2, 0), (3,−2) y (0, 4).

(c) Repita el ejercicio anterior con los puntos (1, 1), (2, 3), (3, 2) y (4, 4).

2.2. Producto interno en R2

En esta sección exploraremos más propiedades geométricas de R2 e introduciremos el llamado pro-
ducto interno. Muchas de estas propiedades se trasladan casi literalmente a R3 y, más generalmente,
a Rn. Comencemos con una definición.

Definición 2.11 (Producto interno). Let ~v =

(
v1

v2

)
, ~w =

(
w1

w2

)
vectores en R2. El producto

interno de ~v y ~w es
〈~v , ~w〉 := v1w1 + v2w2.

El producto interno también se llama producto escalar or producto punto y también se puede denotar
por ~v · ~w.

Usualmente preferimos la notación 〈~v , ~w〉, ya que esta notación se usa con frecuencia en f́ısica y
se extiende de manera natural a espacios vectoriales abstractos con producto interno. Además, la
notación con el punto parece sugerir que el producto punto se comporta como un producto usual,
mientras que en realidad no es aśı; véase la Observación 2.14.

Antes de dar propiedades del producto interno y explorar para qué sirve, calculamos primero algunos
ejemplos para familiarizarnos con él.
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Ejemplos 2.12.

(i)

〈(
2
3

)
,

(
−1

5

)〉
= 2 · (−1) + 3 · 5 = −2 + 15 = 13.

(ii)

〈(
2
3

)
,

(
2
3

)〉
= 22 + 32 = 4 + 9 = 13.

(iii)

〈(
2
3

)
,

(
1
0

)〉
= 2,

〈(
2
3

)
,

(
0
1

)〉
= 3.

(iv)

〈(
2
3

)
,

(
−3

2

)〉
= 0.

Proposición 2.13 (Propiedades del producto interno). Sean ~u,~v, ~w ∈ R2 y λ ∈ R. Entonces
se cumple lo siguiente.

(i) 〈~v ,~v〉 = ‖~v‖2. En notación de punto: ~v · ~v = ‖~v‖2.

(ii) 〈~u ,~v〉 = 〈~v , ~u〉. En notación de punto: ~u · ~v = ~v · ~u.

(iii) 〈~u ,~v + ~w〉 = 〈~u ,~v〉+ 〈~u , ~w〉. En notación de punto: ~u · (~v + ~w) = ~u · ~v + ~u · ~w.

(iv) 〈λ~u ,~v〉 = λ〈~u ,~v〉. En notación de punto: (λ~u) · ~v = λ(~u · ~v) .

Demostración. Sean ~u =

(
u1

u2

)
, ~v =

(
v1

v2

)
y ~w =

(
w1

w2

)
.

(i) 〈~v ,~v〉 = v2
1 + v2

2 = ‖~v‖2.

(ii) 〈~u ,~v〉 = u1v1 + u2v2 = v1u1 + v2u2 = 〈~v , ~u〉.

(iii) 〈~u ,~v + ~w〉 =

〈(
u1

u2

)
,

(
v1 + w1

v2 + w2

)〉
= u1(v1 + w1) + u2(v2 + w2) = u1v1 + u2v2 + u1w1 + u2w2

=

〈(
u1

u2

)
,

(
v1

v2

)〉
+

〈(
u1

u2

)
,

(
w1

w2

)〉
= 〈~u ,~v〉+ 〈~u , ~w〉.

(iv) 〈λ~u ,~v〉 =

〈(
λu1

λu2

)
,

(
v1

v2

)〉
= λu1v1 + λu2v2 = λ(u1v1 + u2v2) = λ〈~u ,~v〉.

Observación 2.14. Observe que la proposición muestra que el producto interno es conmutativo
y distributivo, de modo que tiene algunas propiedades del “producto usual” al que estamos acos-
tumbrados por el producto en R o C, pero hay algunas propiedades que muestran que el producto
interno no es un producto.

(a) El producto interno toma dos vectores y devuelve un número, de modo que devuelve un objeto
que no es del mismo tipo que las dos cosas que introducimos.

Last Change: Di 23. Jun 16:09:40 CEST 2026
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(b) In Example 2.12(iv) vimos que puede ocurrir que ~v 6= ~0 y ~w 6= ~0, pero aun aśı 〈~v , ~w〉 = 0 lo
cual es imposible para un producto “decente”.

(c) Dado un vector ~v 6= 0 y un número c ∈ R, hay muchas soluciones de la ecuación 〈~v , ~x〉 = c
para el vector ~x, en marcado contraste con el producto usual en R o C. Mire, por ejemplo,
Example 2.12(i) and (ii). Por lo tanto, no tiene sentido escribir algo como ~v−1.

(d) No existe algo como un elemento neutro para la multiplicación escalar.

Veamos ahora por qué el producto interno es útil. De hecho, está relacionado con el ángulo entre
dos vectores y nos ayudará a definir proyecciones ortogonales de un vector sobre otro. Comencemos
con una definición.

Definición 2.15. Let ~v, ~w vectores en R2. El ángulo entre ~v y ~w es el ángulo no negativo más
pequeño entre ellos; véase la Figura 2.10. Se denota por ^(~v, ~w).

~w

~v

ϕ
~w

~v

ϕ

~v

~w

ϕ

~v

~w

ϕ

Figura 2.10: Ángulo ϕ := ^(~v, ~w) entre dos vectores ~v, ~w.

Las siguientes propiedades del ángulo son fáciles de ver.

Proposición 2.16. (i) ^(~v, ~w) ∈ [0, π] and ^(~v, ~w) = ^(~w,~v).

(ii) If λ > 0, then ^(λ~v, ~w) = ^(~v, ~w).

(iii) If λ < 0, then ^(λ~v, ~w) = π − ^(~v, ~w).

~v

−~v

~w

ϕ

ψ

Figura 2.11: Ángulo entre el vector ~w y los vectores ~v y −~v. ϕ = ^(~w,~v), ψ = ^(~w,−~v) = π −
^(~w,~v) = π − ϕ.

Definición 2.17. (a) Dos vectores no nulos ~v y ~w se llaman paralelos si ^(~v, ~w) = 0 o π. En este
caso usamos la notación ~v ‖ ~w.

(b) Dos vectores no nulos ~v y ~w se llaman ortogonales (or perpendiculares) si ^(~v, ~w) = π/2. En
este caso usamos la notación ~v ⊥ ~w.
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(c) El vector ~0 es paralelo y perpendicular a todo vector en R2.

Las siguientes propiedades debeŕıan ser intuitivamente claras a partir de la geometŕıa. Una demos-
tración formal de (ii) y (iii) se puede dar fácilmente después del Corolario 2.22. La demostración
de (i) se dará después de la Observación 2.26.

Proposición 2.18. Let ~v, ~w vectores en R2. Entonces:

(i) Si ~v ‖ ~w y ~w 6= ~0, entonces existe λ ∈ R tal que ~v = λ~w.

(ii) Si ~v ‖ ~w y λ, µ ∈ R, entonces también λ~v ‖ µ~w.

(iii) Si ~v ⊥ ~w y λ, µ ∈ R, entonces también λ~v ⊥ µ~w.

Observación 2.19. (i) Observe que (i) es falsa si no suponemos que ~w 6= ~0, porque si ~w = ~0,
entonces es paralelo a todo vector ~v en R2, pero no existe λ ∈ R tal que λ~w pueda llegar a
ser distinto de ~0.

(ii) Observe que la implicación rećıproca en (ii) y (iii) es verdadera solo si λ 6= 0 y µ 6= 0.

Sin demostración, enunciamos el siguiente teorema, que debeŕıa ser conocido.

Teorema 2.20 (Teorema del coseno). Sean a, b, c
los lados de un triángulo y sea ϕ el ángulo entre los
lados a y b. Entonces

c2 = a2 + b2 − 2ab cosϕ. (2.1)
a

b
c

ϕ

Teorema 2.21. Let ~v, ~w ∈ R2 and let ϕ = ^(~v, ~w). Entonces

〈~v , ~w〉 = ‖~v‖‖~w‖ cosϕ.

Demostración.

Los vectores ~v y ~w definen un triángulo en R2;
véase la Figura 2.12. Ahora aplicamos el teorema
del coseno con a = ‖~v‖, b = ‖~w‖, c = ‖~v − w‖.
Obtenemos

‖~v − ~w‖2 = ‖~v‖2 + ‖~w‖2 − 2‖~v‖‖~w‖ cosϕ. (2.2) ~v

~w
~v − ~w

ϕ

Figura 2.12:Triángulo determinado por
~v y ~w.

Por otro lado,

‖~v − ~w‖2 = 〈~v − ~w ,~v − ~w〉 = 〈~v ,~v〉 − 〈~v , ~w〉 − 〈~w ,~v〉+ 〈~w , ~w〉 = 〈~v ,~v〉 − 2〈~v , ~w〉+ 〈~w , ~w〉
= ‖~v‖2 − 2〈~v , ~w〉+ ‖~w‖2. (2.3)

La comparación de (2.2) y (2.3) muestra que

‖~v‖2 + ‖~w‖2 − 2‖~v‖‖~w‖ cosϕ = ‖~v‖2 − 2〈~v , ~w〉+ ‖~w‖2,
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lo que da la fórmula afirmada.

Una consecuencia muy importante de este teorema es que ahora podemos determinar si dos vectores
son paralelos o perpendiculares entre śı simplemente calculando su producto interno, como se ve en
el siguiente corolario.

Corolario 2.22. Sean ~v, ~w ∈ R2 y ϕ = ^(~v, ~w). Entonces:

(i) ~v ‖ ~w ⇐⇒ ‖~v‖ ‖~w‖ = |〈~v , ~w〉|.
(ii) ~v ⊥ ~w ⇐⇒ 〈~v , ~w〉 = 0.

(iii) Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |〈~v , ~w〉| ≤ ‖~v‖ ‖~w‖.
(iv) Desigualdad triangular:

‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖. (2.4)

Demostración. Las afirmaciones son claras si uno de los vectores es igual a ~0, ya que el vector cero
es paralelo y ortogonal a todo vector en R2. Supongamos ahora que ~v 6= ~0 y ~w 6= ~0.

(i) Del Teorema 2.21 tenemos que |〈~v , ~w〉| = ‖~v‖ ‖~w‖ si y solo si | cosϕ| = 1. Esto ocurre si y
solo si ϕ = 0 o π, es decir, si y solo si ~v y ~w son paralelos.

(ii) Del Teorema 2.21 tenemos que |〈~v , ~w〉| = 0 si y solo si cosϕ = 0. Esto ocurre si y solo si
ϕ = π/2, es decir, si y solo si ~v y ~w son perpendiculares.

(iii) Por el Teorema 2.21 tenemos que |〈~v , ~w〉| = ‖~v‖ ‖~w‖ | cosϕ| ≤ ‖~v‖ ‖~w‖ ya que 0 ≤ | cosϕ| ≤ 1
para ϕ ∈ [0, π].

(iv) Considere el triángulo cuyos lados son ~v, ~w y ~v+~w,
y sea ϕ el ángulo opuesto al lado ~v+ ~w (por tanto
ϕ = π − ^(~v, ~w)). El teorema del coseno da

‖~v + ~w‖2 = ‖~v‖2 + ‖~w‖2 + 2‖~v‖ ~w‖ cosϕ

≤ ‖~v‖2 + ‖~w‖2 + 2‖~v‖ ~w‖
= (‖~v‖+ ‖~w‖)2.

~v
+
~w

~v
~w

~w

ϕ

Tomando la ráız cuadrada en ambos lados obtenemos la desigualdad deseada.

Question 2.1

¿Cuándo se cumple la igualdad en la desigualdad triangular (2.4)? Dibuje una figura y demuestre
su afirmación usando los cálculos de la demostración de (iv).

Ejercicio. Demuestre (ii) y (iii) de la Proposición 2.18 usando el Corolario 2.22.

Ejercicio. (i) Demuestre el Corolario 2.22 (iii) sin el teorema del coseno.

Indicación. Empiece con la desigualdad 0 ≤
∥∥∥‖~w‖~v − ‖~v‖ ~w ∥∥∥2

y desarrolle el lado derecho

de manera similar a como se hace en la demostración de la Proposición 8.6. Encontrará que
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0 ≤ 2‖~w‖2‖~v‖2 − 2(〈~v , ~w〉)2.

(ii) Demuestre el Corolario 2.22 (iv) sin el teorema del coseno.

Indicación. Compare con la demostración de la desigualdad triangular en Cn (Proposi-
ción 8.6).

Damos una demostración de (iii) y (iii) en la Proposición 8.6 sin usar el teorema del coseno, la cual
funciona también en el caso complejo.

Ejemplo 2.23. El Teorema 2.21 nos permite calcular fácilmente el ángulo de un vector dado con
el eje x y el eje y (véase la Figura 2.13):

cosϕx =
〈~v ,~e1〉
‖~v‖‖~e1‖

, cosϕy =
〈~v ,~e2〉
‖~v‖‖~e2‖

.

Si ahora usamos que ‖~e1‖ = ‖~e2‖ = 1 and that 〈~v ,~e1〉 = v1 and 〈~v ,~e2〉 = v2, entonces podemos
simplificar las expresiones a

cosϕx =
v1

‖~v‖
, cosϕy =

v2

‖~v‖
.

Claremente, estas fórmulas también se sigen de trigonometŕıa elemental.

x

y

~v ϕy

ϕx

Figura 2.13: Ángulo de ~v con los ejes.

Debeŕıa haber entendido

los conceptos de ser paralelo y de ser perpendicular,

la relación del producto interno con la longitud de un vector y el ángulo entre dos vectores,

que el producto interno es conmutativo y asociativo, pero que no es un producto,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular el producto interno de dos vectores,

usar el producto interno para calcular ángulos entre vectores

usar el producto interno para determinar si dos vectores son paralelos, perpendiculares o
ninguna de las dos cosas,

etc.
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Ejercicios.

1. Sea ~v =

(
2
5

)
∈ R2.

(a) Encuentre todos los vectores unitarios cuya dirección es opuesta a la de ~v.

(b) Encuentre todos los vectores de longitud 3 que tienen la misma dirección que ~v.

(c) Encuentre todos los vectores que tienen la misma dirección que ~v y que tienen doble
longitud de ~v.

(d) Encuentre todos los vectores con norma 2 que son ortogonales a ~v.

2. Para los siguientes vectores ~u y ~v decida si son ortogonales, paralelos o ninguno de los dos.
Calcule el coseno del ángulo entre ellos. Si son paralelos, encuentre números reales λ y µ tales
que ~v = λ~u y ~u = µ~v.

(a) ~v =

(
1
4

)
, ~u =

(
5
−2

)
, (b) ~v =

(
2
4

)
, ~u =

(
1
2

)
,

(c) ~v =

(
3
4

)
, ~u =

(
−8

6

)
, (d) ~v =

(
−6

4

)
, ~u =

(
3
−2

)
.

3. (a) Para las siguientes parejas ~v y ~w encuentre todos los α ∈ R tal que ~v y ~w son paralelos:

(i) ~v =

(
1
4

)
, ~w =

(
α
−2

)
, (ii) ~v =

(
2
α

)
, ~w =

(
1 + α

2

)
,

(iv) ~v =

(
α
5

)
, ~w =

(
1 + α

2

)
, (ii) ~v =

(
2
α

)
, ~w =

(
1 + α

2α

)
,

(b) Para las siguientes parejas ~v y ~w encuentre todos los α ∈ R tal que ~v y ~w son perpendi-
culares:

(i) ~v =

(
1
4

)
, ~w =

(
α
−2

)
, (ii) ~v =

(
2
α

)
, ~w =

(
α
2

)
, (iii) ~v =

(
α
5

)
, ~w =

(
1 + α

2

)
.

4. Sean ~a =

(
2
α

)
y ~b =

(
1
−1

)
.

(a) Encuentre todos los α ∈ R tales que:

(i) ~a ‖ ~b;
(ii) ~a ⊥ ~b;

(iii) el ángulo entre ~a y ~b es π
6 ;

(iv) el ángulo entre ~a y ~b es π
4 ;

(v) el ángulo entre ~a y ~b es 5π
6 .

(b) ¿Haćıa donde tiende el ángulo entre ~a y ~b cuando α→∞ ó α→ −∞?

Haga un dibujo de cada caso.
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2.3. Proyecciones ortogonales en R2

Sean ~v y ~w vectores en R2 y ~w 6= ~0. Geométricamente, tenemos una intuición de lo que debeŕıa ser
la proyección ortogonal de ~v sobre ~w y de que debeŕıamos poder construirla como se describe en el
siguiente procedimiento: Movemos ~v de tal manera que su punto inicial coincida con el de ~w. Luego
extendemos ~w a una recta y construimos una recta que pasa por la punta de ~v y es perpendicular
a ~w. El vector desde el punto inicial hasta la intersección de las dos rectas debeŕıa ser entonces la
proyección ortogonal de ~v sobre ~w. véase la Figura 2.14

~v

~w

~v

~w

~v

~w

~v

~w
~v‖

·

~v

~v‖
~w

·
~v

~w

~v‖
·

Figura 2.14: Algunos ejemplos de la proyección ortogonal de ~v sobre ~w en R2.

Este procedimiento descompone el vector ~v en una parte paralela a ~w y una parte perpendicular a
~w, de manera que su suma nos devuelve ~v. La parte paralela es la proyección ortogonal de ~v sobre
~w.

En el siguiente teorema damos el significado preciso de la proyección ortogonal, mostramos que
siempre existe una descomposición como la descrita arriba e incluso derivamos una fórmula para la
proyección ortogonal. Una versión más general de este teorema es el Teorema 7.30.

Teorema 2.24 (Proyección ortogonal). Sean ~v y ~w vectores en R2 y ~w 6= ~0. Entonces existen
vectores determinados de manera única ~v‖ y ~v⊥ (véase la Figura 2.15) tales que

~v‖ ‖ ~w, ~v⊥ ⊥ ~w y ~v = ~v‖ + ~v⊥. (2.5)

El vector ~v‖ se llama la proyección ortogonal de ~v sobre ~w y está dado por

~v‖ =
〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w. (2.6)
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 2. R2 y R3 43

~v

~w

~v‖ = proy~w ~v

~v⊥

·

~v

~v‖ = proy~w ~v
~w

~v⊥

·
~v

~w

~v‖ = proy~w ~v

~v⊥

·

Figura 2.15: Ejemplos de descomposiciones de ~v como ~v = ~v‖ + ~v⊥ con ~v‖ ‖ ~w y ~v⊥ ⊥ ~w. Observe
que por definición ~v‖ = proy~w ~v.

Demostración. Supongamos que tenemos vectores ~v‖ y ~v⊥ que satisfacen (2.5). Como ~v‖ y ~w son

paralelos por definición y como ~w 6= ~0, existe λ ∈ R tal que ~v‖ = λ~w; por lo tanto, para encontrar ~v‖
basta determinar λ. Para esto, observamos que ~v = λ~w + ~v⊥ por (2.5). Tomar el producto interno
en ambos lados con ~w conduce a

〈~v , ~w〉 = 〈λ~w + ~v⊥ , ~w〉 = 〈λ~w , ~w〉+ 〈~v⊥ , ~w〉︸ ︷︷ ︸
= 0 ya que ~v⊥ ⊥ ~w

= 〈λ~w , ~w〉 = λ〈~w , ~w〉 = λ‖~w‖2

=⇒ λ =
〈~v , ~w〉
‖~w‖2

.

Aśı, si existe una representación de ~v como suma de la forma (2.5), entonces la única posibilidad es

~v‖ = λ~w =
〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w y ~v⊥ = ~v − ~v‖ = ~v − 〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w.

Esto ya prueba la unicidad de los vectores ~v‖ y ~v⊥. Queda mostrar que, en efecto, tienen las
propiedades deseadas. Claramente, por construcción ~v‖ es paralelo a ~w y ~v = ~v‖ + ~v⊥, ya que
definimos ~v⊥ = ~v − ~v‖. Queda verificar que ~v⊥ es ortogonal a ~w. Esto se sigue de

〈~v⊥ , ~w〉 =

〈
~v − 〈~v , ~w〉

‖~w‖2
~w , ~w

〉
= 〈~v , ~w〉 −

〈
〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w , ~w

〉
= 〈~v , ~w〉 − 〈~v , ~w〉

‖~w‖2
〈~w , ~w〉 = 0

donde en el último paso usamos que 〈~w , ~w〉 = ‖~w‖2.

Notación 2.25. En lugar de ~v‖ a menudo escribimos proy~w ~v, en particular cuando queremos
enfatizar sobre qué vector estamos proyectyo.

Observación 2.26. (i) proy~w ~v depende solamente de la dirección de ~w. No depende de su
longitud.

(ii) Para todo c ∈ R, se tiene que proy~w(c~v) = cproy~w ~v.

(iii) Como casos especiales de lo anterior, tenemos proy~w(−~v) = −proy~w ~v y proy−~w ~v = proy~w ~v.

(iv) ~v ‖ ~w =⇒ proy~w ~v = ~v.

(v) ~v ⊥ ~w =⇒ proy~w ~v = ~0.
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(vi) proy~w ~v es el único vector en R2 tal que

(~v − proy~w ~v) ⊥ ~v y proy~w ~v ‖ ~w.

Demostración. (i): Por nuestra intuición geométrica, esto debeŕıa ser claro. Demos una demostra-
ción formal. Supongamos que queremos proyectar ~v sobre c~w para algún c ∈ R \ {0}. Entonces

proyc~w ~v =
〈~v , c~w〉
‖c~w‖2

(c~w) =
c〈~v , ~w〉
c2‖~w‖2

(c~w) =
〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w = proy~w ~v.

Convénzase gráficamente de que no importa si proyectamos ~v sobre ~w, sobre 5~w o sobre − 7
5 ~w;

solo importa la dirección de ~w, no su longitud.

(ii): De nuevo, por consideraciones geométricas, esto debeŕıa ser claro. El cálculo correspondiente
es

proy~w(c~v) =
〈c~v , ~w〉
‖~w‖2

~w =
c〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w = cproy~w ~v.

(iii) se sigue directamente de (i) y (ii).

(iv), (v) y (vi) follow from the uniqueness of the descomposición of the vector ~v as sum of a vector
paralelo y a vector perpendicular to ~w.

Ahora la demostración de la Proposición 2.18 (i) se sigue fácilmente.

Demostración de la Proposición 2.18 (i). Tenemos que mostrar que si ~v ‖ ~w y si ~w 6= ~0, entonces

existe λ ∈ R tal que ~w = λ~v. De la Observación 2.26 (iv) se sigue que ~v = proy~w ~v = 〈~v ,~w〉
‖~w‖2 ~w, por

lo tanto la afirmación se sigue si podemos escoger λ = 〈~v ,~w〉
‖~w‖2 .

Observación 2.27 (Distancia de un punto a una recta). En Teorema 7.39 probaremos lo
siguiente: Sea L = {t~v : t ∈ R} una recta que pasa por el origen y sea P un punto en R2. El punto

Q en L más cercano a P satisface
#  –

0Q = proy~v
#  –

0P . La distancia de P a la recta L es ‖ #    –

PQ‖, es decir,

dist(P,L) = ‖ ~0P − proy~v
#  –

0Q.

En palabras: si proyectamos el vector
#  –

0P sobre la recta L (es decir, sobre su vector director),
entonces la punta Q de esta proyección es el punto en la recta L que está más cercano al punto O.

¿Como cambia lo de arriba si L no pasa por el origen?

Terminamos esta sección con algunos ejemplos.

Ejemplo 2.28. Sean ~u = 2~e1 + 3~e2, ~v = 4~e1 −~e2.

(i) proy~e1
~u = 〈~u ,~e1〉

‖~e1‖2 ~e1 = 2
12~e1 = 2~e1.

(ii) proy~e2
~u = 〈~u ,~e2〉

‖~e2‖2 ~e2 = 3
12~e2 = 3~e2.
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(iii) De manera similar, podemos calcular proy~e1
~v = 4~e1, proy~e2

~v = −~e2.

(iv) proy~u ~v =
〈~u ,~v〉
‖~u‖2

~u =

〈(
2
3

)
,

(
4
−1

)〉
‖~u‖2

~u =
8− 3

22 + 32
~u =

5

13
~u =

5

13

(
2
3

)
.

(v) proy~v ~u =
〈~v , ~u〉
‖~v‖2

~u =

〈(
4
−1

)
,

(
2
3

)〉
‖~u‖2

~u =
8− 3

42 + (−1)2
~u =

5

17
~u =

5

17

(
4
−1

)
.

Ejemplo 2.29 (Ángulo con los ejes de coordenadas). Sean ~v =

(
a
b

)
∈ R2 \ {~0}. Entonces

cos^(~v,~e1) = a
‖~v‖ , cos^(~v,~e2) = b

‖~v‖ , por ende

~v =

(
a
b

)
= ‖~v‖

(
cos^(~v,~e1)
cos^(~v,~e2)

)
= ‖~v‖

(
cosϕx
cosϕy

)
y

proyección de ~v sobre el eje x = proy~e1
~v = ‖~v‖ cos^(~v,~e1)~e1 = ‖~v‖ cosϕx~e1,

proyección de ~v sobre el eje y = proy~e2
~v = ‖~v‖ cos^(~v,~e2)~e2 = ‖~v‖ cosϕy~e2.

Question 2.2

Sean ~w be a vector in R2 \ {~0}.

(i) ¿Puede describir geométricamente todos los vectores ~v cuya proyección sobre ~w es igual al
vector ~0?

(ii) ¿Puede describir geométricamente todos los vectores ~v cuya proyección sobre ~w tiene longi-
tud 2?

(iii) ¿Puede describir geométricamente todos los vectores ~v cuya proyección sobre ~w tiene longi-
tud 3‖~w‖?

Debeŕıa haber entendido

el concepto de proyecciones ortogonales en R2,

por qué la proyección ortogonal de ~w sobre ~w no depende de la longitud de ~w,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular la proyección de un vector dado sobre otro vector,

calcular vectores con una proyección dada sobre otro vector,

etc.
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Ejercicios.

1. Sean ~a =

(
1
3

)
y ~b =

(
5
2

)
.

(a) Calcule proy~b ~a y proy~a
~b.

(b) Encuentre todos los vectores ~v ∈ R2 tal que ‖ proy~a ~v‖ = 0. Describa este conjunto
geométricamente.

(c) Encuentre todos los vectores ~v ∈ R2 tal que ‖ proy~a ~v‖ = 2. Describa este conjunto
geométricamente.

(d) ¿Existe un vector ~x tal que proy~a ~x ‖ ~b?
¿Existe un vector ~x tal que proy~x ~a ‖ ~b?
¿Existe un vector ~x tal que proy~x ~a = ~b?

2.4. Vectores en Rn

En esta sección extendemos nuestros cálculos de R2 a Rn. Si n = 3, entonces obtenemos R3, que
usualmente sirve como modelo de nuestro mundo f́ısico cotidiano y con el cual probablemente ya
está familiarizado por las clases de f́ısica. Discutiremos R3 y algunas de sus particularidades con
más detalle en la Sección 2.5.

Primero, definamos Rn.

Definición 2.30. Para n ∈ N definimos el conjunto

Rn =


x1

...
xn

 : x1, . . . , xn ∈ R

 .

De nuevo, podemos pensar en los vectores como flechas. Como en R2, podemos identificar cada
punto de Rn con la flecha que empieza en el origen del sistema de coordenadas y termina en el
punto dado. El conjunto de todas las flechas con la misma longitud y la misma dirección se llama

un vector en Rn. Aśı, todo punto P (p1, . . . , pn) define un vector ~v =

p1

...
pn

 y viceversa. Como antes,

a veces denotamos los vectores como (p1, . . . , pn)t para ahorrar espacio (vertical). El supeŕındice t
significa “transpuesto”.

Rn se convierte en un espacio vectorial con las operaciones

Rn × Rn → Rn, ~v + ~w =

v1

...
vn

+

w1

...
wn

 =

v1 + w1

...
vn + wn

 , R× Rn → Rn, c~v =

cv1

...
cvn

 . (2.7)
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Ejercicio. Muestre que Rn es un espacio vectorial. Es decir, tiene que mostrar que se cumplen
los axiomas de espacio vectorial de la página 31.

Como en R2, podemos definir la norma de un vector, el ángulo entre dos vectores y un producto
interno. Observe que la definición del ángulo entre dos vectores no es diferente de la de R2, ya que
cuando se nos dan dos vectores, estos siempre están en un plano común que nos podemos imaginar
como una especie de R2 rotado. Demos ahora las definiciones formales.

Definición 2.31 (Producto interno; norma de un vector). Para los vectores ~v =

v1

...
vn

 y

~w =

w1

...
wn

, el producto interno (o producto escalar o producto punto) se define como

〈~v , ~w〉 =

〈v1

...
vn

 ,

w1

...
wn

〉 = v1w1 + · · ·+ vnwn.

The longitud de ~v =

v1

...
vn

 ∈ Rn se denota por ‖~v‖ y está dada por

‖~v‖ =
√
v2

1 + · · ·+ v2
n .

Otros nombres para la longitud de ~v son magnitud de ~v or norma de ~v.

Como en R2, tenemos las siguientes propiedades:

(i) Simetŕıa del producto interno: Para todos los vectores ~v, ~w ∈ Rn, tenemos que 〈~v , ~w〉 = 〈~w ,~v〉.
(ii) Bilinealidad del producto interno: Para todos los vectores ~u,~v, ~w ∈ Rn y todo c ∈ R, tenemos

que 〈~u ,~v + c~w〉 = 〈~u ,~v〉+ c〈~u , ~w〉.
(iii) Relación del producto interno con el ángulo entre vectores: Sean ~v, ~w ∈ Rn y sea ϕ = ^(~v, ~w).

Entonces
〈~v , ~w〉 = ‖~v‖ ‖~w‖ cosϕ.

En particular, tenemos (cf. Proposición 2.18):

(a) ~v ‖ ~w ⇐⇒ ^(~v, ~w) ∈ {0, π} ⇐⇒ |〈~v , ~w〉| = ‖~v‖ ‖~w‖,
(b) ~v ⊥ ~w ⇐⇒ ^(~v, ~w) = π/2 ⇐⇒ 〈~v , ~w〉 = 0.

Observación 2.32. En espacios abstractos con producto interno, el producto interno se usa
de hecho para definir la ortogonalidad.

(iv) Relación del producto interno con la norma: Para todo vector ~v ∈ Rn, tenemos ‖~v‖2 = 〈~v ,~v〉.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

48 2.4. Vectores en Rn

(v) Propiedades de la norma: Para todos los vectores ~v, ~w ∈ Rn y escalares c ∈ R, tenemos que
‖c~v‖ = |c|‖~v‖ y ‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖.

(vi) Proyecciones ortogonales de un vector sobre otro: Para todos los vectores ~v, ~w ∈ Rn con ~w 6= ~0
la proyección ortogonal de ~v sobre ~w es

proy~w ~v =
〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w. (2.8)

Como en R2, tenemos n “vectores especiales” que son paralelos a los ejes de coordenadas y tienen
norma 1:

~e1 :=


1
0
...
0

 , ~e2 :=


0
1
...
0

 , . . . , ~en :=


0
...
0
1

 .

En el caso especial n = 3, los vectores ~e1, ~e2 y ~e3 se denotan a veces por ı̂, ̂, k̂.

Para un vector dado ~v 6= ~0, ahora podemos determinar fácilmente sus proyecciones sobre los n ejes
de coordenadas y su ángulo con los ejes de coordenadas. Por (2.8), la proyección sobre el eje xj es

proy~ej ~v = vj~ej .

Sea ϕj el ángulo entre ~v y el eje xj . Entonces

ϕj = ^(~v,~ej) =⇒ cosϕx =
〈~v ,~ej〉
‖~v‖ ‖~ej‖

=
vj
‖~v‖

.

Se sigue que ~v = ‖~v‖

cosϕ1

...
cosϕn

. A veces se usa la notación

v̂ :=
~v

‖~v‖
= ‖~v‖

cosϕ1

...
cosϕn


para el vector unitario que apunta en la misma dirección que ~v. Claramente ‖v̂‖ = 1 porque
‖v̂‖ = ‖‖~v‖−1~v‖ = ‖~v‖−1‖~v‖ = 1. Por lo tanto, v̂ es efectivamente un vector unitario que apunta
en la misma dirección que el vector original ~v.

Debeŕıa haber entendido

el espacio vectorial Rn y los vectores en Rn,

los conceptos geométricos (ángulos, longitud de un vector) en Rn,

que R2 del caṕıtulo 2.1 es un caso especial de Rn de esta sección,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de
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realizar operaciones algebraicas en el espacio vectorial R3 y, en el caso n = 3, visualizarlas
en el espacio,

calcular longitudes y ángulos,

calcular vectores unitarios y escalar vectores,

realizar demostraciones abstractas sencillas (por ejemplo, demostrar que Rn es un espacio
vectorial).

etc.

Ejercicios.

1. Sean ~a =


2
1
0
3

 y ~b =


0
4
5
1

. Calcular:

(a) 4~a+ 3~b.

(b) ‖3~a− 2~b‖.
(c) 〈~a−~b+ 3~e1 ,~b− 5~e4 +~e3〉.
(d) proy~b ~a.

2.5. Vectores en R3 y el producto cruz

El espacio R3 es muy importante, ya que se usa en mecánica para modelar el espacio en el que
vivimos. En R3 podemos definir una operación adicional con vectores, el llamado producto cruz.
Otro nombre para él es producto vectorial. Toma dos vectores y devuelve otro vector. Tiene varias
propiedades que lo hacen parecer un producto; sin embargo, veremos que no es un producto. Esta
es su definición.

Definición 2.33 (Producto cruz). Sea ~v =

v1

v2

v3

 , ~w =

w1

w2

w3

 ∈ R3. El producto cruz (o

producto vectorial o producto exterior) is

~v × ~w =

v1

v2

v3

×
w1

w2

w3

 :=

v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1

 .

Otra notación para el producto cruz es ~v ∧ ~w.

Una manera de recordar esta fórmula es la siguiente. Escriba la primera y la segunda componente de
los vectores debajo de ellos, de modo que formalmente se obtenga una columna de 5 componentes.
Luego trace cruces como en el esquema de abajo, comenzando con la cruz formada por una ĺınea de
v2 a w3 y luego de w2 a v3. Cada ĺınea representa un producto de las componentes correspondientes;
si la ĺınea va de arriba a la izquierda hacia abajo a la derecha, se cuenta con signo positivo; si va
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de arriba a la derecha hacia abajo a la izquierda, se cuenta con signo negativo.

v1

v2

v3

v1

v2


 × w1

w2

w3

w1

w2


 =

v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1


 .

The producto cruz is defined only in R3!

Antes de reunir algunas propiedades sencillas del producto cruz, calculemos algunos ejemplos.

Ejemplos 2.34. Let ~u =

1
2
3

, ~v =

5
6
7

.

~u× ~v =

1
2
3

×
5

6
7

 =

2 · 7− 3 · 6
3 · 5− 1 · 7
1 · 6− 2 · 5

 =

14− 18
15− 7
6− 10

 =

−4
8
−4

,

~v × ~u =

5
6
7

×
1

2
3

 =

6 · 3− 7 · 2
7 · 1− 5 · 3
5 · 2− 6 · 1

 =

18− 14
7− 15
10− 6

 =

 4
−8

4

,

~v ×~e1 =

5
6
7

×
1

0
0

 =

6 · 0− 7 · 0
7 · 1− 5 · 0
5 · 0− 6 · 1

 =

 0
7
−6

,

~v × ~v =

5
6
7

×
5

6
7

 =

6 · 7− 7 · 6
7 · 5− 5 · 7
5 · 6− 6 · 5

 =

0
0
0

.

Proposición 2.35 (Propiedades del producto cruz). Sean ~u,~v, ~w ∈ R3 y sea c ∈ R. Entonces:

(i) ~u×~0 = ~0× ~u = ~0.

(ii) ~u× ~v = −~v × ~u.

(iii) ~u× (~v + ~w) = (~u× ~v) + (~u× ~w).

(iv) (c~u)× ~v = c(~u× ~v).

(v) ~u ‖ ~v ⇐⇒ ~u× ~v = ~0. En particular, ~v × ~v = ~0.

(vi) 〈~u ,~v × ~w〉 = 〈~u× ~v , ~w〉.

(vii) 〈~u , ~u× ~v〉 = 0 and 〈~v , ~u× ~v〉 = 0, in particular

~v ⊥ ~v × ~u, ~u ⊥ ~v × ~u

En otras palabras: el vector ~v × ~w es ortogonal tanto a ~v como a ~w.
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Demostración. Las demostraciones de las fórmulas (i) – (iv) son cálculos sencillos (¡debeŕıa hacer-
los!).

(v) La implicación “=⇒” es fácil de verificar. La otra dirección se sigue fácilmente del Teore-
ma 2.37 de abajo. O se puede ver de la siguiente manera: Supongamos que ~w × ~v = ~0. Si
~v = ~0, entonces claramente ~v ‖ ~w. Si ~v 6= ~0, escribimos ~w = ~a+~b, donde ~a = proy~v ~w y ~b ⊥ v.

Tenemos que mostrar que ~b = ~0. Usando que ~v×~a = ~0 (porque son paralelos), obtenemos que

~0 = ~v × ~w = ~v × (~a+~b) = (~v × ~a) + (~v ×~b) = ~v ×~b =

v2b3 − v3b2
v3b1 − v1b3
v1b2 − v2b1

 .

Además sabemos que 〈~v ,~b〉 = 0. Aśı, en total tenemos cuatro ecuaciones lineales para las tres

componentes b1, b2, b3 de ~b:

v2b3 − v3b2 = 0, v3b1 − v1b3 = 0, v1b2 − v2b1 = 0, v1b1 + v2b2 + v3b3 = 0.

Como ~v 6= ~0, al menos una de sus componentes es distinta de 0. Supongamos que v1 6= 0.
Entonces podemos despejar b2 y b3 en la segunda y tercera ecuación y obtenemos que b2 = v2

v1
b1

and b3 = v3

v1
b1. Si sustituimos esto en la última ecuación, encontramos que

0 = v1b1 +
v2

2

v1
b1 +

v2
3

v1
b1 =

b1
v2

1

(v2
1 + v2

2 + v2
3) = b1

‖~v‖2

v1
.

Como ~v 6= ~0, se sigue que b1 = 0, pero entonces también b2 = v2

v1
b1 = 0 and b3 = v3

v1
b1 = 0.

En resumen, ~b = ~0, como queŕıamos mostrar.

(vi) La demostración es un cálculo largo pero directo:

〈~u ,~v × ~w〉 =

〈u1

u2

u3

 ,

v1

v2

v3

×
w1

w2

w3

〉 =

〈u1

u2

u3

 ,

v2w3 − v3w2

v3w1 − w3v1

v1w2 − v2w1

〉
= u1(v2w3 − v3w2) + u2(v3w1 − v1w3) + u3(v1w2 − v2w1)

= u1v2w3 − u1v3w2 + u2v3w1 − u2v1w3 + u3v1w2 − u3v2w1

= u2v3w1 − u3v2w1 + u3v1w2 − u1v3w2 + u1v2w3 − u2v1w3

= (u2v3 − u3v2)w1 + (u3v1 − u1v3)w2 + (u1v2 − u2v1)w3

= 〈~u× ~v , ~w〉.

(vii) De (vi) y (v) se sigue que

〈~u , ~u× ~v〉 = 〈~u× ~u ,~v〉 = 〈~0 , ~v〉 = 0 and 〈~v , ~u× ~v〉 = −〈~v ,~v × ~u〉 = 0.

Observe que el producto cruz es distributivo, pero no es ni conmutativo ni asociativo.

Ejercicio. Demuestre las fórmulas en (i) – (iv) y la implicación “=⇒” en (v).

Una interpretación geométrica del número 〈~u ,~v × ~w〉 de (vi) se dará en la Proposición 2.39.
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Observación 2.36. La propiedad (vii) explica por qué el producto cruz solo tiene sentido en R3.
Dados dos vectores no paralelos ~v y ~w, su producto cruz es un vector que es ortogonal a ambos
y cuya longitud es ‖~v‖ ‖~w‖ sinϕ (véase el Teorema 2.37; ϕ = ^(~v, ~w)), lo cual debeŕıa determinar
el resultado de manera única salvo por un factor ±1. Este factor tiene que ver con la orientación
relativa de ~v y ~w entre śı. Sin embargo, si n 6= 3, entonces ocurre una de las siguientes situaciones:

Si estuviéramos en R2, el problema es que “no tenemos suficiente espacio”, porque entonces
el único vector ortogonal a ~v y ~w al mismo tiempo seŕıa el vector cero ~0, y no tendŕıa mucho
sentido definir un producto cuyo resultado fuera siempre ~0.

Si estuviéramos en algún Rn con n ≥ 4, el problema es que “tenemos demasiadas opciones”.
Veremos más adelante en el Caṕıtulo 7.3 que el complemento ortogonal del plano generado por
~v y ~w tiene dimensión n−2 y que todo vector en el complemento ortogonal es ortogonal tanto a
~v como a ~w. Por ejemplo, si tomamos ~v = (1, 0, 0, 0)t and ~w = (0, 1, 0, 0)t, entonces todo vector
de la forma ~a = (0, 0, x, y)t es perpendicular tanto a ~v como a ~w, y es fácil encontrar infinitos
vectores de esta forma que además tengan norma ‖~v‖ ‖~w‖ sinϕ = 1 (~a = (0, 0, sinϑ,± cosϑ)t

para arbitrario ϑ ∈ R funciona).

Recordemos que para el producto interno demostramos la fórmula 〈~v , ~w〉 = ‖~v‖ ‖~w‖ cosϕ where ϕ
is the angle between the two vectors, see Theorem 2.21. En el siguiente teorema demostraremos
una relación similar para el producto cruz.

Teorema 2.37. Sean ~v, ~w vectores en R3 y sea ϕ el ángulo entre ellos. Entonces

‖~v × ~w‖ = ‖~v‖ ‖~w‖ sinϕ

Demostración. Un cálculo largo pero directo muestra que ‖~v × ~w‖2 = ‖~v‖2‖~w‖2 − 〈~v , ~w〉2. Ahora
se sigue del Teorema 2.21 que

‖~v × ~w‖2 = ‖~v‖2‖~w‖2 − 〈~v , ~w〉2 = ‖~v‖2‖~w‖2 − ‖~v‖2‖~w‖2(cosϕ)2

= ‖~v‖2‖~w‖2(1− (cosϕ)2) = ‖~v‖2‖~w‖2(sinϕ)2.

Si tomamos la ráız cuadrada en ambos lados, llegamos a la fórmula afirmada. (No tenemos que
preocuparnos por tomar el valor absoluto de sinϕ porque ϕ ∈ [0, π], por lo que sinϕ ≥ 0.)

Ejercicio. Muestre que ‖~v × ~w‖2 = ‖~v‖2‖~w‖2 − 〈~v , ~w〉2.

Aplicación: área de un paralelogramo y volumen de un paraleleṕıpedo

Área de un paralelogramo

Sean ~v y ~w dos vectores en R3. Entonces definen un paralelogramo (si los vectores son paralelos o
uno de ellos es igual a ~0, se trata de un paralelogramo degenerado).
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~w

~v h

Figura 2.16: Paralelogramo generado por ~v y ~w.

Proposición 2.38 (Área de un paralelogramo). El área del paralelogramo generado por los
vectores ~v y ~w es

A = ‖~v × ~w‖. (2.9)

Demostración. El área de un paralelogramo es el producto de la longitud de su base por la altura.
Podemos tomar ~w como base. Sea ϕ el ángulo entre ~w y ~v. Entonces obtenemos que h = ‖~v‖ sinϕ
y por lo tanto, con ayuda del Teorema 2.37

A = ‖~w‖h = ‖~w‖‖~v‖ sinϕ = ‖~v × ~w‖.

Observe que en el caso en que ~v y ~w son paralelos, esto da la respuesta correcta A = 0.

Volumen de un paraleleṕıpedo

Cualesquiera tres vectores en R3 definen un paraleleṕıpedo.

~v

~w

~u

~n

p
ro

y ~
n
~u

h

•

•

Figura 2.17: Paraleleṕıpedo generado por ~u,~v, ~w.
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Proposición 2.39 (Volumen de un paraleleṕıpedo). El volumen del paraleleṕıpedo generado
por los vectores ~u, ~v y ~w es

V = |〈~u ,~v × ~w〉|. (2.10)

Demostración. El volumen de un paraleleṕıpedo es el producto del área de su base por la altura.
Tomemos como base el paralelogramo generado por ~v, ~w. Si ~v y ~w son paralelos o uno de ellos es
igual a ~0, entonces (2.10) es verdadera porque V = 0 y ~v × ~w = ~0 en este caso.
Supongamos ahora que no son paralelos. Por la Proposición 2.38 ya sabemos que su base tiene área
A = ‖~v × ~w‖. La altura es la longitud de la proyección ortogonal de ~u sobre el vector normal del
plano generado por ~v y ~w. Ya sabemos que ~v× ~w es tal vector normal. Por lo tanto obtenemos que

h = ‖proy~v×~w ~u‖ =

∥∥∥∥ 〈~u ,~v × ~w〉
‖~v × ~w‖2

~v × ~w

∥∥∥∥ =
|〈~u ,~v × ~w〉|
‖~v × ~w‖2

‖~v × ~w‖ =
|〈~u ,~v × ~w〉|
‖~v × ~w‖

.

Por lo tanto, el volumen del paraleleṕıpedo es

V = Ah = ‖~v × ~w‖ |〈~u ,~v × ~w〉|
‖~v × ~w‖

= |〈~u ,~v × ~w〉|.

Observe que en el caso en que dos de los vectores ~u,~v y ~w son paralelos, la fórmula da la respuesta
correcta: el volumen del paraleleṕıpedo es 0.

Corolario 2.40. Sean ~u,~v, ~w ∈ R3. Entonces

|〈~u ,~v × ~w〉| = |〈~v , ~w × ~u〉| = |〈~w , ~u× ~v〉|.

Demostración. La fórmula se cumple porque cada una de las expresiones describe el volumen del
paraleleṕıpedo generado por los tres vectores dados, ya que podemos tomar cualquiera de los lados
del paralelogramo como base.

Debeŕıa haber entendido

las interpretaciones geométricas del producto cruz,

por qué existe solo en R3

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular el producto cruz,

usarlo para decir algo sobre el ángulo entre dos vectores en R3,

usarlo para calcular el área de un paralelogramo y el volumen de un paraleleṕıpedo,

etc.

Ejercicios.

1. (a) Calcule el área del paralelogramo cuyos vértices adyacentes son A(1, 2, 3), B(2, 3, 4),
C(−1, 2,−5) y calcule el cuarto vértice.
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(b) Calcule el área del triángulo con los vértices A(1, 2, 3), B(2, 3, 4), C(−1, 2,−5).

(c) Encuentre un punto P tal que el área del triángulo con vértices B,C, P sea igual a 13.
¿Cuántos tales puntos P hay? Descŕıbalos geométricamente.

2. Calcule el volumen del paraleleṕıpedo determinado por los vectores

~u =

5
2
1

 , ~v =

−1
4
3

 , ~w =

 1
−2

7

.

3. Use el producto cruz para encontrar el seno del ángulo formado por los vectores 2
1
−1

 y

−3
−2

4

.

4. Encuentre todos los vectores ~a ∈ R3 tales que ~a ⊥

 1
−1

2

 y ~a ⊥

 2
0
−3

 ¿Cuántos de ellos

tienen norma 1? ¿Cuáles tales ~a satisfacen que ~a×

 1
−1

2

 =

 8
−2
−5

?

2.6. Rectas y planos en R3

En esta sección discutimos rectas y planos y cómo describirlos mediante fórmulas. En la siguiente
sección calcularemos, por ejemplo, intersecciones entre ellos. Trabajaremos principalmente en R3 y
solo daremos algunas indicaciones sobre cómo los conceptos discutidos aqúı se generalizan a Rn con
n 6= 3. El caso especial n = 2 debeŕıa ser claro.

La definición formal de rectas y planos se dará en la Definición 5.57, porque esto requiere el concepto
de independencia lineal. (Para los curiosos: una recta es un subespacio (af́ın) unidimensional de
un espacio vectorial; un plano es un subespacio (af́ın) bidimensional de un espacio vectorial; un
hiperplano es un subespacio (af́ın) de dimensión (n − 1) de un espacio vectorial de dimensión n).
En esta sección apelamos a nuestro conocimiento e intuición de la geometŕıa elemental.

Rectas

Intuitivamente, es claro qué debeŕıa ser una recta en R3. Para describir completamente una recta
en R3, no es necesario conocer todos sus puntos. Es suficiente conocer o bien

(a) dos puntos distintos P,Q sobre la recta

or

(b) un punto P sobre la recta y la dirección de la recta.
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L

P

Q

L

P

~v

L

P

Q

O

#    –

OP

#    –

OQ

~v

Figura 2.18: Recta L dada por: dos puntos P,Q en L; o por un punto P en L y la dirección de L.

Claramente, ambas descripciones son equivalentes porque: Si tenemos dos puntos distintos P,Q
sobre la recta L, entonces su dirección está dada por el vector

#    –

PQ. Si, por otro lado, se nos da un
punto P en L y un vector ~v que es paralelo a L, entonces obtenemos fácilmente otro punto Q en L
mediante

#    –

OQ =
#    –

OP + ~v.

Ahora queremos dar fórmulas para la recta.

Ecuación vectorial de una recta

Dados dos puntos P (p1, p2, p3) and Q(q1, q2, q3) con P 6= Q, hay exactamente una recta L que pasa
por ambos puntos. En fórmulas, esta recta se describe como

L =
{

#    –

OP + t
#    –

PQ : t ∈ R
}

=


p1 + (q1 − p1)t
p2 + (q2 − p2)t
p3 + (q3 − p3)t

 : t ∈ R

 . (2.11)

Si se nos da un punto P (p1, p2, p3) en L y un vector ~v =

v1

v2

v3

 6= ~0 paralelo a L, entonces

L =
{

#    –

OP + t~v : t ∈ R
}

=


p1 + v1t
p2 + v2t
p3 + v3t

 : t ∈ R

 . (2.12)

Las fórmulas son fáciles de entender. Dicen lo siguiente: para trazar la recta, primero nos movemos
a un punto arbitrario de la recta (este es el término

#    –

OP ) y luego nos movemos una cantidad t a
lo largo de la recta. Con este procedimiento podemos alcanzar todo punto de la recta y, por otro
lado, si hacemos esto, entonces tenemos garantizado terminar sobre la recta.
Las fórmulas (2.11) y (2.12) se llaman ecuación vectorial de la recta L. Observe que son iguales si
ponemos v1 = q1 − p1, v2 = q2 − p2, v3 = q3 − p3. Usaremos principalmente la notación con las v,
ya que es más corta. El vector ~v se llama vector director de la recta L.

Question 2.3

¿Es cierto que E pasa por el origen si y solo si
#    –

OP = ~0?
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Observación 2.41. Es importante observar que una recta dada tiene muchas parametrizaciones
distintas.

La ecuación vectorial que escribimos depende de los puntos que escojamos en L. Claramente,
tenemos infinitas posibilidades para hacerlo.

Toda recta dada L tiene muchos vectores directores. En efecto, si ~v es un vector director de
L, entonces c~v también lo es para todo c ∈ R \ {0}. Sin embargo, todos los posibles vectores
directores son paralelos.

Ejercicio. Verifique que las siguientes fórmulas describen todas la misma recta:

(i) L1 =


1

2
3

+ t

6
5
4

 : t ∈ R

, (ii) L2 =


1

2
3

+ t

12
10
8

 : t ∈ R

,

(ii) L3 =


13

12
11

+ t

6
5
4

 : t ∈ R

.

Question 2.4

¿Cómo se puede ver fácilmente si dos rectas dadas son paralelas o perpendiculares entre śı?

¿Cómo definiŕıa el ángulo entre dos rectas? ¿Tienen que intersecarse para que se pueda
definir un ángulo entre ellas?

Ecuación paramétrica de una recta

De la fórmula (2.12) es claro que un punto (x, y, z) pertenece a L si y solo si existe t ∈ R tal que

x = p1 + tv1, y = p2 + tv2, z = p3 + tv3. (2.13)

Si hubiéramos empezado con (2.11), entonces habŕıamos obtenido

x = p1 + t(q1 − p1), y = p2 + t(q2 − p2), z = p3 + t(q3 − p3). (2.14)

El sistema de ecuaciones (2.13) o (2.14) se llama ecuaciones paramétricas de L. Aqúı, t es el
parámetro.

Ecuación simétrica de una recta

Observe que para (x, y, z) ∈ L, las tres ecuaciones en (2.13) deben cumplirse para el mismo t. Si
suponemos que v1, v2, v3 6= 0, entonces podemos despejar t y obtenemos que

x− p1

v1
=
y − p2

v2
=
z − p3

v3
. (2.15)

Si usamos (2.14), entonces obtenemos

x− p1

q1 − p1
=

y − p2

q2 − p2
=

z − p3

q3 − p3
. (2.16)
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El sistema de ecuaciones (2.15) o (2.16) se llama ecuación simétrica de L.

Si, por ejemplo, v1 = 0 y v2, v3 6= 0, entonces la recta es paralela al plano yz y su ecuación simétrica
es

x = p1,
y − p2

v2
=
z − p3

v3
.

Si v1 = v2 = 0 y v3 6= 0, entonces la recta es paralela al eje z y su ecuación simétrica es

x = p1, y = p2, z ∈ R.

Representaciones de rectas en Rn.

En Rn, la forma vectorial de una recta es

L =
{

#    –

OP + t~v : t ∈ R
}

para P ∈ L fijo y un vector director ~v. Su forma paramétrica es

x1 = p1 + tv1, x2 = p2 + tv2, . . . , xn = pn + tvn, t ∈ R,

y, suponiendo que todos los vj son distintos de 0, su forma simétrica es

x1 − p1

v1
=
x2 − p2

v2
= · · · = xn − pn

vn
.

Question 2.5. Forma normal de una recta.

En R2, también existe la forma normal de una recta:

L : ax+ by = d (2.17)

donde a, b y d son números fijos. Esto significa que L consiste en todos los puntos (x, y) cuyas
coordenadas satisfacen la ecuación ax+ by = d.

(i) Dada una recta en la forma (2.17), encuentre una representación vectorial.

(ii) Dada una recta en representación vectorial, encuentre una forma normal (es decir, escŕıbala
como (2.17)).

(iii) ¿Cuál es la interpretación geométrica de a, b? (Indicación: dibuje la recta L y el vector

(
a
b

)
.)

(iv) ¿Puede esta forma normal extenderse/generalizarse a rectas en R3? Si es posible, ¿cómo se
puede hacer? Si no es posible, explique por qué no.

Planos

Para conocer completamente un plano E en R3, es suficiente conocer

(a) tres puntos P,Q,R en el plano que no yacen sobre una recta común,
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E

(a)

P
Q

R E

(b)

~v

~w

P

E

(c)

P

~n

Figura 2.19: Plano E dado por: (a) tres puntos P,Q,R en E, (b) un punto P en E y dos vectores
~v, ~w paralelos a E, (c) un punto P en E y un vector ~n perpendicular a E.

E

P

Q R

~n

(0, 0, 0)

#
  
 –

O
R

#
  
 – O
P

#
  
 – O
Q

Figura 2.20: Plano E dado con tres puntos P,Q,R en E, dos vectores
#    –
PQ,

#    –
PR paralelos a E, y un

vector ~n perpendicular a E. Observe que ~n ‖ #    –
PQ× #    –

PR.

o

(b) un punto P en el plano y dos vectores no paralelos ~v, ~w que son ambos paralelos al plano,

o

(c) un punto P en el plano y un vector ~n que es perpendicular al plano,

Primero veamos cómo podemos pasar de una descripción a otra. Claramente, las descripciones (a)
and (b) son equivalentes porque, dados tres puntos P,Q,R en E que no yacen sobre una recta,

podemos formar los vectores
#    –

PQ y
#    –

PR. Estos vectores son entonces paralelos al plano E, pero no
son paralelos entre śı. (Por supuesto, también podŕıamos haber tomado

#    –

QR y
#    –

QP o
#    –

RP y
#    –

RQ.)
Si, por otro lado, tenemos un punto P en E y dos vectores ~v y ~w, paralelos a E y con ~v 6‖ ~w,

entonces podemos obtener fácilmente otros dos puntos en E, por ejemplo mediante
#    –

OQ =
#    –

OP + ~v
and

#    –

OR =
#    –

OP + ~w. Entonces los tres puntos P,Q,R yacen en E y no yacen sobre una recta.
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Ecuación vectorial de un plano

En fórmulas, ahora podemos describir nuestro plano E como

E =

(x, y, z) :

xy
z

 =
#    –

OP + s~v + t~w for some s, t ∈ R

 .

Como en el caso de la ecuación vectorial de una recta, la fórmula es fácil de entender. Primero nos
movemos a un punto arbitrario del plano (este es el término

#    –

OP ) y luego nos movemos paralelamente
al plano como queramos (este es el término s~v + t~w). Con este procedimiento podemos alcanzar
cualquier punto del plano y, por otro lado, si hacemos esto, entonces tenemos garantizado terminar
en el plano.

Question 2.6

¿Es cierto que E pasa por el origen si y solo si
#    –

OP = ~0?

Forma normal de un plano

En R3, podemos usar el vector normal del plano para describirlo. Supongamos que se nos da un
punto P en E y un vector ~n perpendicular al plano. Esto significa que todo vector que es paralelo
al plano E debe ser perpendicular a ~n. Si tomamos un punto arbitrario Q(x, y, z) ∈ R3, entonces

Q ∈ E si y solo si
#    –

PQ es paralelo a E, lo que significa que
#    –

PQ es ortogonal a ~n. Recordemos que
dos vectores son perpendiculares si y solo si su producto interno es 0, aśı que Q ∈ E si y solo si

0 = 〈n , #    –

PQ〉 =

〈n1

n2

n3

 ,

x− p1

y − p2

z − p3

〉 = n1(x− p1) + n2(y − p2) + n3(z − p3)

= n1x+ n2y + n3z − (n1p1 + n2p2 + n3p3)

Si ponemos d = n1p1 + n2p2 + n3p3, entonces se sigue que un punto Q(x, y, z) pertenece a E si y
solo si sus coordenadas satisfacen

n1x+ n2y + n3z = d. (2.18)

La ecuación (2.18) se llama forma normal del plano E y ~n se llama un vector normal de E.

Notación 2.42. Para definir E, escribimos E : n1x+ n2y + n3z = d. Como conjunto, denotamos
E por E = {(x, y, z) : n1x+ n2y + n3z = d}.

Ejercicio. Muestre que E pasa por el origen si y solo si d = 0.

Observación 2.43. Como antes, observe que la ecuación normal de un plano no es única. Por
ejemplo,

x+ 2y + 3z = 5 and 2x+ 4y + 6z = 10

describen el mismo plano. La razón es que “el” vector normal de un plano no es único. Si ~n es un
vector normal del plano E, entonces todo c~n con c ∈ R \ {0} también es un vector normal al plano.
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Definición 2.44. El ángulo entre dos planos es el ángulo entre sus vectores normales.

Observe que esta definición es consistente con el hecho de que dos planos son paralelos si y solo si
sus vectores normales son paralelos.

Observación 2.45. Suponga que se da un plano como en (b) (es decir, conocemos un punto
P en E y dos vectores ~v y ~w paralelos a E, pero con ~v 6‖ ~w). Para encontrar una descripción
como en (c) (es decir, un punto en E y un vector normal), solo tenemos que encontrar un
vector ~n que sea perpendicular tanto a ~v como a ~w. La Proposición 2.35(vii) nos dice cómo
hacerlo: solo necesitamos calcular ~v× ~w. Otra manera de encontrar un ~n adecuado es encontrar
una solución del sistema lineal 2× 3 dado por {〈~v , ~n〉 = 0, 〈~w ,~n〉 = 0}.

Suponga que se da un plano como en (c) (es decir, conocemos un punto P en E y un vector
normal). Para encontrar vectores ~v y ~w como en (b), podemos proceder de muchas maneras:

• Encuentre dos soluciones de 〈~x , ~n〉 = 0 que no sean paralelas.

• Encuentre dos puntos Q,R en el plano tales que
#    –

PQ 6‖ #    –

PR. Eln we can take ~v =
#    –

PQ and

~w =
#    –

PR.

• Encuentre una solución ~v 6= ~0 de 〈~n ,~v〉 = ~0, que usualmente es fácil de adivinar, y luego
calcule ~w = ~v × ~n. El vector ~w es perpendicular a ~n y consecuentemente es paralelo al
plano. También es perpendicular a ~v y por lo tanto no es paralelo a ~v. En total, este
vector ~w hace lo que necesitamos.

Representaciones de planos en Rn.

En Rn, la forma vectorial de un plano es

E =
{

#    –

OP + t~v + s~w : t ∈ R
}

para P ∈ E fijo y dos vectores ~v, ~w paralelos al plano, pero no paralelos entre śı.

Observe que no hay forma normal de un plano en Rn para n ≥ 4. La razón es que para n ≥ 4, hay
más que una sola dirección perpendicular al plano dado. Por lo tanto, una forma normal del plano
E debe consistir de más que una ecuación (más precisamente debe consistir de n − 2 ecuaciones
de la forma for n1x1 + . . . nnxn = d).

Debeŕıa haber entendido

el concepto de rectas y planos en R3,

cómo pueden describirse mediante fórmulas,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

pasar fácilmente entre las distintas descripciones de rectas y planos,

etc.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

62 2.6. Rectas y planos en R3

Ejercicios.

1. Mostrar que las siguientes ecuaciones describen la misma recta:
1

2
3

+ t

4
5
6

 : t ∈ R

 ,


1

2
3

+ t

 8
10
12

 : t ∈ R

 ,


1

2
3

+ t

−4
−5
−6

 : t ∈ R

 ,


5

7
9

+ t

4
5
6

 : t ∈ R

 ,
x− 1

4
=
y − 2

5
=
z − 3

6
,

x+ 3

4
=
y + 3

5
=
z + 3

6
.

2. Dadas ĺıneas L1 y L2 y el punto P ,

(i) determine si L1 y L2 son paralelas,

(ii) determine si L1 y L2 tienen un punto de intersección,

(iii) determine si P pertenece a L1 y/o a L2,

(iv) encuentre una recta paralela a L2 que pase por P .

(a) L1 : ~r(t) =

3
4
5

+ t

 1
−1

3

, L2 : x−3
2 = y−2

3 = z−1
4 , P (5, 2, 11).

(b) L1 : ~r(t) =

 2
1
−7

+ t

1
2
3

, L2 : x = t+ 1, y = 3t− 4, z = −t+ 2, P (5, 7, 2).

3. En R3 considere el plano E dado por E : 3x− 2y + 4z = 16.

(a) Encuentre por lo menos tres puntos que pertenecen a E.

(b) Encuentre un punto en E y dos vectores ~v y ~w en E que no son paralelos entre si.

(c) Encuentre un punto en E y un vector ~n que es ortogonal a E.

(d) Encuentre un punto en E y dos vectores ~a y ~b en E con ~a ⊥ ~b.

4. Para los puntos P (1, 1, 1), Q(1, 0,−1) y los siguientes planos E,

(i) encuentre la ecuación del plano.

(ii) determine si P pertenece al plano.

(iii) encuentre una recta que esté ortogonal a E y que contenga al punto Q.

(a) E es el plano que contiene al punto A(1, 0, 1) y es paralelo a los vectores

~v =

1
1
0

 y ~w =

3
2
1

.

(b) E es el plano que contiene los puntos A(1, 0, 1), B(2, 3, 4), C(3, 2, 4).
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(c) E es el plano que contiene el punto A(1, 0, 1) y es ortogonal al vector ~n =

3
2
1

.

2.7. Intersecciones de rectas y planos en R3

Intersección de rectas

Dadas dos rectas G y L en R3, hay tres posibilidades:

(a) Las rectas se intersecan en exactamente un punto. En este caso, no pueden ser paralelas.

(b) Las rectas se intersecan en infinitos puntos. En este caso, las rectas tienen que ser iguales. En
particular, tienen que ser paralelas.

(c) Las rectas no se intersecan. Observe que, en contraste con el caso en R2, las rectas no tienen
que ser paralelas para que esto ocurra. Por ejemplo, la recta L : x = y = 1 es una recta
paralela al eje z que pasa por (1, 1, 0), y G : x = z = 0 es una recta paralela al eje y que pasa
por (0, 0, 0), Las rectas no se intersecan y no son paralelas.

Ejemplo 2.46. Consideramos cuatro rectas Lj = {~pj + t~vj : t ∈ R} con

(i) ~v1 =

1
2
3

 , ~p1 =

0
0
1

 , (ii) ~v2 =

2
4
6

 , ~p2 =

2
4
7

 ,

(iii) ~v3 =

1
1
2

 , ~p3 =

−1
0
0

 , (iv) ~v4 =

1
1
2

 , ~p4 =

3
0
5

 .

Calcularemos sus intersecciones mutuas.

L1 ∩ L2 = L1

Demostración. Un punto Q(x, y, z) pertenece a L1 ∩ L2 si y solo si pertenece tanto a L1 como a

L2. Esto significa que debe existir un s ∈ R tal que
#    –

OQ = ~p1 + s~v1 y debe existir un t ∈ R tal que
#    –

OQ = ~p2 + t~v2. Observe que s y t son parámetros diferentes. Aśı, buscamos s y t tales que

~p1 + s~v1 = ~p2 + t~v2, that is

0
0
1

+ s

1
2
3

 =

2
4
7

+ t

2
4
6

 . (2.19)

Una vez que hayamos resuelto (2.19) para s y t, los insertamos en las ecuaciones de L1 y L2, res-
pectivamente, para obtener Q. Observe que (2.19) en realidad es un sistema de tres ecuaciones: una
ecuación por cada componente de la ecuación vectorial. Escribiéndolo expĺıcitamente y resolviendo
cada ecuación para s, obtenemos

0 + s = 2 + 2t,
0 + 2s = 4 + 4t,
1 + 3s = 7 + 6t,

⇐⇒
s = 2 + 2t,
s = 2 + 2t,
s = 2 + 2t.
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Esto significa que existen infintas soluciones de (2.19). Dado cualquier punto R en L1, existe un

s ∈ R correspondiente tal que
#    –

OR = ~p1 +s~v1. Ahora, si escogemos t = (s−2)/2, entonces se cumple
#    –

OR = ~p2 + t~v2, por lo tanto R ∈ L2 también. Si, por otro lado, tenemos un punto R′ ∈ L2, entonces

existe un t ∈ R correspondiente tal que
#      –

OR′ = ~p2 + t~v2. Ahora, si escogemos s = 2 + 2t, entonces se

cumple
#      –

OR′ = ~p1 + t~v1, por lo tanto R′ ∈ L2 también. En resumen, mostramos que L1 = L2.

Observación 2.47. También podŕıamos haber visto que los vectores directores de L1 y L2 son
paralelos. De hecho, ~v2 = 2~v1. Entonces basta mostrar que L1 y L2 tienen al menos un punto en
común para concluir que las rectas son iguales.

L1 ∩ L3 = {(1, 2, 4)}

Demostración. Como antes, necesitamos encontrar s, t ∈ R tales que

~p1 + s~v1 = ~p3 + t~v3, that is

0
0
1

+ s

1
2
3

 =

−1
0
0

+ t

1
1
2

 . (2.20)

Escribimos esto como un sistema de ecuaciones y obtenemos

1 0 + s = −1 + t,
2 0 + 2s = 0 + t,
3 1 + 3s = 0 + 2t,

⇐⇒
1 s − t = −1,
2 2s − t = 0,
3 3s − 2t = −1.

De 1 se sigue que s = t− 1. Al insertar en 2 se obtiene 0 = 2(t− 1)− t = t− 2, de donde t = 2.
De 1 obtenemos entonces que s = 2− 1 = 1. Observe que hasta ahora solo usamos las ecuaciones
1 and 2 . Para ver si realmente encontramos una solución, debemos comprobar si es consistente

con 3 . Al insertar nuestros candidatos para s y t, encontramos que 3 · 1 − 2 · 2 = −1, lo cual es
consistente con 3 .
Aśı, L1 y L3 se intersecan en exactamente un punto. Para encontrarlo, ponemos s = 1 en la ecuación
de L1:

#    –

OQ = ~p1 + 1 · ~v1 =

0
0
1

+

1
2
3

 =

1
2
4

 ,

por lo tanto, el punto de intersección es Q(1, 2, 4).

Para comprobar si este resultado es correcto, podemos poner t = 2 en la ecuación de L3. El resultado
debe ser el mismo. El cálculo correspondiente es:

#    –

OQ = ~p3 + 2 · ~v3 =

−1
0
0

+

2
2
4

 =

1
2
4

 ,

lo cual confirma que el punto de intersección es Q(1, 2, 4).

L1 ∩ L4 = ∅
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Demostración. Como antes, necesitamos encontrar s, t ∈ R tales que

~p1 + s~v1 = ~p4 + t~v4, that is

0
0
1

+ s

1
2
3

 =

3
0
5

+ t

1
1
2

 . (2.21)

Escribimos esto como un sistema de ecuaciones y obtenemos

1 s = 3 + t
2 2s = t
3 1 + 3s = 5 + 2t

⇐⇒
1 s − t = 3
2 2s − t = 0
3 3s − 2t = 5

De 1 se sigue que s = t+3. Al insertar en 2 se obtiene 0 = 2(t+3)−t = t+6, de donde t = −6. De
1 obtenemos entonces que s = −6 + 3 = −3. Observe que hasta ahora solo usamos las ecuaciones
1 and 2 . Para ver si realmente encontramos una solución, debemos comprobar si es consistente

con 3 . Al insertar nuestros candidatos para s y t, encontramos que 3 · (−3)− 2 · (−6) = 3, lo cual
es inconsistente con 3 . Por lo tanto concluimos que no hay ningún par de números reales s, t que
satisfaga simultáneamente las tres ecuaciones 1 – 3 ; por tanto, las dos rectas no se intersecan.

Ejercicio. Muestre que L3 ∩ L4 = ∅.

Intersección de planos

Dados dos planos E1 y E2 en R3, hay dos posibilidades:

(a) Los planos se intersecan. En este caso, necesariamente se intersecan en infinitos puntos. Su
intersección es una recta (si E1 y E2 no son paralelos) o un plano (si E1 = E2).

(b) Los planos no se intersecan. En este caso, los planos deben ser paralelos y distintos.

Ejemplo 2.48. Consideramos los siguientes cuatro planos:

E1 : x+ y + 2z = 3, E2 : 2x+ 2y + 4z = −4, E3 : 2x+ 2y + 4z = 6, E4 : x+ y − 2z = 5.

Calcularemos sus intersecciones mutuas.

E1 ∩ E2 = ∅

Demostración. El conjunto de todos los puntos Q(x, y, z) que pertenecen tanto a E1 como a E2 es
el conjunto de todos los x, y, z que satisfacen simultáneamente

1 x + y + 2z = 3,
2 2x + 2y + 4z = −4.

Claramente, si x, y, z satisface 1 , entonces no puede satisfacer 2 (el lado derecho seŕıa 6). Podemos
ver esto de manera más formal si resolvemos 1 , por ejemplo para x, y luego sustituimos en 2 . De
1 obtenemos: x = 3− y − 2z. Al sustituir en 2 se llega a

−4 = 2(3− y − 2z) + 2y + 4z = 6,

lo cual es absurdo.
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Este resultado era de esperarse, ya que los vectores normales de los planos son ~n1 =

1
1
2

 and

~n2 =

2
2
4

 respectivamente. Como son paralelos, los planos son paralelos y, por lo tanto, o bien

son iguales o bien tienen intersección vaćıa. Ahora vemos que, por ejemplo, (3, 0, 0) ∈ E1 pero
(3, 0, 0) /∈ E2, aśı que los planos no pueden ser iguales. Por lo tanto, tienen intersección vaćıa.

E1 ∩ E3 = E1

Demostración. El conjunto de todos los puntos Q(x, y, z) que pertenecen tanto a E1 como a E3 es
el conjunto de todos los x, y, z que satisfacen simultáneamente

1 x + y + 2z = 3,
2 2x + 2y + 4z = 6.

Claramente, ambas ecuaciones son equivalentes: si x, y, z satisface 1 , entonces también satisface 2

y viceversa. Por lo tanto, E1 = E3.

E1 ∩ E4 =


 4

0
− 1

2

+ t

−1
1
0

 : t ∈ R

 .

Demostración. Primero observamos que los vectores normales ~n1 =

1
1
2

 and ~n4 =

 1
1
−2

 no son

paralelos, aśı que esperamos que la solución sea una recta en R3.
El conjunto de todos los puntos Q(x, y, z) que pertenecen tanto a E1 como a E4 es el conjunto de
todos los x, y, z que satisfacen simultáneamente

1 x + y + 2z = 3,
2 x + y − 2z = 5.

La ecuación 1 muestra que x = 3−y−2z. Al sustituir en 2 se obtiene 5 = 3−y−2z+y−2z = 3−4z,
de donde z = − 1

2 . Poniendo esto en 1 , encontramos que x + y = 3 − 2z = 4. Aśı, en resumen, la
intersección consiste en todos los puntos (x, y, z) que satisfacen

z = −1

2
, x = 4− y with y ∈ R arbitrary,

en otras palabras,xy
z

 =

4− y
y
− 1

2

 =

 4
0
− 1

2

+

−yy
0

 =

 4
0
− 1

2

+ y

−1
1
0

 with y ∈ R arbitrary.
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Figura 2.21: La figura de la izquierda muestra E1 ∩E2 = ∅; la figura de la derecha muestra E1 ∩E4,
que es una recta.

Intersección de una recta con un plano

Finalmente queremos calcular la intersección de un plano E con una recta L. Hay tres posibilidades:

(a) El plano y la recta se intersecan en exactamente un punto. Esto ocurre si y solo si L no es
paralela a E, lo cual sucede si y solo si L no es perpendicular al vector normal de E.

(b) El plano y la recta no se intersecan. En este caso, E y L deben ser paralelos, es decir, L debe
ser perpendicular al vector normal de E.

(c) El plano y la recta se intersecan en infinitos puntos. En este caso, L está contenida en E, es
decir, E y L deben ser paralelos y deben compartir al menos un punto.

Como ejemplo calculamos E1 ∩ L2. Como L2 claramente no es paralela a E1, esperamos que su
intersección consista en exactamente un punto.

E1 ∩ L2 = {(1/9, 2/9, 4/3)}

Demostración. El conjunto de todos los puntos Q(x, y, z) que pertenecen tanto a E1 como a L2 es
el conjunto de todos los x, y, z que satisfacen simultáneamente

x+ y + 2z = 3 and x = 2 + 2t, y = 4 + 4t, z = 7 + 6t for some t ∈ R.

Al sustituir la expresión con t de L2 en la ecuación del plano E1, obtenemos la siguiente ecuación
para t:

3 = (2 + 2t) + (4 + 4t) + 2(7 + 6t) = 20 + 18t =⇒ t = −17/18.

Al sustituir este t en la ecuación de L2 se obtiene el punto de intersección Q(1/9, 2/9, 4/3).
Para comprobar nuestro resultado, insertamos las coordenadas en la ecuación de E1 y obtenemos
x+ y + 2z = 1/9 + 2/9 + 2 · 4/3 = 1/3 + 8/3 = 3 lo cual muestra que Q ∈ E1.
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Calculemos dos ejemplos más.

Ejemplo 2.49. Consideramos el plano E y las rectas L,G dadas por

E : x+ 2y − z = 2, L : x+ 1 = y =
z − 2

3
. and G :

x− 3

2
= y − 1 =

z − 1

4
.

Observe que el vector normal de E y los vectores directores de L y G son

~n =

 1
2
−1

 , ~vL =

1
1
3

 and ~vG =

2
1
4

 .

Observe que ~n ⊥ ~vL y ~n ⊥ ~vG. Por lo tanto L ‖ E y G ‖ E (pero L 6‖ G) y esperamos, para cada
una de las rectas, que o bien no se interseque con E o bien esté contenida en E.

E ∩ L = ∅ Las ecuaciones paramétricas de L son

x = −1 + t, y = t, z = 2 + 3t.

Si sustituimos esto en la fórmula de E, obtenemos

2
?
= t− 1 + 2t− (2 + 3t) = −7

lo cual es absurdo. Por lo tanto, E y L no tienen ningún punto en común. En otras palabras, no se
intersecan.
E ∩G = G Las ecuaciones paramétricas de G son

x = 3 + 2t, y = 2 + t, z = 5 + 4t.

Al sustituir esto en la fórmula de E obtenemos

2
?
= 3 + 2t+ 2(2 + t)− (5 + 4t) = 2

lo cual es verdadero para todo t ∈ R. Por lo tanto, todo punto de G pertenece también a E. En
otras palabras, G ⊆ E o E ∩G = G.

Observación. Recordemos que en el ejemplo anterior ~n ⊥ ~vL y ~n ⊥ ~vG. Esto significa que L
es paralelo a E, por lo tanto o bien cae completamente en E o bien no interseca a E. Lo mismo
es cierto para G. Aśı, si tomamos un punto arbitrario en L y este punto pertenece también a E,
entonces la intersección E∩L no es vaćıa, pero entonces debemos tener que E∩L = L. Si ese punto
no pertenece a E, entonces E y L no pueden intersecarse (porque de lo contrario L ⊆ E y el punto
también estaŕıa en E). Por ejemplo, es fácil ver que el punto P (−1, 0, 2) pertenece a L (basta tomar
t = 0 en su ecuación paramétrica). Pongamos las coordenadas de P en la fórmula de E:

−1 + 2 · 0− 2 = −3 6= 2.

Por lo tanto P /∈ E y, por lo tanto, E ∩ L = ∅.
Por otro lado, si escogemos Q(3, 2, 5), entonces vemos fácilmente que Q ∈ G. Al sustituir sus
coordenadas en la fórmula de E, encontramos que

3 + 2 · 2− 5 = 2,

por lo tanto Q ∈ E y, en consecuencia, G ⊆ E.
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Intersección de varias rectas y planos

Si quisiéramos intersecar, por ejemplo, 5 planos en R3, entonces tendŕıamos que resolver un sistema
de 5 ecuaciones con 3 incógnitas. O si quisiéramos intersecar 7 rectas en R3, tendŕıamos que resolver
un sistema de 3 ecuaciones con 7 incógnitas. Si los resolvemos como lo hicimos aqúı, el proceso podŕıa
volverse bastante engorroso. Por eso, el próximo caṕıtulo está dedicado a encontrar una manera
sistemática y eficiente de resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas.

Debeŕıa haber entendido

qué pueden ser geométricamente las intersecciones de rectas y planos y cómo dependen de
su orientación relativa,

la interpretación de un sistema lineal con tres incógnitas como la intersección de planos en
R3,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular la intersección de rectas y planos,

etc.

Ejercicios.

1. Considere el plano E : 2x− y + 3z = 9 y la recta L : x = 3t+ 1, y = −2t+ 3, z = 4t.

(a) Encuentre E ∩ L.

(b) Encuentre una recta G que no interseque ni al plano E ni a la recta L. Pruebe su
afirmación. ¿Cuántas rectas con esta propiedad hay?

2. Sea L la recta que pasa por el punto (1, 1, 1) y es paralela al vector

 2
−1

4

. Muestre que L

no interseca al plano E : x− 2y − z = 1.

3. Dado el plano E : 3x− 4y + 2z = 5, encuentre

(a) un punto P ∈ E cuya coordenada x es 2;

(b) un punto Q /∈ E cuya coordenada x es 2;

(c) una recta L paralela a E que pase por el punto (3, 1, 5);

(d) una recta L perpendicular a E que pase por el punto (3, 1, 5);

4. Dada la recta L : x = 3t− 2, y = 2t+ 5, z = t+ 3, encuentre o diga por qué no exsite

(a) un punto P ∈ L cuya coordenada x es 2;

(b) un punto Q /∈ L cuya coordenada x es 2;

(c) un plano E paralelo a L que pase por el punto (3, 1, 5);

(d) un plano E perpendicular a L que pase por el punto (3, 1, 5);
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(e) un plano E que contiene a la recta L y que pase por el punto (2,−5, 1);

5. De dos planos E y F en R3 se sabe que no son paralelos y que los puntos A(1, 2, 3) y B(4, 0,−3)
pertenecen a E ∩ F . Se puede concluir qué es E ∩ F? Dé dos ejemplos de planos E y F con
la propiedad arriba.

6. Un caminante arranca en al tiempo t = 0 en el punto (1, 2) con velocidad ~vc =

(
3
1

)
. Hay

un ciclista en el punto (12,−3) y un punto de refrigerios en el sitio (16, 7). El caminante y el
ciclista se mueven en lineas rectas ambos con velocidad constante.

(a) Muestre que el caminante pasa por el punto de los refrigerios. ¿En cuál tiempo t pasa
por este punto?

(b) ¿En cuál dirección se debe dirigir el ciclista para pasar también por el punto de los
refrigerios?

(c) Supongamos que el ciclista arranca al mismo tiempo que el caminante. ¿Cómo debe el
ciclista escoger su velocidad si quiere encontrarse con el caminante en el punto de los
refrigerios? ¿Cómo la debe escoger si quiere pasar por el punto antes del caminante?

(d) Ahora supongamos que el ciclista se mueve con la velocidad ~w =

(
3

7,5

)
. Muestre que

el ciclista pasa por el punto de los refrigerios. ¿En qué momento t debe arrancar para
encontrarse con el caminante?

2.8. Resumen

El espacio vectorial Rn está dado por

Rn =


x1

...
xn

 : x1, . . . , xn ∈ R

 .

Para puntos P (p1, . . . , pn), Q(q1, . . . , qn), el vector cuyo punto inicial es P y cuyo punto final es Q
es

#    –

PQ =

q1 − p1

...
qn − pn

 y
#    –

OQ =

q1

...
qn

 donde O denota el origen.

En Rn, la suma y el producto por escalares se definen por

Rn × Rn → Rn, ~v + ~w =

v1

...
vn

+

w1

...
wn

 =

v1 + w1

...
vn + wn

 , R× Rn → Rn, c~v =

cv1

...
cvn

 .

La norma de un vector es

‖~v‖ =
√
v2

1 + · · ·+ v2
n.
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Si ~v =
#    –

PQ, entonces ‖~v‖ = ‖ #    –

PQ‖ = distancia entre P y Q.

Para vectores ~v y ~w ∈ Rn, su producto interno es un número real definido por

〈~v , ~w〉 =

〈v1

...
vn

 ,

w1

...
wn

〉 = v1w1 + · · ·+ vnwn.

Fórmulas importantes que involucran el producto interno

〈~v , ~w〉 = 〈~w ,~v〉,
〈~v , c~w〉 = c〈~v , ~w〉,
〈~v , ~w + ~u〉 = 〈~v , ~w〉+ 〈~v , ~u〉,

〈~v , ~w〉 = ‖~v‖ ‖~w‖ cosϕ,

‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖ Desigualdad triangular

~v ⊥ ~w ⇐⇒ 〈~v , ~w〉 = 0,

〈~v ,~v〉 = ‖~v‖2.

El producto cruz está definido solamente en R3. Es un vector definido por

~v × ~w =

v1

v2

v3

×
w1

w2

w3

 =

v2w3 − v3w2

v3w1 − v1w3

v1w2 − v2w1

 .

Fórmulas importantes que involucran el producto cruz

~u× ~v = −~v × ~u,
~u× (~v + ~w) = (~u× ~v) + (~u× ~w),
(c~u)× ~v = c(~u× ~v),

〈~u ,~v × ~w〉 = 〈~u× ~v , ~w〉.

~u ‖ ~v ⇐⇒ ~u× ~v = ~0.

〈~u , ~u× ~v〉 = 0 y 〈~v , ~u× ~v〉 = 0, en particular ~v ⊥ ~v × ~u, ~u ⊥ ~v × ~u .

‖~v × ~w‖ = ‖~v‖ ‖~w‖ sinϕ.

Aplicaciones

Área de un paralelogramo generado por ~v, ~w ∈ R3: A = ‖~v × ~w‖.

Volumen de un paraleleṕıpedo generado por ~u,~v, ~w ∈ R3: V = |〈~u ,~v × ~w〉|.
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Representaciones de rectas

Ecuación vectorial L =
{

#    –

OP + ~t~v : t ∈ R
}

.

P es un punto sobre la recta, ~v se llama vector director de L.

Ecuación paramétrica x1 = p1 + tv1, . . . , xn = pn + tvn, t ∈ R.

Entonces P (p1, . . . , pn) is a point on L y ~v = (v1, . . . , vn)t es un vector director L.

Ecuación simétrica x1−p1

v1
= x2−p2

v2
= · · · = xn−pn

vn
.

Entonces P (p1, . . . , pn) is a point on L y ~v = (v1, . . . , vn)t es un vector directior de L.

Si uno o varios de los vj son iguales a 0, entonces la fórmula anterior debe modificarse.

Representaciones de planos

Ecuación vectorial E =
{

#    –

OP + ~t~v + s~w : s, t ∈ R
}

.

P is a point on the line, ~v y ~w are vectors parallel to E with ~v 6‖ ~w.

Forma normal (¡solo en R3!) E : ax+ by + cz = d.

El vector ~n =

ab
c

 formado por los coeficientes del lado izquierdo es perpendicular a E.

Además, E pasa por el origen si y solo si d = 0.

¡Las parametrizaciones no son únicas! (Una misma recta (o plano) tiene muchas parametrizaciones
distintas.)

El ángulo entre dos rectas es el ángulo entre sus vectores directores.

Dos rectas son paralelas si y solo si sus vectores directores son paralelos.
Dos rectas son perpendiculares si y solo si sus vectores directores son perpendiculares.

El ángulo entre dos planos es el ángulo entre sus vectores normales.

Dos planos son paralelos si y solo si sus vectores normales son paralelos.
Dos planos son perpendiculares si y solo si sus vectores normales son perpendiculares.

Una recta es paralela a un plano si y solo si su vector director es perpendicular al vector
normal del plano.
Una recta es perpendicular a un plano si y solo si su vector director es paralelo al vector
normal del plano.

Last Change: Di 23. Jun 16:09:40 CEST 2026
Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 2. R2 y R3 73

2.9. Ejercicios

1. Sean ~a =

(
2
−3

)
y ~b =

(
−1

4

)
. Encuentre vectores ~u, ~w tal que cumplan todas las siguientes

condiciones:

(a) ~a = ~u+ ~w.

(b) ~u ‖ ~b.

(c) ~w ⊥ ~b.

2. Sea ~a =

(
1
−3

)
. Encuentre ~b ∈ R2 tal que ~a ⊥ ~b y ‖~a‖ = ‖~b‖. Repita el ejercicio cuando

~a =

(
2
3

)
,

(
1
4

)
,

(
x
y

)
.

3. Sea P (−1, 2) un punto en R2 y, para R > 0, sea CR el ćırculo centrado en P con radio R.

(a) Sea L la recta que pasa para el origen y por Q(2, 3).

Escriba L en forma vectorial y encuentre todos los R > 0 tal que

1) CR no interseca a L,

2) CR toca a L en exactamente un punto,

3) CR interseca a L en exactamente dos puntos.

(b) Encuentre todos los puntos S ∈ R2 tal que el ćırculo centrado en S con radio 2 toca la
recta L en exactamente un punto.

(c) Repita los ejercicios anteriores, pero con la recta G que pasa por los puntos (0, 1) y (4, 0)
(en particular, G no pasa por el origen).

Haga bosquejos para los ejercicios arriba. (Cf. Ejercicio 14.)

4. Los señales que emite una emisora desde el punto (0, 0) se dejan detectar hasta a una distancia
de 100 metros. Si un carro se mueve a lo largo de la recta que pasa por los puntos (0, 50) y
(105,−25), ¿podrá detectar los señales?

¿Qué cambia si la emisora está posicionada en el punto (−20,−60)? (Cf. Ejercicio 14.)

5. Sea ~a =

 1
−2

3

 y ~b =

 1
2
−4

. Encuentre escalares x, y tal que (x~a+ y~b) ⊥ ~b y x~a+ y~b 6= ~0.

6. Sean ~a,~b,~c ∈ Rn. Responda si son falsas o verdaderas las siguientes afirmaciones. En caso
afirmativo demuéstrela y en caso negativo dé un contraejemplo.

(a) Si 〈~a ,~b〉 = 〈~a ,~c〉 y ~a 6= ~0, entonces ~b = ~c.

(b) Si existe un vector ~b con 〈~a ,~b〉 = 0, entonces ~a = 0.

(c) Si 〈~a ,~b〉 = 0 para todo vector ~b, entonces ~a = 0.
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(d) Si n = 3. Si 〈~a ,~b〉 = 0 y ~a ×~b = 0, entonces ~a = 0 ó ~b = 0 (Haga una interpretación
geométrica antes de intentar desarrollar este ı́tem).

7. Sean ~a =

 1
−1

2

 y ~b =

 0
3
−1

. Encuentre por lo menos 3 vectores ~c distintos tales que

el volumen del paraleleṕıpedo generado por ~a,~b,~c sea 1. ¿Cuál es el lugar geométrico que
describen todos los vectores ~c con esta propiedad?

8. En R3 demuestre que no existe un vector unitario cuyos ángulos directores son π
6 ,

π
10 ,

π
3 .

9. Un cometa sale disparado del punto P (1, 0, 3) y se mueve con velocidad (3, 5,−2)t, al mismo
tiempo un asteroide sale disparado del punto R(3, 4,−1) y se mueve con vector velocidad
(2, 3, 0)t. Si suponemos que ambos asteroides se desplazan en ĺınea recta, a velocidad constante
y que además ningún objeto celeste perturba su trayectoria, responda las siguientes preguntas:

(a) 1) ¿Cuáles son las ecuaciones vectoriales que describen las trayectorias del asteroide y
del cometa?

2) ¿Los dos asteroides colisionan? ¿En qué tiempo lo hacen?

3) Si el cometa deja en su trayectoria una estela de hielo y el asteroide deja en su
recorrido una estela de polvo, ¿el hielo del cometa y el polvo del asteroide se mezclan
en algún punto del espacio?.

(b) Repita las preguntas anteriores consideryo que el asteroide parte deR(10, 5, 2) a velocidad
(3, 15,−7)t.

R

P

R

10. Considere una pared inclinada que está dada por la ecuación E : 2x− 3y + 0,5z = 4.

(a) Demuestre que el punto Q(4, 2, 4) pertenece a la pared.

(b) En el punto P (2, 0, 1) hay un láser. ¿En cuál dirección debe apuntar para marcar el punto
Q en la pared?

(c) ¿Cuál punto en la pared marcará el láser del literal anterior si apunta en la dirección2/3
1
3

?

11. Una empresa fabrica bultos de peso. Hay tres materiales con los que puede llenar los bultos:
Material A tiene una densidad de 1 kg/l, material B tiene una densidad de 2 kg/l y material
C tiene una densidad de 3 kg/l. Cada bulto debe pesar 20 kg.
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(a) Interprete la información dada en el ejercicio como un plano en R3 donde los ejes repre-
sentan la cantidad de cada material.

(b) Si en un bulto ya se encuentran 5l del material A y 3l del material B, ¿cuántos litros del
material C se debe agregar para completar el bulto?

(c) ¿Cómo se pueden armar los bultos si se quiere adicionalmente que el volumen de ca-
da bulto es 13l? ¿Cuántas posibilidades de hacerlo hay? Interprete sus cálculos como
intersección de dos planos.

(d) En un bulto ya se encuentran 2l del material A, 5l del material B y 1l del material C.
La empresa lo quiere completar con una mezcla de los tres materiales en la que 20 %
son del material A, 50 % son del material B, 30 % son del material C. ¿Cuántos litros de
esta mezcla hay que agregar para que el bulto pese 20 kg? Interprete sus cálculos como
intersección de un plano con una recta.

12. En R3 sea E un plano y L una recta.

(a) Muestre que E,L se cortan en exactamente un punto si el vector director de L y el vector
normal de E no son perpendiculares.

(b) Muestre que E,L no se cortan si el vector director de L es perpendicular al vector normal
de E y E no contiene ningún punto de L.

(c) Muestre que L está contenida en E si el vector director de L es perpendicular al vector
normal de E y E contiene al menos un punto de L.

13. Encontrar la ecuación vectorial de las rectas que satisfacen:

(a) Contiene a (7, 1, 3) y (−1, −2, −3).

(b) Contiene a (−2, 3, −2) y es paralela a 4~e2.

(c) Contiene a (−2, 3, 7) y es perpendicular a 2~e1.

(d) Contiene a (4, 1, −4) y es paralela a la recta dada por x−2
3 = y+1

6 = z−5
2 .

14. (a) En R2 considere la recta L : ax + by = c y un punto P (x1, y1) exterior a L. Demuestre
que la distancia d de P a L viene dada por la fórmula:

d =
|ax1 + by1 − c|√

a2 + b2
.

(Hint: Recuerde el significado geométrico del vector

(
a
b

)
en la recta L. Usar proyeccio-

nes.)

(b) En R3 considere el plano E : ax + by + cz = d y un punto P (x1.y1, z1) exterior a E.
Demuestre que la distancia d de P a E viene dada por la fórmula:

d =
|ax1 + by1 + cz1 − d|√

a2 + b2 + c2
.

(Hint: Es el mismo razonamiento del inciso anterior.)

15. En R3 considere en forma vectorial la recta L =
−−→
OP + t~v.
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(a) Encuentre la distancia de la recta L al origen. (Hint. Encuentre t ∈ R con
−−→
OP + t~v ⊥ ~v.)

(b) Use el ejercicio anterior para encontrar la distancia entre la recta L y el origen donde L
es: 4

3
7

+ t

1
2
0

 , t ∈ R.

16. Sea E el plano 3x+ y+ z = 1 y P (−6, 4, 4). El siguiente ejercicio pretende encontrar el punto
más cercano a P dentro de E.

(a) Verifique que P /∈ E.

(b) Encuentre la ecuación de la recta L que es paralela al vector normal de E y pasa por P .

(c) Obtenga el punto de intersección entre E y L, llámelo Q.

(d) Verifique que el valor de la distancia entre el punto obtenido y P da lo mismo que la
distancia de P al plano E (Ejercicio 14. parte (b)).

(e) Justifique el porqué Q es el punto más cercano a P que está dentro de E.

17. Sean ~a,~b ∈ R2 con ~a 6= ~0.

(a) Demuestre que ‖proy~a
~b‖ ≤ ‖~b‖.

(b) ¿Qué deben cumplir ~a y ~b para que ‖ proy~a
~b‖ = ‖~b‖ ?

(c) ¿Es cierto que ‖proy~b ~a‖ ≤ ‖~b‖?

18. Sea L =

1
2
3

+ t

1
1
1

.

(a) Muestre que (2, 3, 5) no pertenece a L.

(b) Encuentre un plano que contenga a L y pase por (2, 3, 5). ¿Cuántos planos que cumplen
la condición anterior existen?

19. Sean

L1 :=
x+ 3

2
= y − 4 =

z + 2

7

y L2 dada por sus ecuaciones paramétricas:

x = −3 + s

y = 2− 4s

z = 1 + 6s

(a) ¿L1 y L2 se intersecan?

(b) Encuentre un plano F que sea perpendicular a L1 y que pase por (3, 2, 1).

(c) Encuentre la ecuación normal de un plano E que sea paralelo tanto a L1 como a L2 y
que pase por el origen. ¿Cuántos planos con esta propiedad hay?
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(d) ¿Existe algún plano que contenga simultáneamente a las rectas L1, L2? En caso de que la
respuesta sea negativa, ¿cuales condiciones debeŕıan cumplir dos rectas para que exista
un plano que las contenga a ambas?

20. En R3 considere el plano E dado por E : 3x− 2y + 4z = 16.

(a) Demuestre que los vectores ~a =

 2
1
−1

, ~b =

2
5
1

 y ~v =

2
3
0

 son paralelos al plano E.

(b) Encuentre números λ, µ ∈ R tal que λ~a+ µ~b = ~v.

(c) Demuestre que el vector ~c =

1
1
1

 no es paralelo al plano E y encuentre vectores c‖ y

c⊥ tal que c‖ es paralelo a E, c⊥ es ortogonal a E y c = c‖ + c⊥.

21. Sea E un plano en R2 y sean ~a, ~b vectores paralelos a E. Demuestre que para todo λ, µ ∈ R,
el vector λ~a+ µ~b es paralelo al plano.

22. Sea V un espacio vectorial. Demuestre lo siguiente:

(a) El elemento neutro es único.

(b) 0v = O para todo v ∈ V .

(c) λO = O para todo λ ∈ R.

(d) Dado v ∈ V , su inverso ṽ es único.

(e) Dado v ∈ V , su inverso ṽ cumple ṽ = (−1)v.

23. De todos los siguientes conjuntos decida si es un espacio vectorial con su suma y producto
usual.

(a) V =

{(
a
a

)
: a ∈ R

}
,

(b) V =

{(
a
a2

)
: a ∈ R

}
,

(c) V es el conjunto de todas las funciones continuas R→ R.

(d) V es el conjunto de todas las funciones f continuas R→ R con f(4) = 0.

(e) V es el conjunto de todas las funciones f continuas R→ R con f(4) = 1.
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Caṕıtulo 3

Sistemas lineales y matrices

Reescribiremos los sistemas lineales como ecuaciones matriciales para resolverlos de manera sis-
temática y eficiente. knterpretaremos las matrices como transformaciones lineales de Rn a Rm, lo
cual nos permite definir operaciones algebraicas con matrices; espećıficamente, definiremos la suma
y la composición (multiplicación) de matrices, lo cual conduce naturalmente al concepto de la in-
versa de una matriz. Podemos interpretar una matriz como un sistema que toma una entrada (las

variables x1, . . . , xn) y nos devuelve como salida b1, . . . , bm mediante A~x = ~b. A veces se nos da la
entrada y queremos encontrar los bj ; y a veces se nos da la salida b1, . . . , bm y queremos encontrar
la entrada x1, . . . , xn que produce la salida deseada. Esta última pregunta suele ser más dif́ıcil que
la primera. Veremos que existe una entrada única para cualquier salida dada si y solo si la matriz
es invertible. Podemos refinar el concepto de invertibilidad de una matriz. Decimos que A tiene una
inversa izquierda si para cualquier ~b la ecuación A~x = ~b tiene a lo sumo una solución, y decimos
que tiene una inversa derecha si A~x = ~b tiene al menos una solución para cualquier ~b.

Discutiremos en detalle la eliminación de Gauß y de Gauß-Jordan, que nos ayuda a encontrar
soluciones de un sistema lineal dado y la inversa de una matriz si esta existe. En la Sección 3.7
definimos la transposición de matrices y damos una primera mirada a las matrices simétricas. Estas
serán importantes en el Caṕıtulo 8. También veremos la interacción entre transponer una matriz y el
producto interno. En la última sección de este caṕıtulo definimos las llamadas matrices elementales,
que pueden verse como los bloques de construcción de las matrices invertibles. Las usaremos en el
Caṕıtulo 4 para demostrar propiedades importantes del determinante.

3.1. Sistemas lineales y eliminación de Gauß y de Gauß-
Jordan

Comenzamos con un sistema lineal como en la Definición 1.8:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(3.1)
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Recordemos que el sistema se llama consistente si tiene al menos una solución; de lo contrario se
llama inconsistente. De acuerdo con (1.4) y (1.5), su matriz de coeficientes asociada y su matriz
aumentada de coeficientes son

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

am1 am2 . . . amn

 (3.2)

y

(A|b) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm

 . (3.3)

Definición 3.1. El conjunto de todas las matrices conm filas y n columnas se denota porM(m×n).
Si queremos enfatizar que la matriz tiene solo entradas reales, entonces escribimos M(m × n,R)
o MR(m × n). Otra notación usada con frecuencia es Mm×n. Una matriz A se llama una matriz
cuadrada si su número de filas es igual a su número de columnas.

Para resolver (3.1), podŕıamos usar la primera ecuación, despejar x1 e insertar esto en todas las
demás ecuaciones. Nos da un nuevo sistema con m − 1 ecuaciones para n − 1 incógnitas. Luego
despejamos x2 en la siguiente ecuación, lo insertamos en las demás ecuaciones, y continuamos aśı
hasta que solo quede una ecuación. Esto, por supuesto, fallará si por ejemplo a11 = 0, porque
en este caso no podemos despejar x1 en la primera ecuación. Podŕıamos salvar nuestro algoritmo
diciendo: despejamos en la primera ecuación la primera incógnita cuyo coeficiente es distinto de 0
(o podŕıamos tomar una ecuación en la que el coeficiente de x1 sea distinto de 0 y declarar que esta
será nuestra primera ecuación. Después de todo, podemos ordenar las ecuaciones como queramos).
Incluso con esta modificación, el proceso de resolver y reemplazar es propenso a errores.

Otra idea es manipular las ecuaciones. La pregunta es: ¿qué cambios en las ecuaciones están per-
mitidos sin cambiar la información contenida en el sistema? No queremos destruir información
(permitiendo aśı potencialmente más soluciones) ni introducir más información (eliminando aśı po-
tencialmente soluciones). O, en términos más matemáticos, ¿qué cambios en el sistema de ecuaciones
dado resultan en un sistema equivalente? Aqúı llamamos equivalentes a dos sistemas si tienen el
mismo conjunto de soluciones.

Podemos verificar si el nuevo sistema es equivalente al original si existe una forma de recuperar el
original.

Por ejemplo, si intercambiamos la primera y la segunda fila, entonces en realidad no ocurrió na-
da y terminamos con un sistema equivalente. Podemos volver a la ecuación original simplemente
intercambiando otra vez la primera y la segunda fila. Si multiplicamos ambos lados de la primera
ecuación por algún factor, digamos por 2, entonces de nuevo nada cambia. Suponga por ejemplo que
la primera ecuación es x + 3y = 7. Si multiplicamos ambos lados por 2, obtenemos 2x + 6y = 14.
Claramente, si un par (x, y) satisface la primera ecuación, entonces también satisface la segun-
da y viceversa. Dada la nueva ecuación 3x + 6y = 14, podemos restaurar fácilmente la anterior
simplemente dividiendo ambos lados por 2.

Last Change: Di 23. Jun 16:01:30 CEST 2026
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Si tomamos una ecuación y multiplicamos ambos lados por 0, entonces destruimos información
porque terminamos con 0 = 0 y no hay forma de recuperar la información que estaba almacenada
en la ecuación original. Aśı que esta no es una operación permitida.

Muestre que elevar al cuadrado ambos lados de una ecuación en general no da una ecuación
equivalente. ¿Hay casos en los que śı lo hace?

Elevar al cuadrado una ecuación o tomar el logaritmo en ambos lados u otras cosas de este tipo
usualmente no nos interesan porque la ecuación resultante ya no será una ecuación lineal.

Denotemos por Rj la j-ésima fila de nuestro sistema lineal (3.1). La siguiente tabla contiene las
llamadas operaciones elementales por filas. Son las operaciones “permitidas” porque no alteran
la información contenida en un sistema lineal dado, ya que son reversibles. La primera columna
describe la operación en palabras, la segunda introduce su notación abreviada y en la última fila
damos la operación inversa que nos permite volver al sistema original.

Operación elemental Notación Operación inversa

1 Intercambiar las filas j y k. Rj ↔ Rk Rj ↔ Rk

2 Multiplicar la fila j por algún λ 6= 0. Rj → λRj Rj → 1
λRj

3 Reemplazar la fila k por la suma de la fila k y
λ veces Rj , y dejar la fila j sin cambiar (j 6= k).

Rk → Rk + λRj Rk → Rk − λRj

Ejercicio. Muestre que la operación en la tercera columna invierte la operación de la segunda
columna.

Ejercicio. Muestre que en lugar de la operación 3 basta tomar 3’ : Rk → Rk+Rj , porque 3 se
puede escribir como una composición de operaciones de la forma 2 y 3’ . Muestre cómo se puede
hacer esto.

Ejercicio. Muestre que en realidad 1 no es necesaria, ya que se puede obtener mediante una
composición de operaciones de la forma 2 y 3 (o 2 y 3’ ). Muestre cómo se puede hacer esto.

Veamos en un ejemplo cómo funciona esto.

Ejemplo 3.2.

x1 + x2 − x3 = 1

2x1 + 3x2 + x3 = 3

4x2 + x3 = 7

 R2→R2−2R1−−−−−−−−→


x1 + x2 − x3 = 1

x2 + 3x3 = 1

4x2 + x3 = 7

 R3→R3−4R2−−−−−−−−→


x1 + x2 − x3 = 1

x2 + 3x3 = 1

− 11x3 = 3


R3→− 1

3R3−−−−−−−→


x1 + x2 − x3 = 1

x2 + 3x3 = 1

x3 = −3/11.
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Aqúı podemos detenernos porque ya es bastante fácil leer la solución. Procediendo de abajo hacia
arriba, obtenemos

x3 = −3/11, x2 = 1− 3x3 = 20/11, x1 = 1 + x3 − x2 = −12/11.

Observe que podŕıamos continuar nuestras manipulaciones por filas para limpiar aún más el sistema:

· · · −→


x1 + x2 − x3 = 1

x2 + 3x3 = 1

− 11x3 = 3

 R3→−1/11R3−−−−−−−−−→


x1 + x2 − x3 = 1

x2 + 3x3 = 1

x3 = −3/11


R2→R2−3R3−−−−−−−−→


x1 + x2 − x3 = 1

x2 = 20/11

x3 = −3/11

 R1→R1+R3−−−−−−−−→


x1 + x2 = 8/11

x2 + = 20/11

x3 = −3/11


R1→R1−R2−−−−−−−−→


x1 + = −12/11

x2 = 20/11

x3 = −3/11

Nuestra estrategia fue aplicar manipulaciones que eliminan sucesivamente las incógnitas en las
ecuaciones inferiores, y buscábamos llegar a una forma del sistema de ecuaciones en la que la
última ecuación contuviera el menor número posible de incógnitas.

Convénzase de que el primer paso de nuestro proceso de reducción es equivalente a despejar x1 en
la primera ecuación e insertarlo en las otras ecuaciones para eliminarlo alĺı. El siguiente paso en
la reducción es equivalente a despejar x2 en la nueva segunda ecuación e insertarlo en la tercera
ecuación.

Es importante observar que hay infinitas rutas diferentes que conducen al resultado final, pero
usualmente algunas son más rápidas que otras.

Analicemos lo que hicimos. Observamos los coeficientes del sistema y aplicamos transformaciones
de tal manera que se vuelvan 0, porque esto resulta en eliminar las incógnitas correspondientes de
las ecuaciones. Aśı, en el ejemplo anterior podŕıamos igualmente borrar todos los xj , quedarnos
solo con la matriz aumentada de coeficientes y realizar las operaciones por filas en la matriz. Por
supuesto, tenemos que recordar que los números en las primeras columnas son los coeficientes de
x1, los de la segunda columna son los coeficientes de x2, etc. Entonces nuestros cálculos se traducen
en lo siguiente:1 1 1 1

2 3 1 3
0 4 1 7

 R2→R2−2R1−−−−−−−−→

1 1 1 1
0 1 3 1
0 4 1 7

 R3→R3−4R2−−−−−−−−→

1 1 1 1
0 1 3 1
0 0 −11 3


R3→−1/11R3−−−−−−−−−→

1 1 1 1
0 1 3 1
0 0 1 −3/11

 .
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Si traducimos esto de vuelta a un sistema lineal, obtenemos

x1 + x2 + x3 = 1,

x2 + 3x3 = 3,

x3 = −3/11,

que se puede resolver fácilmente de abajo hacia arriba.
Hicimos exactamente los mismos cálculos que hicimos con el sistema de ecuaciones, pero en notación
matricial se ve mucho más ordenado, ya que no tenemos que escribir las incógnitas todo el tiempo.

Si queremos resolver un sistema lineal, lo escribimos como una matriz aumentada y luego realizamos
operaciones por filas hasta llegar a una forma “bonita” en la que podamos leer las soluciones si las
hay.
Pero, ¿qué es una forma “bonita”? Recuerde que si un coeficiente es 0, entonces la incógnita co-
rrespondiente no aparece en la ecuación.

Todas las filas que solo contienen ceros debeŕıan estar abajo.

En la primera ecuación no nula desde abajo, queremos la menor cantidad posible de incógnitas
y queremos que sean las últimas incógnitas. Aśı, como última fila queremos una que solo
tenga ceros o una que comience con ceros, hasta que finalmente obtengamos un número
no nulo, digamos en la columna k. Este número no nulo siempre se puede hacer igual a 1
dividiendo la fila por él. Ahora sabemos cómo están relacionadas las incógnitas xk, . . . , xn.
Observe que todas las demás incógnitas x1, . . . , xk−1 han desaparecido de la ecuación, ya que
sus coeficientes son 0. Si k = n, como en nuestro ejemplo anterior, entonces hay una única
solución para xn.

La segunda fila no nula desde abajo también debeŕıa comenzar con ceros hasta llegar a una
columna, digamos la columna l, con una entrada no nula que siempre podemos hacer igual a 1.
Esta columna debeŕıa estar a la izquierda de la columna k (es decir, queremos l < k). Porque
ahora podemos usar lo que sabemos de la última fila acerca de las incógnitas xk, . . . , xn para
decir algo acerca de las incógnitas xl, . . . , xk−1.

Continuamos aśı hasta que todas las filas estén como queremos.

Observe que la forma de una matriz “bonita” de este tipo se parece un poco a una matriz que
tuviera un triángulo formado por solo ceros en su parte inferior izquierda. Puede haber ceros en la
parte superior derecha. Si una matriz tiene la forma que acabamos de describir, decimos que está
en forma escalonada por filas. Demos una definición precisa.

Definición 3.3 (Forma escalonada por filas). Decimos que una matriz A ∈M(m× n) está en
forma escalonada por filas si:

Todas sus filas cero son las últimas filas.

La primera entrada no nula en una fila es 1. Se llama el pivote de la fila.

El pivote de cualquier fila está estrictamente a la derecha del de la fila anterior.

Definición 3.4 (Forma escalonada reducida por filas). Decimos que una matriz A ∈M(m×n)
está en forma escalonada reducida por filas si:
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A está en forma escalonada por filas.

Todas las entradas en A que están por encima de un pivote son iguales a 0.

Veamos rápidamente algunos ejemplos.

Ejemplos 3.5.

(a) Las siguientes matrices están en forma escalonada reducida por filas. Los pivotes están resal-
tados.

1 6 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 , 1 6 0 1

0 0 1 1

)(
, 1 0 0 0

0 0 1 1

)(
,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

(b) Las siguientes matrices están en forma escalonada por filas, pero no en forma escalonada
reducida por filas. Los pivotes están resaltados.

1 6 3 1
0 0 1 1
0 0 0 1


 ,

1 6 3 1
0 0 1 4
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 , 1 6 1 0

0 0 1 1

)(
, 1 0 2 0

0 0 1 1

)(
,

1 0 5 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

(c) Las siguientes matrices no están en forma escalonada por filas:

1 6 0 0
2 0 1 0
3 0 0 1

 ,


1 6 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 6 0 0

 ,

(
0 0 1 1
1 6 0 1

)
,

(
0 3 1 1
1 0 0 0

)
,


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

Ejercicio. Diga por qué las matrices en (b) no están en forma escalonada reducida por
filas y use operaciones elementales por filas para transformarlas en una matriz en forma
escalonada reducida por filas.

Diga por qué las matrices en (c) no están en forma escalonada por filas y use operacio-
nes elementales por filas para transformarlas en una matriz en forma escalonada por filas.
Transfórmelas más para obtener una matriz en forma escalonada reducida por filas.

Question 3.1

Si intercambiamos dos filas en una matriz, esto corresponde a escribir las ecuaciones dadas en un
orden diferente. ¿Cuál es el efecto sobre un sistema lineal si intercambiamos dos columnas?
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Recuerde: si traducimos un sistema lineal a una matriz aumentada de coeficientes (A|b), realizamos
las operaciones por filas para llegar a una forma escalonada (reducida) por filas (A′|b′), y tradu-
cimos de vuelta a un sistema lineal, entonces este nuevo sistema contiene exactamente la misma
información que el original, pero está “más ordenado” y es fácil determinar su solución.
La pregunta natural ahora es: ¿Podemos siempre transformar una matriz en una matriz en forma
escalonada (reducida) por filas? La respuesta es que esto siempre es posible e incluso podemos dar
un algoritmo para hacerlo.

Eliminación de Gauß. Sea A ∈M(m×n) y suponga que A no es la matriz cero. La eliminación
de Gauß es un algoritmo que transforma A en una forma escalonada por filas. Los pasos son los
siguientes:

Encontrar la primera columna que no consiste enteramente de ceros. Intercambiar filas de
manera apropiada de modo que la entrada en esa columna en la primera fila sea distinta de
cero.

Multiplicar la primera fila por un número apropiado de modo que su primera entrada no nula
sea 1.

Usar la primera fila para eliminar todos los coeficientes debajo de su pivote.

Ahora nuestra matriz se ve como

0 0 1

0

0 0 0



 A′
0 .

donde ∗ son números arbitrarios y A′ es una matriz con menos columnas que A y m− 1 filas.
Ahora repita el proceso para A′. Observe que al hacer esto las primeras columnas no cambian,
ya que solo estamos manipulando ceros.

Eliminación de Gauß-Jordan. Sea A ∈M(m× n). La eliminación de Gauß-Jordan es un algo-
ritmo que transforma A en una forma escalonada reducida por filas. Los pasos son los siguientes:

Usar la eliminación de Gauß para obtener una forma escalonada por filas de A.

Usar los pivotes para eliminar los coeficientes no nulos que están en columnas por encima de
un pivote.

Por supuesto, si hacemos una reducción a mano, entonces no tenemos que seguir estrictamente los
pasos del algoritmo si esto hace que los cálculos sean más fáciles. Sin embargo, estos algoritmos
siempre funcionan y por lo tanto pueden programarse para que una computadora los realice.

Definición 3.6. Dos matrices m×n A y B se llaman equivalentes por filas si hay operaciones ele-
mentales por filas que transforman A en B. (Claramente entonces B se puede transformar mediante
operaciones por filas en A.)
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Observación. Sea A una matriz m× n.

A se puede transformar en infinitas formas escalonadas por filas diferentes.

Solo hay una forma escalonada reducida por filas a la que A se puede transformar.

Demuestre las afirmaciones anteriores.

Antes de dar ejemplos, observamos que a partir de la forma escalonada por filas podemos saber
inmediatamente cuántas soluciones tiene el sistema lineal correspondiente.

Teorema 3.7. Sea (A|b) la matriz aumentada de coeficientes de un sistema lineal m × n y sea
(A′|b′) una forma reducida por filas.

(1) Si hay una fila de la forma (0 · · · 0|β) con β 6= 0, entonces el sistema no tiene solución.

(2) Si no hay una fila de la forma (0 · · · 0|β) con β 6= 0, entonces ocurre una de las siguientes
posibilidades:

(2.1) Si hay un pivote en cada columna de A′, entonces el sistema tiene exactamente una
solución.

(2.2) Si hay una columna en A′ sin pivote, entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

Demostración. (1) Si (A′|b′) tiene una fila de la forma (0 · · · 0|β) con β 6= 0, entonces la ecuación
correspondiente es 0x1 + · · ·+ 0xn = β, que claramente no tiene solución.

(2) Supongamos ahora que (A′|b′) no tiene ninguna fila de la forma (0 · · · 0|β) con β 6= 0. En el
caso (2.1), la matriz transformada es entonces de la forma

1 a′12 a′13 a′1n b′1

0 1 a′23 a′2n b′2

1

1 a′(n−1)n b′n−1

1 b′n

0 0

0

0 0 0




0

. (3.4)

Observe que las últimas filas cero aparecen solo si n < m. Este sistema claramente tiene la
solución única

xn = b′n, xn−1 = b′n−1 − a(n−1)nxn, . . . , x1 = b′1 − a1nxn − · · · − a12x2.
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En el caso (2.2), la matriz transformada es entonces de la forma

0 0 1 ∗ ∗ b′1

0 0 1 ∗ ∗ b′2

0 0 1 ∗ ∗ b′3

0 1 ∗ ∗ b′k

0 0

0 0 0




0

. (3.5)

donde las estrellas representan números. (Si continuamos la reducción hasta llegar a la forma
escalonada reducida por filas, entonces los números sobre los 1 deben ser ceros.) Observe que
podemos elegir arbitrariamente las incógnitas que corresponden a las columnas sin pivote. Las
incógnitas que corresponden a las columnas con pivotes pueden entonces elegirse siempre de
manera única para que el sistema se satisfaga.

Definición 3.8. Las variables que corresponden a columnas sin pivotes se llaman variables libres.

Volveremos a este teorema más adelante en la página 115 (el teorema se enuncia nuevamente en el
recuadro de color). Del teorema anterior obtenemos como consecuencia inmediata lo siguiente.

Teorema 3.9. Un sistema lineal tiene o bien ninguna, exactamente una o infinitas soluciones.

Veamos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 3.10 (Ejemplo con una solución única (sin variables libres)). Consideramos el
sistema lineal

2x1 + 3x2 + x3 = 12,

−x1 + 2x2 + 3x3 = 15,

3x1 − x3 = 1.

(3.6)
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Solución. Formamos la matriz aumentada y realizamos reducción por filas. 2 3 1 12
−1 2 3 15

3 0 −1 1

 R1→R1+2R2−−−−−−−−→

 0 7 7 42
−1 2 3 15

3 0 −1 1

 R3→R3+3R2−−−−−−−−→

 0 7 7 42
−1 2 3 15

0 6 8 46


R1↔R2−−−−−→

−1 2 3 15
0 7 7 42
0 6 8 46

 R1→−R1

R2→ 1
7R2−−−−−−→

1 −2 −3 −15
0 1 1 6
0 6 8 46


R3→R3−6R2−−−−−−−−→

1 −2 −3 −15
0 1 1 6
0 0 2 10

 R3→ 1
2R3−−−−−−→

1 −2 −3 −15
0 1 1 6
0 0 1 5

 .

Esto muestra que el sistema (3.6) es equivalente al sistema

x1 − 2x2 − 3x3 = −15,

x2 + x3 = 6,

x3 = 5

(3.7)

cuya solución es fácil de escribir:

x3 = 5, x2 = 6− x3 = 1, x1 = −15 + 2x2 + 3x3 = 2. �

Observación. Si continuamos el proceso de reducción hasta llegar a la forma escalonada reducida
por filas, entonces obtenemos

. . . −→

1 −2 −3 −15
0 1 1 6
0 0 1 5

 R2→R2−R3−−−−−−−−→

1 −2 −3 −15
0 1 0 1
0 0 1 5

 R1→R1+3R3−−−−−−−−→

1 −2 0 0
0 1 0 1
0 0 1 5


R1→R1+2R2−−−−−−−−→

1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 5

 .

Por lo tanto, el sistema (3.6) es equivalente al sistema

x1 = 2,

x2 = 1,

x3 = 5.

cuya solución se puede leer inmediatamente como

x3 = 5, x2 = 1, x1 = 2.

Ejemplo 3.11 (Ejemplo con dos variables libres). Consideramos el sistema lineal

3x1 − 2x2 + 3x3 + 3x4 = 3,

2x1 + 6x2 + 2x3 − 9x4 = 2,

x1 + 2x3 + x3 − 3x4 = 1.

(3.8)
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Solución. Formamos la matriz aumentada y realizamos reducción por filas.3 −2 3 3 3
2 6 2 −9 2
1 2 1 −3 1

 R2→R2−2R3−−−−−−−−→

3 −2 3 3 3
0 2 0 −3 0
1 2 1 −3 1

 R1→R1−3R3−−−−−−−−→

0 −8 0 12 0
0 2 0 −3 0
1 2 1 −3 1


R1↔R3−−−−−→

1 2 1 −3 1
0 2 0 −3 0
0 −8 0 12 0

 R3→R3+4R2−−−−−−−−→

1 2 1 −3 1
0 2 0 −3 0
0 0 0 0 0


R1→R1−R2−−−−−−−−→

1 0 1 0 1
0 2 0 −3 0
0 0 0 0 0

 .

La 3.ª y la 4.ª columna no tienen pivotes y vemos que el sistema (3.8) es equivalente al sistema

x1 − x3 = 1,

x2 + x4 = 0.

Claramente podemos elegir x3 y x4 (las incógnitas correspondientes a las columnas sin pivote)
arbitrariamente. Siempre podremos ajustar x1 y x2 de tal manera que el sistema se satisfaga. Para
dejar claro que x3 y x4 son nuestras variables libres, a veces las llamamos x3 = t y x4 = s. Entonces
toda solución del sistema (3.8) es de la forma

x1 = 1 + t, x2 = −s, x3 = t, x4 = s, para s, t ∈ R arbitrarios. �

En forma vectorial podemos escribir la solución como sigue. . Una tupla (x1, x2, x3, x4) es una
solución de (3.8) si y solo si el vector correspondiente es de la forma

x1

x2

x3

x4

 =


1 + t
−s
t
s

 =


1
0
0
0

+ t


1
0
1
0

+ s


0
−1

0
1

 para algunos s, t ∈ R.

Geométricamente, el conjunto de todas las soluciones es un plano af́ın en R4.

Observación 3.12. Las soluciones de un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales en notación
vectorial son siempre de la forma

~x = ~z0 + t1~y1 + · · ·+ tk~yk.

Esto será importante en el Teorema 3.22. En el ejemplo anterior, k = 2 y

~z0 =


1
0
0
0

 , ~y1 =


1
0
1
0

 , ~y2 =


0
−1

0
1

 .
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Ejemplo 3.13 (Ejemplo sin solución). Consideramos el sistema lineal

2x1 + x2 − x3 = 7,

3x1 + 2x2 − 2x3 = 7,

−x1 + 3x2 − 3x3 = 2.

(3.9)

Solución. Formamos la matriz aumentada y realizamos reducción por filas. 2 1 −1 7
3 2 −2 7
−1 3 −3 2

 R1→R1+2R3−−−−−−−−→

 0 7 −7 11
3 2 −2 7
−1 3 −3 2

 R2→R2+3R3−−−−−−−−→

 0 7 −7 11
0 11 −11 13
−1 3 −3 2


R1↔R3−−−−−→

−1 3 −3 2
0 11 −11 13
0 7 −7 11

 R3→R3− 7
11R2−−−−−−−−−→

−1 3 −3 2
0 11 −11 13
0 0 0 30

 .

La última ĺınea nos dice inmediatamente que el sistema (3.9) no tiene solución porque no hay
elección de x1, x2, x3 tal que 0x1 + 0x2 + 0x3 = 30. �

Ahora debeŕıa haber entendido

qué significa que dos sistemas lineales sean equivalentes,

cuáles operaciones por filas transforman un sistema dado en uno equivalente y por qué esto
es aśı,

cuándo una matriz está en forma escalonada por filas y en forma escalonada reducida por
filas,

por qué el sistema lineal asociado a una matriz en forma escalonada (reducida) es fácil de
resolver,

qué hacen la eliminación de Gauß y la de Gauß-Jordan, y por qué siempre funcionan,

que la eliminación de Gauß y la de Gauß-Jordan no son nada muy mágico; esencialmente
son lo mismo que despejar variables y reemplazar en las ecuaciones restantes. Solo lo hacen
de una manera sistemática,

por qué una matriz dada puede transformarse en muchas formas escalonadas por filas dis-
tintas, pero en una única forma escalonada reducida por filas,

por qué un sistema lineal siempre tiene o bien ninguna, exactamente una o infinitas solucio-
nes,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

identificar si una matriz está en forma escalonada por filas o en forma escalonada reducida
por filas,

usar la eliminación de Gauß o la de Gauß-Jordan para resolver sistemas lineales,
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decir si un sistema tiene ninguna, exactamente una o infinitas soluciones si conoce su forma
escalonada,

etc.

Ejercicios.

1. Por medio de operaciones elementales, lleve las siguientes matrices aumentadas a sus formas
escalonadas reducidas y encuentre todas las soluciones del sistema de ecuaciones asociado a
cada matriz:

(a)

(
1 2 3 −2
2 −1 −1 1

)

(b)

 2 4 6 −1
4 5 6 2
2 7 12 1



(c)

 6 2 4
1 −2 −4
1 1 2



(d)


5 1 −5 1
4 2 2 −4
1 0 3 2
−3 1 4 −1



(e)

 1 1 5 −1 2
0 1 2 1 0
2 −1 4 1 13



(f)

 0 2 3 1
2 −6 7 3
1 −2 5 2



(g)

 0 0 1 −3
0 2 1 1
3 2 1 7



(h)


1 2 3 4 1
1 2 3 0 −2
1 2 0 0 −1
1 0 0 0 2



(i)


1 0 0 0 1
2 1 0 0 −3
3 2 1 0 2
4 3 2 1 5


2. Encontrar condiciones sobre a, b, c tal que el siguiente sistema tenga solución:

x+ 3y − 2z = a+ 1,

3x− y + z = b+ 6,

5x− 5y + 4z = c+ 11.

3. Encuentre un polinomio de grado a lo más 2 que pase por los puntos (−1,−6), (1, 0), (2, 0).
?C̀uántos polinomios con esta propiedad hay?

4. (a) ?Èxiste un polinomio de grado 1 que pase por los tres puntos del Ejercicio 3.? ?C̀uántos
tales polinomios hay?

(b) ?Èxiste un polinomio de grado 3 que pase por los tres puntos del Ejercicio 3.? ?C̀uántos
tales polinomios hay? Dé por lo menos dos polinomios de grado 3.

5. Un rolo hace un pequeño tour por Colombia y revisando sus cuentas nota que: En hostales
gastó $30,000 diarios en Medelĺın, $20,000 diarios en Villavicencio y $20,000 diarios en Yopal,
en alimentación gastó $20,000 diarios en Medelĺın, $30,000 diarios en Villavicencio y $20,000
diarios en Yopal y finalmente en desplazamientos gastó en promedio $10,000 diariamente en
cada ciudad. Si se sabe que durante todo el tour gastó $340,000 en hostales, $320,000 en
alimentación y $140,000 en desplazamientos, calcule el número de d́ıas que estuvo el rolo en
cada ciudad.
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6. Un criadero del llano tiene chiguiros, conejos y ratones arroceros. Cada chiguiro consume cada
semana en promedio un kilo de frutas, un kilo de hierbas y dos kilos de arroz, cada conejo
consume semanalmente en promedio tres kilos de frutas, cuatro kilos del hierbas y cinco kilos
de arroz y cada ratón arrocero consume cada semana en promedio dos kilos de frutas, un
kilo de hierbas y cinco kilos de arroz. Cada semana se proporcionan 25,000 kilos de frutas,
20,000 de hierbas y 55,000 de arroz. Si las tres especies de roedores se comen todo el alimento
¿Cuántos roedores de cada tipo pueden vivir en el criadero?

3.2. Sistemas lineales homogéneos

En esta sección corta tratamos el caso especial de los sistemas lineales homogéneos. Recordemos
que un sistema lineal (3.1) se llama homogéneo si b1 = · · · = bn = 0. Tal sistema siempre tiene al
menos una solución, la llamada solución trivial x1 = · · · = xn = 0. Esto también es claro a partir
del Teorema 3.7, ya que sin importar qué operaciones por filas realicemos, el lado derecho siempre
permanecerá igual a 0. Observe que si realizamos eliminación de Gauß o de Gauß-Jordan, no es
necesario escribir el lado derecho, ya que siempre será 0.
Si adaptamos el Teorema 3.7 al caso especial de un sistema homogéneo, obtenemos lo siguiente.

Teorema 3.14. Sea A la matriz de coeficientes de un sistema lineal homogéneo m × n y sea A′

una forma reducida por filas.

(i) Si hay un pivote en cada columna, entonces el sistema tiene exactamente una solución, a
saber, la solución trivial.

(ii) Si hay una columna sin pivote, entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

Corolario 3.15. Un sistema lineal homogéneo tiene o bien exactamente una solución o infinitas
soluciones.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.16 (Ejemplo de un sistema homogéneo con infinitas soluciones). Consideramos
el sistema lineal

x1 + 2x2 − x3 = 0,

2x1 + 3x2 − 2x3 = 0,

3x1 − x2 − 3x3 = 0.

(3.10)

Solución. Realizamos reducción por filas en la matriz asociada.1 2 −1
2 3 −2
3 −1 −3

 R2→R2−2R1−−−−−−−−→

1 2 −1
0 −1 0
3 −1 −3

 R3→R3−3R1−−−−−−−−→

1 2 −1
0 −1 0
0 −7 0


usar R2 para eliminar

la 2.ª columna−−−−−−−−−−−−−−→

1 0 −1
0 −1 0
0 0 0

 R2→−R2−−−−−−→

1 0 −1
0 1 0
0 0 0

 .
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Vemos que la tercera variable es libre, aśı que ponemos x3 = t. La solución es

x1 = t, x2 = 0, x3 = t for t ∈ R,

o, en forma vectorial x1

x2

x3

 = t

1
0
1

 for t ∈ R. �

Ejemplo 3.17 (Ejemplo de un sistema homogéneo con exactamente una solución). Con-
sideramos el sistema lineal

x1 + 2x2 = 0,

2x1 + 3x2 = 0,

3x1 + 5x2 = 0.

(3.11)

Solución. Realizamos reducción por filas en la matriz asociada.1 2
2 3
3 5

 usar R1 para eliminar
la 1.ª columna−−−−−−−−−−−−−−→

1 2
0 −1
0 −1

 usar R2 para eliminar
la 2.ª columna−−−−−−−−−−−−−−→

1 0
0 −1
0 0

 R2→−R2−−−−−−→

1 0
0 1
0 0

 .

Aśı, la única solución posible es x1 = 0 y x2 = 0. �

En la siguiente sección veremos la conexión entre el conjunto de soluciones de un sistema lineal y
el sistema lineal homogéneo correspondiente.

Ahora debeŕıa haber entendido

por qué un sistema lineal homogéneo siempre tiene o bien una solución o infinitas soluciones,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

usar la eliminación de Gauß o de Gauß-Jordan para resolver sistemas lineales homogéneos,

etc.

Ejercicios.

1. Encuentre todas las soluciones de los sistemas homogéneos asociados a las matrices del Ejer-
cicio 1. de la Sección 3.1.

2. Determine el conjunto de soluciones de los siguientes sistemas homogéneos:

(a) x+ 2y − 3z = 0
2x+ 4y − 6z = 0
−3x− 6y + 9z = 0

(b) x+ y + z + w = 0
−x+ 5z − 3w = 0
2x+ 3y + 8z = 0
x+ 2y + 7z − w = 0

(c) 2x− 8y = 0
−x+ 4y = 0
3x− 12y = 0
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3. Encuentre todos los r ∈ R tal que el siguiente sistema tenga solución única:

(2 + r)x− 2y = 0,

2x+ (1− r)y = 0.

3.3. Matrices y sistemas lineales

Hasta ahora se nos daba un sistema lineal con un lado derecho espećıfico y nos preguntábamos
qué xj deb́ıamos introducir en el sistema para obtener el lado derecho dado. Los problemas de
este tipo se llaman problemas inversos, ya que se nos da una salida (el lado derecho del sistema; el
“estado” que queremos alcanzar) y tenemos que encontrar una entrada adecuada para obtener la
salida deseada.

Ahora cambiamos un poco nuestra perspectiva y nos preguntamos: si introducimos ciertos x1, . . . , xn
en el sistema, ¿qué obtenemos como resultado en el lado derecho? Para investigar esta pregunta,
es muy útil escribir el sistema (3.1) en una forma abreviada. Primero observe que podemos verlo
como una igualdad de dos vectores con m componentes cada uno:


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 =


b1
b2
...
bm

 . (3.12)

Sea A la matriz de coeficientes y ~x el vector cuyas componentes son x1, . . . , xn. Entonces escribimos
el lado izquierdo de (3.12) como

A~x = A

x1

...
xn

 :=


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn
...

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 . (3.13)

Con esta notación, el sistema lineal (3.1) se puede escribir de manera muy breve como

A~x = ~b

with ~b =

 b1
...
bm

.
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Una forma de recordar la fórmula para la multiplicación de una matriz y un vector es que “mul-
tiplicamos cada fila de la matriz por el vector columna”, es decir, calculamos “fila por columna”.
Por ejemplo, la j-ésima componente de A~x es “(j-ésima fila de A) por (columna ~x)”.

A~x =



a11 a12 . . . a1n

...
...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
am1 am2 . . . amn





x1

x2

...
xn


 =



aj1x1 + aj2x2 + · · ·+ ajnxn
...

aj1x1 + aj2x2 + · · ·+ ajnxn
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 . (3.14)

Definición 3.18. La fórmula en (3.13) se llama multiplicación de una matriz y un vector.

Una matriz m× n A toma un vector con n componentes y nos devuelve un vector con m compo-
nentes.

Observe que algo como ~xA no tiene sentido!

Observación 3.19. La fórmula (3.13) se puede interpretar de la siguiente manera. Si A es una
matriz m×n y ~x es un vector en Rn, entonces A~x es el vector en Rm que es la suma de las columnas
de A ponderadas con los coeficientes dados por ~x, ya que

A~x =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 =


a11x1

a21x1

...
am1x1

+ · · ·+


a1nxn
a2nxn

...
amnxn



= x1


a11

a21

...
am1

+ · · ·+ xn


a1n

a2n

...
amn

 .

(3.15)

Observación 3.20. Recordemos que ~ej es el vector que tiene un 1 como su j-ésima componente y
ceros en todas las demás. La fórmula (3.13) muestra que para todo j = 1, . . . , n

A~ej =

a1j

...
amj

 = j-ésima columna de A. (3.16)

Demostremos algunas propiedades sencillas.

Proposición 3.21. Sea A una matriz m× n, ~x, ~y ∈ Rn y c ∈ R. Entonces

(i) A(c~x) = cA~x,

(ii) A(~x+ ~y) = A~x+A~y,
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(iii) A~0 = ~0.

Demostración. Las demostraciones no son dif́ıciles. Se obtienen usando las definiciones y realizando
algunos cálculos directos como sigue.

(i) A(c~x) = A

cx1

...
cxn

 =


a11cx1 + · · ·+ a1ncxn

a21cx1 + · · ·+ a2ncxn
...

...

am1cx1 + · · ·+ amncxn

 = c


a11x1 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + · · ·+ a2nxn
...

...

am1x1 + · · ·+ amnxn

 = cA~x.

(ii) A(~x+ ~y) = A

x1 + y1

...
xn + yn

 =


a11(x1 + y1) + · · ·+ a1n(xn + yn)

a21(x1 + y1) + · · ·+ a2n(xn + yn)

...
...

am1(x1 + y1) + · · ·+ amn(xn + yn)



=


a11x1 + · · ·+ a1nxn

a21x1 + · · ·+ a2nxn
...

...

am1x1 + · · ·+ amnxn

+


a11y1 + · · ·+ a1nyn

a21y1 + · · ·+ a2nyn
...

...

am1y1 + · · ·+ amnyn

 = A~x+A~y.

(iii) Para mostrar que A~0 = ~0, podŕıamos simplemente hacer el cálculo (¡que es muy fácil!) o
podemos usar (i):

A~0 = A(0~0) = 0A~0 = ~0.

Observe que en (iii) el ~0 del lado izquierdo es el vector cero en Rn, mientras que el ~0 del lado
derecho es el vector cero en Rm.

La Proposición 3.21 da una idea importante sobre la estructura de las soluciones de los sistemas
lineales. Véase también la Observación 3.12.

Teorema 3.22. (i) Sean ~x y ~y soluciones del sistema lineal (3.1). Entonces ~x−~y is una solución
del sistema lineal homogéneo asociado.

(ii) Sea ~x una solución del sistema lineal (3.1), sea ~z una solución del sistema lineal homogéneo
asociado y sea λ ∈ R. Entonces ~x+ λ~z is solution of the system (3.1).

Demostración. Supongamos que ~x y ~y son soluciones de (3.1), es decir,

A~x = ~b and A~y = ~b.

Por la Proposición 3.21 (i) y (ii) tenemos

A(~x− ~y) = A~x+A(−~y) = A~x−A~y = ~b−~b = ~0

lo cual muestra que ~x− ~y resuelve la ecuación homogénea A~v = ~0. Aśı queda demostrado (i).
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Para demostrar (ii), procedemos de manera similar. Si ~x resuelve el sistema inhomogéneo (3.1) y ~z
resuelve el sistema homogéneo asociado, entonces

A~x = ~b and A~z = ~0.

Ahora (ii) se sigue de

A(~x+ λ~z) = A~x+Aλ~z = A~x+ λA~z = ~b+ λ~0 = ~b.

Corolario 3.23. Sea ~x una solución arbitraria del sistema inhomogéneo (3.1). Entonces el conjunto
de todas las soluciones de (3.1) es

{~x+ ~z : ~z es solución del sistema homogéneo asociado}.

Esto significa que para encontrar todas las soluciones de un sistema inhomogéneo basta encontrar
una solución particular y todas las soluciones del sistema homogéneo correspondiente.

Mostraremos más adelante que el conjunto de todas las soluciones de un sistema homogéneo es un
espacio vectorial. Cuando estudie el conjunto de todas las soluciones de ecuaciones diferenciales
lineales, encontrará la misma estructura.

Ejemplo 3.24. Consideremos el sistema

x1 + 2x2 − x3 = 3,

2x1 + 3x2 − 2x3 = 3,

3x1 − x2 − 3x3 = −12.

(3.10’)

Solución. Formamos la matriz aumentada y realizamos reducción por filas.1 2 −1 3
2 3 −2 3
3 −1 −3 −12

 R2→R2−2R1−−−−−−−−→
R3→R3−3R1

1 2 −1 3
0 −1 0 −3
0 −7 0 −21

 usar R2 para eliminar
la 2.ª columna−−−−−−−−−−−−−−→

1 0 −1 −3
0 −1 0 −3
0 0 0 0


R2→−R2−−−−−−→

1 0 −1 −3
0 1 0 3
0 0 0 0

 .

Se sigue que x2 = 3 y x1 = −3+x3. Si tomamos x3 como parámetro, la solución general del sistema
en forma vectorial es x1

x2

x3

 =

−3
3
0

+ t

1
0
1

 for t ∈ R.

Observe que el lado izquierdo del sistema (3.10’) es el mismo que el del sistema homogéneo (3.10)
en el Ejemplo 3.16, que tiene la solución generalx1

x2

x3

 = t

1
0
1

 for t ∈ R.

Esto muestra que, en efecto, obtenemos todas las soluciones de la ecuación inhomogénea como suma
de la solución particular (0, 3, 0)t y todas las soluciones del sistema homogéneo correspondiente. �
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Ahora debeŕıa haber entendido

que una matriz m × n puede verse como una función que toma vectores en Rn y devuelve
un vector en Rm,

la estructura del conjunto de todas las soluciones de un sistema lineal dado,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular expresiones como A~x,

relacionar las soluciones de un sistema inhomogéneo con las del sistema homogéneo corres-
pondiente,

etc.

Ejercicios.

1. Sea A =

 1 2 −1 3
1 3 0 2
−1 2 1 3

. Para cada uno de los siguientes vectores, verifique si es una

solución del sistema homogéneo A~x = ~0:

(a)


5
−3

5
2

, (b)


1
2
3
4

, (c)


10
−6
10
20

, (d)


3
0
0
−1

, (e)


2
−1

0
1

.

Posteriormente, encuentre todas las soluciones del sistema homogéneo. ¿Existe una solución
del sistema anterior tal que alguna de sus componentes sea cero pero no sea la solución trivial?

2. En cada ı́tem, escriba el sistema de ecuaciones lineales correspondiente y obtenga todas sus
soluciones:

(a)

1 1 3 2
2 −1 0 4
0 3 6 0

 ~x =

7
8
8

 (b)


2 −1 1
3 1 −2
1 −1 1
1 5 7
1 −7 −5

 ~x =


3
−2

7
13
12



(c)

2 1 1
1 1 −2
1 1 1

 ~x =

2
3
1

 (d)

3 1 0 2
2 1 −1 0
1 1 1 1

 ~x =

6
3
6


3. Escriba el siguiente sistema de ecuaciones de la forma A~x = ~b:

x+ 3y + z = 3

2x+ 7y + 2z = 5

2x+ 6y + (a2 − 2)z = a+ 4.
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Luego, determine todos los a ∈ R tal que el sistema

(a) tenga única solución,

(b) tenga infinitas soluciones ó

(c) no tenga solución.

3.4. Matrices como funciones de Rn a Rm; composición de
matrices

En la sección anterior vimos que una matriz A ∈M(m× n) toma un vector ~x ∈ Rn y devuelve un
vector A~x en Rm. Esto nos permite ver A como una función de Rn a Rm, y por lo tanto podemos
definir la suma y la composición de dos matrices. Antes de hacer esto, veamos algunos ejemplos de
tales matrices. Como ejemplos trabajamos con matrices 2× 2 porque su acción sobre R2 se puede
dibujar en el plano.

Ejemplo 3.25. Consideremos A =

(
1 0
0 −1

)
. Esto define una función TA de R2 a R2 mediante

TA : R2 → R2, TA~x = A~x.

Observación. Escribimos TA para denotar la función inducida por A, pero a veces escribiremos
simplemente A : R2 → R2 cuando esté claro que consideramos la matriz A como una función.

Calculamos fácilmente

TA

(
1
0

)
=

(
1
0

)
, TA

(
0
1

)
=

(
0
−1

)
, en general TA

(
x
y

)
=

(
x
−y

)
.

Aśı vemos que TA representa la reflexión de un vector ~x respecto al eje x.

x

y

~e1

~e2 ~v = ( v1
v2 )

~w

x

y

TA~e1
TA~e2

TA~v =
( v1
−v2

)

TA ~w

TA

Figura 3.1: Reflexión respecto al eje x.
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Ejemplo 3.26. Consideremos B =

(
0 0
0 1

)
. Esto define una función TB de R2 a R2 mediante

TB : R2 → R2, TB~x = B~x.

Calculamos fácilmente

TB

(
1
0

)
=

(
0
0

)
, TB

(
0
1

)
=

(
0
1

)
, en general TB

(
x
y

)
=

(
0
y

)
.

Aśı vemos que TB representa la proyección de un vector ~x sobre el eje y.

x

y

~e1

~e2 ~v = ( v1
v2 )

~w

x

y

TB~v =
(

0
v2

)

TB ~w

TB

Figura 3.2: Proyección ortogonal sobre el eje y.

Ejemplo 3.27. Consideremos C =

(
0 −1
1 0

)
. Esto define una función TC de R2 a R2 mediante

TC : R2 → R2, TC~x = C~x.

Calculamos fácilmente

TC

(
1
0

)
=

(
0
1

)
, TC

(
0
1

)
=

(
−1

0

)
, en general TC

(
x
y

)
=

(
−y
x

)
.

Aśı vemos que TC representa la rotación de un vector ~x en 90◦ en sentido antihorario.
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x

y

~e1

~e2 ~v = ( v1
v2 )

~w

x

y

TC~e1

TC~e2

TC~v =
(−v2

v1

)

TC ~w

TC

Figura 3.3: Rotación de π/2 en sentido antihorario.

Al igual que con otras funciones, podemos sumarlas o componerlas. Recuerde de sus clases de
cálculo que las funciones se suman “punto a punto”. Esto significa que, si tenemos dos funciones
f, g : R→ R, entonces la suma f + g es una nueva función que se define por

f + g : R→ R, (f + g)(x) = f(x) + g(x). (3.17)

La multiplicación de una función f por un número c da la nueva función cf definida por

cf : R→ R, (cf)(x) = c(f(x)). (3.18)

La composición de funciones se define como

f ◦ g : R→ R, (f ◦ g)(x) = f(g(x)). (3.19)

Suma de matrices

Veamos cómo se ve esto en el caso de las matrices. Sean A y B matrices. Primero observe que
ambas deben partir del mismo espacio Rn porque queremos aplicarlas al mismo ~x, es decir, tanto
A~x como B~x deben estar definidos. Por lo tanto, A y B deben tener el mismo número de columnas.
También deben tener el mismo número de filas porque queremos poder sumar A~x y B~x. Aśı, sean
A,B ∈ M(m × n) y sea ~x ∈ R. Entonces, por la definición de la composisción de dos funciones,
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obtenemos

(A+B)~x := A~x+B~x =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
am1 am2 · · · amn



x1

x2

...
xn

+


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmn



x1

x2

...
xn



=


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

+


b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn
b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2nxn

...
bm1x1 + bm2x2 + · · ·+ bmnxn



=


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn + bm1x1 + bm2x2 + · · ·+ bmnxn



=


(a11 + b11)x1 + (a12 + b12)x2 + · · ·+ (a1n + bmn)xn
(a21 + b11)x1 + (a22 + b12)x2 + · · ·+ (a2n + bmn)xn

...
(am1 + b11)x1 + (am2 + b12)x2 + · · ·+ (amn + bmn)xn



=


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + bmn
a21 + b11 a22 + b12 · · · a2n + bmn

...
...

...
am1 + b11 am2 + b12 · · · amn + bmn



x1

x2

...
xn

 .

Vemos que A+B es de nuevo una matriz del mismo tamaño y que las componentes de esta nueva
matriz son simplemente la suma de las componentes correspondientes de las matrices A y B.

Multiplicación de una matriz por un escalar

Ahora sea c un número y sea A ∈M(m× n). Entonces we have

(cA)~x = c(A~x) = c


a11 a12 · · · a1n

...
...

...
am1 am2 · · · amn


x1

...
xn


 = c

 a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn



=

 ca11x1 + · · ·+ ca1nxn
...

cam1x1 + · · ·+ camnxn

 =

 ca11 ca12 · · · ca1n

...
...

...
cam1 cam2 · · · camn


x1

...
xn

 .

Vemos que cA es de nuevo una matriz y que las componentes de esta nueva matriz son simplemente
el producto de las componentes correspondientes de la matriz A por c.
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Proposición 3.28. Sean A,B,C ∈ M(m × n), sea O la matriz cuyas entradas son todas 0 y

sean λ, µ ∈ R. Además, sea Ã la matriz cuyas entradas son las entradas negativas de A. Entonces
tenemos lo siguiente.

(i) Asociatividad de la suma de matrices: (A+B) + C = A+ (B + C).

(ii) Conmutatividad de la suma de matrices: A+B = B +A.

(iii) Elemento neutro aditivo: A+O = A.

(iv) Inverso aditivo A+ Ã = O.

(v) 1A = A.

(vi) (λ+ µ)A = λA+ µA y λ(A+B) = λA+ λB.

(vii) (λµ)A = λ(µA).

Demostración. Las afirmaciones de la proposición se pueden demostrar mediante cálculos directos.

Demuestre la Proposición 3.28.

De la proposición obtenemos inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 3.29. M(m× n) es un espacio vectorial.

Composición de dos matrices

Ahora calculemos la composición de dos matrices. También se llama el producto de matrices. Su-
pongamos que tenemos A ∈ M(m × n) y queremos calcular AB para alguna matriz B. Observe
que A describe una función de Rn → Rm. Para que AB tenga sentido, necesitamos que B vaya de
algún Rk a Rn, lo cual significa que B ∈ M(n × k). La función resultante AB será entonces una
aplicación de Rk a Rm.

Rk Rn Rm
B A

AB

Aśı, sea B ∈M(n×k). Entonces, por la definición de la composisción de dos funciones, obtenemos,

Last Change: Di 23. Jun 16:01:30 CEST 2026
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para todo ~x ∈ Rk,

(AB)~x = A(B~x) = A



b11 b12 · · · b1k
b21 b22 · · · b2k
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnk



x1
x2
...
xk


 = A


b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1kxk
b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2kxk

...
bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ bnkxk



=


a11 a12 · · · a1k
a21 a22 · · · a2k
...

...
...

an1 an2 · · · ank



b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1kxk
b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2kxk

...
bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ bnkxk



=


a11[b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1kxk] + a12[b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2kxk] + · · ·+ a1n[bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ bnkxk]
a21[b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1kxk] + a22[b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2kxk] + · · ·+ a2n[bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ bnkxk]

...
am1[b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1kxk] + am2[b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2kxk] + · · ·+ amn[bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ bnkxk]



=


[a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1]x1 + [a11b12 + a12b22 + · · ·+ a1nbn2]x2 + · · ·+ [a11b1k + a12b2k + · · ·+ a1nbnk]xk
[a21b11 + a22b21 + · · ·+ a2nbn1]x1 + [a21b12 + a22b22 + · · ·+ a2nbn2]x2 + · · ·+ [a21b1k + a22b2k + · · ·+ a2nbnk]xk

...
[am1b11 + am2b21 + · · ·+ amnbn1]x1 + [am1b12 + am2b22 + · · ·+ amnbn2]x2 + · · ·+ [am1b1k + am2b2k + · · ·+ amnbnk]xk



=


a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1 a11b12 + a12b22 + · · ·+ a1nbn2 · · · a11b1k + a12b2k + · · ·+ a1nbnk
a21b11 + a22b21 + · · ·+ a2nbn1 a21b12 + a22b22 + · · ·+ a2nbn2 · · · a21b1k + a22b2k + · · ·+ a2nbnk

...
...

am1b11 + am2b21 + · · ·+ amnbn1 am1b12 + am2b22 + · · ·+ amnbn2 · · · am1b1k + am2b2k + · · ·+ amnbnk



x1
x2
...
xk

 .

Vemos que AB es una matriz de tamaño m×k, como era de esperarse, ya que la función composición
va de Rk a Rm. La componente j` de la nueva matriz (la entrada en la fila j y la columna `) es

cj` =

n∑
r=1

ajrbr`.

Aśı, para calcular esta entrada necesitamos de A solo su fila j-ésima y de B solo su columna `-ésima,
y las multiplicamos componente por componente. Puede memorizar esto de nuevo como “fila por
columna”, más precisamente:

cj` = componente en la fila j y la columna ` de AB = (fila j de A)× (columna ` de B) (3.20)

como en el caso de la multiplicación de un vector por una matriz. De hecho, un vector en Rn puede
verse como una matriz n × 1 (una matriz con n filas y una columna); por lo tanto, (3.13) puede
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verse como un caso especial de (3.20).

AB =



a11 a12 . . . a1n

...
...

aj1 aj2 . . . ajn
...

...
am1 am2 . . . amn





b11 . . . b1` . . . b1k
b21 . . . b2` . . . b2k
... . . .

...
...

... . . .
...

...
bn1 . . . bn` . . . bnk

 =



c11 . . . c1` . . . c1k
...

...
...

cj1 . . . cj` . . . cjk
...

...
...

cm1 . . . cm2 . . . cmk



con cj` = aj1b1` + aj2b2` + · · ·+ ajnbn` .

Ejemplo 3.30. Sea A =

(
1 2 3
8 6 4

)
y B =

7 1 2 3
2 0 1 4
2 6 −3 0

. Entonces

AB =

(
1 2 3
8 6 4

)7 1 2 3
2 0 1 4
2 6 −3 0


=

(
1 · 7 + 2 · 2 + 3 · 2 1 · 1 + 2 · 0 + 3 · 6 1 · 2 + 2 · 1 + 3 · (−3) 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 0
8 · 7 + 6 · 2 + 4 · 2 8 · 1 + 6 · 0 + 4 · 6 8 · 2 + 6 · 1 + 4 · (−3) 8 · 3 + 6 · 4 + 4 · 0

)

=

(
17 19 −5 11
76 32 10 48

)
.

Veamos algunas propiedades de las operaciones algebraicas para matrices que acabamos de intro-
ducir.

Proposición 3.31. Sean A ∈ M(m × n), B,C ∈ M(k ×m), S, T ∈ M(n × k) y R ∈ M(k × `).
Entonces the following is true.

(i) Asociatividad del producto de matrices: A(RS) = (AR)S.

(ii) Distributividad: A(S + T ) = AS +AT y (B + C)A = BA+ CA.

Demostración. Las afirmaciones de la proposición se pueden demostrar mediante cálculos directos.

Demuestre la Proposición 3.31.

Observación muy importante.

La multiplicación de matrices no es conmutativa, es decir, en general

AB 6= BA.
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Que la multiplicación de matrices no sea conmutativa es de esperarse, ya que es la composición
de dos funciones (piense en funciones que conoce de sus clases de cálculo. Por ejemplo, śı hace
diferencia si primero eleva una variable al cuadrado y luego toma el arctan, o si primero calcula su
arctan y luego eleva el resultado al cuadrado).
Veamos un ejemplo. Sea B la matriz del Ejemplo 3.26 y sea C la matriz del Ejemplo 3.27. Re-
cordemos que B representa la proyección ortogonal sobre el eje y y que C representa la rotación
antihoraria de 90◦. Si tomamos ~e1 (el vector unitario en la dirección x), y primero rotamos y
luego proyectamos, obtenemos el vector ~e2. Si, en cambio, primero proyectamos y luego rotamos,
obtenemos ~0. Esto significa que BC~e1 6= CB~e1, por lo tanto BC 6= CB. Calculemos los productos:

BC =

(
0 0
0 1

)(
0 −1
1 0

)
=

(
0 0
1 0

)
primero rotación, luego proyección,

CB =

(
0 −1
1 0

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 −1
0 0

)
primero proyección, luego rotación.

Sea A la matriz del Ejemplo 3.25, sea B la matriz del Ejemplo 3.26 y sea C la matriz del Ejem-
plo 3.27. Verifique que AB 6= BA y AC 6= CA, y comprenda este resultado geométricamente
siguiendo, por ejemplo, a dónde se env́ıan los vectores unitarios.

Observe también que usualmente, cuando AB está definido, la expresión BA no está definida,
porque en general el número de columnas de B será diferente del número de filas de A.

Terminamos esta sección con la definición de la llamada matriz identidad.

Definición 3.32. Sea n ∈ N. Entonces la matriz identidad n× n es la matriz que tiene unos en su
diagonal y ceros en todas las demás entradas:

1 0 0

0 1

1 0

0 0 1



 =

1

1

1

1



 0

0
. (3.21)

Como notación para la matriz identidad, en la literatura se usan los siguientes śımbolos: En, idn,
Idn, In, 1n, 1n. El sub́ındice n puede omitirse si el tamaño de la matriz es claro.

Observación 3.33. Se puede verificar fácilmente que

A idn = A, idnB = B, idn ~x = ~x

para todo A ∈M(m× n), para todo B ∈M(n× k) y para todo ~x ∈ Rn.
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Ahora debeŕıa haber entendido

qué son la suma y la composición de dos matrices y de dónde vienen las fórmulas,

por qué la composición de matrices no es conmutativa,

que M(m× n) es un espacio vectorial,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular la suma y el producto (composición) de dos matrices,

etc.

Ejercicios.

1. Para A =

 1 3
2 5
−1 2

, B =

−2 0
1 4
−7 5

 y C =

−1 1
4 6
−7 3

, calcular:

(a) 2A,

(b) 3C − 2A,

(c) A+B + C,

(d) 2A− 3B + 5C,

(e) una matriz D tal que A+ 2B − 3C +D es la matriz de solo ceros.

2. Realice los siguientes cálculos (antes de hacer la multiplicación indicada, especifique cuál será
el tamaño de la matriz resultante al hacer el producto):

(a)

2 −3 5
1 0 6
2 3 1

 1 4 6
−2 3 5

1 0 4

,

(b)

(
1 4 −2
3 0 4

)(
0 1
2 3

)
,

(c)
(
1 4 0 2

)
3 −6
2 4
1 0
−2 3

,

(d)

 1
3
−1

(0 −2 5
)
,

(e)

(
3 2 1 −2
−6 4 0 3

)
1 −1
4 3
0 5
2 0

,

(f)

 1 6
0 4
−2 3

(7 1 4
2 −3 5

)
.

3. Verifique la ley asociativa de la multiplicación para las matrices

A =

(
3 −1 4
1 0 −1

)
, B =

 1 −1 2
2 0 −1
−3 −2 0

 y C =

 1 6
−1 4
−2 3

.

4. Encuentre A ∈M(2× 2) tal que A

(
2 −5
−1 3

)
= id2.
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5. Sean A =

(
3 −1 −5 2
4 2 1 0

)
y C =

(
6 10
−3 2

)
. Encuentre por lo menos una matriz B tal

que AB = C. ¿Cuántas soluciones a la ecuación matricial AX = C existen?

6. En R2, encuentre la matriz (2× 2) que rota el plano cierto ángulo ϑ.

Indicación. Plantee la matriz Cϑ =

(
a b
c d

)
y calcule Cϑ ~e1 y Cϑ ~e2 para encontrar a, b, c, d.

~e1

~e2

Cϑ~e1

Cϑ~e2

ϑ

ϑ

7. Si A =

(
1 1
0 1

)
y B =

(
a b
c d

)
, encuentre condiciones sobre a, b, c, d tal que AB = BA.

8. Sean A,B ∈M(n× n):

(a) ¿Se cumple la igualdad A2 −B2 = (A−B)(A+B)? Si su respuesta es negativa, ¿cuáles
condiciones sobre A,B puede dar para que se cumpla la igualdad?

(b) Lo mismo del inciso anterior para la igualdad (A+B)2 = A2 + 2AB +B2.

3.5. Inversas de matrices

Daremos dos motivaciones de por qué nos interesan las inversas de matrices antes de dar la definición
formal.

Inversa de una matriz como función

La inversa de una matriz dada es una matriz que “deshace” lo que hizo la matriz original. Revisa-
remos las matrices de los Ejemplos 3.25, 3.26 y 3.27.

Supongamos que tenemos la matriz A del Ejemplo 3.25, que representa la reflexión respecto
al eje x, y queremos encontrar una matriz que restaure un vector después de haberle aplicado
A. Claramente, tenemos que reflejar de nuevo respecto al eje x: reflejar un vector arbitrario
~x dos veces respecto al eje x deja el vector donde estaba. Verifiquemos:

AA =

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)
=

(
1 0
0 1

)
= id2 .

Esto significa que para todo ~x ∈ R2 tenemos que A2~x = ~x; por lo tanto, A es su propia
inversa.
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Supongamos que tenemos la matriz C del Ejemplo 3.27, que representa la rotación antihoraria
de 90◦, y queremos encontrar una matriz que restaure un vector después de haberle aplicado
C. Claramente, tenemos que rotar 90◦ en sentido horario. Supongamos que existe una matriz
que representa esta rotación y llamémosla C−90◦ . Por la Observación 3.19, basta saber cómo
actúa sobre ~e1 y ~e2 para poder escribirla. Claramente C−90◦~e1 = −~e2 y C−90◦~e2 = ~e1, luego
C−90◦ = (−~e2|~e1). Verifiquemos:

C−90◦C =

(
0 1
−1 0

)(
0 −1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= id2

y

CC−90◦ =

(
0 −1
1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= id2

que era de esperarse, porque rotar primero 90◦ en sentido horario y luego 90◦ en sentido
antihorario deja cualquier vector donde estaba.

Supongamos que tenemos la matriz B del Ejemplo 3.26, que representa la proyección sobre el
eje y. En este caso, no podemos restaurar un vector ~x después de proyectarlo sobre el eje y. Por

ejemplo, si sabemos que B~x =

(
0
2

)
, entonces ~x pudo haber sido

(
0
2

)
o

(
7
2

)
o cualquier otro

vector en R2 cuya segunda componente sea igual a 2. Esto muestra que B no tiene inversa.

Inversa de una matriz para resolver un sistema lineal

Consideremos la siguiente situación. Una tienda de v́ıveres vende dos paquetes diferentes de frutas.
El tipo A contiene 1 durazno y 3 mangos, y el tipo B contiene 2 duraznos y 1 mango. Podemos
hacer dos tipos diferentes de preguntas:

(i) Dado cierto número de paquetes de tipo A y de tipo B, ¿cuántos duraznos y cuántos mangos
obtenemos?

(ii) ¿Cuántos paquetes de cada tipo necesitamos para obtener un número dado de duraznos y
mangos?

La primera pregunta es bastante fácil de responder. Escribamos la información que se nos da. Si

a = número de paquetes de tipo A, p = número de duraznos
b = número de paquetes de tipo B, m = número de mangos.

entonces
p = 1a+ 2b

m = 3a+ 1b.
(3.22)

Usando vectores y matrices, podemos reescribir esto como(
p
m

)
=

(
1 2
3 1

)(
a
b

)
.

Sea A =

(
1 2
3 1

)
. Entonces lo anterior se convierte simplemente en(

p
m

)
= A

(
a
b

)
. (3.23)
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Si conocemos a y b (es decir, sabemos cuántos paquetes de cada tipo compramos), entonces podemos
encontrar los valores de p y m simplemente evaluando A( ab ), lo cual es relativamente fácil.

Ejemplo 3.34. Supongamos que compramos 1 paquete de tipo A y 3 paquetes de tipo B; entonces
calculamos (

p
m

)
= A

(
1
3

)
=

(
1 2
3 1

)(
1
3

)
=

(
7
6

)
,

lo cual muestra que tenemos 9 duraznos y 7 mangos.

Si, por otro lado, conocemos p y m y se nos pide encontrar a y b tales que se cumpla (3.22),
tenemos que resolver un sistema lineal, lo cual es mucho más engorroso. Por supuesto, podemos
resolver (3.23) usando el proceso de eliminación de Gauß o de Gauß-Jordan, pero si se nos pidiera
hacer esto para varias parejas p y m, entonces se volveŕıa largo rápidamente. Sin embargo, si
tuviéramos una matriz A′ tal que A′A = id2, entonces esta tarea seŕıa bastante fácil, ya que en este
caso podŕıamos manipular (3.23) como sigue:(

p
m

)
= A

(
a
b

)
=⇒ A′

(
p
m

)
= A′A

(
a
b

)
= id2

(
a
b

)
=

(
a
b

)
.

Si además supiéramos que AA′ = id2, entonces tenemos que(
p
m

)
= A

(
a
b

)
⇐⇒ A′

(
p
m

)
=

(
a
b

)
. (3.24)

La tarea de encontrar a y b se reduce de nuevo a realizar una multiplicación matricial. La matriz
A′, si existe, se llama la inversa de A, y dedicaremos el resto de esta sección a dar criterios para su
existencia, investigar sus propiedades y dar una receta para encontrarla.

Ejercicio. Verifique que A′ = 1
5

(
−1 2

3 −1

)
satisface A′A = id2.

Ejemplo 3.35. Supongamos que queremos comprar 5 duraznos y 5 mangos. Entonces calculamos(
a
b

)
= A′

(
5
5

)
=

1

5

(
−1 2

3 −1

)(
5
5

)
=

(
1
2

)
,

lo cual muestra que tenemos que comprar 1 paquete de tipo A y 2 paquetes de tipo B.

Ahora demos la definición precisa de la inversa de una matriz.

Definición 3.36. Una matriz A ∈M(n×n) se llama invertible si existe una matriz A′ ∈M(n×n)
tal que

AA′ = idn and A′A = idn .

En este caso A′ se llama la inversa de A y se denota por A−1. Si A no es invertible, entonces se
llama no invertible o singular.
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La razón por la cual en la definición solo admitimos matrices cuadradas (matrices con el mismo
número de filas y columnas) se explica en la siguiente observación.

Observación 3.37. (i) Sea A ∈ M(m × n) y supongamos que hay una matriz B tal que

BA = idn. Esto significa que si para algún ~b ∈ Rm la ecuación A~x = ~b tiene una solución,
entonces esta es única, porque

A~x = ~b =⇒ BA~x = B~b =⇒ ~x = B~b.

De lo anterior queda claro que A ∈M(m× n) puede tener inversa solo si para todo ~b ∈ Rm

la ecuación A~x = ~b tiene a lo sumo una solución. Sabemos que si A tiene más columnas que
filas, entonces el número de columnas será mayor que el número de pivotes. Por lo tanto,
A~x = ~b tiene o bien ninguna solución o infinitas soluciones (véase el Teorema 3.7). Luego
una matriz A con más columnas que filas no puede tener inversa.

(ii) De nuevo, sea A ∈M(m×n) y supongamos que hay una matriz B tal que AB = idm. Esto

significa que para todo ~b ∈ Rm la ecuación A~x = ~b es resuelta por ~x = B~b, porque

idm~b = ~b =⇒ AB~b = ~b =⇒ A(B~b) = ~b.

De lo anterior queda claro que A ∈M(m× n) puede tener inversa solo si para todo ~b ∈ Rm

la ecuación A~x = ~b tiene al menos una solución. Supongamos que A tiene más filas que
columnas. Si aplicamos eliminación de Gauß a la matriz aumentada (A|~b), entonces la última

fila de la forma escalonada por filas tiene que ser (0 · · · 0|βm). Si escogemos ~b de tal manera

que después de la reducción βm 6= 0, entonces A~x = ~b no tiene solución. Tal ~b es fácil
de encontrar: solo necesitamos tomar ~em (el m-ésimo vector unitario) y hacer los pasos de
la eliminación de Gauß hacia atrás. Si tomamos este vector como lado derecho de nuestro
sistema, entonces la última fila después de la reducción será (0 . . . 0|1). Por lo tanto, una

matriz A con más filas que columnas no puede tener inversa, porque siempre habrá algún ~b
tal que la ecuación A~x = ~b no tenga solución.

En conclusión, mostramos que debemos tener m = n si A debe tener una matriz inversa.

Si A ∈M(m×n) con n 6= m, entonces no tiene sentido hablar de una inversa de A, como se explicó
arriba. Sin embargo, podemos definir la inversa izquierda y la inversa derecha.

Definición 3.38. Sea A ∈M(m× n).

(i) Una matriz C se llama una inversa izquierda de A si CA = idn.

(ii) Una matriz D se llama una inversa derecha de A si AD = idm.

Observe que C y D deben ser matrices n ×m. Los siguientes ejemplos muestran que las inversas
izquierdas y derechas no necesariamente existen, y si existen, no son únicas.

Ejemplos 3.39. (i) A =

(
0 0
0 0

)
no tiene inversa izquierda ni inversa derecha.
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(ii) A =

(
1 0 0
0 1 0

)
no tiene inversa izquierda y tiene inversa derecha D =

1 0
0 1
0 0

. De hecho,

para todo x, y ∈ R la matriz

1 0
0 1
x y

 es una inversa derecha de A.

(iii) A =

1 0
0 1
0 0

 no tiene inversa derecha y tiene inversa izquierda C =

(
1 0 0
0 1 0

)
. De hecho,

para todo x, y ∈ R la matriz

(
1 0 x
0 1 y

)
es una inversa izquierda de A.

Observación 3.40. Mostraremos en el Teorema 3.45 que una matriz A ∈ M(n× n) es invertible
si y solo si tiene una inversa izquierda y una inversa derecha.

Ejemplos 3.41. De los ejemplos al comienzo de esta sección tenemos:

A =

(
1 0
0 −1

)
=⇒ A−1 = A =

(
1 0
0 −1

)
,

C =

(
0 −1
1 0

)
=⇒ C−1 =

(
0 1
−1 0

)
,

B =

(
0 0
0 1

)
=⇒ B no es invertible.

SeaA =


4 0 0 0
0 5 0 0
0 0 −3 0
0 0 0 2

. Entonces podemos adivinar fácilmente queA−1 =


1/4 0 0 0

0 1/5 0 0
0 0 −1/3 0
0 0 0 1/2


es una inversa de A. Es fácil verificar que el producto de estas matrices da id4.

Sea A ∈ M(n × n) y supongamos que la k-ésima fila de A consiste solo de ceros. Entonces
A no es invertible porque para cualquier matriz B ∈ M(n × n), la k-ésima fila de la matriz
producto AB será cero, sin importar cómo escojamos B. Aśı que no hay una matriz B tal que
AB = idn.

Sea A ∈M(n×n) y supongamos que la k-ésima columna de A consiste solo de ceros. Entonces
A no es invertible porque para cualquier matriz B ∈M(n×n), la k-ésima columna de la matriz
producto BA será cero, sin importar cómo escojamos B. Aśı que no hay una matriz B tal que
BA = idn.

Ahora demostremos algunos teoremas sobre matrices inversas. Recordemos que A ∈ M(n × n)
es invertible si y solo si existe una matriz A′ ∈ M(n × n) tal que AA′ = A′A = idn. Primero
mostraremos que la matriz inversa, si existe, es única.

Teorema 3.42. Sean A,B ∈M(n× n).
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(i) Si A es invertible, entonces su inversa es única.

(ii) Si A es invertible, entonces su inversa A−1 es invertible y su inversa es A.

(iii) Si A y B son invertibles, entonces su producto AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Demostración. (i) Supongamos que A es invertible y que A′ y A′′ son inversas de A. Observe
que esto significa que

AA′ = A′A = idn and AA′′ = A′′A = idn . (3.25)

Tenemos que mostrar que A′ = A′′. Esto se sigue de (3.25) y de la asociatividad de la
multiplicación de matrices, porque

A′ = A′ idn = A′(AA′′) = (A′A)A′′ = idnA
′′ = A′′.

(ii) Supongamos que A es invertible y sea A−1 su inversa. Para mostrar que A−1 es invertible,
necesitamos una matriz C tal que CA−1 = A−1C = idn. Esta matriz C es entonces la inversa
de A−1. Claramente, C = A sirve. Por lo tanto, A−1 es invertible y (A−1)−1 = A.

(iii) Supongamos que A y B son invertibles. Para mostrar que AB es invertible y que (AB)−1 =
B−1A−1, solo tenemos que verificar que B−1A−1(AB) = (AB)B−1A−1 = idn. Vemos que
esto es cierto usando la asociatividad del producto de matrices:

B−1A−1(AB) = B−1(A−1A)B = B−1 idnB = B−1B = idn,

(AB)B−1A−1 = A(BB−1)A−1 = A−1 idnA = A−1A = idn .

Observe que en la demostración adivinamos la fórmula para (AB)−1 y luego verificamos que en
efecto es la inversa de AB. También podemos calcularla como sigue. Supongamos que C es una
inversa izquierda de AB. Entonces

C(AB) = idn ⇐⇒ (CA)B = idn ⇐⇒ CA = idnB
−1 = B−1 ⇐⇒ C = B−1A−1z.

Si D es una inversa derecha de AB, entonces

(AB)D = idn ⇐⇒ A(BD) = idn ⇐⇒ BD = A−1 idn = A−1 ⇐⇒ D = B−1A−1.

Como C = D, esta es la inversa de AB.

Observación 3.43. En general, la suma de matrices invertibles no es invertible. Por ejemplo, tanto
idn como − idn son invertibles, pero su suma es la matriz cero, que no es invertible.

El Teorema 3.44 de la siguiente sección nos mostrará cómo encontrar la inversa de una matriz
invertible; véase en particular la sección en la página 116.

Ahora debeŕıa haber entendido

qué significa la invertibilidad de una matriz y por qué no tiene sentido hablar de la inverti-
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bilidad de una matriz que no es cuadrada,

que la invertibilidad de una matriz n× n es equivalente al hecho de que para todo ~b ∈ Rm
el sistema lineal asociado A~x = ~b tiene exactamente una solución.

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

adivinar la inversa de matrices invertibles simples, por ejemplo de matrices que tienen una
interpretación geométrica clara, o de matrices diagonales,

verificar si dos matrices dadas son inversas entre śı,

dar ejemplos de matrices invertibles y no invertibles,

etc.

Ejercicios.

1. Diga cuáles de las siguientes matrices son mutuamente inversas.

A =

(
3 1
5 2

)
, B =

(
1/3 1
1/5 1/2

)
, C =

(
2 −1
−5 3

)
, D =

(
−3 −1
−5 −2

)
, E =

(
−2 1

5 −3

)
.

2. Muestre que

−1 0 0
0 −1 0
−2 −4 1

 es su propia inversa.

3. Verifique que

 4 −3
0 0
−1 1

 es una inversa a derecha de la matriz A =

(
1 2 3
1 3 4

)
y úsela para

encontrar una solución particular al sistema A~x = ~b.

4. Sea A =

(
1 2
1 2

)
. ¿Es A invertible? Indicación. Suponga que AB = id2 para alguna matriz

B ∈M(2× 2). ¿Cómo se ve la primera columna si uno evalúa el producto AB?

3.6. Matrices y sistemas lineales

Recordemos el Teorema 3.7:
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 3. Sistemas lineales y matrices 115

Para A ∈M(m× n) y ~b ∈ Rm, considere la ecuación

A~x = ~b. (3.26)

Entonces se cumple lo siguiente:

(1) La ecuación (3.26) no tiene
solución.

⇐⇒ La forma escalonada reducida por filas del siste-
ma aumentado (A|~b) tiene una fila de la forma
(0 · · · 0|β) con algún β 6= 0.

(2) La ecuación (3.26) tiene al
menos una solución.

⇐⇒ La forma escalonada reducida por filas del siste-
ma aumentado (A|~b) no tiene ninguna fila de la
forma (0 · · · 0|β) con algún β 6= 0.

En el caso (2), tenemos los siguientes dos subcasos:

(2.1) La ecuación (3.26) tiene exactamente una solu-
ción.

⇐⇒ #pivotes = #columnas.

(2.2) La ecuación (3.26) tiene infinitas soluciones. ⇐⇒ #pivotes < #columnas.

Observe que el caso (1), sin solución, no puede ocurrir para sistemas homogéneos.
El siguiente teorema conecta lo anterior con la invertibilidad de la matriz que representa el sistema.

Teorema 3.44. Sea A ∈M(n× n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es invertible.

(ii) Para todo ~b ∈ Rn, la ecuación A~x = ~b tiene exactamente una solución.

(iii) La ecuación A~x = ~0 tiene exactamente una solución.

(iv) Toda forma escalonada reducida por filas de A tiene n pivotes.

(v) A es equivalente por filas a idn.

Completaremos este teorema con un ı́tem más en el Caṕıtulo 4 (Teorema 4.11).

Demostración. (ii) ⇒ (iii) se sigue si escogemos ~b = ~0.

(iii) ⇒ (iv) Si A~x = ~0 tiene una única solución, entonces, por el Caso (2.1) anterior (o por el
Caso (2.1) del Teorema 3.7), el número de pivotes es igual a n (el número de columnas de A) en
toda forma escalonada reducida por filas de A.

(iv) ⇒ (v) es claro.

(v)⇒ (ii) se sigue del caso (2.1) anterior (o por el Teorema 3.7(2.1)) porque ninguna forma reducida
por filas de A puede tener una fila formada solo por ceros.

Hasta ahora hemos mostrado que (ii)–(v) son equivalentes. Ahora tenemos que conectarlas con (i).

(i) ⇒ (ii) Supongamos que A es invertible y sea ~b ∈ Rn. Entonces A~x = ~b ⇐⇒ ~x = A−1~b, lo cual
muestra la existencia y unicidad de la solución.

(ii) ⇒ (i) Supongamos que se cumple (ii). Construiremos A−1 como sigue (esto también nos dice
cómo podemos calcular A−1 si existe). Recordemos que necesitamos una matriz C tal que AC = idn.

Last Change: Di 23. Jun 16:01:30 CEST 2026
Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

116 3.6. Matrices y sistemas lineales

Esta C será entonces nuestra candidata para A−1 (todav́ıa tendŕıamos que verificar que CA = idn).
Sea us denote the columns of C by ~cj for j = 1, . . . , n, so that C = (~c1| · · · |~cn). Recordemos que la
k-ésima columna de AC es A(k-ésima columna de C) y que las columnas de idn son exactamente los
vectores unitarios ~ek (el vector con un 1 como k-ésima componente y ceros en las demás). Entonces
AC = idn se puede escribir como

(A~c1| · · · |A~cn) = (~e1| · · · |~en).

Por (ii) sabemos que las ecuaciones de la forma A~x = ~ej tienen solución única. Aśı que solo
necesitamos poner ~cj = solución única de la ecuación A~x = ~ej . Con esta elección tenemos entonces,
en efecto, que AC = idn.
Falta mostrar que CA = idn. Para ello, observe que

A = idnA =⇒ A = ACA =⇒ A−ACA = O =⇒ A(idn−CA) = O.

Esto significa que A(idn−CA)~x = ~0 para todo ~x ∈ Rn. Como por (ii) la ecuación A~y = ~0 tiene
la solución única ~y = ~0, se sigue que (idn−CA)~x = ~0 para todo x ∈ Rn. Pero esto significa que
~x = CA~x para todo ~x, por lo tanto, CA debe ser igual a idn.

Teorema 3.45. Sea A ∈M(n× n).

(i) Si A tiene una inversa izquierda C (es decir, si CA = idn), entonces A es invertible y
A−1 = C.

(ii) Si A tiene una inversa derecha D (es decir, si AD = idn), entonces A es invertible y A−1 = D.

Demostración. (i) Por el Teorema 3.44, basta mostrar que A~x = ~0 tiene como solución única ~0.
Supongamos entonces que ~x ∈ Rn satisface A~x = ~0. Entonces ~x = idn ~x = (CA)~x = C(A~x) =
C~0 = ~0. Esto muestra que A es invertible. Además, C = C(idn) = C(AA−1) = (CA)A−1 =
idnA

−1 = A−1, por lo tanto C = A−1.

(ii) Por (i) aplicado a D, se sigue que D tiene inversa y que D−1 = A; por lo tanto, por el
Teorema 3.42 (ii), A es invertible y A−1 = (D−1)−1 = D.

Cálculo de la inversa de una matriz cuadrada dada

Sea A una matriz cuadrada. La demostración del Teorema 3.44 nos dice cómo encontrar su inversa
si existe. Solo necesitamos resolver A~x = ~ek para k = 1, . . . , n. Esto puede ser engorroso y largo,
pero ya sabemos que, si estas ecuaciones tienen soluciones, podemos encontrarlas con la eliminación
de Gauß-Jordan. Solo necesitamos formar la matriz aumentada (A|~ek), aplicar operaciones por filas
hasta llegar a (idn |~ck). Entonces ~ck es la solución de A~x = ~ek y obtenemos la matriz A−1 como la
matriz cuyas columnas son los vectores ~c1, . . . , ~cn. Si no es posible reducir A a la matriz identidad,
entonces no es invertible.
Observe que los pasos que debemos realizar para reducir A a la matriz identidad dependen solo
de los coeficientes de A y no del lado derecho. Aśı podemos calcular los n vectores ~c1, . . . ~cn con
una sola eliminación de Gauß-Jordan (grande) si aumentamos la matriz dada A con los n vectores
~e1, . . . ,~en. Pero la matriz (~e1| · · · |~en) no es nada más que la matriz identidadx idn. Por ende, si
tomamos (A| idn) y aplicamos la eliminación de Gauß-Joradan, y si podemos reducir A a la matriz
identidad, entonces las columnas a la derecha son las columnas de la matriz inversa A−1. Si no
podemos llegar a la matriz identidad, entonces A no es invertible.
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Ejemplos 3.46. (i) Sea A =

(
1 2
3 4

)
. Mostraremos que A es invertible al reducir la matriz

aumentada (A| id2):

(A| id2) =

(
1 2 1 0
3 4 0 1

)
R2→R2−3R1−−−−−−−−→

(
1 2 1 0
0 −2 −3 1

)
R1→R1+R2−−−−−−−−→

(
1 0 2 1
0 −2 −3 1

)
R2→− 1

2R2−−−−−−−→
(

1 0 −2 1
0 1 3/2 −1/2

)
.

Por lo tanto, A es invertible y A−1 =

(
−2 1
3/2 −1/2

)
.

Podemos verificar el resultado calculando(
1 2
3 4

)(
−2 1
3/2 −1/2

)
=

(
−2 + 3 1− 1
−6 + 6 3− 2

)
=

(
1 0
0 1

)
and (

−2 1
3/2 −1/2

)(
1 2
3 4

)
=

(
−2 + 3 −4 + 4

3/2− 3/2 3− 2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

(ii) Sea A =

(
1 2
−2 −4

)
. Mostraremos que A no es invertible al reducir la matriz aumentada

(A| id2):

(A| id2) =

(
1 2 1 0
−2 −4 0 1

)
R2→R2+2R1−−−−−−−−→

(
1 2 1 0
0 0 2 1

)
.

Como hay una fila cero en la matriz de la izquierda, concluimos que A no es invertible.

(iii) Sea A =

1 1 1
0 2 3
5 5 1

. Mostraremos que A es invertible al reducir la matriz aumentada (A| id3):

(A| id3) =

1 1 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
5 5 1 0 0 1

 R3→R3−5R1−−−−−−−−→

1 1 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
0 0 −4 −5 0 1


R2→4R2+3R3−−−−−−−−−→

1 1 1 1 0 0
0 8 0 −15 4 3
0 0 −4 −5 0 1

 R1→4R1+R3−−−−−−−−→

4 4 0 −1 0 1
0 8 0 −15 4 3
0 0 −4 −5 0 1


R1→2R1−R2−−−−−−−−→

8 0 0 13 −4 −1
0 8 0 −15 4 3
0 0 −4 −5 0 1



−−−−−−−−→

1 0 0 13/8 −1/2 −1/8
0 1 0 −15/8 1/2 3/8
0 0 1 5/4 0 −1/4

 .
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Por lo tanto, A es invertible y A−1 =

 13/8 −1/2 −1/8
−15/8 1/2 3/8

5/4 0 −1/4

 = 1
8

 13 −4 −1
−15 4 3

10 0 2

 .

Podemos verificar el resultado calculando1 1 1
0 2 3
5 5 1

 13/8 −1/2 −1/8
−15/8 1/2 3/8

5/4 0 −1/4

 = · · · =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


and  13/8 −1/2 −1/8

−15/8 1/2 3/8
5/4 0 −1/4

1 1 1
0 2 3
5 5 1

 = · · · =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Caso especial: inversa de una matriz 2× 2

Sea A =

(
a b
c d

)
. Ya sabemos que A es invertible si y solo si su sistema lineal homogéneo aso-

ciado tiene exactamente una solución. Por el Teorema 1.11, este es el caso si y solo si detA 6= 0.
Recordemos que detA = ad− bc. Aśı que supongamos aqúı que detA 6= 0.

Caso 1. a 6= 0.

(A| id2) =

(
a b 1 0
c d 0 1

)
R2→aR2−cR1−−−−−−−−−→

(
a b 1 0
0 ad− bc −c a

)
R1→R1− b

ad−bcR2

−−−−−−−−−−−−→
(
a 0 1 + bc

ad−bc − ab
ad−bc

0 ad− bc −c a

)
=

(
a 0 ad

ad−bc − ab
ad−bc

0 ad− bc −c a

)
R1→R1− b

ad−bcR2

−−−−−−−−−−−−→
(

1 0 d
ad−bc − b

ad−bc
0 1 − c

ad−bc
a

ad−bc

)
.

Se sigue que

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
. (3.27)

Caso 2. a = 0. Como 0 6= detA = ad − bc = bc en este caso, se sigue que c 6= 0 y cálculos como
los anteriores conducen nuevamente a la fórmula (3.27).

Ahora debeŕıa haber entendido

la relación entre la invertibilidad de una matriz cuadrada A y la existencia y unicidad de
solución de A~x = ~b,

que invertir una matriz es lo mismo que resolver un sistema lineal,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de
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calcular la inversa de una matriz cuadrada si existe,

usar la inversa de una matriz cuadrada, si existe, para resolver el sistema lineal asociado,

etc.

Ejercicios.

1. Determine la inversa (si es posible) de las siguientes matrices:

(a)

(
1 3
−2 6

)
(b)

1 1 1
0 2 3
5 5 1

 (c)

(
−1 6

2 −12

)

(d)

3 2 1
0 2 2
0 0 −1

 (e)

 1 0 0
−3 0 0

4 3 1

 (f)


1 1 1 1
1 2 −1 2
1 −1 2 1
1 3 3 2


(g)

1 1 1
1 2 2
0 3 3

 (h)

1 0 0
0 −5 0
0 0 3


2. De los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, ¿cuál tiene una solución no trivial?

i)

2x+ y − z = 0,

x− 2y − 3z = 0,

−3x− y − z = 0.

ii)

x− y − z = 0,

2x+ y + 2z = 0,

−2x+ 5y + 6z = 0.

3. Determine todos los valores de a tal que

A =

1 4 a2

1 0 0
1 2 2


es invertible. En dicho caso hallar A−1.

4. Calcular la inversa de la matriz de rotación Cϑ =

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
. ¿Cómo se interpreta

geométricamente C−1
ϑ ? (ver Sección 3.4, Ejercicio 6.).

5. Calcular la inversa de 1 0 0
0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ

 .

6. Sea A ∈M(n×n) no invertible. Demuestre que existe B ∈M(n×n), B 6= O tal que AB = O.
(Hint: considere el sistema homogéneo A~x = ~0).

7. Sean B ∈ M(6 × 5) y C ∈ M(5 × 6). Muestre que BC no puede ser una matriz invertible.
(Hint: considere el sistema homogéneo C~x = ~0).
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3.7. La transpuesta de una matriz

Definición 3.47. Sea

A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

=



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amn

 ∈M(m× n).

Entonces su transpuesta At es la matriz n×m cuyas columnas son las filas de A y cuyas filas son
las columnas de A, es decir,

At =



a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

...
...

...
...

a1n a2n · · · amn

 ∈M(n×m).

Si denotamos At = (ãij) i=1,...,n
j=1,...,m

, entonces ãij = aji para i = 1, . . . , n y j = 1, . . . ,m.

Ejemplos 3.48. Las transpuestas de

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
1 2 3
4 5 6

)
, C =


1 2 3
4 5 6
7 7 7
3 2 4


son

At =

(
1 3
2 4

)
, Bt =

1 4
2 5
3 6

 , Ct =

1 4 7 3
2 5 7 2
3 6 7 4

 .

Proposición 3.49. Sean A,B ∈M(m× n). Entonces (At)t = A y (A+B)t = At +Bt.

Demostración. Claro.

Teorema 3.50. Sean A ∈M(m× n) y B ∈M(n× k). Entonces (AB)t = BtAt.

Demostración. Observe que tanto (AB)t como BtAt son matrices m × k. Para mostrar que son
iguales, solo necesitamos mostrar que son iguales entrada por entrada. Sean i ∈ {1, . . . , m} y
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j ∈ {1, . . . , k}. Entonces

componente ij de (AB)t = componente ji de AB

= [fila j de A]× [columna i de B]

= [columna j de At]× [fila i de Bt]

= [fila i de Bt]× [columna j de At]

= componente ij de BtAt.

Teorema 3.51. Sea A ∈ M(n × n). Entonces A is invertible if y only if At is invertible. En este
caso, (At)−1 = (A−1)t.

Demostración. Supongamos que A es invertible. Entonces AA−1 = id. Tomando la transpuesta en
ambos lados, obtenemos

id = idt = (AA−1)t = (A−1)tAt.

Esto muestra que At es invertible y que su inversa es (A−1)t; véase el Teorema 3.45. Ahora su-
pongamos que At es invertible. De lo que acabamos de mostrar se sigue que entonces también su
transpuesta (At)t = A es invertible.

A continuación mostramos una relación importante entre la transposición de una matriz y el pro-
ducto interno en Rn.

Teorema 3.52. Sea A ∈M(m× n).

(i) 〈A~x , ~y〉 = 〈~x ,At~y〉 para todo ~x ∈ Rn y todo ~y ∈ Rm.

(ii) Si 〈A~x , ~y〉 = 〈~x ,B~y〉 for all ~x ∈ Rn y all ~y ∈ Rm, entonces B = At.

Demostración. Sea A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

y B = (bij) i=1,...,n
j=1,...,m

.

(i) Observe que la k-ésima componente de A~x es (A~x)k =
∑n
j=1 akjxj . y que la coordenada

`ésima de At~y es (At~y)` =
∑m
j=1 aj`yj . Entonces

〈A~x , ~y〉 =

m∑
k=1

(A~x)kyk =

m∑
k=1

n∑
j=1

akjxjyk =

n∑
j=1

m∑
k=1

xjakjyk =

n∑
j=1

xj(A
t~y)j = 〈~x ,At~y〉.

(ii) Tenemos que mostrar que para todo i = 1, . . . ,m y j = 1, . . . , n se tiene aij = bji. Tomemos
~x = ~ej ∈ Rn y ~y = ~ei ∈ Rm. Si tomamos el producto interno de A~ej con~ei, entonces obtenemos
la i-ésima componente de A~ej . Recordemos que A~ej es la j-ésima columna de A, por lo tanto

〈A~ej ,~ei〉 = aij .

De manera similar, si tomamos el producto interno de B~ei con ~ej , entonces obtenemos la
j-ésima componente de B~ei. Como B~ei es la j-ésima columna de B, se sigue que

〈~ej , B~ei〉 = bji.

Por hipótesis 〈A~ej ,~ei〉 = 〈~ej , B~ei〉, de donde se sigue que aij = bji, y por lo tanto B = At.
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Definición 3.53. Sea A = (aij)
n
i,j=1 ∈M(n× n) una matriz cuadrada.

(i) A se llama triangular superior if aij = 0 if i > j.

(ii) A se llama triangular inferior if aij = 0 if i < j.

(iii) A se llama diagonal si aij = 0 cuando i 6= j. Diagonal matrices son sometimes denoted by
diag(c1, . . . , cn) where the c1, . . . , cn son the numbers on the diagonal of the matrix.

Este significa que para una matriz triangular superior, todas sus entradas debajo de la diagonal
son cero; para una matriz triangular inferior, todas sus entradas debajo de la diagonal son cero; y
para una matriz diagonal, todas las entradas con excepción de las en la diagonal, son cero. Estas
matrices se ven como sigue:

a11

a22

ann


 0

∗ ,

a11

a22

ann


 ∗

0 ,

a11

a22

ann


 0

0

matriz triangular superior, matriz triangular inferior, matriz diagonal
diag(a11, . . . , ann)

.

Observación 3.54. Una matrix es simultáneamente triangular superior e inferior si y solo si es
diagonal.

Ejemplos 3.55.

A =

1 2 4
0 2 5
0 0 3

 , B =


0 2 4 2
0 0 5 2
0 0 0 8
0 0 0 0

 , C =


0 0 0 0
0 3 0 0
3 4 0 0
5 0 0 1

 , D =

2 0 0
0 3 0
0 0 8

 , E =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Las matrices A,B,D,E son triangulares superiores; C,D,E son triangulares inferiores; D,E son
diagonales.

Definición 3.56. (i) A matrix A ∈ M(n × n) is called simétrica si At = A. El conjunto de
todas las matrices simétricas n× n se denota por Msym(n× n).

(ii) A matrix A ∈M(n×n) is called antisimétrica si At = −A. El conjunto de todas las matrices
antisimétricas n× n se denota por Masym(n× n).

Ejemplos 3.57.

A =

1 7 4
7 2 5
4 5 3

 , B =

3 0 4
0 4 0
4 0 1

 , C =

 0 2 −5
−2 0 −3

5 3 0

 , D =

0 0 8
0 3 0
2 0 0

 .

Las matrices A y B son simétricas, C es antisimétrica y D no es ninguna de las dos.

Claramente, toda matriz diagonal es simétrica.
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Ejercicio 3.58. Sea A ∈ M(n × n). Demuestre que A + At es simétrica y que A − At is
antisimétrica.

Demuestre que toda matriz A ∈M(n×n) se deja escribir como suma de una matriz simétrica
y de una matriz antisimétrica.

Question 3.2

¿Cuántas posibilidades hay de expresar uns matriz dada A ∈ M(n × n) como suma de una
matriz simétrica y de una matriz antisimétrica?

Ejercicio 3.59. Demuestre que las entradas en la diagonal de una matriz antisimétrica son 0.

Ahora debeŕıa haber entendido

por qué (AB)t = BtAt,

qué tiene que ver la transpuesta de una matriz con el producto interno,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular la transpuesta de una matriz dada,

verificar si una matriz es simétrica, antisimétrica o ninguna de las dos,

etc.

Ejercicios.

1. (a) Encuentre las transpuestas de las siguientes matrices:

(a)

(
−1 4
10 8

)
, (b)

 1 3
−1 2

4 5

 , (c)

(
2 −1 1 5
0 0 4 13

)
, (d)


0
−1

4
3

 .

(b) Para cada una de las matrices del punto anterior, verifique la igualdad 〈A~x , ~y〉 =
〈x ,Aty〉.

2. Encuentre α, β tales que

 1 β + 5 α+ 2β − 2
α+ 2β −1 2
2α+ β 2 4

 es una matriz simétrica.

3. ¿Cuáles de las siguientes matrices son antisimétricas?

(a)

(
2 −7
7 0

)
, (b)

(
0 −1
1 0

)
, (c)

3 −3 −3
3 3 −3
3 3 3

 , (d)

 0 1 −1
−1 0 2

1 −2 0

 .
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4. Si A,B ∈Msym(n× n), muestre que (AB)t = BA. ¿Se puede concluir que AB es simétrica?.

5. Sean ~v1, ~v2, ~v3 ∈ R3 tales que 〈vi , vj〉 = 0 si i 6= j y 〈vi , vj〉 = 1 si i = j. Sea A = [~v1 ~v2 ~v3]
la matiz cuyas columnas son los vectores dados. Muestre que AAt = id3 (ver Sección 3.6,
Ejercicio 5.).

6. Muestre que la suma de dos matrices simétricas (antisimétricas) de tamaño n × n da como
resultado una matriz simétrica (antisimétrica).

7. (a) Muestre que una matriz triangular superior (inferior) es invertible si y solo si todas las
entradas de la diagonal principal son distintas de 0.

(b) Sea D ∈M(n×n) una matriz diagonal. Determine cuyo D es invertible y halle su inversa

3.8. Matrices elementales

En esta sección estudiamos tres tipos especiales de matrices. Se llaman matrices elementales. De-
finámoslas.

Definición 3.60. Para n ∈ N definimos las siguientes matrices en M(n× n):

(i) Sj(c) =

1

c

1


 para j = 1, . . . , n y c 6= 0. Todas las entradas fuera de la diagonal

son 0.

(ii) Qjk(c) =

1

1




c fila j

columna k

para j, k = 1, . . . , n con j 6= k y c ∈ R. El número c está

en la fila j y la columna k. Todas las entradas, excepto c y las de la diagonal, son 0.

(iii) Pjk =

1

0 1

1 0

1





fila k

fila j

col. k col. j

para j, k = 1, . . . , n. Esta matriz se obtiene de la ma-

triz identidad intercambiando las filas j y k (o, equivalentemente, intercambiando las columnas
j y k).
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Ejemplos 3.61. Veamos algunos ejemplos para n = 2.

S1(5) =

(
5 0
0 1

)
, Q21(3) =

(
1 0
3 1

)
, P12 =

(
0 1
1 0

)
.

Algunos ejemplos para n = 3:

S3(−2) =

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 , Q23(4) =

1 0 0
0 1 4
0 0 1

 , P31 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , P21 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

Veamos cómo actúan estas matrices sobre otras matrices n × n. Sea A = (aij)
n
i,j=1 ∈ M(n × n).

Queremos calcular EA, donde E es una matriz elemental.

Sj(c)A =

1

c

1




a11 a12 a1n

aj1 aj2 ajn

an1 an2 ann



 =

a11 a12 a1n

caj1 caj2 cajn

an1 an2 ann



 .

Qjk(c)A =

1

1




1 c

a11 a12 a1n

aj1 aj2 ajn

ak1 ak2 akn

an1 an2 ann




=

a11 a12 a1n

aj1 + cak1 aj2 + cak2 ajn + cakn

ak1 ak2 akn

an1 an2 ann




.

PjkA =

1

0 1

1 0

1





a11 a12 a1n

aj1 aj2 ajn

ak1 ak2 akn

an1 an2 ann




=

a11 a12 a1n

ak1 ak2 akn

aj1 aj2 ajn

an1 an2 ann




.

En resumen, vemos que

Proposición 3.62. Sj(c) multiplica la fila j-ésima de A por c.

Qjk(c) suma c veces la fila k-ésima a la fila j-ésima de A.

Pjk intercambia la fila k-ésima y la fila j-ésima de A.

¡Estas son exactamente la operaciones de la eliminación de Gauß o de Gauß-Jordan! Aśı vemos que
toda operación por filas puede realizarse multiplicando por la izquierda por una matriz elemental
apropiada.
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Observación 3.63. La forma de las matrices elementales es bastante fácil de recordar si se recuerda
que E idn = E para toda matriz E, en particular para una matriz elemental. Aśı, si quiere recordar,
por ejemplo, cómo se ve la matriz 5 × 5 que suma 3 veces la segunda fila a la cuarta, recuerde
simplemente que esta matriz es

E = E id5 = (tomar id5 y sumar 3 veces su segunda fila a su cuarta fila) =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 3 0 1 0
0 0 0 0 1


que es Q42(3).

Question 3.3

¿Cómo actúan las matrices elementales sobre otras matrices si las multiplicamos por la derecha?

Indicación. Hay dos maneras de encontrar la respuesta. Una es realizar la multiplicación de ma-
trices como hicimos en la página 125. O podŕıa usar que AE = [(AE)t]t = [EtAt]t. Si E es una
matriz elemental, entonces Et también lo es; véase la Proposición 3.65. Como sabe cómo se ve
EtAt, puede entonces deducir cómo se ve su transpuesta.

Como la acción de una matriz elemental se puede “deshacer” (ya que la operación por filas corres-
pondiente se puede deshacer), esperamos que sean invertibles. La siguiente proposición muestra que
en efecto lo son y que su inversa es nuevamente una matriz elemental del mismo tipo.

Proposición 3.64. Toda matriz elemental n × n es invertible. Más precisamente, para j, k =
1, . . . , n con j 6= k se cumple lo siguiente:

(i) (Sj(c))
−1 = Sj(c

−1) for c 6= 0.

(ii) (Qjk(c))−1 = Qjk(−c).

(iii) (Pjk)−1 = Pjk.

Demostración. Cálculos directos.

Muestre que la Proposición 3.64 es verdadera. Convénzase de que es verdadera usando su inter-
pretación como operaciones por filas.

Proposición 3.65. La transpuesta de una matriz elemental n × n es nuevamente una matriz
elemental. Más precisamente, para j, k = 1, . . . , n con j 6= k se cumple lo siguiente:

(i) (Sj(c))
t = Sj(c) for c 6= 0.

(ii) (Qjk(c))t = Qkj(c).

(iii) (Pjk)t = Pjk.

Demostración. Cálculos directos.
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Ejercicio 3.66. Muestre que Qjk(c) = Sk(c−1)Qjk(1)Sk(c) para c 6= 0. Interprete la fórmula en
términos de operaciones por filas.

Ejercicio. Muestre que Pjk se puede escribir como producto de matrices de la forma Qjk(c) y
Sj(c).

Volvamos a la relación entre las matrices elementales y el proceso de eliminación de Gauß-Jordan.

Proposición 3.67. Sea A ∈ M(n × n) y sea A′ una forma escalonada por filas de A. Entonces
existen matrices elementales E1, . . . , Ek tales que

A = E1E2 · · ·EkA′.

Demostración. Sabemos que podemos llegar a A′ aplicando operaciones por filas adecuadas a A. Por
la Proposición 3.62, estas corresponden a multiplicar A por la izquierda por matrices elementales
adecuadas Fk, Fk−1, . . . , F2, F1, es decir,

A′ = FkFk−1 · · ·F2F1A.

Sabemos que todas las Fj son invertibles; por lo tanto, su producto es invertible y obtenemos

A = [FkFk−1 · · ·F2F1]−1A′ = F−1
1 F−1

2 · · ·F−1
k−1F

−1
k A′.

Sabemos que la inversa de toda matriz elemental Fj es nuevamente una matriz elemental; aśı, si
ponemos Ej = F−1

j para j = 1, . . . , k, la proposición queda demostrada.

Corolario 3.68. Sea A ∈ M(n × n). Entonces existen matrices elementales E1, . . . , Ek y una
matriz triangular superior U tales que

A = E1E2 · · ·EkU.

Demostración. Esto se sigue inmediatamente de la Proposición 3.67 si recordamos que toda forma
escalonada reducida por filas de A es una matriz triangular superior.

El siguiente teorema muestra que toda matriz invertible está “compuesta” de matrices elementales.

Teorema 3.69. Sea A ∈ M(n × n). Entonces A es invertible si y solo si se puede escribir como
producto de matrices elementales.

Demostración. Supongamos que A es invertible. Entonces la forma escalonada reducida por filas
de A es idn. Por lo tanto, por la Proposición 3.67, existen matrices elementales E1, . . . , Ek tales
que A = E1 · · ·Ek idn = E1 · · ·Ek.

Si, por otro lado, sabemos que A es el producto de matrices elementales, digamos, A = F1 · · ·F`,
entonces claramente A es invertible, ya que cada matriz elemental Fj es invertible y el producto de
matrices invertibles es invertible.

Terminamos esta sección con un ejercicio en el que escribimos una matriz invertible 2 × 2 como
producto de matrices elementales. Observe que hay infinitas formas de escribirla como producto de
matrices elementales, aśı como hay infinitas formas de realizar reducción por filas para llegar a la
matriz identidad.
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Ejemplo 3.70. Escriba la matriz A =

(
1 2
3 4

)
como producto de matrices elementales.

Solución. Usamos la idea de la demostración del Teorema 3.44: aplicamos el proceso de elimina-
ción de Gauß-Jordan y escribimos las transformaciones por filas correspondientes como matrices
elementales.(

1 2
3 4

)
R2→R2−3R1−−−−−−−−→
Q21(−3)

(
1 2
0 −2

)
︸ ︷︷ ︸
=Q21(−3)A

R1→R1+R2−−−−−−−−→
Q12(1)

(
1 0
0 −2

)
︸ ︷︷ ︸

=Q12(1)Q21(−3)A

R2→− 1
2R2−−−−−−−→

S2(− 1
2 )

(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

=S2(− 1
2 )Q12(1)Q21(−3)A

Aśı obtenemos que

id2 = S2(− 1
2 )Q12(1)Q21(−3)A. (3.28)

Como las matrices elementales son invertibles, podemos despejar A y obtener

A = [S2(− 1
2 )Q12(1)Q21(−3)]−1 id2 = [S2(− 1

2 )Q12(1)Q21(−3)]−1

= [Q21(−3)]−1[Q12(1)]−1[S2(− 1
2 )]−1

= Q21(3)Q12(−1)S2(−2). �

Observe que de (3.28) obtenemos gratis la factorización de A−1. Claramente, debemos tener

A−1 = S2(− 1
2 )Q12(1)Q21(−3). (3.29)

Si quisiéramos, ahora podŕıamos usar (3.29) para calcular A−1. No es en absoluto una sorpresa que
en realidad obtengamos primero la factorización de A−1, porque la eliminación de Gauß-Jordan
conduce a la inversa de A. Aśı, A−1 es la composición de las matrices que llevan de A a la matriz
identidad. (Para pasar de la matriz identidad a A, necesitamos invertir estos pasos.)

Ahora debeŕıa haber entendido

la relación de las matrices elementales con el proceso de Gauß-Jordan,

por qué una matriz es invertible si y solo si es producto de matrices elementales,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

expresar una matriz invertible como producto de matrices elementales,

etc.

Ejercicios.

1. Determine cuáles de las siguientes son matrices elementales:
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(a)

(
1 0
2 1

)
(b)

 1 0 0
−1 1 0

2 0 1

 (c)

(
− 1

3 0
0 1

3

)

(d)

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 (e)


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (f)


1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1


2. Muestre que cada una de las siguientes matrices es invertible y factoŕıcela como un producto

de matrices elementales:

(a)

(
2 1
3 2

)
, (b)

2 0 4
0 1 1
3 −1 1

 , (c)


1 1 0 0
3 2 4 0
0 0 −2 1
0 0 0 1

 , (d)

3 1 1
0 2 4
0 0 −1

 .

3. Escriba cada matriz como producto de matrices elementales y una matriz triangular superior:

(a)

(
2 −2
−2 6

)
,

(b)

2 1 3
0 −3 1
1 0 2

, (c)

 1 0 0
5 0 0
−2 1 3

,
(d)

(
0 0
2 0

)
.

4. En los siguientes problemas, encuentre una matriz elemental E tal que EA = B:

(a) A =

(
1 2
−1 3

)
, B =

(
3 6
−1 3

)
, (b) A =

1 2
3 4
5 6

 , B =

1 2
3 4
1 −2

 ,

(c) A =

1 4
5 6
7 8

 , B =

7 8
5 6
1 4

 , (d) A =

1 −2 5 3
2 −1 0 4
5 1 −3 2

 , B =

−3 0 5 −5
2 −1 0 4
5 1 −3 2

 ,

(e) A =

(
1 −3
−1 1

)
, B =

(
−2 0
−1 1

)
, (f) A =

 5 1 2
−1 3 4

1 −2 0

 , B =

 0 11 2
−1 3 4

1 −2 0

 .

5. (a) Sea A ∈ M(3 × 3) una matriz triangular superior (inferior) tal que las entradas de su
diagonal son todas distintas de 0. Muestre que A se factoriza como producto de a lo más
seis matrices elementales.

(b) Sean A,B ∈ M(3× 3) matrices triangulares superiores (inferiores). Muestre que AB es
una matriz triangular superior (inferior).

(c) Sea A ∈ M(3 × 3) una matriz triangular superior (inferior) tal que las entradas de su
diagonal son todas distintas de 0. Muestre que A−1 es triangular superior (inferior).
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3.9. Resumen

Operaciones elementales por filas (= operaciones que conducen a un sistema equiva-
lente) para resolver un sistema lineal.

Operación elemental Notación Operación inversa

1 Intercambiar las filas j y k. Rj ↔ Rk Rj ↔ Rk

2 Multiplicar la fila j por algún λ ∈ R \ {0} Rj → λRj Rj → 1
λRj

3 Reemplazar la fila k por la suma de la fila k y
λ veces Rj , y dejar la fila j sin cambios (j 6= k)

Rk → Rk + λRj Rk → Rk − λRj

Sobre las soluciones de un sistema lineal.

Un sistema lineal tiene o bien ninguna, exactamente una o infinitas soluciones.

Si el sistema es homogéneo, entonces tiene o bien exactamente una solución o infinitas solu-
ciones. Siempre tiene al menos una solución, a saber, la solución trivial.

El conjunto de todas las soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales es un
espacio vectorial.

El conjunto de todas las soluciones de un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales es un
espacio vectorial af́ın.

Para A ∈M(m× n) y ~b ∈ Rm, considere la ecuación A~x = ~b. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Ninguna solución ⇐⇒ La forma escalonada reducida por filas del siste-
ma aumentado (A|~b) tiene una fila de la forma
(0 · · · 0|β) con algún β 6= 0.

(2) Al menos una solución ⇐⇒ La forma escalonada reducida por filas del siste-
ma aumentado (A|~b) no tiene ninguna fila de la
forma (0 · · · 0|β) con algún β 6= 0.

En el caso (2), tenemos los siguientes dos subcasos:

(2.1) Exactamente una solución ⇐⇒ # pivotes= # columnas.

(2.2) Infinitas soluciones ⇐⇒ # pivots< # columns.

Álgebra con matrices y vectores

Una matriz A ∈M(m× n) puede verse como una función A : Rn → Rm.

Definición.

A~x =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
am1 am2 · · · amn



x1

x2

...
xn

 =


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 ,
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A+B =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
am1 am2 · · · amn

+


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmn



=


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
...

...
am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 ,

AB =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
am1 am2 · · · amn



b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bm1 bm2 · · · bmn



=


a11b11 + a12b21 + · · ·+ a1nbn1 · · · a11b1k + a12b2k + · · ·+ a1nbnk
a21b11 + a22b21 + · · ·+ a2nbn1 · · · a21b1k + a22b2k + · · ·+ a2nbnk

...
...

am1b11 + am2b21 + · · ·+ amnbn1 · · · am1b1k + am2b2k + · · ·+ amnbnk


= (cj`)j`

with

cj` =

n∑
h=1

ajhbh`.

Suma de matrices: componente a componente,

Producto de matriz con vector o de matriz con matriz: “multiplicar fila por columna”.

Propiedades. Sean A1, A2, A3 ∈ M(m × n), B ∈ M(n × k), C ∈ M(k × r) matrices, ~x, ~y ∈ Rn,
~z ∈ Rk y c ∈ K.

A1 +A2 = A2 +A1,

(A1 +A2) +A3 = A1 + (A2 +A3),

(AB)C = A(BC),

en general, AB 6= BA,

A(~x+ c~y) = A~x+ cA~y,

(A1 + cA2)~x = A1~x+ cA2~x,

(AB)~z = A(B~z),
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Transposición de matrices

Sea A = (aij)i=1,...,m
j=1...,n

∈ M(m × n). Entonces su transpuesta es la matriz At = (ãij)i=1,...,n
j=1...,m

∈

M(n×m) with ãij = aji.

Para A,B ∈M(m× n) y C ∈M(n× k) tenemos

(At)t = A,

(A+B)t = At +Bt,

(AC)t = CtAt,

〈A~x , ~y〉 = 〈~x ,At~y〉 para todo ~x ∈ Rn y todo ~y ∈ Rm.

Una matriz A se llama simétrica si At = A y antisimétrica si At = −A. Observe que solo las
matrices cuadradas pueden ser simétricas.

Una matriz A = (aij)i,j=1,...,n ∈M(n× n) se llama

upper triangular if aij = 0 whenever i > j,

lower triangular if aij = 0 whenever i < j,

diagonal si aij = 0 siempre que i 6= j.

Claramente, una matriz es diagonal si y solo si es triangular superior e inferior. La transpuesta de
una matriz triangular superior es triangular inferior, y viceversa. Toda matriz diagonal es simétrica.

Invertibilidad de matrices

Una matriz A ∈ M(n × n) se llama invertible si existe una matriz B ∈ M(n × n) tal que AB =
BA = idn. En este caso, B se llama la inversa de A y se denota por A−1. Si A no es invertible,
entonces se llama singular.

La inversa de una matriz invertible A es única.

Si A es invertible, entonces A−1 también lo es y (A−1)−1 = A.

Si A es invertible, entonces At también lo es y (At)−1 = (A−1)t.

Si A y B son invertibles, entonces AB también lo es y (AB)−1 = B−1A−1.

Teorema. Sea A ∈M(n× n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es invertible.

(ii) Para todo ~b ∈ Rn, la ecuación A~x = ~b tiene exactamente una solución.

(iii) La ecuación A~x = ~0 tiene exactamente una solución.

(iv) Toda forma escalonada reducida por filas de A tiene n pivotes.

(v) A es equivalente por filas a idn.
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Cálculo de A−1 usando eliminación de Gauß-Jordan

Sea A ∈ M(n × n). Form the augmented matrix (A| idn) and use the Gauß-Jordan elimination to
reduce A to its reduced row echelon form A′: (A| idn) → · · · → (A′|B). Si A′ = idn, entonces A es
invertible y A−1 = B. Si A′ 6= idn, entonces A no es invertible.

Inversa de una matriz 2× 2

Sea A =

(
a b
c d

)
. Entonces detA = ad− bc. Si detA = 0, entonces A no es invertible. Si detA 6= 0,

entonces A es invertible y A−1 = 1
detA

(
d −b
−c a

)
.

Matrices elementales

Tenemos los siguientes tres tipos de matrices elementales:

Sj(c) = (sik)i,k=1...,n para c 6= 0, donde sik = 0 si i 6= k, skk = 1 para k 6= j and sjj = c,

Qjk(c) = (qi`)i,`=1...,n para j 6= k, donde qjk = c, q`` = 1 for all ` = 1, . . . , n y todos los demás
coeficientes son iguales a cero,

Pjk = (pi`)i,`=1...,n para j 6= k, donde p`` = 1 for all ` ∈ {1, . . . , n} \ {j, k}, pjk = pkj = 1 y
todos los demás coeficientes son iguales a cero.

Sj(c) =

1

c

1


 , Qjk(c) =

1

1




c fila j

columna k

, Pjk =

1

0 1

1 0

1





fila k

fila j

col. k col. k

.

Relación matriz elemental – operación elemental por filas

Matriz elemental Operación elemental Notación

Pjk Intercambiar la fila j con la fila k Rj ↔ Rk

Sj(c), c 6= 0 Multiplicar la fila j por c Rj → cRk

Qjk(c),′ j 6= k Sumar c veces la fila k a la fila j Rk → Rk + cRj

3.10. Ejercicios

1. Vuelva al Caṕıtulo 1 y haga los ejercicios otra vez utilizando los conocimientos adquiridos en
este caṕıtulo.
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2. Encuentre las fracciones parciales de
2x2 − 4x+ 14

x(x− 2)2
.

3. Encuentre un sistema lineal 2× 3 cuya solución sea1
2
3

+ t

4
5
6

 , t ∈ R.

¿Existen sistemas 3 × 3 y 4 × 3 con las mismas soluciones? Dé ejemplos o diga por qué no
existen.
¿Existe un sistema 4× 3 con las mismas soluciones? Dé ejemplos o diga por qué no existen.

4. Encuentre un sistema lineal 4× 4 cuya solución sea
1
2
3
4

+ s


4
5
6
7

+ t


7
3
2
1

 , s, t ∈ R.

5. Considere el sistema lineal

x1 + 2x2 + 3x3 = b1,

3x1 − x2 + 2x3 = b2,

4x1 + x2 + x3 = b3.

Encuentre todo los posibles b1, b2, b3, o diga por qué no hay, para que el sistema tenga

(a) exactamente una solución,

(b) ninguna solución,

(c) infinitas soluciones.

6. Calcule todas las posibles combinaciones “matriz por vector”:

A =

1 0 3 6
4 8 1 0
1 4 4 3

 , B =


1 0
4 8
1 4
5 −4

 , C =

1 3 6
4 1 0
1 4 3

 , D =

(
−1 2 7

3 −2 2

)
,

~r =


1
0
3
6

 , ~v =

(
2
3

)
, ~w =


1
4
3
5
−1

 , ~x =


4
3
5
−1

 , ~y =

(
−3

5

)
, ~z =

 1
−2
π

 .
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7. Sean A =

2 6 −1
1 −2 2
1 2 −2

 y ~b =

17
6
4

. Encuentre todos los vectores ~x ∈ R3 tal que A~x = ~b.

8. Sea M =

(
1 1
−1 3

)
.

(a) Demuestre que no existe ~y 6= 0 tal que M~y ⊥ ~y.

(b) Encuentre todos los vectores ~x 6= 0 tal que M~x ‖ ~x. Para cada tal ~x, encuentre λ ∈ R tal
que M~x = λ~x.

9. Calcule todas las posibles combinaciones (matriz)(matriz):

A =

1 0 3 6
4 8 1 0
1 4 4 3

 , B =


1 0
4 8
1 4
5 −4

 , C =

1 3 6
4 1 0
1 4 3

 ,

D =

(
−1 2 7
3 −2 2

)
, E =

(
1 0
3 6

)
.

10. Determine si las matrices son invertibles. Si lo son, encuentre su matriz inversa.

A =

(
1 −2
2 7

)
, B =

(
−14 21
12 −18

)
, D =

1 3 6
4 1 0
1 4 3

 , E =

1 4 6
2 1 5
3 5 11

 .

11. Determine si las siguientes matrices son invertibles. Si lo son, encuentre su matriz inversa y
escŕıbelas como producto de matrices elementales.

A =

(
1 0
3 6

)
, B =

(
5 2
8 6

)
, C =

(
4 10
6 15

)
, D =

1 3 6
4 1 0
1 4 3

 .

12. Una tienda vende dos tipos de cajitas de dulces:
Tipo A contiene 1 chocolate y 3 mentas, Tipo B contiene 2 chocolates y 1 menta.

(a) Dé una ecuación de la forma A~x = ~b que describe lo de arriba. Diga que significan los

vectores ~x y ~b.

(b) Calcule, usando el resultado de (a), cuantos chocolates y cuantas mentas contienen:

(i) 1 caja de tipo A y 3 de tipo B,
(ii) 4 cajas de tipo A y 2 de tipo B,

(iii) 2 caja de tipo A y 6 de tipo B,
(iv) 3 cajas de tipo A y 5 de tipo B.

(c) Determine si es posible conseguir

(i) 5 chocolates y 15 mentas,
(ii) 2 chocolates y 11 mentas,

(iii) 21 chocolates y 23 mentas,
(iv) 14 chocolates y 19 mentas.
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comprando cajitas de dulces en la tienda. Si es posible, diga cuántos de cada tipo se
necesitan.

13. Sea Ak =

(
1 3
2 k

)
y considere la ecuación

Ak~x =

(
0
0

)
. (∗)

(a) Encuentre todos los k ∈ R tal que (∗) tiene exactamente una solución para ~x.

(b) Encuentre todos los k ∈ R tal que (∗) tiene infinitas soluciones para ~x.

(c) Encuentre todos los k ∈ R tal que (∗) tiene ninguna solución para ~x.

(d) Haga lo mismo para Ak~x =

(
2
3

)
en vez de (∗).

(e) Haga los mismo para Ak~x =

(
b1
b2

)
en vez de (∗) donde

(
b1
b2

)
es un vector arbitrario

distinto de

(
0
0

)
.

14. Escriba las matrices invertibles de los Ejercicios 10. y 11. como producto de matrices elemen-
tales.

15. Para las siguientes matrices encuentre matrices elementales E1, . . . , En tal que E1·E2· . . . ·EnA
es de la forma triangular superior.

A =

(
7 4
3 5

)
, B =

1 4 −4
2 1 0
3 5 3

 , C =

1 2 3
1 2 0
2 4 3

 .

16. Sea A ∈M(m× n) y sean ~x, ~y ∈ Rn, λ ∈ R. Demuestre que A(~x+ λ~y) = A~x+ λA~y.

17. Demuestre que el espacio M(m×n) es un espacio vectorial con la suma de matrices y producto
con λ ∈ R usual.

18. Sea A ∈M(n× n).

(a) Demuestre que 〈A~x, ~y〉 = 〈~x,At~y〉 para todo ~x ∈ Rn.

(b) Demuestre que 〈AAt~x, ~x〉 ≥ 0 para todo ~x ∈ Rn.

19. Sea A = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

∈M(m×n) y sea ~ek el k-ésimo vector unitario en Rn (es decir, el vector

en Rn cuya k-ésima entrada es 1 y las demás son cero). Calcule A~ek para todo k = 1, . . . , n y
describa en palabras la relación del resultado con la matriz A.
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20. (a) Sea A ∈ M(m× n) y suponga que A~x = ~0 para todo ~x ∈ Rn. Demuestre que A = 0 (la
matriz cuyas entradas son 0).

(b) Sea x ∈ Rn y suponga que A~x = ~0 para todo A ∈M(n× n). Demuestre que ~x = ~0.

(c) Encuentre una matriz A ∈M(2× 2) y ~v ∈ R2, ambos distintos de cero, tal que A~v = ~0.

(d) Encuentre matrices A,B ∈M(2× 2) tal que AB = 0 y BA 6= 0.

21. Sean ~v =

(
4
5

)
y ~w =

(
−1

3

)
.

(a) Encuentre una matriz A ∈M(2× 2) que mapea el vector ~e1 a ~v y el vector ~e2 a ~w.

(b) Encuentre una matriz B ∈M(2× 2) que mapea el vector ~v a ~e1 y el vector ~w a ~e2.

22. Sean A ∈M(m,n), B,C ∈M(n, k), D ∈M(k, l).

(a) Demuestre que A(B + C) = AB +AC.

(b) Demuestre que A(BD) = (AB)D.

23. Sean R,S ∈M(n, n) matrices invertibles. Demuestre que

RS = SR ⇐⇒ R−1S−1 = S−1R−1.

24. Sean A =

(
1 1
1 2

)
, B =

(
0 2
2 0

)
y C =

(
9 6
−7 11

)
. Encuentre X ∈M(2× 2) que satisface la

ecuación
AX + 3X −B = C.

25. ¿Falso o verdadero? Pruebe sus respuestas.

(a) Si A es una matriz simétrica invertible, entonces A−1 es śımetrica.

(b) Si A, B son matrices simétricas, entonces AB es śımetrica.

(c) Si AB es una matriz simétrica, entonces A, B son matrices simétricas.

(d) Si A, B son matrices simétricas, entonces A+B es śımetrica.

(e) Si A+B es una matriz simétrica, entonces A, B son matrices simétricas.

(f) Si A es una matriz simétrica, entonces At es śımetrica.

(g) AAt = AtA.

26. Sea A ∈M(m× n). Demuestre que AAt y AtA son matrices simétricas.

27. Sea A ∈M(n× n). Demuestre que A+At es simétrica y que A−At es antisimétrica.
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28. Sea A ∈M(n× n) tal que A2 = O:

(a) Muestre que idn−A es invertible y encuentre su inversa. (Indicación: Considere idn−A2.
¿Por qué en este caso es correcto factorizar por medio de diferencia de cuadrados? Ver
Sección 3.4, Ejercicio 8.).

(b) Si λ ∈ R, λ 6= 0, muestre que λ idn−A es invertible.

(c) ¿Cómo se pueden generalizar los incisos anteriores si en lugar de suponer que A2 = O

suponemos que Am = O para algún m ∈ N?

29. Calcule (Sj(c))
t, (Qij(c))

t, (Pij)
t.

30. (a) Sea P12 = ( 0 1
1 0 ) ∈ M(2 × 2). Demuestre que P12 se deja expresar como producto de

matrices elementales de la forma Qij(c) y Sk(c).

(b) Pruebe el caso general: Sea Pij ∈ M(n × n). Demuestre que Pij se deja expresar como
producto de matrices elementales de la forma Qkl(c) y Sm(c).

Observación: El ejercicio demuestra que en verdad solo hay dos tipos de matrices elementales
ya que el tercero (las permutaciones) se dejan reducir a un producto apropiado de matrices
de tipo Qij(c) y Sj(c).
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Caṕıtulo 4

Determinantes

En esta sección definiremos el determinante de matrices en M(n × n) para n arbitrario y recono-
ceremos el determinante para n = 2, definido en la Sección 1.2, como un caso especial de nuestra
nueva definición. Discutiremos las propiedades principales del determinante y mostraremos que una
matriz es invertible si y solo si su determinante es distinto de 0. También daremos una interpreta-
ción geométrica del determinante y tendremos una primera idea de su importancia en geometŕıa y
en la teoŕıa de la integración. Finalmente usaremos el determinante para calcular la inversa de una
matriz invertible y demostraremos la regla de Cramer.

4.1. Determinante de una matriz

Recordemos que en la Sección 1.2, en la página 20, definimos el determinante de una matriz 2× 2
por

det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a12a21.

Además, sabemos que una matriz A de 2 × 2 es invertible si y solo si su determinante es distinto
de 0, porque ambas afirmaciones son equivalentes a que el sistema homogéneo asociado tenga solo
la solución trivial.

En esta sección definiremos el determinante para matrices arbitrarias n × n y veremos que de
nuevo el determinante nos dice si una matriz es invertible o no. Daremos varias fórmulas para el
determinante. Como definición usaremos la fórmula de Leibniz porque, en contraste a la fórmula
de Laplace en Teorema 4.6, no es recursiva. Primero necesitamos saber qué es una permutación.

Definición 4.1. Una permutación de un conjunto M es una biyección M → M . El conjunto de
todas las permutaciones del conjunto M = {1, . . . , n} se denota por Sn. Los elementos σ ∈ Sn se
pueden escribir como {

1 2 · · · n− 1 n
σ(1) σ(2) · · · σ(n− 1) σ(n)

}
.

El signo (o paridad) de una permutación σ ∈ Sn es

sign(σ) = (−1)#inversiones de σ
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donde una inversión de σ es un par i < j con σ(i) > σ(j).

Observe que Sn consta de n! permutaciones.

Ejemplos 4.2. (i) S2 consta de dos permutaciones:

σ

{
1 2
1 2

} {
1 2
2 1

}

sign(σ) 1 -1

(ii) S3 consta de seis permutaciones:

σ

{
1 2 3
1 2 3

} {
1 2 3
2 3 1

} {
1 2 3
3 1 2

} {
1 2 3
2 1 3

} {
1 2 3
1 3 2

} {
1 2 3
3 2 1

}

sign(σ) 1 1 1 -1 -1 -1

Por ejemplo, la segunda permutación tiene dos inversiones (1 < 3 pero σ(1) > σ(3) y 2 < 3
pero σ(2) > σ(3)), la tercera permutación tiene dos inversiones (1 < 2 pero σ(1) > σ(2), 1 < 3
pero σ(1) > σ(3)), etc.

Definición 4.3. Sea A = (aij)i,j=1,...,n ∈M(n× n). Entonces su determinante se define por

detA =
∑
σ∈Sn

sign(σ) a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n). (4.1)

La fórmula en la ecuación (4.1) se llama la fórmula de Leibniz .

Observación. Otra notación para el determinante es |A|.

Observación 4.4. Observe que, según la fórmula,

(a) el determinante es una suma de n! términos,

(b) cada término es un producto de n componentes de A,

(c) en cada producto hay exactamente un factor de cada fila y de cada columna, y todos esos
productos aparecen en la fórmula.

Aśı que, claramente, la fórmula de Leibniz es una pesadilla computacional . . .

¡Igualdad de derechos para filas y columnas!

Muestre que

detA =
∑
σ∈Sn

sign(σ) aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n. (4.2)

Esto significa: en lugar de poner la permutación en el ı́ndice de columna, también podemos ponerla
en el ı́ndice de fila.
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Veamos si esta nueva definición coincide con nuestra definición antigua en el caso n = 2. Para ello,
calculamos

det

(
a11 a12

a21 a22

)
=
∑
σ∈S2

sign(σ) a1σ(1)a2σ(2) = a11a22 − a21a12

que coincide con nuestra definición antigua en Definición 1.12.

Ahora veamos qué nos da la fórmula en el caso n = 3. Usando nuestra tabla con las permutaciones
en S3, encontramos

detA = det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =
∑
σ∈S3

sign(σ) a1σ(1)a2σ(2)a3σ(3)

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a12a21a33 − a11a23a32 − a13a22a31. (4.3)

Agrupemos ahora los términos con coeficientes de la primera fila de A.

detA = a11

[
a22a33 − a23a32

]
− a12

[
a21a33 − a23a31

]
+ a13

[
a21a32 − a22a31

]
. (4.4)

Vemos que los términos entre corchetes son nuevamente determinantes:

a11 se multiplica por el determinante de la matriz 2× 2 que se obtiene de A al eliminar la fila
1 y la columna 1.

a12 se multiplica por el determinante de la matriz 2× 2 que se obtiene de A al eliminar la fila
1 y la columna 2.

a13 se multiplica por el determinante de la matriz 2× 2 que se obtiene de A al eliminar la fila
1 y la columna 3.

Si hubiéramos agrupado los términos por coeficientes de la segunda fila, habŕıamos obtenido algo
similar: cada término a2j estaŕıa multiplicado por el determinante de la matriz 2× 2 que se obtiene
de A al eliminar la fila 2 y la columna j. Por supuesto, también podŕıamos agrupar los términos
por coeficientes todos de la primera columna. Entonces la fórmula se convertiŕıa en una suma de
términos donde los aj1 están multiplicados por los determinantes de las matrices que se obtienen
de A al eliminar la fila j y la columna 1.

Esto motiva la definición de los llamados menores de una matriz.

Definición 4.5. Sea A = (aij)i,j=1,...,n ∈ M(n × n) y sea Mij la matriz (n − 1) × (n − 1) que se
obtiene de A al eliminar la fila i y la columna j. Entonces los números detMij se llaman menores
de A y Cij := (−1)i+j det(Mij) se llaman cofactores de A.

Observación. Algunos libros usan una notación ligeramente distinta. Llaman menores de A (o
matrices menores de A) a las matrices (n − 1) × (n − 1) Mij que se obtienen de A al eliminar la
fila i y la columna j de A. Sin embargo, parece que la mayoŕıa de los textos usa la convención de
la Definición 4.5.

Con estas definiciones podemos escribir (4.3) como

detA =

3∑
j=1

(−1)1+ja1j detM1j =

3∑
j=1

a1jC1j .
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Esta fórmula se llama la expansión del determinante de A a lo largo de la primera fila. También
vimos que podemos expandir a lo largo de la segunda o tercera fila, o a lo largo de columnas, aśı
que

detA =

3∑
j=1

(−1)k+jakj detMkj =

3∑
j=1

akjCkj , para k = 1, 2, 3,

detA =

3∑
i=1

(−1)i+kaik detMik =

3∑
i=1

aikCik, para k = 1, 2, 3.

La primera fórmula se llama expansión a lo largo de la k-ésima fila, y la segunda fórmula se llama
expansión a lo largo de la k-ésima columna. Con un poco más de esfuerzo se puede mostrar que
una fórmula análoga es verdadera para n arbitrario.

Teorema 4.6. Sea A = (aij)i,j=1,...,n ∈M(n× n) y sea Mij la matriz de sus menores. Entonces

detA =

n∑
j=1

(−1)k+jakj detMkj =

n∑
j=1

akjCkj , para k = 1, 2, . . . , n, (4.5)

detA =

n∑
i=1

(−1)i+kaik detMik =

n∑
i=1

aikCik, para k = 1, 2, . . . , n. (4.6)

Las fórmulas (4.5) y (4.6) se llaman expansión de Laplace del determinante. Más precisamente, (4.5)
se llama expansión a lo largo de la k-ésima fila, (4.6) se llama expansión a lo largo de la k-ésima
columna.

Demostración. Primero demostremos (4.5) para el caso k = 1. Sea A ∈ M(n × n). Observe que
por definición detA es la suma de productos de la forma sign(σ)a1σ(1) . . . an,σ(n), véase la Observa-
ción 4.4. Aśı que los términos son exactamente todos los productos posibles de entradas de la matriz
A con exactamente un término de cada fila y exactamente un término de cada columna, multipli-
cados por +1 o −1. Lo mismo ocurre para la fórmula (4.5): a11 se multiplica por detA11, pero este
último consta de productos con exactamente un factor en cada fila y cada columna de A11, es decir,
exactamente un factor de las filas 2 a n y de las columnas 2 a n de A; a12 se multiplica por detA12,
pero este último consta de productos con exactamente un factor en cada fila y cada columna de
A12, es decir, exactamente un factor de las filas 2 a n y de las columnas 1, 3, hasta n de A; etc. Aśı,
todos los productos que aparecen en la fórmula de Leibniz (4.1) aparecen también en la fórmula de
Laplace (4.5) y viceversa. Por lo tanto, solo queda mostrar que aparecen con el mismo factor 1 o −1
en ambas fórmulas. Sea σ ∈ Sn y pongamos σ̃ : {2, 3, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} \ {σ(1)}, σ̃(j) = σ(j).
Entonces

#(inversiones de σ) = #(pares (i, j) tales que i < j y σ(i) > σ(j))

= #(pares (i, j) tales que 2 ≤ i < j y σ(i) > σ(j))

+ #(pares (1, j) tales que 1 < j y σ(1) > σ(j))

= #(inversiones de σ̃) + #(pares (1, j) tales que 1 < j y σ(1) > σ(j))

= #(inversiones de σ̃) + σ(1)− 1,
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de donde sign(σ) = (−1)#(inversiones de σ̃)+σ(1)−1 = sign(σ̃)(−1)σ(1)−1 = sign(σ̃)(−1)σ(1)+1 y por lo
tanto

sign(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · an,σ(n) = (−1)σ(1)+1a1σ(1)

[
sign(σ̃)a2σ(2) · · · an,σ(n)

]
.

El término entre corchetes es uno de los términos que aparecen en el determinante de A1σ(1), luego
el producto del lado derecho aparece en la fórmula (4.5) (cuando j = σ(1)) y es el único término
que contiene los factores a11, a12, . . . , a1n. En consecuencia, cada término de la fórmula de Leibniz
aparece exactamente una vez en la fórmula de Laplace con exactamente el mismo signo, y no hay
otros términos en la fórmula de Laplace. Por lo tanto, ambas fórmulas son iguales.

El razonamiento para k > 1 es el mismo. Solo necesitamos tomar σ̃ como la restricción de σ a
{1, 2, . . . , n} \ {k} y observar que sign(σ) = sign(σ̃)(−1)σ(k)+k. Esto es cierto porque

#(inversiones de σ) = #(pares (i, j) tales que i < j y σ(i) > σ(j))

= #(pares (i, j) tales que i, j 6= k, 1 ≤ i < j y σ(i) > σ(j))

+ #(pares (i, k) tales que i < k o j = k y σ(i) > σ(k))

+ #(pares (k, j) tales que k < j, o j = k y σ(k) > σ(j))

= #(inversiones de σ̃) + #(pares (1, j) tales que 1 < j y σ(1) > σ(j))

= #(inversiones de σ̃) + σ(k)− k + 2`.

Por lo tanto obtenemos

sign(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · an,σ(n)

= (−1)σ(k)+kakσ(k)

[
sign(σ̃)a1σ(1) · · · ak−1,σ(k−1)ak+1,σ(k+1) . . . an1,σ(n)

]
.

El término entre corchetes aparece en el determinante de la submatriz Akσ(k), luego aparece en la
suma de la expansión a lo largo de la k-ésima fila (en el término con j = σ(k)).

Para demostrar (4.6), podemos usar los mismos argumentos anteriores aplicados a la “versión por
columnas” (4.2) de la fórmula de Leibniz.

Observe que para calcular, por ejemplo, el determinante de una matriz 5× 5, tenemos que calcular
cinco determinantes 4× 4, para cada uno de los cuales tenemos que calcular cuatro determinantes
(3×3), etc. Computacionalmente, es tan largo como la fórmula de Leibniz, pero al menos no tenemos
que encontrar primero todas las permutaciones en Sn.

Más adelante veremos cómo calcular el determinante usando eliminación gaussiana. Esto es compu-
tacionalmente mucho más eficiente; véase la Observación 4.12.

Ejemplo 4.7. Usamos expansión a lo largo de la segunda columna para calcular

det

3 2 1
5 6 4
8 0 7

 = − 2 det

3 2 1
5 6 4
8 0 7

+ 6 det

3 2 1
5 6 4
8 0 7

− 0 det

3 2 1
5 6 4
8 0 7


= −2 det

(
5 4
8 7

)
+ 6 det

(
3 1
8 7

)
− 0 det

(
3 1
5 4

)
= −2

[
5 · 7− 4 · 8] + 6

[
3 · 7− 1 · 8] = −2

[
35− 32] + 6

[
21− 8] = −6 + 78 = 72.
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Obtenemos el mismo resultado si expandimos el determinanto, por ejemplo, a lo largo de la primera
fila:

det

3 2 1
5 6 4
8 0 7

 = 3 det

3 2 1
5 6 4
8 0 7

− 2 det

3 2 1
5 6 4
8 0 7

+ 1 det

3 2 1
5 6 4
8 0 7


= 3 det

(
6 4
0 7

)
− 2 det

(
5 4
8 7

)
+ 1 det

(
5 6
8 0

)
= 3
[
6 · 7− 4 · 0]− 2

[
5 · 7− 4 · 8] +

[
5 · 0− 6 · 8]

= 3 · 42− 2
[
35− 32]− 40 = 126− 6− 48 = 72.

Ejemplo 4.8. Damos un ejemplo de calcular el determinante de una matriz 4× 4. Las flechas en
rojo indican en cuál fila o columna expandimos.

det


1 2 3 4
0 6 0 1
2 0 7 0
0 3 0 1

 = det

6 0 1
0 7 0
3 0 1

− 2 det

0 0 1
2 7 0
0 0 1

+ 3 det

0 6 1
2 0 0
0 3 1

− 4 det

0 6 0
2 0 7
0 3 0


= 7 det

(
6 1
3 1

)
− 2

[
7 det

(
0 1
0 1

)]
+ 3

[
−2 det

(
6 1
3 1

)]
− 4

[
−6 det

(
2 7
0 0

)]
= 7[6− 3]− 14[0− 0]− 6[6− 3] + 24[0− 0] = 21− 18 = 3.

Ahora calculamos el determinante de la misma matriz pero escogimos una fila con más ceros en
el primer paso. La ventaja es que hay solo dos menores 3 × 3 cuyos determinatnes tenemos que
calcular (los otros dos se multiplican por cero, razón por la cuál no tenemos que calcularlos).

det


1 2 3 4
0 6 0 1
2 0 7 0
0 3 0 1

 = −0 det

2 3 4
0 7 0
3 0 1

+ 6 det

1 3 4
2 7 0
0 0 1

− 0 det

1 2 4
2 0 0
0 3 1

+ det

1 2 3
2 0 7
0 3 0


= 6

[
−3 det

(
2 0
0 1

)
+ 7

(
1 4
0 1

)]
+

[
det

(
0 7
3 0

)
− 2 det

(
2 3
3 0

)]
= 6[−6 + 7] + [−21 + 18] = 6− 3 = 3.

Regla de Sarrus

Terminamos esta sección con la llamada regla de Sarrus. De (4.3) sabemos que

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 −
[
a12a21a33 + a11a22a33 + a13a22a31

]
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lo cual se puede memorizar como sigue: Escriba la matriz A y añádale su primera y segunda columna.
Luego sumamos los productos de los tres términos que están en diagonales de arriba a la izquierda
hacia abajo a la derecha, y restamos los productos de los términos que están en diagonales de arriba
a la derecha hacia abajo a la izquierda, como en la siguiente imagen:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 −
[
a13a22a31 + a11a23a32 + a12a21a33

]
.

¡La regla de Sarrus funciona solo para matrices 3× 3!

Convénzase de que también se podŕıan añadir la primera y la segunda fila debajo de la matriz y
hacer cruces.

Ejemplo 4.9 (Regla de Sarrus).

det

1 2 3
4 5 6
0 8 7

 = 1 · 5 · 7 + 2 · 6 · 0 + 3 · 4 · 8−
[
3 · 5 · 0 + 6 · 8 · 1 + 7 · 2 · 4

]
= 35 + 96− [48 + 56] = 131− 106 = 27.

Ahora debeŕıa haber entendido

qué es una permutación,

cómo derivar la fórmula de expansión de Laplace a partir de la fórmula de Leibniz,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular el determinante de una matriz n× n,

etc.
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Ejercicios.

1. Calcule los determinantes de las siguientes matrices:

(a)

−2 3 1
0 2 1
4 6 5

 (b)

 0 1 4
−2 0 −6

2 1 0

 (c)

 6 3 5
3 −1 4
−2 1 −6



(d)

−1 1 0
2 1 4
1 5 6

 (e)

3 5 −1
0 1 −2
0 0 2

 (f)


−3 0 0 0
−4 7 0 0
−5 10 −1 0

2 3 −11 6



(g)


2 3 −1 20 π

0 1
√

2 −11 10
0 0 4 −1 5
0 0 0 −2 50
0 0 0 0 6

 (h)


−2 0 0 7

1 2 −1 4
3 0 −1 5
4 2 3 0



2. Sea A =

 1 1 1
a b c
a2 b2 c2

. Muestre que detA = (b− a)(c− a)(c− b).

3. Sea A =

 0 a b
−a 0 c
−b −c 0

. Muestre que detA = 0.

4.2. Propiedades del determinante

En esta sección mostraremos propiedades del determinante y demostraremos que una matriz es
invertible si y solo si su determinante es distinto de 0.

(D1) El determinante es lineal en sus filas.

Esto significa lo siguiente. Sean ~r1, . . . , ~rn los vectores fila de la matriz A y supongamos que
~rj = ~sj + γ~tj . Entonces

detA = det



~r1

...
~rj
...
~rn

 = det



~r1

...
~sj + γtj

...
~rn

 = det



~r1

...
~sj
...
~rn

+ γ det



~r1

...
~tj
...
~rn

 .

Esto se demuestra fácilmente expandiendo el determinante a lo largo de la fila j-ésima, o también
se puede ver a partir de la fórmula de Leibniz.
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(D1’) El determinante es lineal en sus columnas.

Esto significa lo siguiente. Sean ~c1, . . . ,~cn los vectores columna de la matriz A y supongamos que
~cj = ~sj + γ~tj . Entonces

detA = det(~c1| · · · |~cj | · · · |~cn) = det(~c1| · · · |~sj + γtj | · · · |~cn)

= det(~c1| · · · |~sj | · · · |~cn) + γ det(~c1| · · · |tj | · · · |~cn).

Esto se demuestra fácilmente expandiendo el determinante a lo largo de la columna j-ésima, o
también se puede ver a partir de la fórmula de Leibniz.

(D2) El determinante es alternante en sus filas.

Si se intercambian dos filas de una matriz, entonces el determinante cambia de signo. Esto significa:
Sean ~r1, . . . , ~rn los vectores fila de la matriz A y i 6= j ∈ {1, . . . , n}. Entonces

detA = det



...
~rj
...
~ri
...


= −det



...
~ri
...
~rj
...


.

Esto es fácil de ver cuando las dos filas que se van a intercambiar son adyacentes. Por ejemplo,
supongamos que j = i + 1. Sea A la matriz original y sea B la matriz con las filas i e i + 1
intercambiadas. Expandimos el determinante de A a lo largo de la fila i-ésima y el determinante
de B a lo largo de la fila (i + 1)-ésima. Note que en ambos casos lo menores son iguales, es decir,
MA
ik = MB

(i+1)k (usamos los supeŕındices A y B para distingir los menores de A y de B). Notamos
que

detB =

n∑
k=1

(−1)(i+1)+kMB
(i+1)k =

n∑
k=1

(−1)(−1)i+kMA
ik = −

n∑
k=1

(−1)i+kMA
ik = − detA.

Esto se puede ver también con la fórmula de Leibniz.
Veamos ahora qué ocurre si i y j no son filas adyacentes. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que i < j. Entonces primero intercambiamos la fila j-ésima (j− i) veces con la fila superior
hasta que quede en la fila i-ésima. La fila i-ésima original está ahora en la fila (i + 1). Ahora la
intercambiamos hacia abajo con sus filas vecinas hasta que se convierta en la fila j. Para hacerlo,
necesitamo j − (i + 1) intercambios. En total intercambiamos [j − i] + [j − (i + 1)] = 2j − 2i + 1
veces filas adjacentes, aśı que el el determinante de la matriz nueva es

(−1) · (−1) · · · · · (−1)︸ ︷︷ ︸
2j−2i+1 veces (un factor por cada intercambio)

·detA = (−1)2j−2i+1 detA = −detA.

(D2’) El determinante es alternante en sus columnas.

Si se intercambian dos columnas de una matriz, entonces el determinante cambia de signo. Esto
significa: Sean ~c1, . . . ,~cn los vectores columna de la matriz A y i 6= j ∈ {1, . . . , n}. Entonces

detA = det(· · · |~ci| · · · |~cj | · · · ) = −det(· · · |~cj | · · · |~ci| · · · ).
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Esto se sigue de la misma manera que la propiedad alternante para filas.

(D3) det idn = 1.

La expansión en la primera fila muestra

det idn = 1 det idn−1 = 12 det idn−2 = · · · = 1n = 1.

Observación 4.10. Se puede mostrar: Toda función f : M(n×n)→ R que satisface (D1), (D2)
and (D3) (o (D1’), (D2’) and (D3)) necesariamente es det.

Veamos ahora algunas propiedades más del determinante.

(D4) detA = detAt.

Esto se sigue fácilmente de la fórmula de Leibniz o de la expansión de Laplace (si se expande A
a lo largo de la primera fila y At a lo largo de la primera columna, se obtienen exactamente los
mismos términos). Esto también muestra que (D1’) se sigue de (D1) y que (D2’) se sigue de (D2),
y viceversa.

(D5) Si una fila de A es múltiplo de otra fila, o si una columna es múltiplo de otra
columna, entonces detA = 0. En particular, si A tiene dos filas iguales o dos columnas
iguales, entonces detA = 0.

Sean ~r1, . . . , ~rn las filas de la matriz A y supongamos que ~rk = c~rj . Entonces

detA = det



...
~rk
...
~rj
...


= det



...
c~rj
...
~rj
...


(D2)
= − det



...
~rj
...
c~rj
...


(D1)
= −cdet



...
~rj
...
~rj
...



(D1)
= −det



...
c~rj
...
~rj
...


= − det



...
~rk
...
~rj
...


= −detA.

Esto demuestra que detA = −detA, y consecuentemente detA = 0. Si A tiene una columna que
es múltiplo de otra, entonces su transpuesta tiene una fila que es múltiplo de otra fila y, con ayuda
de (D4), se sigue que detA = detAt = 0.
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(D6) El determinante de una matriz triangular superior o inferior es el producto de
sus entradas diagonales.

Sea A una matriz triangular superior y expandamos su determinante en la primera columna. Enton-
ces solo el primer término de la expansión de Laplace es distinto de 0, porque todos los coeficientes
de la primera columna son iguales a 0, excepto posiblemente el de la primera fila. Repetimos esto
y obtenemos

detA = det

c1
c2

cn


 0

∗ = c1 det

c2
c3

cn


 0

∗ = c1c2 det

c3
c4

cn


 0

∗

= · · · = c1c2 · · · cn−2 det

(
cn−1 0

0 cn

)
= c1c2 · · · cn−1cn.

La afirmación para matrices triangulares inferiores se sigue de (D4) y de lo que acabamos de
mostrar, porque la transpuesta de una matriz triangular superior es triangular inferior y las entradas
diagonales son las mismas. Or we could repeat the above proof but this time we would expand always
in the first row (or last column).

A continuación calculamos el determinante de matrices elementales.

(D7) El determinante de matrices elementales.

(i) detSj(c) = c,

(ii) detQij(c) = 1,

(iii) detPij = −1.

La afirmación sobre Sj(c) y Qij(c) se sigue de (D6), ya que son matrices triangulares. La afirmación
para Pij se sigue de (D2) y (D3), porque al intercambiar la fila i y la fila j en Pij obtenemos la
matriz identidad, de modo que detPij = −det id = −1.

Ahora calculamos el determinante del producto de una matriz elemental con otra matriz.

(D8) Sea E una matriz elemental y sea A ∈M(n× n). Entonces det(EA) = detE detA.

Sea E una matriz elemental y denotemos las filas de A por ~r1, . . . , ~rn. Tenemos que distinguir entre
los tres tipos diferentes de matrices elementales.

Caso 1. E = Sj(c). Sabemos por (D6) que detE = detSj(c) = c. Usando la Proposición 3.62 y

(D1), encontramos que

det(EA) = det
(
Sj(c)A

)
= det


...
c~rj
...

 = cdet


...
~rj
...

 = cdetA = detSj(c) detA.
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Caso 2. E = Qij(c). Sabemos por (D6) que detE = detQij(c) = 1. Usando la Proposición 3.62,

(D1) y (D5), encontramos que

det(EA) = det
(
Qij(c)A

)
= det



...
~ri + c~rj

...
~rj
...


= det



...
~ri
...
~rj
...


+ cdet



...
~rj
...
~rj
...


= det



...
~ri
...
~rj
...


= detA = detQij(c) detA.

Caso 3. E = Pij . Sabemos por (D6) que detE = detPjk = −1. Usando la Proposición 3.62 y

(D2), encontramos que

det(EA) = det
(
PjkA

)
= det


Pjk



...
~rj
...
~rk
...




= det



...
~rk
...
~rj
...


= −det



...
~rj
...
~rk
...


= −detA = detPjk detA.

Si repetimos (D8), obtenemos

det(E1 · · ·EkA) = det(E1) · · · det(Ek) det(A)

for elementary matrices E1, . . . , Ek.

(D9) Sea A ∈M(n× n). Entonces A es invertible si y solo si detA 6= 0.

Sea A′ la forma escalonada reducida por filas de A. Por la Proposición 3.67 existen matrices ele-
mentales E1, . . . , Ek tal que A = E1 · · ·EkA′, y por ende

detA = det(E1 · · ·EkA′) = det(E1) · · · det(Ek) detA′. (4.7)

Recordemos que el determinante de una matriz elemental es distinto de cero; por eso (4.7) muestra
que detA = 0 si y solo si detA′ = 0.

Si A es invertible, entonces A′ = id, luego detA′ = 1 6= 0 y por lo tanto también detA 6= 0. Si A no
es invertible, entonces la última fila de A′ debe ser cero, luego detA′ = 0 y por lo tanto también
detA = 0.

A continuación mostramos que el determinante es multiplicativo.
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(D10) Sean A,B ∈M(n× n). Entonces det(AB) = detAdetB.

Como antes, sea A′ la forma escalonada reducida de A. Por la Proposición 3.67 existen matrices
elementa.es E1, . . . , Ek tal que A = E1 · · ·EkA′. De (D9) se sigue que

det(AB) = det(E1 · · ·EkA′B) = det(E1) · · · det(Ek) det(A′B). (4.8)

Si A es invertible, entonces A′ = id y (4.7) muestra que

det(AB) = det(E1) · · · det(Ek) det(B) = det(E1 · · ·Ek) det(B) = det(A) det(B).

Si, por otro lado, A no es invertible, entonces detA = 0. Admeás, la última fila de A′ es cero,
entonces también la última fila de A′B es cero, por lo tanto A′B no es invertible y consecuentemente
detA′B = 0. Luego det(AB) = 0 por (4.7), y también det(A) det(B) = 0 det(B) = 0, entonces
también en este caso tenemos que det(AB) = detAdetB.

(D11) Sea A ∈M(n× n) una matriz invertible. Entonces det(A−1) = (detA)−1.

Si A es invertible, entonces detA 6= 0 y se sigue de (D10) que

1 = det(idn) = det(AA−1) = det(A) det(A−1).

Despejando det(A−1) obtenemos la fórmula deseada.

Sea A ∈ M(n × n). Dé dos demostraciones de det(cA) = cn detA usando una de las siguientes
ideas:

(i) Apply (D1) or (D1’) n times.

(ii) Utilice que cA = diag(c, c, . . . , c)A y aplique (D10) y (D6).

¡El determinante no es aditivo!

Recordemos que det(AB) = detAdetB. Pero en general

det(A+B) 6= detA+ detB.

Por ejemplo, si A =

(
1 0
0 0

)
y B =

(
0 0
0 1

)
, entonces detA+detB = 0+0 = 0, but det(A+B) =

det id2 = 1.

El siguiente teorema es el Teorema 3.44 junto con (D9).

Teorema 4.11. Sea A ∈M(n× n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es invertible.

(ii) Para todo ~b ∈ Rn, la ecuación A~x = ~b tiene exactamente una solución.

(iii) La ecuación A~x = ~0 tiene exactamente una solución.

(iv) Toda forma escalonada reducida por filas de A tiene n pivotes.
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(v) A es equivalente por filas a idn.

(vi) detA 6= 0.

On the computational complexity of the determinant.

Observación 4.12. Las propiedades anteriores proporcionan una manera eficiente de calcular
el determinante de una matriz n × n. Note que ambas la fórmula de Leibniz y la expansión de
Laplace requieren O(n!) pasos (O(n!) significa el “de orden de n!”. Se puede pensar de ello como
“aproximadamente n!” o “salvo un multiplo constante es más o menos igual a n!”. Algo como
O(2(n!)) todav́ıa es lo mismo que O(n!)).
En contraste, reducir una matriz con la eliminación de Gauß-Jordan requiere solamente O(n3)
pasos hasta que llegamos a una forma escalonada. Dado que ella siempre es una matriz triangular
superior, su determinante es fácil de caluclar.

Si n es grande, entonces n3 también es grande, pero n! es mucho más grande; por eso la elimina-
ción de Gauß-Jordan es computacionalmente mucho más eficiente que la fórmula de Leibniz o la
expansión de Laplace.

Ilustremos esto con un ejemplo.

det


1 2 3 4
1 3 4 6
1 7 8 9
1 5 3 4

 1
= det


1 2 3 4
0 1 1 2
0 5 5 5
0 3 0 0

 2
= 5 det


1 2 3 4
0 1 1 2
0 1 1 1
0 3 0 0

 3
= 5 det


1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 1 1
0 3 0 0



4
= 5


1 2 3 4
0 0 0 1
0 0 1 1
0 3 0 0

 5
= −5 det


1 2 3 4
0 3 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 7
= −15.

1 Restamos la primera fila de todas las demás filas. El determinante no cambia.
2 Factorizamos 5 en la tercera fila.
3 Restamos 1/3 de la última fila a las filas 2 y 3. El determinante no cambia.
4 Restamos la fila 3 de la fila 2. El determinante no cambia.
5 Intercambiamos las filas 2 y 4. Esto da un factor −1.
6 Cálculo sencillo.

Ahora debeŕıa haber entendido

las diferentes propiedades del determinante,

por qué una matriz es invertible si y solo si su determinante es distinto de 0,

por qué la eliminación de Gauß-Jordan es computacionalmente más eficiente que la fórmula
de expansión de Laplace,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de
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calcular determinantes usando sus propiedades,

calcular determinantes abstractos,

usar la factorización de una matriz para calcular su determinante,

etc.

Ejercicios.

1. Suponga que sabemos que det

a −2b c
1 3 −1
0 5 2

 = −1. Calcule

det

−3a 6b −3c
−1 −3 1

0 1 2
5

 , det

 a −2b c
1 + 2a 3− 4b −1 + 2c
−a 5 + 2b 2− c

 , det

 1 3 −1
2 11 0

a+ 1 −2b+ 3 c− 1

 .

2. Suponga que det

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = 6. Calcular:

det

 a31 a32 a33

3a11 − 5a31 3a12 − 5a32 3a13 − 5a33

a21 a22 a23

 .

3. ¿Para cuáles valores de a la matriz:2− a −2 0
0 1 1 + a
a 2 2a


no tiene inversa?

4. Sea A =

(
1 4
0 4

)
. Halle todos los λ ∈ R tal que λ id2−A es no invertible.

5. ¿Falso o verdadero? Sean A,B ∈M(n× n).

(a) Si n es impar, entonces det(−A) = −det(A).

(b) Si n es impar y A es antisimétrica, entonces A es no invertible.

(c) Si detA = 0 entonces A = O.

(d) Si detA = 0 entonces una fila ó columna de A consta de solo ceros.

(e) Si detA = 0 entonces por lo menos una entrada de A debe ser 0.

(f) Si P es invertible y A = PBP−1, entonces detA = detB.

6. (a) Se dice que A ∈ M(n × n) es una matriz ortogonal si su inversa es su transpuesta. Sea
A ∈M(3× 3) ortogonal. ¿Cuáles son las posibilidades para detA?
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(b) Se dice que A ∈ M(n × n) es una matriz idempotente si A2 = A. Sea A ∈ M(3 × 3)
idempotente. ¿Cuáles son las posibilidades para detA?

7. Sean A,B ∈M(3× 3) tales que AB = O y suponga que detA 6= 0. Muestre que B = O.

8. Sean A,B,C ∈M(3× 3) tales que AB = AC y suponga que detA 6= 0. Muestre que B = C.
¿Es cierto también si detA = 0?

9. Sea A ∈ M(3 × 3) tal que la suma de sus vectores filas (columnas) da como resultado ~0.
Muestre que A no es invertible.

4.3. Interpretación geométrica del determinante

En esta breve sección mostramos una interpretación geométrica del determinante. Esto es, por
supuesto, solo una pequeña parte de la verdadera importancia del determinante. Escuchará más
sobre esto en un curso de cálculo vectorial, cuando se discuta la fórmula de transformación (la
regla de sustitución para integrales de dimensión superior), o en un curso de teoŕıa de la medida o
geometŕıa diferencial. Aqúı nos contentamos con dos hechos básicos.

Área en R2

Sean ~a =

(
a1

a2

)
y~b =

(
b1
b2

)
vectores en R2 y considere la matriz A = (~a|~b), la matriz cuyas columnas

son los vectores dados. Entonces

A~e1 = ~a, A~e2 = ~b.

Esto significa que A transforma el cuadrado unitario generado por los vectores unitarios ~e1 y ~e2 en
el paralelogramo generado por los vectores ~a y ~b. Sea area(~a,~b) el área del paralelogramo generado

por ~a y ~b. Podemos ver ~a y ~b como vectores en R3 simplemente añadiendo una tercera componente.
Entonces la fórmula (2.9) muestra que el área del paralelogramo generado por ~a y ~b es igual a∥∥∥∥∥∥

a1

a2

0

×
b1b2

0

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
a1b2 − a2b1

0
0

∥∥∥∥∥∥ = |a1b2 − a2b1| = |detA|,

por lo tanto obtenemos la fórmula

area(~a,~b) = |detA|. (4.9)

Es decir, mientras A nos dice como se transforma la forma del cuadrado unitario, |detA| nos dice
como cambia su área, vea Figure 4.1.

También debeŕıa notar lo siguiente: El área de la imagen del cuadrado unitario bajo A es cero si y
solo si los dos vectores imagen ~a y ~b son paralelos. Esto concuerda con el hecho de que detA = 0 si y
solo si las dos rectas descritas por las ecuaciones lineales asociadas son paralelas (o si una ecuación
describe todo el plano).
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x

y

~e1

~e2

x

y

A~e1 = ( a1
a2 )

A~e2 =
(
b1
b2

)
A

Figura 4.1: La figura muestra cómo se transforma el área del cuadrado unitario bajo la transformación
lineal A. El área del cuadrado del lado izquierdo es 1; el área del paralelogramo del lado derecho es
| detA|.

Volúmenes en R3

Sean ~a =

a1

a2

a3

, ~b =

b1b2
b3

 y ~c =

c1c2
c3

 vectores in R3 y considere la matriz A = (~a |~b |~c) cuyas

columnas son los vectores dados. Entonces

A~e1 = ~a, A~e2 = ~b, A~e3 = ~c.

Esto significa que A transforma el cubo unitario generado por los vectores unitarios ~e1, ~e2 and ~e3 a
un paraleleṕıpedo generado por los vectores ~a, ~b y ~c. Sea vol(~a,~b,~c) el volumen del paraleleṕıpedo

generado por los vectores ~a, ~b y ~c. According to formula (2.10), vol(~a,~b,~c) = |〈~a ,~b×~c〉|. Calculamos

|〈~a ,~b× ~c〉| =

∣∣∣∣∣∣
〈a1

a2

a3

 ,

b1b2
b3

×
c1c2
c3

〉∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
〈a1

a2

a3

 ,

b2c3 − b3c2b3c1 − c3b1
b1c2 − b2c1

〉∣∣∣∣∣∣
= |a1(b2c3 − b3c2)− a2(c3b1 − b3c1) + a3(b1c2 − b2c1)|
= |detA|,

por lo tanto

vol(~a,~b,~c) = |detA| (4.10)

ya que reconocemos la penúltima ĺınea como la expansión de detA a lo largo de la primera columna.
Es decir, mientras A nos dice como se transforma la forma del cubo unitario, |detA| nos dice como
cambia su volumen,

También debeŕıa notar lo siguiente: El volumen de la imagen del cubo unitario bajo A es cero si y
solo si los tres vectores imagen están en el mismo plano. Veremos más adelante que esto implica que
la imagen de A no es todo R3, por lo tanto A no puede ser invertible. For details, see Section 6.2.

Lo que vimos para n = 2 y n = 3 se puede generalizar a Rn con n ≥ 4: Una matriz A ∈M(n× n)
transforma el cubo unitario en Rn generado por los vectores unitarios ~e1, . . . , ~en en un paraleleṕıpe-
do en Rn y |detA| nos dice cómo cambia su volumen.
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A

x

y

z

~e1

~e2

~e3

A~e
1

A~e2

A~e3

x

y

z

Figura 4.2: La figura muestra cómo se transforma el volumen del cubo unitario bajo la transformación
lineal A. El volumen del cubo del lado izquierdo es 1; el volumen del paraleleṕıpedo del lado derecho
es |detA|.

Ejercicio. Dé dos demostraciones de las siguientes afirmaciones: Una usando la fórmula (4.9) y
la linealidad del determinante en sus columnas; y otra usando geometŕıa.

(i) Muestre que el área del paralelogramo azul es el
doble del área del paralelogramo verde.

x

y

2~v

~w

−~v

−~w

(ii) Muestre que el área del paralelogramo azul es seis
veces el área del paralelogramo verde.

x

y

2~v

3~w

~v

−~w
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(iii) Muestre que el área del paralelogramo azul y del
paralelogramo rojo es igual al área del paralelo-
gramo verde.

x

y

~v

~w

~z

−~z

−~z

Ahora debeŕıa haber entendido

la interpretación geométrica del determinante en R2 y R3,

la estrecha relación entre el determinante y el producto cruz en R3, y que esta es la razón
por la cual el producto cruz aparece en las fórmulas para el área de un paralelogramo y el
volumen de un paraleleṕıpedo,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular el área de un paralelogramo y el volumen de un paraleleṕıpedo usando determinan-
tes,

etc.

Ejercicios.

1. Calcule el volumen del paraleleṕıpedo generado por los vectores

 1
3
−5

,

2
0
1

,

4
4
4

.

2. Sea A =

1 0 2
0 −1 −2
2 −2 0

. Calcule el volumen del paraleleṕıpedo generado por A~e1, A~e2 y A~e3.

¿Cómo interpreta geométricamente el resultado obtenido?

3. Sean P = (1, 1), Q = (2, 2), R = (0, 3) y W = (−1, 2). Muestre que los puntos PQRW forman
un paralelogramo y calcule su área.

4. Sean P = (x1, y1) ,Q = (x2, y2) y R = (x3, y3) puntos de R2. Muestre que el área de triángulo
4PQR está dada por la fórmula:

1

2

∣∣∣∣∣∣det

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣ .
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¿Cuándo este determinante será igual a cero?

4.4. Inversa de una matriz

En esta sección demostramos un método para calcular la inversa de una matriz cuadrada invertible
usando determinantes. Aunque la fórmula puede verse bonita, computacionalmente no es eficiente.
Aqúı está.

Sea A = (aij)i,j=1,...,n ∈M(n×n) y sean Mij sus menores; véase la Definición 4.5. Ya sabemos por
(4.5) que para todo k ∈ {1, . . . , n} fijo

detA =

n∑
j=1

(−1)k+jakj detMkj . (4.11)

Ahora queremos ver qué ocurre si el k en akj y en Mkj son diferentes.

Proposición 4.13. Sea A = (aij)i,j=1,...,n ∈M(n×n) y sean k, ` ∈ {1, . . . , n} con k 6= `. Entonces

n∑
j=1

(−1)`+jakj detM`j = 0. (4.12)

Demostración. Construimos una nueva matriz B a partir de A reemplazando su fila `-ésima por
la fila k-ésima. Entonces B tiene dos filas iguales (la fila ` y la fila k), por lo tanto detB = 0.
Observe que las matrices A y B son iguales en todas partes excepto posiblemente en la fila `-ésima,
de modo que sus menores a lo largo de la fila ` son iguales: MB

`j = MA
`j (ponemos supeŕındices A,B

para distinguir los menores de A y los de B). Si expandimos detB a lo largo de la fila `-ésima,
encontramos

0 = detB =

n∑
j=1

(−1)`+jb`j detMB
`j =

n∑
j=1

(−1)`+jakj detMA
`j .

Usando los cofactores Cij de A (véase la Definición 4.5), las fórmulas (4.11) y (4.12) se pueden
escribir como

n∑
j=1

(−1)`+jakj detMA
`j =

n∑
j=1

akjC`j =

{
detA if k = `,

0 if k 6= `.
(4.13)

Definición 4.14. Para A ∈ M(n × n) definimos su matriz adjunta adjA como la transpuesta de
su matriz de cofactores:

adjA :=


C11 C12 · · · C1n

C21 C22 · · · C2n

...
...

...
Cn1 Cn2 · · · Cnn


t

=


C11 C21 · · · Cn1

C12 C22 · · · Cn2

...
...

...
C1n C2n · · · Cnn

 .
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Atención. Esta matrix no se debe confundir con la “matriz adjunta definida” en Definición 8.8.
La matriz adjunta según la Definición 4.14 en inglés se llama “adjugate matrix” o “classical adjoint
of A”, y sirve para calcular la inversa de A (t́ıpicamente es dif́ıcil calcularla).
Por otro lado, la matriz adjunta según la Definición 8.8 en inglés se llama “adjoint matrix of A”,
y tiene que ver con cómo se comporta A en un producto interno (es muy fácil calcularla).
Ambas matrices tienen nomobres diferentes en inglés, pero tienen el mismo nombre en espa’ nol.

Teorema 4.15. Sea A ∈M(n× n) una matriz invertible. Entonces

A−1 =
1

detA
adjA. (4.14)

Demostración. Calculemos A adjA. Por definición de adjA, el coeficiente ck` en el producto de
matrices A adjA es exactamente ck` =

∑n
j=1(−1)`+jakj detM`j , aśı que por (4.13) se sigue que

A adjA =


detA 0 . . . 0

0 detA . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . detA

 = (detA) idn .

Reordenando, obtenemos que A−1 = 1
detA adjA id−1

n = 1
detA adjA.

Observación 4.16. Observe que la demostración del Teorema 4.15 muestra queA adjA = (detA) idn
es cierto para todo A ∈M(n×n), incluso si no es invertible (en este caso, ambos lados de la fórmula
son iguales a la matriz cero).

La fórmula (4.14) puede verse bastante bonita e inocente; sin embargo, tenga presente que para
calcular A−1 con ella hay que calcular un determinante n × n y n2 determinantes de los menores
(n − 1) × (n − 1) de A. Esto es mucho más que los O(n3) pasos necesarios en la eliminación de
Gauß-Jordan.

Finalmente, demostramos la regla de Cramer para encontrar la solución de un sistema lineal si la
matriz correspondiente es invertible.

Teorema 4.17. Sea A ∈M(n× n) una matriz invertible y sea ~b ∈ Rn. Entonces la solución única

~x de A~x = ~b está dada por

~x =


x1

x2

...
xn

 =
1

detA


detA

~b
1

detA
~b
2

...

detA
~b
n

 (4.15)

donde A
~b
j es la matriz que se obtiene de A reemplazando su columna j-ésima por el vector ~b.

Demostración. Como de costumbre, escribimos Cij para los cofactores de A y Mij para sus menores.

Como A es invertible, sabemos que ~x = A−1~b = 1
detA adjA~b. Por lo tanto, para j = 1, . . . , n
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encontramos que

xj =
1

detA

n∑
k=1

Ckjbk =
1

detA

n∑
k=1

(−1)k+jbkCkj =
1

detA
detA

~b
j .

La última igualdad es cierta porque la penúltima suma es la expansión del determinante de A
~b
j a

lo largo de la columna j-ésima.

Observe que, aunque (4.15) pueda verse bastante bonita, implica el cálculo de n+ 1 determinantes
de matrices n× n, aśı que requiere O((n+ 1)!) pasos.

Ejemplo 4.18. Calculemos la inversa de la matriz A =

1 2 3
4 5 6
0 8 7

 from Example 4.9, but this

time using Theorem 4.17. Ya sabemos que detA = 27. Sus cofactores son

C11 = det

(
5 6
8 7

)
= −13, C12 = −det

(
4 6
0 7

)
= −28, C13 = det

(
4 5
0 8

)
= 32,

C21 = −det

(
2 3
8 7

)
= 10, C22 = det

(
1 3
0 7

)
= 7, C23 = −det

(
1 2
0 8

)
= −8,

C31 = det

(
2 3
5 6

)
= −3, C32 = −det

(
1 3
4 6

)
= 6, C33 = det

(
1 2
4 5

)
= −3.

Por lo tanto

A−1 =
1

detA
adjA =

1

detA

C11 C21 C31

C12 C22 C32

C13 C23 C33

 =
1

27

−13 10 −3
−28 7 6

32 −8 −3

 .

Ejemplo 4.19. Usemos la regla de Cramer para resolver el siguiente sistema lineal:

x+ y + z = 8

4y − z = −2

3x− y + 2z = 0.

Escribimos el sistema anterior en la forma A~x = ~b:1 1 1
0 4 −1
3 −1 2

xy
z

 =

 8
−2

0

 .

Last Change: Di 23. Jun 15:48:14 CEST 2026
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Entonces, por la regla de Cramer:

x =

det

 8 1 1
−2 4 −1

0 −1 2


det

1 1 1
0 4 −1
3 −1 2

 =
62

−8
= −31

4
, y =

det

1 8 1
0 −2 −1
3 0 2


det

1 1 1
0 4 −1
3 −1 2

 =
−22

−8
=

11

4
,

z =

det

1 1 8
0 4 −2
3 −1 0


det

1 1 1
0 4 −1
3 −1 2

 =
−104

−8
= 13.

Ahora debeŕıa haber entendido

qué es la matriz adjunta y por qué se puede usar para calcular la inversa de una matriz,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular A−1 usando adjA.

resolver sistemas de ecuaciones lineales usando la regla de Cramer.

etc.

Ejercicios.

1. Usando la regla de Cramer, resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

(a) 2x+ 3y = −1,

−7x+ 4y = 5,

(b) 3x− 2y − 2z = −2,

x+ y + 2z = 4,

2x+ y + z = 6,

(c) 2x+ 3y − z = −5,

2x+ 4y + 6z = 2,

x+ 2z = 0,

(d) x− w = 7,

2y + z = 2,

4x− y = −3,

3z − 5w = 2.

2. Calcular la inversa de las siguientes matrices usando el método de cofactores:

(a)

(
3 5
−1 2

)
(b)

4 2 2
0 1 2
1 0 3

 (c)

1 −1 2
3 1 0
1 1 1

 (d)


3 −12 −2 −6
1 −3 0 −2
−1 6 1 3
−2 10 2 5

 .
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3. Sea

A =


1 −2 3 1
−1 5 0 2

0 3 1 −2
−2 1 2 4

 .

Calcule la entrada a32 de A−1.

4. El siguiente ejercicio tiene como objetivo demostrar la ley del coseno usando álgebra lineal.

(a) Considere el siguiente triángulo cuyos lados tienen longitudes a, b, c:

b
a

b cosα a cosβ
c

α β

γ

•

Usando trigonometŕıa elemental, deduzca las siguientes relaciones:

b cosα+ a cosβ = c,

c cosα + a cos γ = b,

c cosβ + b cos γ = a.

(b) Considere las relaciones anteriores como un sistema de ecuaciones con cosα, cosβ y cos γ
como incógnitas. Calcule el determinante del sistema.

(c) Use la regla de Cramer para despejar cos(γ) y concluya la ley del coseno:

c2 = a2 + b2 − 2ab cos(γ).

5. Sea A ∈M(n× n).

(a) Muestre que si A no es invertible entonces A adjA = O.

(b) Muestre que det(adjA) = (detA)n−1.

6. Sea A ∈M(n×n) simétrica e invertible. Muestre que adjA es simétrica. ¿Sigue siendo cierta
la afirmación si no suponemos que A es invertible?

4.5. Resumen

El determinante es una función de las matrices cuadradas a los números reales. Más adelante
también consideraremos matrices con entradas complejas. En este caso, el determinante es una
función de las matrices cuadradas a los números complejos. Sea A = (aij)

n
i,j−1 ∈M(n× n).
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Fórmulas para el determinante

detA =
∑
σ∈Sn

sign(σ) a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) fórmula de Leibniz

=

n∑
j=1

(−1)k+jakj detMkj =

n∑
j=1

akjCkj expansión de Laplace a lo largo de la fila k-ésima

=

n∑
i=1

(−1)i+kaik detMik =

n∑
i=1

aikCik expansión de Laplace a lo largo de la columna k-ésima

con la siguiente notación

Sn es el conjunto de todas las permutaciones de {1, . . . , n},

Mij son los menores de A (matrices (n− 1)× (n− 1) obtenidas de A eliminando la fila i y la
columna j),

Cij = (−1)i+j detMij son los cofactores de A.

Inversa de una matriz usando la matriz adjunta

Si A ∈M(n× n) es invertible, entonces

A−1 =
1

detA
adjA =

1

detA


C11 C22 · · · Cn1

C12 C22 · · · Cn2

...
...

...
C1n C2n · · · Cnn

 .

Interpretación geométrica

El determinante de una matriz A da el volumen orientado de la imagen del cubo unitario bajo A.

en R2: área del paralelogramo generado por ~a y ~b = |detA|,

en R3: volumen del paraleleṕıpedo generado por ~a, ~b y ~c = |detA|.

Propiedades del determinante

El determinante es lineal en sus filas y columnas.

El determinante es alternante en sus filas y columnas.

det idn = 1.

detA = detAt.

Si una fila de A es múltiplo de otra fila, o si una columna es múltiplo de otra columna,
entonces detA = 0. En particular, si A tiene dos filas iguales o dos columnas iguales, entonces
detA = 0.
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El determinante de una matriz triangular superior o inferior es el producto de sus entradas
diagonales.

Los determinantes de las matrices elementales son

detSj(c) = c, detQij(c) = 1, detPij = −1.

Sea A ∈M(n× n). Entonces A es invertible si y solo si detA 6= 0.

Sean A,B ∈M(n× n). Entonces det(AB) = detAdetB.

Si A ∈M(n× n) es invertible, entonces det(A−1) = (detA)−1.

Observe, sin embargo, que en general det(A+B) 6= detA+ detB.

Teorema. Sea A ∈M(n× n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) detA 6= 0.

(ii) A es invertible.

(iii) Para todo ~b ∈ Rn, la ecuación A~x = ~b tiene exactamente una solución.

(iv) La ecuación A~x = ~0 tiene exactamente una solución.

(v) Toda forma escalonada reducida por filas de A tiene n pivotes.

(vi) A es equivalente por filas a idn.

4.6. Ejercicios

1. De las siguientes matrices calcule el determinante. Determine si las matrices son invertibles.
Si lo son, encuentre su matriz inversa y el determinante de la inversa.

A =

(
1 −2
2 7

)
, B =

(
−14 21
12 −18

)
. D =

1 3 6
4 1 0
1 4 3

 , E =

1 4 6
2 1 5
3 5 11

 .

2. Sea

A =

 3 5t3 1
0 2 + t 0
−t 10− t4 t2

 .

Determine t ∈ R tal que el sistema A~x =

 π√
2

3
√

2

 tiene exactamente una única solución.

3. Sea A =


1 + x y z w r
x 1 + y z w r
x y 1 + z w r
x y z 1 + w r
x y z w 1 + r

 , muestre que detA = 1 + x+ y+ z+w+ r.

(Indicación: es más sencillo si usa la propiedad D1 de la sección 4.2).
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4. De las siguientes matrices calcule el determinante. Determine si las matrices son invertibles.
Si lo son, encuentre su matriz inversa y el determinante de la inversa.

A =

(
π 3
5 2

)
, B =

−1 2 3
1 3 1
4 3 2

 , C =


1 2 3 0
0 1 2 2
1 4 0 3
1 1 5 4

 .

5. Encuentre por lo menos cuatro matrices 3× 3 cuyo determinante es 18.

6. Use las factorizaciones encontradas en los Ejercicios 14. y 14. en el caṕıtulo 3 para calcular
sus determinantes.

7. Escriba la matriz A =

 1 2 3
1 2 6
−2 −2 −6

 como producto de matrices elementales y calcule el

determinante de A usando las matrices elementales encontradas.

8. Determine todos los x ∈ R tal que las siguientes matrices son invertibles:

A =

(
x 2
1 x− 3

)
, B =

 x x 3
1 2 6
−2 2 −6

 , C =

11− x 5 −50
3 −x −15
2 1 −x− 9

 .

9. Suponga que una función y satisface y[n] = bn−1y
[n−1] + · · · b1y′ + b0y donde b0, . . . , bn−1 son

coeficientes constantes y y[j] denota la derivada j-ésima de y.

Verifique que Y ′ = AY donde

A =



0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

...
... 1 0

0 0 0 . . . 0 1
b1 b2 . . . . . . . . . bn−1


, Y =


y
y′

y′′

...
y[n−1]


y calcule el determinante de A.

10. Sin usar fórmulas de expansión para determinantes, encuentre para cada una de las matrices
dadas parámetros x, y tales que el determinante de las siguientes matrices es igual a cero y
explique por qué los parametros encontrados sirven.

N1 =

x 2 6
2 5 1
3 4 y

 , N2 =


1 x y 2
x 0 1 y
x 5 3 y
4 x y 8

 .
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11. (a) Calcule detBn donde Bn es la matriz en M(n× n) cuyas entradas en la diagonal son 0
y todas las demás entradas son 1, es decir:

B1 = 0, B2 =

(
0 1
1 0

)
, B3 =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 , B4 =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

 , etc.

¿Cómo cambia la respuesta si en vez de 0 hay x en la diagonal?

(b) Calcule detBn donde Bn es la matriz en M(n× n) cuyas entradas en la diagonal son 0
y todas las demás entradas satisfacen bij = (−1)i+j , es decir:

B1 = 0, B2 =

(
0 1
1 0

)
, B3 =

 0 1 −1
1 0 1
−1 1 0

 , B4 =


0 1 −1 1
1 0 1 −1
−1 1 0 1

1 −1 1 0

 ,

B5 =


0 1 −1 1 −1
1 0 1 −1 1
−1 1 0 1 −1

1 −1 1 0 1
−1 1 −1 1 0

 , etc.

¿Cómo cambia la respuesta si en vez de 0 hay x en la diagonal? Compare con el Ejerci-
cio 12..
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Caṕıtulo 5

Espacios vectoriales

En lo que sigue, K siempre denota un campo. En este caṕıtulo, siempre puede pensar en K = R,
aunque casi todo es cierto también para otros campo, como C, Q o Fp, donde p es un número
primo. Más adelante, en el Caṕıtulo 8, será más útil trabajar con K = C.

En este caṕıtulo trabajaremos con espacios vectoriales abstractos. Primero discutiremos sus pro-
piedades básicas. Luego, en la Sección 5.2, definiremos subespacios. Estos son subconjuntos de
espacios vectoriales que son, a su vez, espacios vectoriales. En la Sección 5.4 introduciremos bases
y la dimensión de un espacio vectorial. Estos conceptos son fundamentales en el álgebra lineal, ya
que nos permiten clasificar todos los espacios vectoriales de dimensión finita. En cierto sentido,
todos los espacios vectoriales de dimensión n sobre el mismo campo K son iguales. En el Caṕıtulo 6
estudiaremos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.

5.1. Definiciones y propiedades básicas

Primero recordamos la definición de espacio vectorial abstracto de Chapter 2 (p. 31).

Definición 5.1. Sea V un conjunto junto con dos operaciones

suma de vectores + : V × V → V, (v, w) 7→ v + w,

producto de un escalar y un vector · : K× V → V, (λ, v) 7→ λ · v.

Observe que usualmente escribiremos λv en lugar de λ · v. Entonces V (o, más precisamente,
(V,+, ·)) se llama un espacio vectorial sobre K si para todos u, v, w ∈ V y todos λ, µ ∈ K se cumple
lo siguiente:

(a) Asociatividad: (u+ v) + w = u+ (v + w) para todo u, v, w ∈ V .

(b) Conmutatividad: v + w = w + v para todo u, v ∈ V .

(c) Elemento neutro de la suma: Existe un elemento O ∈ V , llamado la identidad aditiva, tal
que O+ v = v +O = v para todo v ∈ V .
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(d) Elemento inverso: Para todo v ∈ V , existe un elemento inverso v′ tal que v + v′ = O.

(e) Elemento neutro de la multiplicación por escalar: Para todo v ∈ V , tenemos que
1v = v.

(f) Compatibilidad: Para todo v ∈ V y λ, µ ∈ K, tenemos que (λµ)v = λ(µv).

(g) Leyes distributivas: Para todos v, w ∈ V y λ, µ ∈ K, tenemos

(λ+ µ)v = λv + µv and λ(v + w) = λv + λw.

Ya sabemos que Rn es un espacio vectorial sobre R.

Observación 5.2. (i) Observe que usamos la notación ~v con flecha solamente para el caso es-
pecial de vectores en Rn o Cn. Los vectores en espacios vectoriales abstractos usualmente se
denotan sin flecha.

(ii) Si K = R, entonces V se llama un espacio vectorial real. Si K = C, entonces V se llama un
espacio vectorial complejo.

Antes de dar ejemplos de espacios vectoriales, mostramos primero algunas propiedades básicas de
los espacios vectoriales.

Propiedades 5.3. (i) El elemento neutro es único. (Observe que en los axiomas de espacio
vectorial solo pedimos la existencia de un elemento neutro aditivo; no pedimos unicidad. Aśı,
se podŕıa pensar que puede haber varios elementos que satisfacen (c) en la Definición 5.1. Sin
embargo, esto no es posible, como muestra la siguiente demostración.)

Demostración. Supongamos que hay dos elementos neutros O y O′. Entonces sabemos que
para todo v y w en V se cumple lo siguiente:

v = v +O, w = w +O
′.

Ahora tomemos v = O′ y w = O. Entonces, usando la conmutatividad, obtenemos

O
′ = O

′ +O = O+O
′ = O.

(ii) Sean x, y, z ∈ V . Si x+ y = x+ z, entonces y = z.

Demostración. Sea x′ un inverso aditivo de x (esto significa que x′ + x = O, el cual debe
existir ya que V es un espacio vectorial). Esto se sigue de

y = O+ y = (x′ + x) + y = x′ + (x+ y) = x′ + (x+ z) = (x′ + x) + z = O+ z = z.

(iii) Para todo v ∈ V , su elemento inverso es único. (Observe que en los axiomas de espacio
vectorial solo pedimos la existencia de un inverso aditivo para cada elemento x ∈ V ; no
pedimos unicidad. Aśı, se podŕıa pensar que puede haber varios elementos que satisfacen (d)
en la Definición 5.1. Sin embargo, esto no es posible, como muestra la siguiente demostración.)
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Demostración. Sea v ∈ V y supongamos que hay elementos v′, v′′ en V tales que

v + v′ = O, v + v′′ = O.

Ahora se sigue de (ii) que v′ = v′′ (tome x = v, y = v′ y z = v′′ en (ii)).

(iv) Para todo λ ∈ K tenemos λO = O.

Demostración. Observe que λO = λO + O and that λO = λ(O + O) = λO + λO, por lo
tanto

λO+O = λO+ λO.

Ahora se sigue de (ii) que O = λO (tome x = λO, y = O y z = λO en (ii)).

(v) Para todo v ∈ V tenemos que 0v = O.

Demostración. La demostración es similar a la anterior. Observe que 0v = 0v + O0 and
0v = (0 + 0)v = 0v + 0v, por lo tanto

0v +O = 0v + 0v.

Ahora se sigue de (ii) que O = 0v (tome x = 0v, y = O y z = 0v en (ii)).

(vi) Si λv = O, entonces o bien λ = 0 or v = O.

Demostración. Si λ = 0, entonces no hay nada que demostrar. Supongamos ahora que λ 6= 0.
Entonces v es O porque

v =
1

λ
(λv) =

1

λ
O = O.

(vii) Para todo v ∈ V , su inverso es (−1)v.

Demostración. Sea v ∈ V . Observe que por (vi), tenemos que 0v = O. Por lo tanto

O = 0v = (1 + (−1))v = v + (−1)v.

Por lo tanto, (−1)v es un inverso aditivo de v. Por (iii), el inverso de v es único; por lo tanto,
(−1)v es el inverso de v.

Observación 5.4. De ahora en adelante, escribimos −v para el inverso aditivo de un vector. Esta
notación está justificada por la Propiedad 5.3 (vii).

Ejemplos 5.5. Damos algunos ejemplos importantes de espacios vectoriales.

R es un espacio vectorial real. Más generalmente, Rn es un espacio vectorial real. La demos-
tración es la misma que para R2 en el Caṕıtulo 2. La asociatividad y la conmutatividad son
claras. El elemento neutro es el vector cuyas entradas son todas iguales a cero: ~0 = (0, . . . , 0)t.
El inverso de un vector dado ~x = (x1, . . . , xn)t es (−x1, . . . ,−xn)t. Las leyes distributivas son
claras, al igual que el hecho de que 1~x = ~x para todo ~x ∈ Rn.
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C es un espacio vectorial complejo. Más generalmente, Cn es un espacio vectorial complejo.
La demostración es la misma que para Rn.

C también puede verse como un espacio vectorial real.

R no es un espacio vectorial complejo con la definición usual de las operaciones algebraicas. Si
lo fuera, entonces los vectores seŕıan números reales y los escalares seŕıan números complejos.
Pero entonces, si tomamos 1 ∈ R e i ∈ C, el producto i1 tendŕıa que ser un vector, es decir,
un número real, lo cual no es el caso.

R puede verse como un espacio vectorial sobre Q.

Para todo n,m ∈ N, el espacio M(m× n) de todas las matrices m× n con coeficientes reales
es un espacio vectorial real.

Demostración. Observe que en este caso los vectores son matrices. La asociatividad y la
conmutatividad son fáciles de verificar. El elemento neutro es la matriz cuyas entradas son
todas iguales a cero. Dada una matriz A = (aij)i=1,...,m

j=1,...,n
, su inverso (aditivo) es la matriz

−A = (−aij)i=1,...,m
j=1,...,n

. Las leyes distributivas son claras, al igual que el hecho de que 1A = A

para todo A ∈M(m× n).

Para todo n,m ∈ N, el espacio M(m × n,C) de todas las matrices m × n con coeficientes
complejos es un espacio vectorial complejo.

Demostración. Como en el caso de las matrices reales.

Sea C(R) el conjunto de todas las funciones continuas de R en R. Definimos la suma de dos
funciones f y g de la manera usual como la nueva función

f + g : R→ R, (f + g)(x) = f(x) + g(x).

El producto de una función f por un número real λ da la nueva función λf definida por

λf : R→ R, (λf)(x) = λf(x).

Entonces C(R) es un espacio vectorial con estas operaciones.

Demostración. Es claro que estas operaciones satisfacen asociatividad, conmutatividad y dis-
tributividad, y que 1f = f para toda función f ∈ C(R). La identidad aditiva es la función
cero (la función que es constantemente cero). Para una función dada f , su inverso (aditivo)
es la función −f .

Sea P (R) el conjunto de todos los polinomios. Con la suma usual y el producto usual por
escalares, forman un espacio vectorial.
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Demuestre que C es un espacio vectorial sobre R y que R es un espacio vectorial sobre Q.

Observe que los conjuntos M(m × n) y C(R) admiten más operaciones; por ejemplo, podemos
multiplicar funciones, o podemos multiplicar matrices, o podemos calcular detA para una matriz
cuadrada. Sin embargo, todas estas operaciones no tienen nada que ver con la pregunta de si son
espacios vectoriales o no. Es importante observar que para un espacio vectorial solo necesitamos
la suma de dos vectores y el producto de un escalar por un vector, y que estos satisfagan los
axiomas de la Definición 5.1.

Damos más ejemplos.

Ejemplos 5.6. Considere R2, pero cambiamos la suma usual por la nueva suma ⊕ definida
por (

x
y

)
⊕
(
a
b

)
=

(
x+ a

0

)
.

Con esta nueva suma, R2 no es un espacio vectorial. La razón es que no hay identidad aditiva.

Para ver esto, supongamos que tuviéramos una identidad aditiva, digamos

(
α
β

)
. Entonces

debeŕıamos tener (
x
y

)
+

(
α
β

)
=

(
x
y

)
for all

(
x
y

)
∈ R2.

Sin embargo, por ejemplo, (
0
1

)
+

(
α
β

)
=

(
α
0

)
6=
(

0
1

)
,

Considere R2, pero cambiamos la suma usual por la nueva suma ⊕ definida por(
x
y

)
⊕
(
a
b

)
=

(
x+ b
y + a

)
.

Con esta nueva suma, R2 no es un espacio vectorial. Una de las razones es que la suma no es
conmutativa. Por ejemplo(

1
0

)
+

(
0
1

)
=

(
1 + 1
0 + 0

)
=

(
2
0

)
, but

(
0
1

)
+

(
1
0

)
=

(
0 + 0
1 + 1

)
=

(
0
2

)
.

Muestre que no hay una identidad aditiva O que satisfaga ~x⊕O = ~x for all ~x ∈ R2.

Sea V = R+ = (0,∞). Convertimos a V en un espacio vectorial real con las siguientes
operaciones: Sean x, y ∈ V y λ ∈ R. Definimos

x⊕ y = xy and λ� x = xλ.

Entonces (V,⊕,�) es un espacio vectorial real.

Demostración. Sean u, v, w ∈ V y sea λ ∈ R. Entonces:
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(a) Asociatividad: (u⊕ v)⊕ w = (uv)⊕ w = (uv)w = u(vw) = u(v ⊕ w) = u⊕ (v ⊕ w).

(b) Conmutatividad: v ⊕ w = vw = wv = w ⊕ v.

(c) La identidad aditiva de ⊕ es 1 porque para todo x ∈ V tenemos que 1⊕ x = 1x = x.

(d) Elemento inverso: Para todo x ∈ V , su elemento inverso es x−1 porque x ⊕ x−1 =
xx−1 = 1, que es el elemento neutro. (Observe que esto está de acuerdo con las Propie-
dades 5.3 (vi), ya que (−1)� x = x−1.)

(e) Elemento neutro de la multiplicación por escalar: Para todo x ∈ V , tenemos que
1� x = 1x = x.

(f) Compatibilidad: Para todo x ∈ V y λ, µ ∈ R, tenemos que

(λµ)� v = vλµ = (vλ)µ = µ� (vλ) = λ� (µ� v).

(g) Leyes distributivas: For all x, y ∈ V and λ, µ ∈ R, we have

(λ+ µ)� x = xλ+µ = xλxµ = (λ� v)(µ� v) = (λ� v)⊕ (µ� v)

and

λ� (v ⊕ w) = (v ⊕ w)λ = (vw)λ = vλwλ = vλ ⊕ wλ = (λ� v)⊕ (λ� w).

El ejemplo anterior se puede generalizar: Sea f : R → (a, b) una función inyectiva. Entonces
el intervalo (a, b) se convierte en un espacio vectorial real si definimos la suma de dos vectores
x, y ∈ (a, b) por

x⊕ y = f(f−1(x) + f−1(y))

y el producto de un escalar λ ∈ R y un vector x ∈ (a, b) por

λ� x = f(λf−1(x)).

Observe que en el ejemplo anterior teńıamos (a, b) = (0,∞) y f = exp (es decir: f(x) = ex).

Debeŕıa haber entendido

el concepto de espacio vectorial abstracto,

que los espacios Rn son ejemplos de espacios vectoriales, pero hay muchos más,

que los “vectores” no necesariamente pueden escribirse como columnas (piense en el espacio
vectorial de todos los polinomios, etc.)

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

dar ejemplos de espacios vectoriales distintos de Rn o Cn,

verificar si un conjunto dado con una suma dada y una multiplicación por escalares dada es
un espacio vectorial,
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recitar los axiomas de espacio vectorial si lo despiertan en medio de la noche,

etc.

Ejercicios.

En los siguientes ejercicios, diga si el conjunto dado es un espacio vectorial sobre R. Si no lo es,
determiné cuales propiedades de espacio vectorial no se cumplen.

1. {(x, y) ∈ R2 : y ≤ 0} con la suma y producto escalar usuales.

2. {(x, 2x, 3x) : x ∈ R} con la suma y producto escalar usuales.

3. {(x, y, z) ∈ R3 : xy = 0} con la suma y producto escalar usuales.

4. {(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y ∈ Q} con la suma y producto escalar usuales.

5. El conjunto de puntos de R3 que están sobre la recta x = t+ 1, y = 2t y z = 0 con la suma y
producto escalar usuales en R3.

6.
{(

0 −a
0 b

)
: a, b ∈ R

}
con la suma y multiplicación por escalar de matrices.

7. El conjunto de polinomios de grado ≤ 3 con término independiente cero con la suma y
multiplicación por escalar de polinomios.

8. El conjunto de polinomios de grado ≤ 2 con coeficiente que acompaña a X no negativo.

9. El conjunto de las funciones derivables en todo R con la suma y multiplicación por escalar de
C(R).

10. Rn con las siguientes operaciones:

suma: ~a⊕~b := ~a−~b,
producto con escalar: λ� ~a := λ~a.

11. R2 con las siguientes operaciones:

suma: (a, b)⊕ (c, d) := (a+ c,−b− d),

producto con escalar: λ� (a, b) := (λa, λb)

12. R2 con las siguientes operaciones:

suma: (a, b)⊕ (c, d) := (a+ c+ 1, b+ d),

producto con escalar: λ� (a, b) := (a, λb)

13. Sea V = {a} (note que V solo tiene un elemento), sobre V defina las siguientes operaciones:

suma: a⊕ a := a,

producto con escalar: λ� a := a.
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5.2. Subespacios

En esta sección trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todos los enunciados también son verdaderos para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar R por C y la palabra real por complejo en todas partes.

En esta sección investigaremos cuándo un subconjunto de un espacio vectorial dado es, él mismo,
un espacio vectorial.

Definición 5.7. Sea V un espacio vectorial y sea W ⊆ V un subconjunto de V . Entonces W
se llama un subespacio de V si W mismo es un espacio vectorial con la suma y el producto por
escalares heredados de V . Un subespacio W se llama un subespacio propio si W 6= {O} y W 6= V .

Primero observamos los siguientes hechos básicos.

Observación 5.8. Sea V un espacio vectorial.

V siempre contiene los siguientes subespacios: {O} y el propio V . Sin embargo, no son subes-
pacios propios.

Si V es un espacio vectorial, W es un subespacio de V y U es un subespacio de W , entonces
U es un subespacio de V .

Demuestre estas afirmaciones.

Observación 5.9. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V . Sea O el elemento neutro en
V . Entonces O ∈W y es el elemento neutro de W .

Demostración. Como W es un espacio vectorial, debe tener un elemento neutro OW . De entrada,
no es claro que OW = O. Sin embargo, como OW ∈ W ⊂ V , sabemos que 0OW = O. Por
otro lado, como W es un espacio vectorial, es cerrado bajo el producto por escalares; por lo tanto
O = 0OW ∈ W . Claramente, O es un elemento neutro en W . Por lo tanto, se sigue que O = OW

por la unicidad del elemento neutro de W ; véanse las Propiedades 5.3(i).

Supongamos ahora que tenemos un espacio vectorial V y, dentro de él, un subconjunto W ⊆ V ,
y queremos verificar si W es un espacio vectorial. En principio tendŕıamos que verificar los siete
axiomas de espacio vectorial de la Definición 5.1. Sin embargo, si W es un subconjunto de V , en-
tonces algunos de los axiomas de espacio vectorial se obtienen automáticamente. Más precisamente,
los axiomas (a), (b), (e), (f) and (g) se cumplen automáticamente. Por ejemplo, para demostrar
(b), tomamos dos elementos w1, w2 ∈ W . También pertenecen a V , ya que W ⊆ V , y por lo tanto
conmutan: w1 + w2 = w2 + w1.
Incluso podemos demostrar la siguiente proposición:

Proposición 5.10. Sea V un espacio vectorial real y sea W ⊆ V un subconjunto. Entonces W es
un subespacio de V si y solo si se cumplen las siguientes tres propiedades:

(i) W 6= ∅, es decir, W no es vaćıo.
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(ii) W es cerrado bajo sumas, es decir, si tomamos w1 y w2 en W , entonces su suma w1 + w2

pertenece a W .

(iii) W es cerrado bajo el producto por escalares, es decir, si tomamos w ∈W y λ ∈ R, entonces
λw ∈W .

Observe que (ii) y (iii) se pueden resumir en lo siguiente:

(iv) W es cerrado bajo sumas y producto por escalares, es decir, si tomamos w1, w2 ∈W y λ ∈ R,
entonces λw1 + w2 ∈W .

Demostración de Proposición 5.10. Supongamos que W es un subespacio; entonces claramente (ii)
and (iii) se cumplen. (i) se cumple porque todo espacio vectorial debe contener al menos la identidad
aditiva O.

Supongamos ahora que W es un subconjunto de V tal que las propiedades (i), (ii) and (iii) se
satisfacen. Para mostrar que W es un subespacio de V , necesitamos verificar los axiomas de espacio
vectorial (a) - (f) de la Definición 5.1. Por las hipótesis (ii) y (iii), la suma y el producto por
escalares están bien definidos en W . Además, ya nos convencimos de que (a), (b), (e), (f) and (g)
se cumplen. Ahora, para la existencia de una identidad aditiva, tomamos un w ∈ W arbitrario
(tal w existe porque W no es vaćıo por la hipótesis (i)). Por lo tanto O = 0w ∈ W , donde O es
la identidad aditiva en V . Esta es entonces también la identidad aditiva en W . Finalmente, dado
w ∈ W ⊆ V , sabemos por las Propiedades 5.3 (vi) que su inverso aditivo es (−1)w, el cual, por
nuestra hipótesis (iii), pertenece a W . Aśı hemos verificado que W satisface todos los axiomas de
espacio vectorial, por lo tanto es un espacio vectorial.

La proposición también es verdadera si V es un espacio vectorial complejo. Solo tenemos que
reemplazar R por C en todas partes.

Para verificar que un W ⊆ V dado es un subespacio, solo hay que verificar (i), (ii) and (iii) de la
proposición anterior. Para verificar que W no es vaćıo, t́ıpicamente se comprueba si contiene a O.

Veamos ejemplos de subespacios.

Ejemplos 5.11. Sea V un espacio vectorial. Suponemos que V es un espacio vectorial real, pero
todo funciona también para un espacio vectorial complejo (solo tenemos que reemplazar R por C
en todas partes).

(i) {0} y V son subespacios de V . Se llaman los subespacios triviales de V .

(ii) Fijemos v ∈ V . Entonces el conjunto W := {λv : λ ∈ R} es un subespacio de V .

(iii) Más generalmente, si fijamos v1, . . . vk ∈ V , entonces el conjunto

W := {α1v1 + · · ·αkvk : α1, . . . , αk ∈ R}

es un subespacio de V . Este conjunto se llama el subespacio generado por v1, . . . , vk. Se
mostrará en el Teorema 5.24 que, en efecto, es un espacio vectorial.
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(iv) P (R), el conjunto de todos los polinomios reales, es un subespacio de C(R), el conjunto de
todas las funciones continuas sobre R.

(v) Para todo n, los polinomios de grado a lo sumo n, Pn(R), forman un subespacio de P (R) y
también de C(R).

(vi) Si W es un subespacio de V , entonces V \W no es un subespacio. Esto se ve fácilmente si
recordamos que W debe contener a O. Pero entonces V \W no puede contener a O; por lo
tanto, no puede ser un espacio vectorial.

Algunos ejemplos más:

Ejemplos 5.12. (i) El conjunto de todas las soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones
lineales es un espacio vectorial.

(ii) El conjunto de todas las soluciones de una ecuación diferencial lineal homogénea es un espacio
vectorial.

Demostración. Demostramos solamente (i), ya que la demostración de (ii) es similar. Supongamos
que el sistema de ecuaciones está dado en forma matricial A~x = ~0 para alguna matriz A ∈ (m×n).
Denotamos por U el conjunto de todas las soluciones, es decir, U := {~x ∈ Rn : A~x = ~0}. Claramente,
~0 ∈ U . Ahora sean ~y, ~z ∈ U y λ ∈ R. Tenemos que mostrar que entonces también ~y+ λ~z ∈ U . Esto
es cierto porque

A(~y + λ~z) = A~y + λA~z = ~0 + λ~0 = ~0.

Por lo tanto, el vector ~y+λ~z resuelve la ecuación homogénea, aśı que pertenece a U , como queŕıamos
mostrar.

Observe, sin embargo, que el conjunto de todas las soluciones de una ecuación no homogénea no es
un espacio vectorial. Consideremos un sistema de ecuaciones lineales dado en forma matricial por

A~x = ~b

donde A ∈M(m× n) y ~b ∈ Rm con ~b 6= ~0. Denotamos su conjunto de soluciones por

U := {~x ∈ Rn : A~x = ~b}.

Claramente, ~0 /∈ U porque A~0 = ~0 6= ~b. Esto ya es suficiente para concluir que U no es un espacio
vectorial. Pero también podemos ver que U no es cerrado bajo sumas ni bajo multiplicación por
escalares. Para ello, sean ~y, ~z ∈ U y λ ∈ R \ {0}. Then

A(~y + λ~z) = A~y + λA~z = ~b+ λ~b = (1 + λ)~b 6= ~b.

Sin embargo, U es “casi” un espacio vectorial. Recordemos que si escribimos las soluciones de A~x = ~b
en forma vectorial, siempre son de la forma

~x = ~z0 + t1~y1 + · · ·+ tk~yk
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donde k es el número de variables libres y ~y1, . . . , ~yk son soluciones del sistema homogéneo A~x = ~0.
Véase la Observación 3.12. Por lo tanto podemos escribir

U = {~x ∈ R2 : A~x = ~b}
= {~x = ~z0 + t1~y1 + · · ·+ tk~yk : t1, . . . , tk ∈ R}
= ~z0 + {~x0 = t1~y1 + · · ·+ tk~yk : t1, . . . , tk ∈ R}
= ~z0 + {~x ∈ R2 : A~x = ~0}.

Esto muestra que U es igual al espacio vectorial W = {~x ∈ R2 : A~x = ~0}, pero desplazado por el
vector ~z0.
Llamaremos a tales conjuntos subespacios afines. Son muy importantes en muchas aplicaciones. La
definición formal es la siguiente.

Definición 5.13. Sea V un espacio vectorial y sea W ⊆ V un subconjunto. El conjunto W se
llama un subespacio af́ın si existe un z0 ∈ V y un subespacio W0 ⊆ V tal que

W = z0 +W0.

En otros palabras: W es un subespacio si existe un vector v0 ∈ V tal que

v0 +W := {v0 + w : w ∈W}

es un subespacio de V (podemos tomar v0 = −z0 y W0 = v0 +W ).

Veamos ejemplos de subespacios afines.

Ejemplos 5.14. Sea V un espacio vectorial. Suponemos que V es un espacio vectorial real, pero
todo funciona también para un espacio vectorial complejo (solo tenemos que reemplazar R por C
en todas partes).

(i) Todo subespacio de V es también un subespacio af́ın con v0 = O.

(ii) Si fijamos z0 y v1, . . . vk ∈ V , entonces el conjunto W := {z0 + α1v1 + · · ·αkvk : α1, . . . , αk ∈
R} = z0 + {α1v1 + · · ·αkvk : α1, . . . , αk ∈ R} es un subespacio af́ın de V . En general no será
un subespacio.

Ejercicio. Muestre que W := {z0 +α1v1 + · · ·αkvk : α1, . . . , αk ∈ R} es un subespacio af́ın
de V . Muestre que es un subespacio si y solo si z0 ∈ span{v1, . . . , vk}.

(iii) Si W es un subespacio de V , entonces V \W no es un subespacio af́ın.

Algunos ejemplos más:

Ejemplos 5.15. El conjunto de todas las soluciones de un sistema no homogéneo de ecua-
ciones lineales es un espacio vectorial af́ın si no es vaćıo.

El conjunto de todas las soluciones de una ecuación diferencial lineal no homogénea es un
espacio vectorial af́ın si no es vaćıo.
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Ahora damos varios ejemplos y no ejemplos de subespacios de R2 y R3. Debeŕıa intentar generali-
zarlos a ejemplos en R4,R5, etc., y también intentar proponer sus propios ejemplos.

Ejemplos 5.16 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios de R2).

W =

{(
λ
0

)
: λ ∈ R

}
es un subespacio de R2. Este es, de hecho, un subespacio de la forma

(ii) del Ejemplo 5.11 with z =

(
1
0

)
. Observe que geométricamente W es una recta (es el eje

x).

Para v1, v2 ∈ R fijos, sea ~v =

(
v1

v2

)
and let W = {λ~v : λ ∈ R}. Entonces W es un subespacio

de R2. Geométricamente, W es el subespacio trivial {~0} si ~v = ~0. De lo contrario, es la recta
en R2 que pasa por el origen y es paralela al vector ~v.

W

~v

Figura 5.1: El subespacio W generado por el vector ~v.

Para fijos a1, a2, v1, v2 ∈ R let ~a =

(
a1

a2

)
and ~v =

(
v1

v2

)
. Supongamos que ~v 6= ~0 y pongamos

W = {~a+ λ~v : λ ∈ R}. Entonces W es un subespacio af́ın. Geométricamente, W representa
una recta en R2 paralela a ~v que pasa por el punto (a1, a2). Observe que W es un subespacio
si y solo si ~a y ~v son paralelos.

W

~a

~v

W

~a

~v

Figura 5.2: Bosquejos de W = {~a+ λ~v : λ ∈ R}. En la figura del lado izquierdo, ~a 6‖ ~v, aśı que W es
un subespacio af́ın de R2, pero no un subespacio. En la figura del lado derecho, ~a ‖ ~v y por lo tanto
W es un subespacio de R2.
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U = {~x ∈ R2 : ‖~x‖ ≥ 3} no es un subespacio de R2 ya que no contiene a ~0.

V = {~x ∈ R2 : ‖~x‖ ≤ 2} no es un subespacio de R2. Por ejemplo, tome ~z =

(
1
0

)
. Entonces

~z ∈W , sin embargo 3~z /∈ V .

W =

{(
x
y

)
: x ≥ 0

}
. Entonces W no es un espacio vectorial. Por ejemplo, ~z =

(
2
0

)
∈ W ,

pero (−1)~z =

(
−2

0

)
/∈W .

Observe que geométricamente W es un semiplano derecho en R2.

3~z /∈ V

~z ∈ V

V −~z /∈W

~z ∈W

W

Figura 5.3: Los conjuntos V y W en las figuras no son subespacios de R2.

Ejemplos 5.17 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios de R3).

Para x0, y0, z0 ∈ R fijos, sea W =

λ
x0

y0

z0

 : λ ∈ R

. Entonces W es un subespacio de R3.

Geométricamente, W es una recta en R3 que pasa por el origen y es paralela al vector

x0

y0

z0

.

Para a, b, c ∈ R fijos, el conjunto W =


xy
z

 : ax+ by + cz = 0

 es un subespacio de R3.

Demostración. Usamos la Proposición 5.10 para verificar que W es un subespacio de R3.

Claramente, ~0 ∈ W ya que 0a+ 0b+ 0c = 0. Ahora sean ~w1 =

x1

y1

z1

 and ~w2 =

x2

y2

z2

 in W

y sea λ ∈ R. Entonces ~w1 + ~w2 ∈W porque

a(x1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + z2) = (ax1 + by1 + cz1) + (ax2 + by2 + cz2) = 0 + 0 = 0.

También λ~w1 ∈W porque

a(λx1) + b(λy1) + c(λz1) = λ(ax1 + by1 + cz1) = λ0 = 0.
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Por lo tanto, W es cerrado bajo suma y producto por escalares, aśı que es un subespacio de
R3.

Observación. Observe que W es el conjunto de todas las soluciones de un sistema lineal
homogéneo de ecuaciones (una ecuación con tres incógnitas). Por lo tanto, W es un espacio
vectorial por el Teorema 3.22, donde se muestra que la suma y el producto por un escalar de
dos soluciones de un sistema lineal homogéneo son nuevamente una solución.

Observación. Si a = b = c = 0, entonces W = R3. Si al menos uno de los números a, b, c ∈ R
es distinto de cero, entonces W es un plano en R3 que pasa por el origen y tiene vector normal

~n =

ab
c

.

Para a, b, c, d ∈ R fijos, con d 6= 0 y al menos uno de los números a, b, c distinto de 0, el

conjunto W =


xy
z

 : ax+ by + cz = d

 no es un subespacio de R3; véase la Figura 5.4,

pero śı es un subespacio af́ın.

Demostración. Veamos que W no es un espacio vectorial. Let ~w1 =

x1

y1

z1

 and ~w2 =

x2

y2

z2


en W . Entonces ~w1 + ~w2 /∈W porque

a(x1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + z2) = (ax1 + by1 + cz1) + (ax2 + by2 + cz2) = d+ d = 2d 6= d.

(Alternativamente, podŕıamos haber mostrado que si ~w ∈W y λ ∈ R\{1}, entonces λ~w /∈W ;
o podŕıamos haber mostrado que ~0 /∈W .)

Sabemos que W es un plano en R3 que tiene vector normal ~n = (a, b, c)t, pero no pasa por
el origen. Esto muestra que W es un espacio vectorial af́ın porque puede escribirse como
W = ~v0 + W0, donde W0 es el plano paralelo a W que pasa por el origen y ~v0 es un vector
arbitrario desde el origen hasta un punto del plano W . (Observe que W0 es el plano descrito
por ax+ by + cz = 0.)

Observe que ya mostramos en el Corolario 3.23 que W es un espacio vectorial af́ın.

Observación. Si a = b = c = 0, entonces W = ∅.

W = {~x ∈ R3 : ‖~x‖ ≥ 5} no es un subespacio de R3 ya que no contiene a ~0.

W = {~x ∈ R3 : ‖~x‖ ≤ 9} no es un subespacio de R3. Por ejemplo, tome ~z =

5
0
0

. Entonces

~z ∈W ; sin embargo, por ejemplo, 7~z /∈W (or: ~z + ~z /∈W ).
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Figura 5.4: El plano verde pasa por el origen y es un subespacio de R3. El plano rojo no pasa por el
origen y por lo tanto es un subespacio af́ın de R3.

W =


 x
x2

x3

 : x ∈ R

. Entonces W no es un espacio vectorial. Por ejemplo, ~a =

1
1
1

 ∈W ,

pero 2~a =

2
2
2

 /∈W .

Ejemplos 5.18 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios de M(m × n). Los siguientes
conjuntos son ejemplos de subespacios de M(m× n):

El conjunto de todas las matrices con a11 = 0.

El conjunto de todas las matrices con a11 = 5a12.

El conjunto de todas las matrices cuya primera fila es igual a su última fila.

Si m = n, entonces también los siguientes conjuntos son subespacios de M(n× n):

El conjunto de todas las matrices simétricas.

El conjunto de todas las matrices antisimétricas.

El conjunto de todas las matrices diagonales.

El conjunto de todas las matrices triangulares superiores.

El conjunto de todas las matrices triangulares inferiores.

Los siguientes conjuntos no son subespacios de M(n× n):

El conjunto de todas las matrices invertibles.
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El conjunto de todas las matrices no invertibles.

El conjunto de todas las matrices con determinante igual a 1.

Ejemplos 5.19 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios del conjunto de todas las fun-
ciones de R en R). Sea V el conjunto de todas las funciones de R en R. Entonces V claramente
es un espacio vectorial real. Los siguientes conjuntos son ejemplos de subespacios de V :

El conjunto de todas las funciones continuas.

El conjunto de todas las funciones diferenciables.

El conjunto de todas las funciones acotadas.

El conjunto de todos los polinomios.

El conjunto de todos los polinomios de grado ≤ 5.

El conjunto de todas las funciones f con f(7) = 0.

El conjunto de todas las funciones pares.

El conjunto de todas las funciones impares.

Los siguientes conjuntos no son subespacios de V :

El conjunto de todos los polinomios de grado 3.

El conjunto de todos los polinomios de grado ≥ 3.

El conjunto de todas las funciones f con f(7) = 13.

El conjunto de todas las funciones f con f(7) ≥ 0.

Demuestre las afirmaciones anteriores.

Definición 5.20. Para n ∈ N0, sea Pn el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual
que n.

Observación 5.21. Pn es un espacio vectorial.

Demostración. Claramente, la función cero pertenece a Pn (es un polinomio de grado 0). Para
polinomios p, q ∈ Pn y números λ ∈ R, claramente tenemos que p + q y λp son nuevamente
polinomios de grado a lo sumo n, aśı que pertenecen a Pn. Por la Proposición 5.10, Pn es un
subespacio del espacio de todas las funciones reales; por lo tanto es un espacio vectorial.

Debeŕıa haber entendido

el concepto de subespacio de un espacio vectorial dado,

por qué solo tenemos que verificar si un subconjunto dado de un espacio vectorial es no
vaćıo, cerrado bajo suma y cerrado bajo multiplicación por escalares si queremos ver si es
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un subespacio,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

dar ejemplos y no ejemplos de subespacios de espacios vectoriales,

verificar si un subconjunto dado de un espacio vectorial es un subespacio,

etc.

Ejercicios.

En los Ejercicios 1 al 13 diga si el subconjunto W es subespacio del espacio vectorial V .

1. Sea A ∈M(m× n), V = Rn y W = {~x ∈ Rn : A~x = ~0}.

2. Sea x ∈ Rn, V = M(n× n) y W = {A ∈ V : A~x = ~0}.

3. Sea A ∈M(n× n), V = M(n× n) y W = {B ∈ V : AB = BA}.

4. Sea w ∈ Rn un vector no nulo, V = Rn y W = {~x ∈ V : ~x ⊥ ~w}.

5. Sea A ∈M(n× n), V = M(n× n) y W = {B ∈ V : AB = O}.

6. V = R3 y W =
{(

z+2y
y+3z
z

)
: z, y ∈ R

}
.

7. V = M(n× n) y W el conjunto de todas las matrices con determinante cero.

8. V = M(2× 2) y W =

{(
a a+ 1
0 0

)
: a, b ∈ R

}
.

9. V = R3 y W el plano xy.

10. V = Pn y W = {p ∈ Pn : p′′(0) = 0}.

11. V = C(R) y W = {f ∈ V : f(x2) = 2f(x)}.

12. V = C(R) y W = {f ∈ V : f(x2) = (f(x))2}.

13. V = C(R) y W = {f ∈ V :
∫ 1

0
f = 0}.

14. V = C1(R) (funciones diferenciables en R) y W = {f ∈ V : f ′(0) = f ′(1)}.

15. Sea V = Rn y W = {~x ∈ V : 〈x ,~e1〉 + 〈x ,~e2〉 + · · · + 〈x ,~en〉 = 0}. Muestre que W es
subespacio vectorial de V .

16. Sea V = R3:

(a) Sea E un plano que pasa por el origen y W = {~x ∈ V : ~x ⊥ E}. Muestre que W es un
subespacio vectorial de V . ¿Puede decir quién es W?

(b) Sea ~w ∈ R3 y W = {~x ∈ V : proyw ~x = ~0}. Muestre que W es un subespacio vectorial
de V . ¿Puede decir quién es W?
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(c) Sea ~w ∈ R3 y W = {~x ∈ V : ~x × ~w = ~0}. Muestre que W es un subespacio vectorial de
V . ¿Puede decir quién es W?

17. En V = M(2× 2), sean W1 = {A ∈ V : a22 = 0} y W2 =

{(
−b a
a b

)
: a, b ∈ R

}
.

(a) Muestre que W1 y W2 son subespacios vectoriales de V .

(b) Determine W1 ∩W2 y muestre que también es un subespacio de V .

5.3. Combinaciones lineales e independencia lineal

En esta sección trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todos los enunciados también son verdaderos para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar R por C y la palabra real por complejo en todas partes.

Comenzamos con una definición.

Definición 5.22. Sea V un espacio vectorial real y sean v1, . . . , vk ∈ V y α1, . . . , αk ∈ R. Entonces
todo vector de la forma

v = α1v1 + · · ·αkvk (5.1)

se llama una combinación lineal de los vectores v1, . . . , vk ∈ V .

Ejemplos 5.23. Sea V = R3 y sean ~v1 =

1
2
3

 , ~v2 =

4
5
6

 , ~a =

 9
12
15

 , ~b =

3
3
3

 .

Entonces ~a y ~b son combinaciones lineales de ~v1 y ~v2 porque ~a = ~v1 + 2~v2 y ~b = −~v1 + ~v2.

Sea V = M(2× 2) y sean A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
0 1
−1 0

)
, R =

(
5 7
−7 5

)
, S =

(
1 2
−2 3

)
.

Entonces R es una combinación lineal de A y B porque R = 5A+7B. S no es una combinación
lineal de A y B porque claramente toda combinación lineal de A y B es de la forma

αA+ βB =

(
α β
−β α

)
de modo que nunca puede ser igual a S, ya que S tiene dos números diferentes en su diagonal.

Definición y Teorema 5.24. i Sea V un espacio vectorial real y sean v1, . . . , vk ∈ V . Entonces
el conjunto de todas sus posibles combinaciones lineales se denota por

span{v1, . . . , vk} := {α1v1 + · · ·+ αkvk : α1, . . . , αk ∈ R}.

Es un subespacio de V y se llama el span lineal o el subespacio generado por los vectores v1, . . . , vk.
Los vectores v1, . . . , vk se llaman generadores del subespacio span{v1, . . . , vk}.
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Observación. Por definición, el espacio vectorial generado por el conjunto vaćıo es el espacio
vectorial que consiste solamente en el vector cero, es decir, span{} := {O}.

Observación. Otros nombres para “linear span” que se usan comúnmente son subespacio generado
por v1, . . . , vk o subespacio generado por v1, . . . , vk. En lugar de span{v1, . . . , vk} se usa frecuen-
temente la notación gen{v1, . . . , vk}. Todos estos nombres y notaciones significan exactamente lo
mismo.

Demostración del Teorema 5.24. Tenemos que mostrar que W := span{v1, . . . , vk} es un subespacio
de V . Para ello usamos nuevamente la Proposición 5.10. Claramente, W no es vaćıo, ya que al menos
O ∈ W (solo tenemos que escoger todos los αj = 0). Ahora sean u,w ∈ W y λ ∈ R. Tenemos que
mostrar que λu+w ∈W . Como u,w ∈W , existen números reales α1, . . . , αk y β1, . . . , βk tales que
u = α1v1 + . . . , αkvk y w = β1v1 + · · ·+ βkvk. Entonces

λu+ w = λ(α1v1 + · · ·+ αkvk) + β1v1 + · · ·+ βkvk

= λα1v1 + · · ·+ λαkvk + β1v1 + · · ·+ βkvk

= (λα1 + β1)v1 + · · ·+ (λαk + βk)vk

lo cual pertenece a W , ya que es una combinación lineal de los vectores v1, . . . , vk.

Observación. Los generadores de un subespacio dado no son únicos.

Por ejemplo, sean A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
0 −1
1 0

)
, C =

(
1 −1
1 1

)
. Entonces

span{A,B} = {αA+ βB : α, β ∈ R} =

{(
α −β
β α

)
: α, β ∈ R

}
,

span{A,B,C} = {αA+ βB + γC : α, β, γ ∈ R} =

{(
α+ γ −(β + γ)
β + γ α+ γ

)
: α, β, γ ∈ R

}
,

span{A,C} = {αA+ γC : α, γ ∈ R} =

{(
α+ γ −γ
γ α+ γ

)
: α, γ ∈ R

}
.

Vemos que span{A,B} = span{A,B,C} = span{A,C} (en todos los casos consiste exactamente
en aquellas matrices cuyas entradas diagonales son iguales y cuyas entradas fuera de la diagonal
difieren por un signo menos). Aśı vemos que ni los generadores ni su número son únicos.

Observación. Si un vector es una combinación lineal de otros vectores, entonces los coeficientes
en la combinación lineal no son necesariamente únicos.

Por ejemplo, si A,B,C son las matrices anteriores, entonces A + B + C = 2A + 2B = 2C or
A+ 2B + 3C = 4A+ 5B = B + 4C, etc.

Observación 5.25. Sea V un espacio vectorial y sean v1, . . . , vn y w1, . . . , wm vectores en V .
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) span{v1, . . . , vn} = span{w1, . . . , wm}.
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(ii) vj ∈ span{w1, . . . , wm} for every j = 1, . . . , n y wk ∈ span{v1, . . . , vn} for every k = 1, . . . ,m.

Demostración. (i) =⇒ (ii) es claro.
(ii) =⇒ (i): Observe que vj ∈ span{w1, . . . , wm} para todo j = 1, . . . , n implica que todo vj puede
escribirse como una combinación lineal de los w1, . . . , wm. Entonces también toda combinación
lineal de v1, . . . , vn es una combinación lineal de w1, . . . , wm. Esto implica que span{v1, . . . , vn} ⊆
span{w1, . . . , wm}. La inclusión rećıproca span{w1, . . . , wm} ⊆ span{v1, . . . , vn} se puede mostrar
de manera análoga. Ambas inclusiones juntas muestran que debe haber igualdad.

Ejemplos 5.26. (i) Pn = span{1, X,X2, . . . , Xn−1, Xn} ya que todo vector en Pn es un polino-
mio de la forma p = αnX

n + αn−1X
n−1 + · · ·+ α1X + α0, por lo tanto es una combinación

lineal de los polinomios Xn, Xn−1, . . . , X, 1.

Ejercicio. Muestre que {1, 1 +X, X +X2, . . . , Xn−1 +Xn} es también un conjunto de
generadores de Pn.

(ii) El conjunto de todas las matrices antisimétricas 2× 2 está generado por

{(
0 1
−1 0

)}
.

(iii) Sea V = R3 y sean ~v, ~w ∈ R3 \ {~0}.

span{~v} es una recta que pasa por el origen y es paralela a ~v.

Si ~v 6‖ ~w, entonces span{~v, ~w} es un plano que pasa por el origen y es paralelo a ~v y ~w.
Si ~v ‖ ~w, entonces es una recta que pasa por el origen y es paralela a ~v.

Ejemplo 5.27. Sean p1 = X2 −X + 1, p2 = X2 − 2X + 5 ∈ P2, y sea U = span{p1, p2}. Verifique
si q = 2X2 −X − 2 y r = X2 +X − 3 pertenecen a U .

Solución. Verifiquemos si q ∈ U . Para ello tenemos que verificar si podemos encontrar α, β
tales que q = αp1 + βp2. Sustituyendo las expresiones de p1, p2, q obtenemos

2X2 −X − 2 = α(X2 −X + 1) + β(X2 − 2X + 5) = X2(α+ β) +X(−α− 2β) + α+ 5β.

Comparando coeficientes de las distintas potencias de X, obtenemos el sistema de ecuaciones

α + β = 2,
−α − 2β = −1,
α + 5β = −2.

Usamos el proceso de Gauß-Jordan para resolver el sistema:

A =

 1 1 2
−1 −2 −1

1 5 −2

 −→
1 1 2

0 −1 1
0 4 −4

 −→
1 0 3

0 1 −1
0 0 0

 .

Se sigue que α = 3 y β = −1 es una solución, y por lo tanto q = 2p1 − p2, lo cual muestra
que q ∈ U .
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Verifiquemos si r ∈ U . Para ello tenemos que verificar si podemos encontrar α, β tales que
r = αp1 + βp2. Sustituyendo las expresiones de p1, p2, q obtenemos

X2 +X − 3 = α(X2 −X + 1) + β(X2 − 2X + 5) = X2(α+ β) +X(−α− 2β) + α+ 5β.

Comparando coeficientes de las distintas potencias de X, obtenemos el sistema de ecuaciones

α + β = 1,
−α − 2β = 1,
α + 5β = −3.

Usamos el proceso de Gauß-Jordan para resolver el sistema:

A =

 1 1 1
−1 −2 1

1 5 −3

 −→
1 1 2

0 −1 2
0 4 −4

 −→
1 0 2

0 1 −2
0 0 4

 .

Vemos que el sistema es inconsistente. Por lo tanto r no es una combinación lineal de p1 y p2,
de modo que r /∈ U . �

Definición 5.28. Un espacio vectorial V se llama finitamente generado si tiene un conjunto finito
de generadores.

Ejemplos 5.29. Los siguientes espacios vectoriales son finitamente generados.

El espacio vectorial trivial {O} es finitamente generado.

Rn porque claramente Rn = span{~e1, . . . , ~en}, donde ~ej es el j-ésimo vector unitario.

M(m× n) porque está generado por el conjunto de todas las matrices posibles que son 0 en
todas partes excepto por un 1 en exactamente una entrada.

Pn es finitamente generado, como se mostró en el Ejemplo 5.26.

Sea P el espacio vectorial de todos los polinomios reales. Entonces P no es finitamente gene-
rado.

Demostración. Supongamos que P es finitamente generado y sea q1, . . . , qk un sistema de
generadores de P . Observe que los qj son polinomios. Denotaremos sus grados por mj = deg qj
y ponemos M = máx{m1, . . . ,mk}. Entonces cualquier combinación lineal de ellos será un
polinomio de grado a lo sumo M , sin importar cómo escojamos los coeficientes, Sin embargo,
hay elementos en P que tienen grado mayor, por ejemplo Xm+1. Por lo tanto q1, . . . , qk no
pueden generar todo P .

Otra demostración usando el concepto de dimensión se dará en el Ejemplo 5.56 (f).

Más adelante, en el Lema 5.53, veremos que todo subespacio de un espacio vectorial finitamente
generado es nuevamente finitamente generado.

Ahora nos preguntamos cuál es el menor número de vectores que necesitamos para generar Rn.
Sabemos, por ejemplo, que Rn = span{~e1, . . . ,~en}. Aśı que en este caso tenemos n vectores que
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generan Rn. ¿Podŕıa ser que fueran suficientes menos vectores? Claramente, si quitamos uno de
los ~ej , entonces el sistema restante ya no genera Rn, ya que “falta una coordenada”. Sin embargo,
¿podŕıamos quizá encontrar otros vectores de modo que n − 1 o menos vectores sean suficientes
para generar todo Rn? La siguiente proposición dice que esto no es posible.

Proposición 5.30. Sean ~v1, . . . , ~vk vectores en Rn. Si span{~v1, . . . , ~vk} = Rn, entonces k ≥ n.

Demostración. Sea A = (~v1| . . . |~vk) la matriz cuyas columnas son los vectores dados. Sabemos que
existe una matriz invertible E tal que A′ = EA está en forma escalonada reducida (la matriz E
es el producto de matrices elementales que corresponden a los pasos del proceso de Gauß-Jordan
para llegar a la forma escalonada reducida). Ahora, si k < n, entonces sabemos que A′ debe tener
al menos una fila que consiste solamente en ceros. Si podemos encontrar un vector ~w tal que se
transforme en~en bajo el proceso de Gauß-Jordan, entonces tendŕıamos que A~x = ~w es inconsistente,
lo que significa que ~w /∈ span{~v1, . . . , ~vk}. ¿Cómo encontramos tal vector ~w? Bueno, solo tenemos
que comenzar con ~en y “hacer el proceso de Gauß-Jordan al revés”. En otras palabras, podemos
tomar ~w = E−1~en. Ahora, si aplicamos el proceso de Gauß-Jordan a la matriz aumentada (A|~w),
llegamos a (EA|E~w) = (A′|~en), que ya sabemos que es inconsistente.
Por lo tanto, k < n no es posible y, por lo tanto, debemos tener que k ≥ n.

Observe que la demostración anterior es básicamente la misma que la de la Observación 3.37.
Observe que el sistema de vectores ~v1, . . . , ~vk ∈ Rn es un conjunto de generadores de Rn si y solo
si la ecuación A~y = ~b tiene solución para todo ~b ∈ Rn (como arriba, A es la matriz cuyas columnas
son los vectores ~v1, . . . , ~vk).

Ahora responderemos la pregunta de cuándo los coeficientes de una combinación lineal son únicos.
La siguiente observación nos muestra que solo tenemos que responder esta pregunta para el vector
cero.

Observación 5.31. Sea V un espacio vectorial, sean v1, . . . , vk ∈ V y sea w ∈ span{v1, . . . , vk}.
Entonces existen únicos β1, . . . , βk ∈ R tales que

β1v1 + · · ·+ βkvk = w (5.2)

si y solo si existen únicos α1, . . . , αk ∈ R tales que

α1v1 + · · ·+ αkvk = O. (5.3)

Demostración. Primero observe que (5.3) siempre tiene al menos una solución, a saber, α1 = · · · =
αk = 0. Esta solución se llama la solución trivial .
Supongamos que (5.2) tiene dos soluciones distintas, de modo que existen γ1, . . . , γk ∈ R tales que
para al menos un j = 1, . . . , k tenemos βj 6= γj y

γ1v1 + · · ·+ γkvk = w. (5.2’)

Restando (5.2) y (5.2’) obtenemos

(β1 − γ1)v1 + · · ·+ (βk − γk)vk = w − w = O
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donde al menos un coeficiente es distinto de cero. Por lo tanto, (5.3) también tiene más de una
solución.

Por otro lado, supongamos que (5.3) tiene una solución no trivial, es decir, al menos uno de los αj
en (5.3) es distinto de cero. Pero entonces, si sumamos (5.2) y (5.3), obtenemos otra solución para
(5.2) porque

(α1 + β1)v1 + · · ·+ (αk + βk)vk = O+ w = w.

La demostración muestra que hay tantas soluciones de (5.2) como de (5.3).

También debe observarse que si (5.3) tiene una solución no trivial, entonces automáticamente tiene
infinitas soluciones, porque si α1, . . . , αk es una solución, entonces también cα1, . . . , cαk es una
solución para c ∈ R arbitrario, ya que

cα1v1 + · · ·+ cαkvk = c(α1v1 + · · ·+ αkvk) = cO = O.

De hecho, la discusión anterior debeŕıa recordarle la relación entre las soluciones de un sistema no
homogéneo y las soluciones de su sistema homogéneo asociado en el Teorema 3.22. Observe que,
tal como en el caso de los sistemas lineales, (5.2) podŕıa no tener solución. Esto ocurre si y solo
si w /∈ span{v1, . . . , vk}.
Si V = Rn, entonces la observación anterior es exactamente el Teorema 3.22.

Aśı vemos que solo puede ocurrir uno de los dos casos siguientes: (5.4) tiene exactamente una
solución (la trivial) o tiene infinitas soluciones. Observe que esto es análogo a la situación de las
soluciones de sistemas lineales homogéneos: o bien tienen solamente la solución trivial, o bien tienen
infinitas soluciones. La siguiente definición distingue entre los dos casos.

Definición 5.32. Sea V un espacio vectorial. El conjunto de vectores v1, . . . , vk en V se llama
linealmente independiente si

α1v1 + · · ·+ αkvk = O (5.4)

tiene solamente la solución trivial. Se llaman linealmente dependientes si (5.4) tiene más de una
solución.

Observación 5.33. El conjunto vaćıo es linealmente independiente, ya que O no puede escribirse
como una combinación lineal no trivial de vectores del conjunto vaćıo.

Antes de continuar con la teoŕıa, damos algunos ejemplos.

Ejemplos. (i) Los vectores ~v1 =

(
1
2

)
y ~v2 =

(
−4
−8

)
∈ R2 son linealmente dependientes porque

4~v1 + ~v2 = ~0.

(ii) Los vectores ~v1 =

(
1
2

)
y ~v2 =

(
3
0

)
∈ R2 son linealmente independientes.

Last Change: Di 23. Jun 15:40:32 CEST 2026
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Demostración. Consideremos la ecuación α~v1 + β ~v2 = ~0. Esta ecuación es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones lineales para α y β:

α + 3β = 0,
2α + 0β = 0.

Podemos usar el proceso de Gauß-Jordan para obtener todas las soluciones. Sin embargo, en
este caso vemos fácilmente que α = 0 (de la segunda ĺınea) y luego que β = − 1

3α = 0. Observe

que también podŕıamos haber calculado det

(
1 3
2 0

)
= −6 6= 0 para concluir que el sistema

homogéneo anterior tiene solamente la solución trivial. Observe que las columnas de la matriz
son exactamente los vectores dados.

(iii) Los vectores ~v1 =

1
1
1

 y ~v2 =

2
3
4

 ∈ R3 son linealmente independientes.

Demostración. Consideremos la ecuación α~v1 + β ~v2 = ~0. Esta ecuación es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones lineales para α y β:

α + 2β = 0,
α + 3β = 0,
α + 4β = 0.

Si restamos la primera ecuación de la segunda, obtenemos β = 0 y luego α = −2β = 0. Aśı,
nuevamente, este sistema tiene solamente la solución trivial y por lo tanto los vectores ~v1 y
~v2 son linealmente independientes.

(iv) Sean ~v1 =

1
1
1

, ~v2 =

−1
2
3

 ~v3 =

0
0
1

 y ~v4 =

0
6
8

 ∈ R3 Entonces

(a) El sistema {~v1, ~v2, ~v3} es linealmente independiente.

(b) El sistema {~v1, ~v2, ~v4} es linealmente dependiente.

Demostración. (a) Consideremos la ecuación α~v1 + β ~v2 + γ ~v3 = ~0. Esta ecuación es equiva-
lente al siguiente sistema de ecuaciones lineales para α, β y γ:

α − 1β + 0γ = 0,
α + 2β + 0γ = 0,
α + 3β + 1γ = 0.

Usamos el proceso de Gauß-Jordan para resolver el sistema. Observe que las columnas
de la matriz asociada al sistema anterior son exactamente los vectores dados ~v1, ~v2, ~v3.

A =

1 −1 0
1 2 0
1 3 1

 −→
1 −1 0

0 3 0
0 4 1

 −→
1 −1 0

0 1 0
0 4 1

 −→
1 0 0

0 1 0
0 0 1

 .
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Por lo tanto, la única solución es α = β = γ = 0 y, en consecuencia, los vectores ~v1, ~v2, ~v3

son linealmente independientes.

Observe que también podŕıamos haber calculado detA = 3 6= 0 para concluir que el
sistema homogéneo tiene solamente la solución trivial.

(b) Consideremos la ecuación α~v1 + β ~v2 + δ ~v4 = ~0. Esta ecuación es equivalente al siguiente
sistema de ecuaciones lineales para α, β y δ:

α − 1β + 0δ = 0,
α + 2β + 6δ = 0,
α + 3β + 8δ = 0.

Usamos el proceso de Gauß-Jordan para resolver el sistema. Observe que las columnas
de la matriz asociada al sistema anterior son exactamente los vectores dados.

A =

1 −1 0
1 2 6
1 3 8

 −→
1 −1 0

0 3 6
0 4 8

 −→
1 −1 0

0 1 2
0 1 2

 −→
1 −1 0

0 1 2
0 0 0


−→

1 0 2
0 1 2
0 0 0

 .

Aśı que hay infinitas soluciones. Si tomamos δ = t, entonces α = β = −2t. En con-
secuencia, los vectores ~v1, ~v2, ~v4 son linealmente dependientes, porque, por ejemplo,
−2~v1 − 2~v2 + ~v4 = 0 (tomando t = 1).

Observe que también podŕıamos haber calculado detA = 0 para concluir que el sistema
tiene infinitas soluciones.

(v) Las matrices

(
0 1
0 0

)
and

(
1 0
0 0

)
son linealmente independientes en M(2× 2).

(vi) Las matrices A =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
1 0
0 1

)
and C =

(
0 1
0 0

)
son linealmente dependientes en

M(2× 2) porque A−B − C = 0.

Después de estos ejemplos, continuaremos con algunos hechos sobre la independencia lineal. Co-
menzamos con el caso especial en el que tenemos solamente dos vectores.

Proposición 5.34. Sean v1, v2 vectores en un espacio vectorial V . Entonces v1, v2 son linealmente
dependientes si y solo si un vector es múltiplo del otro.

Demostración. Supongamos que v1, v2 son linealmente dependientes. Entonces existen α1, α2 ∈ R
tales que α1v1 +α2v2 = 0 y al menos uno de α1 y α2 es distinto de cero, digamos α1 6= 0. Entonces
tenemos v1 + α2

α1
v2 = 0, de donde v1 = −α2

α1
v2.

Ahora supongamos, por otro lado, que, por ejemplo, v1 es un múltiplo de v2, es decir, v1 = λv2 for
some λ ∈ R. Entonces v1 − λv2 = 0, lo cual es una solución no trivial de α1v1 + α2v2 = 0, porque
podemos tomar α1 = 1 6= 0 y α2 = −λ (observe que λ puede ser cero).
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La proposición anterior no puede extenderse al caso de tres o más vectores. Por ejemplo, los

vectores ~a =

(
1
0

)
, ~b =

(
0
1

)
, ~c =

(
1
1

)
son linealmente dependientes porque ~a +~b − ~c = ~0, pero

ninguno de ellos es múltiplo de alguno de los otros dos vectores.

Proposición 5.35. Sea V un espacio vectorial.

(i) Todo sistema de vectores que contiene a O es linealmente dependiente.

(ii) Sean v1, . . . , vk ∈ V y supongamos que existen α1, . . . , αk ∈ R tales que α1v1 + · · ·+αkvk = O.
Si α` 6= 0, entonces v` es una combinación lineal de los otros vj.

(iii) Si los vectores v1, . . . , vk ∈ V son linealmente dependientes, entonces para todo w ∈ V , los
vectores v1, . . . , vk, w son linealmente dependientes.

(iv) Si v1, . . . , vk son vectores en V y w es una combinación lineal de ellos, entonces v1, . . . , vk, w
son linealmente dependientes.

(v) Si los vectores v1, . . . , vk ∈ V son linealmente independientes, entonces todo subconjunto de
ellos es linealmente independiente.

Demostración. (i) Sean v1, . . . , vk ∈ V . Claramente 1O+0v1 + · · ·+0vk = O es una combinación
lineal no trivial que da O. Por lo tanto, el sistema {O, v1, . . . , vk} es linealmente dependiente.

(ii) Si α` 6= 0, entonces podemos despejar v`: v` = −α1

α`
v1−· · ·− α`−1

α`
v`−1− α`+1

α`
v`+1−· · ·− αk

α`
vk.

(iii) Si los vectores v1, . . . , vk ∈ V son linealmente dependientes, entonces existen α1, . . . , αk ∈ R
tales que al menos uno de ellos es distinto de cero y α1v1 + · · · + αkvk = O. Pero entonces
también α1v1+· · ·+αkvk+0w = O lo cual muestra que el sistema {v1, . . . , vk, w} es linealmente
dependiente.

(iv) Supongamos que w es una combinación lineal de v1, . . . , vk. Entonces existen α1, . . . , αk ∈ R
tal que w = α1v1 + · · ·+αkvk. Por lo tanto obtenemos w−α1v1− · · · −αkvk = O que es una
combinación lineal no trivial, ya que el coeficiente de w es 1.

(v) Supongamos que un subsistema de v1, . . . , vk ∈ V es linealmente dependiente. Entonces, por
(iii), todo sistema que lo contiene también debe ser linealmente dependiente. En particular,
el sistema original de vectores debe ser linealmente dependiente, lo cual contradice nuestra
hipótesis. Observe que también el conjunto vaćıo es linealmente independiente por la Obser-
vación 5.33.

Ahora nos especializamos al caso en que V = Rn. Tomemos vectores ~v1, . . . , ~vk ∈ Rn y escribamos
(~v1| · · · |~vk) para la matriz n× k cuyas columnas son los vectores ~v1, . . . , ~vk.

Lema 5.36. Con la notación anterior, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) ~v1, . . . , ~vk son linealmente dependientes.

(ii) Existen α1, . . . , αk, no todos iguales a cero, tales que α1~v1 + · · ·+ αk~vk = 0.
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(iii) Existe un vector

α1

...
αk

 6= ~0 tal que (~v1| · · · |~vk)

α1

...
αk

 = ~0.

(iv) El sistema homogéneo correspondiente a la matriz (~v1| · · · |~vk) tiene al menos una solución no
trivial (y por lo tanto infinitas soluciones).

Demostración. (i) =⇒ (ii) es simplemente la definición de dependencia lineal. (ii) =⇒ (iii) es
solamente reescribir la ecuación vectorial en forma matricial. (iv) solo dice con palabras lo que
significa la ecuación en (iii). And finally (iv) =⇒ (i) holds because every non trivial solution the
inhomogeneous system associated to (~v1| · · · |~vk) gives a non-trivial solution of α1~v1 + · · ·+αk~vk.

Como sabemos que un sistema lineal homogéneo con más incógnitas que ecuaciones tiene infinitas
soluciones, obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 5.37. Sean ~v1, . . . , ~vk ∈ Rn.

(i) Si k > n, entonces los vectores ~v1, . . . , ~vk son linealmente dependientes.

(ii) Si los vectores ~v1, . . . , ~vk son linealmente independientes, entonces k ≤ n.

Observe que (ii) no dice que si k ≤ n, entonces los vectores ~v1, . . . , ~vk son linealmente independien-
tes. Solo dice que tienen la posibilidad de ser linealmente independientes, mientras que un sistema
con más de n vectores siempre es linealmente dependiente.

Ahora nos especializamos aún más al caso en que k = n.

Teorema 5.38. Sean ~v1, . . . , ~vn vectores en Rn. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(i) ~v1, . . . , ~vn son linealmente independientes.

(ii) La única solución de (~v1| · · · |~vn)

α1

...
αn

 = ~0 es el vector cero

α1

...
αn

 = ~0.

(iii) La matriz (~v1| · · · |~vn) es invertible.

(iv) det(~v1| · · · |~vn) 6= 0.

Demostración. La equivalencia de (i) y (ii) se sigue del Lema 5.36. La equivalencia de (ii), (iii) y
(iv) se sigue del Teorema 4.11.

Formule un teorema análogo para vectores linealmente dependientes.

Ahora podemos enunciar cuándo un sistema de n vectores en Rn genera Rn.

Teorema 5.39. Sean ~v1, . . . , ~vn vectores en Rn. y let A = (~v1| · · · |~vn) be the matrix whose columns
are the given vectors ~v1, · · · , ~vn. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) ~v1, . . . , ~vn son linealmente independientes.
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(ii) Rn = span{~v1, . . . , ~vn}.

(iii) detA 6= 0.

Demostración. (i) ⇐⇒ (iii) se muestra en el Teorema 5.38.

(ii) ⇐⇒ (iii): Los vectores ~v1, . . . , ~vn generan Rn si y solo si para todo ~w ∈ Rn existen números

β1, . . . , βn tales que β1~v1 + · · ·+βnvn = ~w. En forma matricial, esto significa que A

(
β1

...
βn

)
= ~w. Por

el Teorema 3.44 sabemos que esto tiene una solución para todo vector ~w si y solo si A es invertible
(porque si aplicamos Gauß-Jordan a A, debemos llegar a la matriz identidad).

La demostración del teorema anterior procede básicamente aśı: Consideramos la ecuación A~β = ~w.

¿Cuándo son linealmente independientes los vectores ~v1, . . . , ~vn? – Son linealmente independientes
si y solo si para ~w = ~0 el sistema tiene solamente la solución trivial. Esto ocurre si y solo si la forma
escalonada reducida de A es la matriz identidad. Y esto ocurre si y solo si detA 6= 0.

¿Cuándo generan Rn los vectores ~v1, . . . , ~vn? – Lo hacen si y solo si para todo vector dado ~w ∈ Rn
el sistema tiene al menos una solución. Esto ocurre si y solo si la forma escalonada reducida de A
es la matriz identidad. Y esto ocurre si y solo si detA 6= 0.

Como una matriz cuadrada A es invertible si y solo si su transpuesta At es invertible, el Teorema 5.39
conduce inmediatamente al siguiente corolario.

Corolario 5.40. Para una matriz A ∈M(n× n) las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) A es invertible.

(ii) Las columnas de A son linealmente independientes.

(iii) Las filas de A son linealmente independientes.

Terminamos esta sección con más ejemplos.

Ejemplos. Recordemos que Pn es el espacio vectorial de todos los polinomios de grado ≤ n.

En P3, consideramos los vectores p1 = X3 − 1, p2 = X2 − 1, p3 = X − 1. Estos vectores son
linealmente independientes.

Demostración. Sean α1, α2, α3 ∈ R tales que α1p1 + α2p2 + α3p3 = 0. Esto significa que

0 = α1(X3 − 1) + α2(X2 − 1) + α3(X − 1)

= α1X
3 + α2X

2 + α3X − (α1 + α2 + α3).

Comparando coeficientes, se sigue que α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0 y α1 + α2 + α3 = 0 lo cual
muestra que p1, p2 y p3 son linealmente independientes.

Si además tomamos p4 = X3 −X2, entonces el sistema p1, p2, p3 y p4 es linealmente depen-
diente.
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Demostración. Como antes, sean α1, α2, α3, α4 ∈ R tales que α1p1 +α2p2 +α3p3 +α4p4 = 0.
Esto significa que

0 = α1(X3 − 1) + α2(X2 − 1) + α3(X − 1) + α4(X3 −X2)

= (α1 + α4)X3 + (α2 − α4)X2 + α3X − (α1 + α2 + α3).

Comparando coeficientes, esto es equivalente a α1+α4 = 0, α2−α4 = 0, α3 = 0 y α1+α2+α3 =
0. Este sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones. Están dadas por α2 = α4 = −α1 ∈ R,
α3 = 0 (¡verifique esto!). Por lo tanto p1, p2, p3 y p4 son linealmente dependientes.

Ejercicio. Muestre que p1, p2, p3 y p5 son linealmente independientes si p5 = X3 +X2.

En P2, consideramos los vectores p1 = X2 + 2X − 1, p2 = 5X + 2, p3 = 2X2− 11X − 8. Estos
vectores son linealmente dependientes.

Demostración. Sean α1, α2, α3 ∈ R tales que α1p1 + α2p2 + α3p3 = 0. Esto significa que

0 = α1(X2 + 2X − 1) + α2(5X + 2) + α3(2X2 − 11X − 8)

= (α1 + 2α3)X2 + (2α1 + 5α2 − 11α3)X − α1 + 2α2 − 8α3).

Comparando coeficientes, se sigue que α1+2α3 = 0, 2α1+5α2−11α3 = 0,−α1+2α2−8α3 = 0.
Escribimos esto en forma matricial y aplicamos Gauß-Jordan: 1 0 2

2 5 −11
−1 2 −8

 −→
1 0 2

0 5 −15
0 2 −6

 −→
1 0 2

0 1 −3
0 1 −3

 −→
1 0 2

0 1 −3
0 0 0

 .

Esto muestra que el sistema tiene soluciones no triviales (¡encuéntrelas!) y por lo tanto p1, p2

y p3 son linealmente dependientes.

En V = M(2× 2) considere A =

(
1 2
2 1

)
, B =

(
1 0
0 1

)
, C =

(
0 5
5 0

)
. Entonces A,B,C son

linealmente dependientes porque A−B − 2
5C = 0.

En V = M(2 × 3) considere A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, B =

(
2 2 2
1 1 1

)
, C =

(
1 2 2
2 1 1

)
. Entonces

A,B,C son linealmente independientes.

Ejercicio. ¡Demuéstrelo!

Encuentre un conjunto de generadores para el espacio vectorial

V =


xy
z

 ∈ R3 : x+ 2y = 0

 .
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Solución. Claramente, V es un subespacio de R3 (es un plano). Sean ~x =
(
x
y
z

)
∈ V . Por

definición de V , tenemos que x + 2y = 0. Podemos despejar x o y en la ecuación anterior;
obtenemos x = −2y. So

~x =

xy
z

 =

−2y
y
z

 = y

−2
1
0

+ z

0
0
1

 .

Por lo tanto


−2

1
0

 ,

0
0
1

 es un conjunto de generadores para V . �

Debeŕıa haber entendido

qué es una combinación lineal,

el concepto de independencia lineal,

el concepto de subespacio generado y que este consiste o bien solamente en el vector cero o
bien en infinitos vectores,

geométricamente el concepto de independencia lineal en R2 y R3,

que los coeficientes en una combinación lineal no son necesariamente únicos,

qué dice el número de soluciones de A~x = ~0 sobre la independencia lineal de las columnas
de A vistas como vectores en Rn,

qué dice la existencia (o no existencia) de soluciones de A~x = ~b para todo ~b ∈ Rm sobre el
subespacio generado por las columnas de A vistas como vectores en Rn,

por qué una matriz A ∈ M(n × n) es invertible si y solo si sus columnas son linealmente
independientes,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

verificar si un vector dado es una combinación lineal de un conjunto dado de vectores,

verificar si un vector dado pertenece al subespacio generado por un conjunto dado de vec-
tores,

verificar si un conjunto dado de vectores es un generador de un espacio vectorial dado,

encontrar un conjunto de generadores para un espacio vectorial dado,

verificar si un conjunto dado de vectores es linealmente independiente,

etc.

Ejercicios.

En los ejercicios 1 al 10, encontrar un conjunto generador para el espacio dado. Antes de hacerlo,
asegúrese que los conjuntos dados efectivamente son espacios vectoriales.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 5. Espacios vectoriales 197

1. {~x ∈ R3 : x+ y + z = 0}.

2.
{
~x ∈ R3 : x+ y + z = 0, x− y − z = 0

}
.

3. Matrices antisimétricas de tamaño 3× 3.

4. Polinomios de grado ≤ 3 tal que p′′(0) = 0.

5. Polinomios de grado ≤ 3 tal que
∫ 1

0
xp(x)dx = 0.

6. {p ∈ P3 : p(0) = p(1), p′(0) = p′(1)}.

7. La recta en R2 dada por 2x+ y = 0.

8. El plano 3x+ 2y − z = 0 en R3.

9. La recta en R3 dada por x
2 = y

3 = 3z.

10. {p ∈ P3 : p(x) = ax3 + cx2 + a− 2c}.

11. Muestre


1
5
3
4

 ∈ span




1
1
1
0

 ,


0
1
1
1

 ,


1
1
0
0


.

12. Muestre que el conjunto {x3 + 1, x3 − 5, x2, x2 − 1} genera todos los polinomios de grado ≤ 3
tales que su primera derivada evaluada en cero vale cero.

13. Muestre que

2
1
3

 no pertenece al generado de


1

1
1

 ,

0
1
1

.

14. En los siguientes ejercicios, diga si los vectores dados son linealmente independientes o depen-
dientes.

(a) En R3:

 2
−1

4

,

−4
2
−8

.

(b) En R3:

0
1
1

,

1
0
1

,

1
1
0


(c) En M(2×2);

(
2−1
4 0

)
,

(
0−3
1 5

)
,

(
4 1
7−5

)
.

(d) En P3; x3 + 1, x3 − 5, x2 y x2 − 1.

(e) En P2; 1− x, 1 + x, x2

(f) En P3; 2x, x3−3, 1+x−4x3, x3+18x−9.

(g) En C(R); cos 2t, sin2 t, cos2 t.

15. ¿Para qué valores de c son linealmente independientes los vectores

(
1− c
−c

)
y

(
c

1 + c

)
?

16. Determine si el siguiente conjunto


1

2
1

 ,

0
1
1

 ,

2
3
1

 es linealmente independiente y

describa su generado.
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17. ¿Para qué valores de α son linealmente independientes los vectores

1
2
3

 ,

 2
−1

4

 ,

3
α
4

?

18. Determine condiciones sobre a, b, c para que los vectores

 1
a
a2

 ,

 1
b
b2

 ,

 1
c
c2

 sean lineal-

mente independientes (ver Sección 4.1, Ejercicio 2.).

19. ¿Para qué valores de α son linealmente dependientes los vectores

 2
−5

3

 ,

−4
10
−6

 ,

1
α
0

?

20. Falso o verdadero:

(a) Cinco vectores de R4 pueden ser linealmente independientes.

(b) Dos vectores de R3 pueden generar todo el espacio R3.

(c) Un espacio vectorial puede tener infinitos conjuntos generadores.

(d) Sea V un espacio vectorial y W = span{v1, ..., vn}. Entonces W = span{v1, ..., vn, w}
para todo w ∈W .

(e) En Rn, si ~x1, .., ~xk son linealmente independientes y A es una matriz invertible entonces
los vectores A~x1, .., A ~xk son linealmente independientes.

5.4. Base y dimensión

En esta sección trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todos los enunciados también son verdaderos para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar R por C y la palabra real por complejo en todas partes.

Definición 5.41. Sea V un espacio vectorial. Una base de V es un conjunto de vectores {v1, . . . , vn}
en V que es linealmente independiente y genera V .

La siguiente observación muestra que una base es un sistema minimal de generadores de V y, al
mismo tiempo, un sistema maximal de vectores linealmente independientes.

Observación. Sea {v1, . . . , vn} una base de V .

(i) Sea w ∈ V . Entonces {v1, . . . , vn, w} no es una base de V , porque este sistema de vectores ya
no es linealmente independiente por la Proposición 5.35 (iv).

(ii) Si quitamos uno de los vectores de {v1, . . . , vn}, entonces ya no es una base de V , porque
el nuevo sistema de vectores ya no genera V . Por ejemplo, si quitamos v1, entonces v1 /∈
span{v2, . . . , vn} (de lo contrario, v1, . . . , vn seŕıan linealmente dependientes), y por lo tanto
span{v2, . . . , vn} 6= V .
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Observación 5.42. Por definición, el conjunto vaćıo es una base del espacio vectorial trivial {O}.

Observación 5.43. Toda base de Rn tiene exactamente n elementos. Para ver esto, observe que
por el Corolario 5.37, una base puede tener a lo sumo n elementos, porque de lo contrario no puede
ser linealmente independiente. Por otro lado, si tuviera menos de n elementos, entonces, por la
Observación 5.30, no podŕıa generar Rn.

Ejemplos 5.44. Una base de R3 es, por ejemplo,


1

0
0

 ,

0
1
0

 ,

0
0
1

. Los vectores de es-

ta base son los vectores unitarios estándar. La base se llama la base estándar (o base canónica)
de R3.

Otros ejemplos de bases de R3 son
1

0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1

 ,


1

2
3

 ,

4
5
6

 ,

0
2
1


Ejercicio. Verifique que los sistemas anteriores son bases de R3.

Los siguientes sistemas no son bases de R3:
1

2
3

 ,

4
5
9

 ,

3
2
5

 ,


1

2
3

 ,

4
5
6

 ,


1

0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1

 ,

0
0
1

 .

Ejercicio. Verifique que los sistemas anteriores no son bases de R3.

La base estándar en Rn (o base canónica en Rn) es {~e1, . . . ,~en}. Recordemos que los ~ej son
los vectores unitarios estándar cuya j-ésima entrada es 1 y todas las demás entradas son 0.

Ejercicio. Verifique que forman una base de Rn.

La base estándar en Pn (o base canónica en Pn) es {1, X,X2, . . . , Xn}.

Ejercicio. Verifique que forman una base de Pn.

Sean p1 = X, p2 = 2X2 + 5X − 1, p3 = 3X2 +X + 2. Entonces el sistema {p1, p2, p3} es una
base de P2.

Demostración. Tenemos que mostrar que el sistema es linealmente independiente y que genera
el espacio P2. Sea q = aX2 + bX + c ∈ P2. Queremos ver si existen α1, α2, α3 ∈ R tales que
q = α1p1 + α2p2 + α3p3. Si desarrollamos esta ecuación, encontramos

aX2 + bX + c = α1X + α2(2X2 + 5X − 1) + α3(3X2 +X + 2)

= (2α2 + 3α3)X2 + (α1 + 5α2 + α3)X − α2 + 2α3.
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Comparando coeficientes, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales para los αj :

2α2 + 3α3 = a

α1 + 5α2 + α3 = b

−α2 + 2α3 = c

 en forma matricial:

0 2 3
1 5 1
0 −1 2

α1

α2

α3

 =

ab
c

 .

Ahora aplicamos Gauß-Jordan a la matriz aumentada:0 2 3 a
1 5 1 b
0 −1 2 c

 −→
1 5 1 b

0 −1 2 c
0 2 3 a

 −→
1 0 11 b+ 5c

0 1 −2 c
0 0 7 a+ 2c

 .

Aśı vemos que hay exactamente una solución para cualquier q dado. La existencia de tal
solución muestra que {p1, p2, p3} genera P2. También vemos que para cualquier q ∈ P2 dado
hay exactamente una manera de escribirlo como combinación lineal de p1, p2, p3. Si tomamos
el caso especial q = 0, esto muestra que el sistema es linealmente independiente. En resumen,
{p1, p2, p3} es una base de P2.

Sean p1 = X + 1, p2 = X2 +X, p3 = X3 +X2, p4 = X3 +X2 +X + 1. Entonces el sistema
{p1, p2, p3, p4} no es una base de P2.

Ejercicio. ¡Muestre esto!

En los espacios M(m× n), el conjunto de todas las matrices Aij forma una base, donde Aij
es la matriz con aij = 1 y todas las demás entradas iguales a 0. Por ejemplo, en M(2 × 3)
tenemos la siguiente base:(

1 0 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 0

)
,

(
0 0 1
0 0 0

)
,

(
0 0 0
1 0 0

)
,

(
0 0 0
0 1 0

)
,

(
0 0 0
0 0 1

)
.

Let A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
1 0
1 0

)
, C =

(
1 0
1 1

)
, D =

(
1 1
1 1

)
. Entonces {A,B,C,D} es una

base de M(2× 2).

Demostración. Sea M =

(
a b
c d

)
una matriz arbitraria 2 × 2. Consideremos la ecuación

M = α1A+ α2B + α3C + α4D. Esto conduce a(
a b
c d

)
= α1

(
1 0
0 0

)
+ α2

(
1 0
1 0

)
+ α3

(
1 0
1 1

)
+ α4

(
1 1
1 1

)
=

(
α1 + α2 + α3 + α4 α4

α2 + α3 + α4 α3 + α4

)
.

Aśı obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para los αj :

α1 + α2 +α3 +α4 = a
α4 = b

α2 +α3 +α4 = c
α3 +α4 = d

 en forma matricial:


1 1 1 1
0 0 0 1
0 1 1 1
0 0 1 1



α1

α2

α3

α4

 =


a
b
c
d

 .
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Ahora aplicamos Gauß-Jordan a la matriz aumentada:
1 1 1 1 a
0 0 0 1 b
0 1 1 1 c
0 0 1 1 d

 −→


1 1 1 1 a
0 1 1 1 c
0 0 1 1 d
0 0 0 1 b

 −→


1 1 1 0 a− b
0 1 1 0 c− b
0 0 1 0 d− b
0 0 0 1 b



−→


1 1 0 0 a− d
0 1 0 0 c− d
0 0 1 0 d− b
0 0 0 1 b

 −→


1 0 0 0 a− c
0 1 0 0 c− d
0 0 1 0 d− b
0 0 0 1 b

 .

Vemos que hay exactamente una solución para cualquier M ∈ M(2 × 2) dado. La existencia
de la solución muestra que las matrices A,B,C,D generan M(2 × 2) y la unicidad muestra
que son linealmente independientes si escogemos M = 0.

El siguiente teorema es muy importante. Dice que si V tiene una base que consiste en n vectores,
entonces toda base consiste exactamente en n vectores.

Teorema 5.45. Sea V un espacio vectorial y sean {v1, . . . , vn} and {w1, . . . , wn} bases de V .
Entonces n = m.

Demostración. Supongamos que m > n. Mostraremos que entonces los vectores w1, . . . , wm no
pueden ser linealmente independientes; por lo tanto, no pueden ser una base de V . Como los
vectores v1, . . . , vn son una base de V , todo wj puede escribirse como combinación lineal de ellos.
Por lo tanto, existen números aij tales que

w1 = a11v1 + a12v2 + · · · + a1nvn,
w2 = a21v1 + a22v2 + · · · + a2nvn,

...
...

wm = am1v1 + am2v2 + · · · + amnvn.

(5.5)

Ahora consideramos la ecuación
c1w1 + · · ·+ cmwm = O. (5.6)

Si los w1, . . . , wm fueran linealmente independientes, entonces debeŕıa seguirse que todos los cj son
0. Sustituimos (5.5) en (5.6) y obtenemos

O = c1(a11v1 + a12v2 + · · ·+ a1nvn) + c2(a21v1 + a22v2 + · · ·+ a2nvn)

+ · · ·+ cm(am1v1 + am2v2 + · · ·+ amnvn)

= (c1a11 + c2a21 + · · ·+ cmam1)v1 + · · ·+ (c1a1n + c2a2n + · · ·+ cmamn)vn.

Como los vectores v1, . . . , vn son linealmente independientes, las expresiones entre paréntesis deben
ser iguales a cero. Aśı encontramos

c1a11 + c2a21 + · · · + cmam1 = 0,
c1a12 + c2a22 + · · · + cmam2 = 0,

...
...

c1a1n + c2a2n + · · · + cmamm = 0.

(5.7)
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Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones para las m incógnitas c1, . . . , cm. Como n < m, debe
tener infinitas soluciones. Aśı que el sistema {w1, . . . , wm} no es linealmente independiente y, por
lo tanto, no puede ser una base de V . Por lo tanto, m > n no puede ser cierto y se sigue que n ≥ m.

Si suponemos que n > m, entonces el mismo argumento anterior, con los papeles de los vj y los wj
intercambiados, conduce a una contradicción y se sigue que n ≤ m.

En resumen, mostramos que tanto n ≥ m como n ≤ m deben ser ciertos. Por lo tanto m = n.

Definición 5.46. Sea V un espacio vectorial finitamente generado. Entonces tiene una base
por el Teorema 5.47 de abajo y, por el Teorema 5.45, el número n de vectores necesarios para
una base no depende de la base particular escogida. Este número se llama la dimensión de V .
Se denota por dimV .

Si un espacio vectorial V no es finitamente generado, entonces ponemos dimV =∞.

El conjunto vaćıo es una base del espacio vectorial trivial {O}; por lo tanto, dim{O} = 0.

A continuación mostramos que todo espacio vectorial finitamente generado tiene una base y, por lo
tanto, una dimensión bien definida.

Teorema 5.47. Sea V un espacio vectorial y supongamos que existen vectores w1, . . . , wm ∈ V
tales que V = span{w1, . . . , wm}. Entonces el conjunto {w1, . . . , wm} contiene una base de V . En
particular, V tiene una base finita y dimV ≤ m.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que todos los vectores wj son distintos
de O. Comenzamos con el primer vector. Si V = span{w1}, entonces {w1} es una base de V y
dimV = 1. De lo contrario, ponemos V1 := span{w1} y observamos que V1 6= V . Ahora verifica-
mos si w2 ∈ span{w1}. Si lo está, lo descartamos porque en este caso span{w1} = span{w1, w2},
aśı que no necesitamos w2 para generar V . Luego verificamos si w3 ∈ span{w1}. Si lo está, lo
descartamos, etc. Procedemos aśı hasta encontrar un vector wi2 en nuestra lista que no pertenez-
ca a span{w1}. Tal i2 debe existir, porque de lo contrario ya tendŕıamos que V1 = V . Entonces
ponemos V2 := span{w1, wi2}. Si V2 = V , entonces hemos terminado. De lo contrario, procede-
mos como antes: Verificamos si wi2+1 ∈ V2. Si este es el caso, entonces podemos descartarlo porque
span{w1, wi2} = span{w1, wi2 , wi2+1}. Luego verificamos wi2+2, etc., hasta encontrar un wi3 tal que
wi3 /∈ span{w1, wi2} y ponemos V3 := span{w1, wi2 , wi3}. Si V3 = V , entonces hemos terminado.
Si no, repetimos el proceso. Observe que, después de a lo sumo m repeticiones, esto termina. Esto
muestra que podemos extraer del sistema de generadores una base {w1, wi2 , . . . , wik} de V .

El siguiente teorema complementa el anterior.

Teorema 5.48. Sea V un espacio vectorial finitamente generado. Entonces todo sistema w1, . . . , wm ∈
V de vectores linealmente independientes puede ser completado a una base {w1, . . . , wm, vm+1, . . . , vn}
de V .

Demostración. Observe que dimV <∞ por el Teorema 5.47 y ponga n = dimV . Se sigue que n ≥ m
porque tenemos m vectores linealmente independientes en V . Si m = n, entonces w1, . . . , wm ya es
una base de V y hemos terminado.
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Sim < n, entonces span{w1, . . . , wm} 6= V y escogemos un vector arbitrario vm+1 /∈ span{w1, . . . , wm}
and we define Vm+1 := span{w1, . . . , wm, vm+1}. Entonces dimVm+1 = m + 1. Si m + 1 = n, en-
tonces necesariamente Vm+1 = V y hemos terminado. Si m+ 1 < n, entonces escogemos un vector
arbitrario vm+2 ∈ V \ Vm+1 y ponemos Vm+2 := span{w1, . . . , wm, vm+1, vm+2}. Si m + 2 = n,
entonces necesariamente Vm+2 = V y hemos terminado. Si no, repetimos el paso anterior. Observe
que después de n−m pasos hemos encontrado una base {w1, . . . , wm, vm+1, . . . , vn} of V .

En resumen, los dos teoremas anteriores dicen lo siguiente:

Si el conjunto de vectores v1, . . . vm genera el espacio vectorial V , entonces siempre es posible
extraer un subconjunto que sea una base de V (necesitamos eliminar m− n vectores).

Si tenemos un conjunto de vectores linealmente independientes v1, . . . vm en un espacio vec-
torial finitamente generado V , entonces es posible encontrar vectores vm+1, . . . , vn tales que
{v1, . . . , vn} sea una base de V (necesitamos agregar dimV −m vectores).

Corolario 5.49. Sea V un espacio vectorial.

Si los vectores v1, . . . , vk ∈ V son linealmente independientes, entonces k ≤ dimV .

Si los vectores v1, . . . , vm ∈ V generan V , entonces m ≥ dimV .

Ejemplo 5.50. Let A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
1 1
1 1

)
∈ M(2 × 2) y supongamos que queremos

completarlas a una base de M(2× 2) (es claro que A y B son linealmente independientes, aśı
que esto tiene sentido). Como dim(M(2× 2)) = 4, sabemos que necesitamos 2 matrices más.

Tomamos cualquier matriz C /∈ span{A,B}, por ejemplo C =

(
0 1
0 0

)
. Finally we need a

matrix D /∈ span{A,B,C}. Podemos tomar, por ejemplo, D =

(
0 0
1 0

)
. Entonces A,B,C,D

es una base de M(2× 2).

Verifique que D /∈ span{A,B,C}

Encuentre otras matrices C ′ y D′ tales que {A,B,C ′, D′} sea una base de M(2× 2).

Dados los vectores ~v1 =

1
0
1

 , ~v2 =

4
0
4

 , ~v3 =

1
2
3

 , ~v4 =

0
2
1

 , ~v5 =

0
0
2

 , ~v6 =

2
1
5


y queremos encontrar un subconjunto de ellos que forme una base de R3.

Observe que, de entrada, no es claro que esto sea posible, porque sin cálculos adicionales no
sabemos si los vectores dados realmente generan R3. Si no lo hacen, entonces por supuesto es
imposible extraer de ellos una base.

Comencemos. Primero observe que necesitamos 3 vectores para una base, ya que dimR3 = 3.
Aśı que comenzamos con el primer vector no nulo, que es ~v1. Vemos que ~v2 = 4~v1, aśı
que lo descartamos. Conservamos ~v3 ya que ~v3 /∈ span{~v1}. Luego, ~v4 = ~v3 − ~v1, aśı que
~v4 ∈ span{~v1, ~v3} y lo descartamos. Un pequeño cálculo muestra que ~v5 /∈ span{~v1, ~v3}. Por
lo tanto, {~v1, ~v3, ~v5} es una base de R3.
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Observación 5.51. Presentaremos una manera más sistemática de resolver ejercicios de este
tipo en el Teorema 6.34 y en la Observación 6.35.

Teorema 5.52. Sea V un espacio vectorial con base {v1, . . . , vn}. Entonces todo x ∈ V puede
escribirse de manera única como combinación lineal de los vectores v1, . . . , vn.

Demostración. Tenemos que mostrar la existencia y unicidad de números c1, . . . , cn tales que w =
c1v1 + · · ·+ cnvn.

La existencia es clara, ya que el conjunto {v1, . . . , vn} es un conjunto de generadores de V (¡incluso
es una base!).
La unicidad se puede mostrar como sigue. Supongamos que hay números c1, . . . , cn y d1, . . . , dn
tales que w = c1v1 + · · · cnvn and w = d1v1 + · · · dnvn. Entonces se sigue que

O = w − w = c1v1 + · · · cnvn − (d1v1 + · · · dnvn) = (c1 − d1)v1 + · · · (cn − dn)vn.

Entonces todos los coeficientes c1 − d1, . . . , cn − dn deben ser cero porque los vectores v1, . . . , vn
son linealmente independientes. Por lo tanto se sigue que c1 = d1, . . . , cn = dn, lo cual muestra la
unicidad. Observe que el teorema también es verdadero si V = {O}, porque por definición la suma
vaćıa es igual a cero.

Si tenemos un espacio vectorial V y un subespacio W ⊂ V , entonces podemos preguntarnos cuál
es la relación entre sus dimensiones, porque W mismo es un espacio vectorial.

Lema 5.53. Sea V un espacio vectorial finitamente generado y sea W un subespacio. Entonces W
es finitamente generado y dimW ≤ dimV .

Demostración. Sea V un espacio vectorial finitamente generado con dimV = n < ∞. Sea W un
subespacio de V y supongamos que W no es finitamente generado. Entonces podemos construir un
sistema arbitrariamente grande de vectores linealmente independientes en W como sigue. Clearly,
W cannot be the trivial space, so we can choose w1 ∈ W \ {O} y ponemos W1 = span{w1}.
Entonces W1 es un subespacio finitamente generado de W ; por lo tanto W1 ( W y podemos es-
coger w2 ∈ W \ W1. Claramente, el conjunto {w1, w2} es linealmente independiente. Let us set
W2 = span{w1, w2}. Como W2 es un subespacio finitamente generado de W , se sigue que W2 (W
y podemos escoger w3 ∈ W \W2. Then the vectors w1, w2, w3 are linealmente independientes y
ponemos W3 = span{w1, w2, w3}. Continuando con este procedimiento podemos construir subes-
pacios W1 ( W2 ( · · · ( W con dimWk = k para todo k. En particular, podemos encontrar un
sistema de n+ 1 vectores linealmente independientes en W ⊆ V , lo cual contradice el hecho de que
cualquier sistema de más de n = dimV vectores en V debe ser linealmente dependiente, véase el
Corolario 5.49. Esto también muestra que cualquier sistema de más de n vectores en W debe ser
linealmente dependiente. Como una base de W consiste en vectores linealmente independientes, se
sigue que dimW ≤ n = dimV .

Teorema 5.54. Sea V un espacio vectorial finitamente generado y sea W ⊆ V un subespacio.
Entonces se cumple lo siguiente:

(i) dimW ≤ dimV .

(ii) dimW = dimV if and only if W = V .
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Demostración. (i) se sigue inmediatamente del Lema 5.53.

(ii) Si V = W , entonces claramente dimV = dimW . Para mostrar el rećıproco, suponemos que
dimV = dimW y tenemos que mostrar que V = W . Como antes, sea {w1, . . . , wk} una base
de W . Entonces estos vectores son linealmente independientes en W y, por lo tanto, también
en V . Como dimW = dimV , sabemos que estos vectores forman una base de V . Por lo tanto
V = span{w1, . . . , wm} = W .

Observación 5.55. Observe que (i) es verdadero incluso cuando V no es finitamente generado,
porque dimW ≤ ∞ = dimV cualquiera que sea dimW . Sin embargo, (ii) no es verdadero en
general para espacios vectoriales de dimensión infinita. In Example 5.56 (f) and (g) mostraremos
que dimP = dimC(R) a pesar de que P 6= C(R). (Recordemos que P es el conjunto de todos los
polinomios y que C(R) es el conjunto de todas las funciones continuas. Aśı, tenemos P ( C(R).)

Ahora damos algunos ejemplos de dimensiones de espacios.

Ejemplos 5.56. (a) dimRn = n, dimCn = n.

(b) dimM(m× n) = mn. Esto se sigue porque el conjunto de todas las matrices m× n Aij que
tienen un 1 en la i-ésima fila y la j-ésima columna y todas las demás entradas iguales a cero
forma una base de M(m× n), y hay exactamente mn matrices de este tipo.

(c) Sea Msym(n× n) el conjunto de todas las matrices simétricas n× n. Entonces dimMsym(n×
n) = n(n+1)

2 . Para ver esto, sea Aij la matriz n × n con aij = aji = 1 y todas las demás
entradas iguales a 0. Observe que Aij = Aji. No es dif́ıcil ver que el conjunto de todos los Aij
con i ≤ j forma una base de Msym(n × n). La dimensión de Msym(n × n) es el número de
matrices distintas de este tipo. ¿Cuántas hay? Si fijamos j = 1, entonces solo i = 1 es posible.
Si fijamos j = 2, entonces i = 1, 2 es posible, etc., hasta que para j = n los valores permitidos

para i son 1, 2, . . . , n. En total tenemos 1 + 2 + · · · + n = n(n+1)
2 posibilidades. Por ejemplo,

en el caso n = 2, las matrices son

A11 =

(
1 0
0 0

)
, A12 =

(
0 1
1 0

)
, A22 =

(
0 0
0 1

)
.

En el caso n = 3, las matrices son

A11 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , A12 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , A13 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

A22 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , A23 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , A33 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .

Convénzase de que los Aij forman una base de Msym(n× n).

(d) SeaMasym(n×n) el conjunto de todas las matrices antisimétricas n×n. Entonces dimMasym(n×
n) = n(n−1)

2 . Para ver esto, para i 6= j sea Aij la matriz n× n con aij = −aji = 1 y todas las
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demás entradas iguales a 0. No es dif́ıcil ver que el conjunto de todos los Aij con i < j forma
una base de Masym(n × n). ¿Cuántas de estas matrices hay? Si fijamos j = 2, entonces solo
i = 1 es posible. Si fijamos j = 3, entonces i = 1, 2 es posible, etc., hasta que para j = n los

valores permitidos para i son 1, 2, . . . , n− 1. En total tenemos 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) = n(n−1)
2

posibilidades. Por ejemplo, en el caso n = 2, la única matriz es

A12 =

(
0 1
−1 0

)
.

En el caso n = 3, las matrices son

A12 =

 0 1 0
−1 0 0

0 0 0

 , A13 =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , A23 =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 .

Convénzase de que los Aij forman una base de Masym(n× n).

Observación. Observe que dimMsym(n × n) + dimMasym(n × n) = n2 = dimM(n × n).
Esto no es una coincidencia. Observe que toda matriz n× n M puede escribirse como

M = 1
2 (M +M t) + 1

2 (M −M t)

y que 1
2 (M+M t) ∈Msym(n×n) y 1

2 (M−M t) ∈Masym(n×n). Además, es fácil verificar que
Msym(n×n)∩Masym(n×n) = {0}. Por lo tanto M(n×n) es la suma directa de Msym(n×n) y
Masym(n×n). (Para la definición de la suma directa de subespacios, véase la Definición 5.59).

(e) dimPn = n+ 1 ya que {1, X, . . . ,Xn} es una base de Pn y consiste en n+ 1 vectores.

(f) dimP =∞. Recordemos que P es el espacio de todos los polinomios.

Demostración. Sabemos que para todo n ∈ N, el espacio Pn es un subespacio de P . Por lo
tanto, para todo n ∈ N, debemos tener que n + 1 = dimPn ≤ dimP . Esto solo es posible si
dimP =∞.

(g) dimC(R) =∞. Recordemos que C(R) es el espacio de todas las funciones continuas.

Demostración. Como P es un subespacio de C(R), se sigue que dimP ≤ dim(C(R)), luego
dim(C(R)) =∞.

Ahora usamos el concepto de dimensión para clasificar todos los subespacios de R2 y R3. Ya sabemos
que, por ejemplo, las rectas y los planos que pasan por el origen son subespacios de R3. Ahora
podemos mostrar que no hay otros subespacios propios.

Subespacios de R2. Sea U un subespacio de R2. Entonces U debe tener una dimensión. Aśı
tenemos los siguientes casos:

dimU = 0. En este caso U = {~0} es el subespacio trivial.
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dimU = 1. Entonces U es de la forma U = span{~v1} con algún vector ~v1 ∈ R2 \ {~0}. Por lo
tanto U es una recta paralela a ~v1 que pasa por el origen.

dimU = 2. En este caso dimU = dimR2. Por lo tanto se sigue que U = R2 por el Teore-
ma 5.54 (ii).

dimU ≥ 3 no es posible porque 0 ≤ dimU ≤ dimR2 = 2.

En conclusión, los únicos subespacios de R2 son {~0}, las rectas que pasan por el origen y el propio
R2.

Subespacios de R3. Sea U un subespacio de R3. Entonces U debe tener una dimensión. Aśı
tenemos los siguientes casos:

dimU = 0. En este caso U = {~0} es el subespacio trivial.

dimU = 1. Entonces U es de la forma U = span{~v1} con algún vector ~v1 ∈ R3 \ {~0}. Por lo
tanto U es una recta paralela a ~v1 que pasa por el origen.

dimU = 2. Entonces U es de la forma U = span{~v1, ~v2} con vectores linealmente indepen-
dientes ~v1, ~v2 ∈ R3. Por lo tanto U es un plano paralelo a los vectores ~v1 y ~v2 que pasa por el
origen.

dimU = 3. En este caso dimU = dimR3. Por lo tanto se sigue que U = R3 por el Teore-
ma 5.54 (ii).

dimU ≥ 4 no es posible porque 0 ≤ dimU ≤ dimR3 = 3.

En conclusión, los únicos subespacios de R3 son {~0}, las rectas que pasan por el origen, los planos
que pasan por el origen y el propio R3.

Concluimos esta sección con la definición formal de rectas y planos.

Definición 5.57. Sea V un espacio vectorial con dimV = n y sea W ⊆ V un subespacio. Entonces
W se llama una

recta si dimW = 1,

plano si dimW = 2,

hiperplano si dimW = n− 1.

Observe que en R3 los hiperplanos son exactamente los planos.

Debeŕıa haber entendido

el concepto de base de un espacio vectorial de dimensión finita,

que un espacio vectorial dado tiene infinitas bases, pero el número de vectores en cualquier
base del espacio es el mismo,

por qué y cómo el concepto de dimensión ayuda a clasificar todos los subespacios de un
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espacio vectorial dado,

por qué una matriz A ∈ M(n × n) es invertible si y solo si sus columnas son una base de
Rn,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

verificar si un sistema de vectores es una base de un espacio vectorial dado,

encontrar una base para un espacio vectorial dado,

extender un sistema de vectores linealmente independientes a una base,

encontrar la dimensión de un espacio vectorial dado,

etc.

Ejercicios.

1. Encuentre bases para los espacios dados en los ejercicios del 1 al 10 de la sección 5,3.

2. Determine la dimensión de los siguientes espacios:

(a) En R4, los vectores


x
y
z
w

 tales que w = x+ y.

(b) Todos los vectores de la forma


a+ c
a− b
b+ c
−a+ b

.

(c)

{
A ∈M(2× 2) : A

(
1 −1
2 −2

)
=

(
0 0
0 0

)}
.

(d) Las soluciones del sistema homogéneo

x− 5y = 0,

2x− 3y = 0.

(e) Las soluciones del sistema homogéneo

x− 3y − z = 0,

−2x+ 2y − 3z = 0,

4x− 8y + 5z = 0.

(f) Las soluciones del sistema homogéneo

−x+ 3y − 2z = 0,

2x− 6y + 4z = 0,

−3x+ 9y − 6z = 0.

Last Change: Di 23. Jun 15:40:32 CEST 2026
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(g) V = span{cos 2t, sin2 t, cos2 t}.

3. En los siguientes ejercicios, determine si el conjunto de vectores dado es una base para el
espacio vectorial indicado.

(a) En M(2× 2);

(
3 1
0 0

)
,

(
3 2
0 0

)
,

(
−5 1

0 6

)
,

(
0 1
0 −7

)
.

(b) En W = {(x, y) ∈ R2 : 3x− y = 0};
(

1
3

)
.

(c) En R4;


0
0
1
1

,


−1

1
1
2

,


1
1
0
0

,


2
1
2
1

.

(d) En P2; 5− x2, 3x.

(e) En P3; x3 − x, x3 + x2, x2 + 1, x− 1.

4. En R4, encontrar una base para el subespacio U = {~x ∈ R4 : 〈~x , (2,−3, 0, 4)〉 = 0}. (Observe
que U es un hiperplano en R4.)

5. En R3, considere la recta L : x
5 = y

3 = 2z. Encuentre una base para L y complétela a una
base de R3.

6. Encuentre una base para el plano E : 2x + y − 5z = 0 y complétela a una base de R3.
Represéntela gráficamente (Existe una forma natural de hacerlo. ¿Cuál?).

7. Encuentre una base para R4 que contenga a los vectores


1
0
1
0

 y


−1

1
0
1

.

8. Muestre que los vectores

(
a
b

)
,

(
−b
a

)
forman una base de R2 si ab 6= 0. Muestre también que(

a
b

)
⊥
(
−b
a

)
.

9. Demuestre que {1 − x2, 1 + x2} es una base del subconjunto de P2 cuya primera derivada
evaluada en cero vale cero. Complete esta base a una base de todo P2.

10. ¿Para qué valores de α los vectores

 α5

1 + α
0

,

α0
2

,

3− α
0
1

 generan todo R3?

11. (a) En M(n × n), muestre que n2 matrices tales que en todas su entrada ann vale cero no
pueden ser linealmente independientes.

(b) En Pn, muestre que n + 1 polinomios cuya primera derivada evaluada en cero se anula
no pueden ser linealmente independientes.

(c) En Pn, ¿existen n + 1 polinomios linealmente independientes tales que el coeficiente de
x0 es 1?
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5.5. Intersecciones y sumas de espacios vectoriales

En esta sección construiremos nuevos subespacios a partir de subespacios dados. Veremos que la
intersección de dos espacios vectoriales es nuevamente un espacio vectorial, mientras que la unión
en general no lo es.

Proposición 5.58. Sean U,W subespacios de un espacio vectorial V . Entonces su intersección
U ∩W es un subespacio de V .

Demostración. Claramente, U ∩W 6= ∅ porque O ∈ U y O ∈ W , de donde O ∈ U ∩W . Ahora
sean z1, z2 ∈ U ∩W y c ∈ K. Entonces z1, z2 ∈ U y por lo tanto z1 + cz2 ∈ U , porque U es un
espacio vectorial. Análogamente se sigue que z1 + cz2 ∈W , de donde z1 + cz2 ∈ U ∩W .

Observe que U ∩W es el subespacio más grye que está contenido tanto en U como en W .

Por ejemplo, la intersección de dos planos en R3 que pasan por el origen es o bien ese mismo
plano (si los dos planos originales son el mismo plano), o bien una recta que pasa por el origen. En
cualquier caso, es un subespacio de R3.

Observe, sin embargo, que en general la unión de dos espacios vectoriales no es un espacio vectorial.
Por ejemplo, en R2 las rectas L : y = 0 (este es el eje x) y G : x = 0 (este es el eje y) son
subespacios y su unión L∪G consiste exactamente en ambos ejes. Esto claramente no es un espacio
vectorial, porque no es cerrado bajo sumas. Por ejemplo, ~e1 ∈ L ⊆ L ∪G y ~e2 ∈ G ⊆ L ∪G, pero
~e1+~e2 /∈ L∪G. Para convertirlo en un espacio vectorial, necesitamos incluir todas las combinaciones
lineales que faltan. El espacio que obtenemos de esta manera se llama una suma directa; véase la
Definición 5.59.

Ejercicio. Dé más ejemplos de dos subespacios cuya unión no sea un espacio vectorial.

Dé un ejemplo de dos subespacios cuya unión sea un espacio vectorial.

Question 5.1. Unión de subespacios.

¿Puede encontrar un criterio que deban satisfacer los subespacios para que su unión sea un subes-
pacio?

Definamos la suma y la suma directa de espacios vectoriales.

Definición 5.59. Sean U,W subespacios de un espacio vectorial V . Entonces la suma de los
espacios vectoriales U y W se define como

U +W = {u+ w : u ∈ U, w ∈W}. (5.8)

Si además U ∩W = {O}, entonces la suma se llama la suma directa de U y W , y se escribe U ⊕W
en lugar de U +W .

Observación. Sean U,W subespacios de un espacio vectorial V . Entonces U +W es nuevamente
un subespacio de V .
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Demostración. Claramente, U +W 6= ∅ porque O ∈ U y O ∈W , de donde O+O = O ∈ U +W .
Ahora sean z1, z2 ∈ U+W y c ∈ K. Entonces existen u1, u2 ∈ U y w1, w2 ∈W tales que z1 = u1+w1

y z2 = u2 + w2. Por lo tanto

z1 + cz2 = u1 + w1 + c(u2 + w2) = (u1 + cu2) + (w1 + cw2) ∈ U +W

y U +W es un subespacio por la Proposición 5.10.

Observe que U +W consiste en todas las combinaciones lineales posibles de vectores de U y de W .
Obtenemos inmediatamente las siguientes observaciones.

Observación 5.60. (i) Suponga que U = span{u1, . . . , uk} y que W = span{w1, . . . , wj},
entonces U +W = span{u1, . . . , uk, w1, . . . , wj}.

(ii) El espacio U +W es el espacio vectorial más pequeño que contiene tanto a U como a W .

Ejemplos 5.61. (i) Sea V un espacio vectorial y sea U ⊆ V un subespacio. Entonces siempre
tenemos:

(a) U + {O} = U ⊕ {O} = U ,

(b) U + U = U ,

(c) U + V = V .

Si U y W son subespacios de V , entonces

(a) U ⊆ U +W y W ⊆ U +W .

(b) U +W = U if y only if W ⊆ U .

(ii) Sean U y W rectas en R2 que pasan por el origen. Entonces son subespacios de R2 y tenemos
que U +W = U si las rectas son paralelas y U +W = R2 si no son paralelas.

(iii) Sean U y W rectas en R3 que pasan por el origen. Entonces son subespacios de R3 y tenemos
que U + W = U si las rectas son paralelas; de lo contrario, U + W es el plano que contiene
ambas rectas.

(iv) Sea U una recta y sea W un plano en R3, ambos pasando por el origen. Entonces son subes-
pacios de R3 y tenemos que U +W = W si la recta U está contenida en W . Si no, entonces
U +W = R3.

Demuestre las afirmaciones de los ejemplos anteriores.

Recordemos que la intersección de dos subespacios es nuevamente un subespacio; véase la Propo-
sición 5.58. La fórmula para la dimensión de la suma de dos espacios vectoriales en la siguiente
proposición se puede entender como sigue: Si sumamos las dimensiones de los dos espacios vecto-
riales, entonces contamos dos veces la parte que es común a ambos espacios; por lo tanto, tenemos
que restar su dimensión para obtener la dimensión correcta de la suma de los espacios vectoriales.
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Proposición 5.62. Sean U,W subespacios de un espacio vectorial V . Entonces

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

En particular, dim(U +W ) = dimU + dimW si U ∩W = {O}.

Demostración. Sean dimU = k y dimW = m. Recordemos que U ∩W es un subespacio de V y que
U ∩W ⊆ U y U ∩W ⊆W . Sea v1, . . . , v` una base de U ∩W . Por el Teorema 5.48, podemos com-
pletarla a una base v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk of U . De manera similar, podemos completarla a una
base v1, . . . , v`, w`+1, . . . , wm of W . Ahora afirmamos que v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk, w`+1, . . . , wm
es una base de U +W .

Primero mostramos que los vectores v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk, w`+1, . . . , wm generan U +W .
Esto se sigue de la Observación 5.60 y de

U +W = span{v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk}+ span{v1, . . . , v`, w`+1, . . . , wm}
= span{v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk, v1, . . . , v`, w`+1, . . . , wm}
= span{v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk, w`+1, . . . , wm}.

Ahora mostramos que los vectores v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk, w`+1, . . . , wm son linealmente
independientes. Sean α1, . . . , αn, β`+1, . . . , βm ∈ R tales que

α1v1 + · · ·+ α`v` + α`+1u`+1 + · · ·+ αkuk + β`+1w`+1 + · · ·+ βmwm = O.

Se sigue que

α1v1 + · · ·+ α`v` + α`+1u`+1 + · · ·+ αkuk︸ ︷︷ ︸
∈U

= −(β`+1w`+1 + · · ·+ βmwm)︸ ︷︷ ︸
∈W

(5.9)

y por lo tanto −(β`+1w`+1 + · · · + βmwm) ∈ U ∩W ; de aqúı que debe ser una combinación
lineal de los vectores v1, . . . , v`, porque estos son una base de U ∩W . Aśı podemos encontrar
γ1, . . . , γ` ∈ R tales que γ1v1 + · · ·+ γ`v` = −(β`+1w`+1 + · · ·+ βmwm). Esto implica que

γ1v1 + · · ·+ γ`v` + β`+1w`+1 + · · ·+ βmwm = O.

Como los vectores v1, . . . , v`, w`+1, . . . , wm forman una base de W , son linealmente inde-
pendientes, y concluimos que γ1 = · · · = γ` = β`+1 = · · · = βm = 0. Sustituyendo en (5.9),
obtenemos

α1v1 + · · ·+ α`v` + α`+1u`+1 + · · ·+ αkuk = O,

de donde α1 = · · · = αk = 0.

Se sigue que

dim(U +W ) = #{v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk, w`+1, . . . , wm}
= `+ (k − `) + (m− `)
= k +m− `
= dimU + dimW − dim(U ∩W )

porque los vectores v1, . . . , v`, u`+1, . . . , uk son una base de U .
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Ejemplos 5.63. En R3 considere los subespacios E,F,G dados por E : 2x − y + 3z = 0, F =
span{~v, ~w} y G = span{~a} donde

~v =

0
1
2

 , ~w =

1
0
1

 , ~a =

−4
3
2

 .

Encuentre E ∩ F , E + F , E ∩G, E +G y F ∩G, F +G, y sus dimensiones.

Solución. Claramente, E y F son planos en R3 y G es una recta.

E ∩ F Observe que los vectores normales ~nE de E y ~nF de F son

~nE =

 2
−1

3

 , ~nF = ~v × ~w =

 1
2
−1

 .

Solución 1. La forma normal de F es F : x+ 2y − z = 0. Un punto (x, y, z) pertenece a E ∩ F si y
solo si sus coordenadas satisfacen simultáneamente las ecuaciones de E y F . Por lo tanto obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:

2x− y + 3z = 0,
x+ 2y − z = 0.

Un cálculo corto (Gauß-Jordan) muestra que el conjunto de soluciones es la recta H : x = −y = −z,
o, en forma vectorial,

H = span{~b} donde ~b =

−1
1
1

 . (∗)

Solución 2. También podemos usar las formas vectoriales de E y F . Para escribir E en forma
vectorial, solo necesitamos escoger dos vectores ~r, ~s que sean paralelos a E, por ejemplo

E = span{~r, ~s} donde ~r =

1
2
0

 , ~s =

1
5
1

 .

Un vector ~x = (x, y, z)t pertenece a E ∩ F si y solo si ~x es una combinación lineal de ~v, ~w y una
combinación lineal de ~r,~s, es decir, si y solo si existen α, β, γ, δ ∈ R tales que α~v+ β ~w = γ~r+ δ~s, o

α~v + β ~w − γ~r − δ~s = ~0.

Escribiendo esto como un sistema para las incógnitas α, β, γ, δ ∈ R, obtenemos

β − γ − δ = 0,
α − 2γ − 5δ = 0,

2α+ β − δ = 0.

Un cálculo directo muestra que la solución general es α = t, β = −t, γ = −2t, δ = t. Por lo tanto

E ∩ F = {t~v − t~w : t ∈ R} = {t(~v − ~w) : t ∈ R} = span{~v − ~w} = span{~b} = H
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o equivalentemente

E ∩ F = {−2t~r + t~s : t ∈ R} = {t(−2~r − ~s) : t ∈ R} = span{−2~r − ~s} = span{~b} = H

con ~b y H como en (∗).

E + F Solución 1. Sabemos que E + F = span{~v, ~w,~r,~s}. Ahora, de manera similar al Ejem-
plo 5.50, vemos que los vectores ~v, ~w,~r son linealmente independientes; por lo tanto, la dimensión
de E + F es mayor o igual que 3. Como es un subespacio de R3, debe ser igual a R3. (También
podŕıamos usar el Teorema 6.34 y la Observación 6.35 para encontrar un sistema de generadores
de E + F .)

Solución 2. Sabemos que

dim(E + F ) = dimE + dimF − dim(E ∩ F ) = 2 + 2− 1 = 3.

Como E + F ⊆ R3, se sigue que E + F = R3.

E ∩G Sustituimos la forma paramétrica de G en la forma normal de E y obtenemos como con-
dición para la intersección que

0 = 2(−4t)− 3t+ 3 · (−t) = −14t.

La única solución es t = 0, lo cual implica que E ∩G = {O}.

E +G Es fácil ver que los tres vectores ~r,~s,~a son linealmente independientes; por lo tanto generan

R3 y de ah́ı E +G = span{~r,~s,~a} = R3.
Alternativamente, podŕıamos usar que dim(E +G) = dimE + dimG− dim(E ∩G) = 2 + 1− 0 = 3
para concluir que E +G = R3.

F ∩G Es fácil ver que los tres vectores ~v, ~w,~a son linealmente dependientes. De hecho, ~a = 2~v−4~w.
Por lo tanto G ⊆ F y, en consecuencia, G ∩ F = G.

F +G De lo anterior se sigue que F +G = span{~v, ~w,~a} = span{~v, ~w} = F .

De lo anterior, es claro que dim(E ∩ F ) = 1, dim(E + F ) = 3, dim(E ∩ G) = 0, dim(E + G) = 3,
dim(F ∩G) = 2, dim(F +G) = 3.

�

Ejemplo 5.64. En R5 considere los subespacios U = {(x, y, z, r, s) : 2x + y + 5z + 4s = 0} y
W = {(x, y, z, r, s) : x+ y + 4z + 3s = 0, 3x+ y + 6z + 4r + 6s = 0}. Encuentre U ∩W , U +W y
sus dimensiones.

Solución. U ∩W Es fácil ver que dimU = 4 y dimW = 3.
Solución 1. Un punto (x, y, z, r, s) pertenece a U ∩W si y solo si satisface el siguiente sistema de
ecuaciones lineales

2x+ y + 5z + 4s = 0,
x+ y + 4z + 3s = 0,

3x+ y + 6z + 4r + 6s = 0.

Esto se puede resolver con eliminación de Gauß-Jordan2 1 5 0 4
1 1 4 0 3
3 1 6 4 6

 −→
0 −1 −3 0 −2

1 1 4 0 3
0 −2 −6 4 −3

 −→
0 −1 −3 0 −2

1 0 1 0 1
0 0 0 4 1

 −→
1 0 1 0 1

0 1 3 0 2
0 0 0 4 1


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Por lo tanto, dim(U ∩W ) = 2 y

U ∩W =

(x, y, z, r, s) :

x+ z + s = 0

y + 3z + 2s = 0

4r + s = 0

 = span




−4
−8

0
−1

4

 ,


−1
−3

1
0
0


 . (5.10)

Solución 2. Podemos usar formas vectoriales de U y W . Escogemos cualquier conjunto de vectores li-
nealmente independientes ~u1, ~u2, ~u3, ~u4 in U y ~w1, ~w2, ~w3 enW . Entonces U = span{~u1, ~u2, ~u3, ~u4}
y W = span{~w1, ~w2, ~w3}. Por ejemplo, podemos tomar

~u1 =


1
−2

0
0
0

 , ~u2 =


0
−5

1
0
0

 , ~u3 =


0
−4

0
0
1

 , ~u4 =


0
0
0
1
0

 , ~w1 =


−3
−3

0
0
2

 , ~w2 =


−2

2
0
1
0

 , ~w3 =


−1
−3

1
0
0

 .

Entonces ~x ∈ U ∩W si es una combinación lineal tanto de los ~uj como de los ~wj , es decir,

~x = α1~u1 + α2~u2 + α3~u3 + α4~u4

= β1 ~w1 + β2 ~w2 + β3 ~w3

para algunos αj , βj ∈ R. Si tomamos la diferencia de los lados derechos, obtenemos

~0 = α1~u1 + α2~u2 + α3~u3 + α4~u4 − β1 ~w1 − β2 ~w2 − β3 ~w3 =


1 0 0 0 −3 −2 −1
−2 −5 −4 0 −3 2 −3

0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 2 0 0





α1

α2

α3

α4

β1

β2

β3


.

Resolvemos este sistema usando eliminación de Gauß-Jordan:
1 0 0 0 −3 −2 −1
−2 −5 −4 0 −3 2 −3

0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 2 0 0

 −→ · · · −→


1 0 0 0 −3 −2 −1
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 2 0 0
0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 −1 −2 0

 .

La solución general es 

α1

α2

α3

α4

β1

β2

β3


= t



−1
1
0
0
0
0
1


+ s



−4
0
4
−1
−2

1
0


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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

216 5.5. Intersecciones y sumas de espacios vectoriales

y por lo tanto

U ∩W = {(−t− 4s)~u1 + t~u2 + 4s~u3 − s~u4 : t, s ∈ R}
= {t(−~u1 + ~u2) + s(−4~u1 + 4~u3 − ~u4) : t, s ∈ R}
= span{−~u1 + ~u2, −4~u1 + 4~u3 − ~u4}

o equivalentemente

U ∩W = {−2s~w1 + s~w2 + t~w3 : t, s ∈ R} = {s(−2~w1 + ~w2) + t~w3 : t, s ∈ R}
= span{−2~w1 + ~w2, ~w3}.

Este es, por supuesto, el mismo resultado que en (5.10).

U +W Sabemos que dim(U + W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ) = 4 + 3 − 2 = 5 = dimR5,

por lo tanto U +W = R5. �

Ahora debeŕıa haber entendido

el concepto de suma y suma directa de dos subespacios,

por qué la fórmula dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ) tiene sentido,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

encontrar la intersección de dos espacios vectoriales y su dimensión,

encontrar la suma de dos espacios vectoriales y su dimensión,

decidir si la suma de dos espacios vectoriales es una suma directa,

etc.

Ejercicios.

1. En R4, sean U = span




1
5
2
−5

 ,


−3

4
1
−3


 y

V = {~x ∈ R4 : 〈~x , (1, 2,−2,−1)t〉 = 0, 〈~x , (2, 5,−5, 1)t〉 = 0}. Determine U ∩ V , U + V y
dim(U + V ).

2. En R3 muestre que si E,F son planos no paralelos que pasan por el origen, entonces
E + F = R3.

3. Sea V el subespacio de las matrices triangulares superiores y W el subespacio de las matrices
triangulares inferiores. Muestre que M(n× n) = V +W . ¿Es directa esta suma?

4. Muestre que M(3× 3) = Msym(3× 3)⊕Masym(3× 3). (Pista: Basta demostrar que
Msym(3× 3) ∩Masym(3× 3) = {O} ¿Por qué es suficiente mostrar esto?).
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5. Sean U, V subespacios de Rn, responda las siguientes preguntas.

(a) Si dimU + dimV = n ¿se sigue que U + V = Rn?

(b) Si Rn = U + V y n = dimU + dimV ¿se sigue que U ∩ V = {~0}?

6. Sea V ⊆ Rn un subespacio de dimensión k. Demuestre que existe V ′ subespacio de Rn tal
que Rn = V ⊕V ′ (Hint: Escoja una base de V y complétela a una base de Rn, ¿cómo se debe
tomar V ′?).

7. Sean U, V ⊆ Rn subespacios. Muestre que ~0 se escribe de forma única como la suma de un
elemento de U con un elemento de V si y solo si U ∩ V = {~0}. (En tal caso U + V = U ⊕ V .)

8. Suponga que U, V,W ⊆ R5 con dimU = 2, dimV = 3 y dimW = 4.

(a) ¿Cuáles son las posibilidades para dimU ∩ V y dimU + V ? Dé ejemplos para cada caso.

(b) ¿Cuáles son las posibilidades para dimU ∩W y dimU+W? Dé ejemplos para cada caso.

(c) ¿Cuáles son las posibilidades para dimV ∩W y dimV +W? Dé ejemplos para cada caso.

5.6. Resumen

Sea V un espacio vectorial sobre K y sean v1, . . . , vk ∈ V .

Combinaciones lineales e independencia lineal

Un vector w se llama una combinación lineal de los vectores v1, . . . , vk si existen escalares
α1, . . . , αk ∈ K tales que

w = α1v1 + · · ·+ αkvk.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores v1, . . . , vk es un subespacio
de V , llamado el espacio generado por los vectores v1, . . . , vk o el subespacio generado por los
vectores v1, . . . , vk. Notación:

span{v1, . . . , vk} := span{v1, . . . , vk} := {w ∈ V : w es combinación lineal de v1, . . . , vk}
= {α1v1 + · · ·+ αkvk : α1, . . . , αk ∈ K}.

Los vectores v1, . . . , vk se llaman linealmente independientes si la ecuación

α1v1 + · · ·+ αkvk = O

tiene solamente la solución trivial α1 = · · · = αk = 0.

Base y dimensión

Un sistema v1, . . . , vm de vectores en V se llama una base de V si es linealmente independiente
y span{v1, . . . , vm} = V .

Un espacio vectorial V se llama finitamente generado si tiene una base finita. En este caso,
toda base de V tiene el mismo número de vectores. El número de vectores necesarios para
una base de un espacio vectorial V se llama la dimensión de V .
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Si V no es finitamente generado, ponemos dimV =∞.

Para v1, . . . , vk ∈ V , se sigue que dim(span{v1, . . . , vk}) ≤ k con igualdad si y solo si los
vectores v1, . . . , vk son linealmente independientes.

Si V es finitamente generado, entonces todo sistema linealmente independiente de vectores
v1, . . . , vk ∈ V se puede extender a una base de V .

Si V = span{v1, . . . , vk}, entonces V tiene una base que consiste en un subsistema de los
vectores dados v1, . . . , vk.

Si U es un subespacio de V , entonces dimU ≤ dimV .

Si V es finitamente generado y U es un subespacio de V , entonces dimU = dimV si y solo si
U = V . Esta afirmación es falsa si dimV =∞.

dim{O} = 0 y {O} tiene la base única ∅.

Ejemplos de dimensiones de algunos espacios vectoriales:

dim{O} = 0,

dimRn = n, dimCn = n,

dimM(m× n) = mn,

dimMsym(n× n) = n(n+1)
2 ,

dimMasym(n× n) = n(n−1)
2 ,

dimPn = n+ 1,

dimP =∞,

dimC(R) =∞.

Independencia lineal, propiedad generadora y bases en Rn y Cn

Sean ~v1, . . . , ~vk ∈ Rn o Cn y sea A = (~v1| . . . |~vk) ∈ M(n × k) la matriz cuyas columnas son los
vectores dados.

span{~v1, . . . , ~vk} = Rn si y solo si el sistema A~x = ~b tiene al menos una solución para todo
~b ∈ Rn.

Los vectores ~v1, . . . , ~vk son linealmente independientes si y solo si el sistema A~x = ~0 tiene
solamente la solución trivial ~x = ~0.

Los vectores ~v1, . . . , ~vk son una base de Rn si y solo si k = n y A es invertible.
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Intersecciones y sumas de subespacios

Sea V un espacio vectorial y sean U,W subespacios de V . Entonces

U ∩W := {v ∈ V : v ∈ U y v ∈W},
U ∪W := {v ∈ V : v ∈ U o v ∈W},
U +W := {u+ w : u ∈ U,w ∈W}.

Observe que U ∩W ⊆ U ⊆ U ∪W ⊆ U +W and W ∩ U ⊆W ⊆ U ∪W ⊆ U +W .

U ∩W y U +W son subespacios de V

U ∪W en general no es un subespacio.

La suma de U y W se llama una suma directa y se denota por U ⊕W si U ∩W = {O}.

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

5.7. Ejercicios

1. Sea X el conjunto de todas las funciones de R a R. Demuestre que X con la suma y producto
con números en R es un espacio vectorial.

De los siguientes subconjuntos de X, diga si son subespacios de X.

(a) Todas las funciones acotadas de R a R.

(b) Todas las funciones constantes.

(c) Todas las funciones continuas.

(d) Todas las funciones continuas con f(3) = 0.

(e) Todas las funciones continuas con f(3) = 4.

(f) Todas las funciones con f(3) > 0.

(g) Todas las funciones pares.

(h) Todas las funciones impares.

(i) Todos los polinomios.

(j) Todas las funciones no negativas.

(k) Todos los polinomios de grado ≥ 4.

2. Sean A ∈M(m× n) y sea ~a ∈ Rk.

(a) Demuestre que U = {A~x : ~x ∈ Rn} es un subespacio de Rm.

(b) ¿Los conjuntos R = {~x ∈ Rn : A~x = (1, 1, . . . , 1)t} y S = {~x ∈ Rn : A~x 6= 0} son
subespacios de Rn?

3. Sean A ∈M(m× n) y sea ~a ∈ Rk.
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(a) ¿El conjunto T = {~x ∈ Rk : 〈~x,~a〉 = 0} es un subespacio de Rk?

(b) ¿Los conjuntos

S1 = {~x ∈ Rk : ‖~x‖ = 1}, B1 = {~x ∈ Rk : ‖~x‖ ≤ 1}, F = {~x ∈ Rk : ‖~x‖ ≥ 1}

son subespacios de Rk?

4. Considere el conjunto R2 con las siguientes operaciones:

⊕ : R2 × R2 → R2,

(
x1

x2

)
⊕
(
y1

y2

)
=

(
x1 + y2

x2 + y1

)
,

� : R× R2 → R2, λ�
(
x1

x2

)
=

(
λx1

λx2

)
.

¿Es R2 con esta suma y producto con escalares un espacio vectorial?

5. Considere el conjunto R2 con las siguientes operaciones:

� : R2 × R2 → R2,

(
x1

x2

)
�

(
y1

y2

)
=

(
x1 + y1

0

)
,

� : R× R2 → R2, λ�

(
x1

x2

)
=

(
λx1

λx2

)
.

¿Es R2 con esta suma y producto con escalares un espacio vectorial?

6. (a) Sea V = (−π2 ,
π
2 ) y defina suma ⊕ : V × V → V y producto con escalar � : R× V → V

por

x⊕ y = arctan(tan(x) + tan(y)), λ� x = arctan(λ tan(x))

para todo x, y ∈ V, λ ∈ R. Demuestre que (V,⊕,�) es un espacio vectorial sobre R.

(b) Una generalización de la construcción en (a) es lo siguiente:

Sea V un conjunto y f : Rn → V una función biyectiva. Entonces V es un espacio
vectorial con suma y producto con escalar definido aśı:

x⊕ y = f(f−1(x) + f−1(y)), λ� x = f(λf−1(x))

para todo x, y ∈ V, λ ∈ R.

7. Sea U un subespacio de Rn. Demuestre que Rn \ U no es un subespacio de Rn.

8. Sean m,n ∈ N. Demuestre que M(m×n,R) con la suma y producto con números en R es un
espacio vectorial.

De los siguientes subconjuntos de M(n× n), diga si son subespacios.
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(a) Todas las matrices con a11 = 0.

(b) Todas las matrices con a11 = 3.

(c) Todas las matrices con a12 = µa11 para un µ ∈ R fijo.

(d) Todas las matrices cuya primera columna coincide con la última columna.

Para los siguientes numerales supongamos que n = m.

(e) Todas las matrices simétricas (es decir, todas las matrices A con At = A).

(f) Todas las matrices que no son simétricas.

(g) Todas las matrices antisimétricas (es decir, todas las matrices A con At = −A).

(h) Todas las matrices diagonales.

(i) Todas las matrices triangulares superiores.

(j) Todas las matrices triangulares inferiores.

(k) Todas las matrices invertibles.

(l) Todas las matrices no invertibles.

(m) Todas las matrices con detA = 1.

9. Demuestre que

V =



x1

x2

x3

x4

 :
x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0,

x1 − x2 + x3 + 7x4 = 0


es un subespacio de R4.

10. Demuestre que

W =



x1

x2

x3

x4

 :
3x1 − x2 − 2x3 − x4 = 3,

4x1 + x2 + x3 + 7x4 = 5


es un subespacio af́ın de R4.

11. Considere los sistemas de ecuaciones lineales

(1)


x+ 2y + 3z = 0,

4x+ 5y + 6z = 0,

7x+ 8y + 9z = 0

 , (2)


x+ 2y + 3z = 3,

4x+ 5y + 6z = 9,

7x+ 8y + 9z = 15

 .

Sea U el conjunto de todas las soluciones de (1) y W el conjunto de todas las soluciones de
(2). Note que se pueden ver como subconjuntos de R3.

(a) Demuestre que U es un subespacio de R3 y descŕıbalo geométricamente.
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(b) Demuestre que W no es un subespacio de R3.

(c) Demuestre que W es un subespacio af́ın de R3 y descŕıbalo geométricamente.

12. (a) Sean v1 =

(
1
2

)
, v2 =

(
−2

5

)
∈ R2. Escriba v =

(
3
0

)
como combinación lineal de v1 y

v2.

(b) ¿Es v =

1
2
5

 combinación lineal de v1 =

1
7
2

 , v2 =

1
5
2

?

(c) ¿Es A =

(
13 −5
50 8

)
combinación lineal de

A1 =

(
1 0
2 2

)
, A2 =

(
0 1
−2 2

)
, A3 =

(
2 1
5 0

)
, A4 =

(
1 −1
5 2

)
?

13. (a) ¿Los vectores v1 =

1
2
3

 , v2 =

2
2
5

 , v3 =

3
0
1

 son linealmente independientes en R3?

(b) ¿Los vectores v1 =

 1
−2

2

 , v2 =

1
7
2

 , v3 =

1
5
2

 son linealmente independientes en

R3?

(c) ¿Los vectores p1 = X2−X + 2, p2 = X + 3, p3 = X2− 1 son linealmente independientes
en P2? ¿Son linealmente independientes en Pn para n ≥ 3?

(d) ¿Los vectores A1 =

(
1 3 1
−2 2 3

)
, A2 =

(
1 7 3
2 −1 2

)
, A3 =

(
1 −1 0
5 2 8

)
son lineal-

mente independientes en M(2× 3)?

14. Sean ~v1, . . . , ~vk, ~w ∈ Rn. Suponga que ~w 6= ~0 y que ~w ∈ Rn es ortogonal a todos los vectores
~vj . Demuestre que ~w /∈ span{~v1, . . . , ~vm}. ¿Se sigue que el sistema ~w,~v1, . . . , ~vm es linealmente
independiente?

15. Determine si span{a1, a2, a3, a4} = span{v1, v2, v3} para

a1 =

0
1
5

 , a2 =

1
0
3

 , a3 =

 1
2
13

 , a4 =

 2
1
11

 , v1 =

 5
−3
0

 , v2 =

1
1
8

 , v3 =

 1
−1
−2

.

16. (a) ¿Las siguientes matrices generan el espacio de todas las matrices simétricas 2× 2?

A1 =

(
2 0
0 7

)
, A2 =

(
13 0
0 5

)
, A3 =

(
0 3
3 0

)
,

Si no lo hacen, encuentre un M ∈Msym(2× 2) \ span{A1, A2, A3}.

Last Change: Di 23. Jun 15:40:32 CEST 2026
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(b) ¿Las siguientes matrices generan el espacio de todas las matrices simétricas 2× 2?

B1 =

(
2 0
0 7

)
, B2 =

(
13 0
0 5

)
, B3 =

(
0 3
−3 0

)
,

(c) ¿Las siguientes matrices generan el espacio de las matrices triangulares superiores 2×2?

C1 =

(
6 0
0 7

)
, C2 =

(
0 3
0 5

)
, C3 =

(
10 −7
0 0

)
.

Si no, encuentre una matriz M triangular superior que no pertenece a span{C1, C2, C3}.

17. Sea n ∈ N y sea V el conjunto de las matrices simétricas n × n con la suma y producto con
λ ∈ R usual.

(a) Demuestre que V es un espacio vectorial sobre R.

(b) Encuentre matrices que generan V . ¿Cuál es el número mı́nimo de matrices que se
necesitan para generar V ?

18. Determine si los siguientes conjuntos de vectores son bases del espacio vectorial indicado.

(a) v1 =

(
1
2

)
, v2 =

(
−2

5

)
; R2.

(b) A =

(
1 3
2 1

)
, B =

(
5 3
1 2

)
, C =

(
0 1
−2 2

)
, D =

(
2 1
5 0

)
; M(2× 2).

(c) p1 = 1 + x, p2 = x+ x2, p3 = x2 + x3, p4 = 1 + x+ x2 + x3; P3.

19. (a) Es F el plano dado por F : 2x − 5y + 3z = 0. Demuestre que F es subespacio de R3 y
encuentre vectores ~u y ~w ∈ R3 tal que F = span{~u, ~w}.

(b) Sean v1 =

1
7
3

 , v2 =

−5
1
2

 ∈ R3. Sea E el plano E = span{v1, v2}. Escriba E en la

forma E : ax+ by + cz = d.

(c) Encuentre un vector w ∈ R3, distinto de v1 y v2, tal que span{v1, v2, w} = E.

(d) Encuentre un vector v3 ∈ R3 tal que span{v1, v2, v3} = R3.

20. (a) Encuentre una base para el plano E : x− 2y + 3z = 0 en R3.

(b) Complete la base encontrada en (i) a una base de R3.

21. Sea F := {(x1, x2, x3, x4)t : 2x1 − x2 + 4x3 + x4 = 0}.

(a) Demuestre que F es un subespacio de R4

(b) Encuentre una base para F y calcule dimF .
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

224 5.7. Ejercicios

(c) Complete la base encontrada en (ii) a una base de R4.

22. Sea G := {(x1, x2, x3, x4)t : 2x1 − x2 + 4x3 + x4 = 0, x1 − x2 + x3 + 2x4 = 0}.

(a) Demuestre que G es un subespacio de R4

(b) Encuentre una base para G y calcule dimG.

(c) Complete la base encontrada en (ii) a una base de R4.

23. Sean v1 =

1
2
3

 , v2 =

0
4
1

 , v3 =

4
2
5

 , v4 =

2
8
3

 , v5 =

1
0
1

.

Determine si estos vectores generan el espacio R3. Si lo hacen, escoja una base de R3 de los
vectores dados.

24. Sean C1 =

(
6 0
0 7

)
, C2 =

(
6 3
0 12

)
, C3 =

(
6 −3
0 2

)
, C4 =

(
12 −9
0 −1

)
.

Determine si estas matrices generan el espacio de las matrices triangulares superiores 2 × 2.
Si lo hacen, escoja una base de las matrices dadas.

25. Sean p1 = x2 + 7, p2 = x + 1, p3 = 3x3 + 7x. Determine si los polinomios p1, p2, p3 son
linealmente independientes. Si lo son, complételos a una base en P3.

26. Para los siguientes conjuntos, determine si son espacios vectoriales. Si lo son, calcule su di-
mensión.

(a) M1 = {A ∈M(n× n) : A es triangular superior}.
(b) M2 = {A ∈M(n× n) : A tiene ceros en la diagonal}.
(c) M3 = {A ∈M(n× n) : At = −A}.
(d) M4 = {p ∈ P5 : p(0) = 0}.

27. Para los siguientes sistemas de vectores en el espacio vectorial V , determine la dimensión del
espacio vectorial generado por ellos y escoja un subsistema de ellos que es base del espacio
vectorial generado por los vectores dados. Complete este subsistema a una base de V .

(a) V = R3, ~v1 =

1
2
3

 , ~v2 =

3
2
7

 , ~v3 =

3
2
1

.

(b) V = P4, p1 = x3 + x, p2 = x3 − x2 + 3x, p3 = x2 + 2x− 5, p4 = x3 + 3x+ 2.

(c) V = M(2× 2), A =

(
1 4
−2 5

)
, B =

(
3 0
1 4

)
, C =

(
0 12
−7 11

)
, D =

(
9 −12
10 1

)
.
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28. Sea V un espacio vectorial. ¿Falso o verdadero?

(a) Suponga v1, . . . , vk, u, z ∈ V tal que z es combinación lineal de los v1, . . . , vk. Entonces
z es combinación lineal de v1, . . . , vk, u.

(b) Si u es combinación lineal de v1, . . . , vk ∈ V , entonces v1, . . . , vk, u es un sistema de
vectores linealmente dependientes.

(c) Si v1, . . . , vk ∈ V es un sistema de vectores linealmente dependientes, entonces v1 es
combinación lineal de los v2, . . . , vk.

29. (a) ¿Es Cn un espacio vectorial sobre R?

(b) ¿Es Cn un espacio vectorial sobre Q?

(c) ¿Es Rn un espacio vectorial sobre C?

(d) ¿Es Rn un espacio vectorial sobre Q?

(e) ¿Es Qn un espacio vectorial sobre R?

(f) ¿Es Qn un espacio vectorial sobre C?

30. Sea V un espacio vectorial y sean U,W ⊆ V subespacios.

(a) Demuestre que U ∩W es un subespacio.

(b) Demuestre que dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

(c) Suponga que U ∩W = {0}. Demuestre que dim(U ⊕W ) = dimU + dimW .
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Caṕıtulo 6

Transformaciones lineales y cambio
de bases

En la primera sección de este caṕıtulo definiremos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales
y discutiremos sus propiedades. Estas son funciones que “se comportan bien” con respecto a la
estructura de espacio vectorial. Por ejemplo, las matrices m × n pueden verse como aplicaciones
lineales de Rm a Rn. Demostraremos la llamada fórmula de la dimensión para aplicaciones lineales.
En la Sección 6.2 estudiaremos el caso especial de las matrices. Uno de los resultados principales será
la fórmula de la dimensión (6.4). En la Sección 6.4 veremos que, después de escoger una base, toda
aplicación lineal entre espacios vectoriales de dimensión finita puede representarse como una matriz.
Esto nos permitirá trasladar resultados sobre matrices al caso de las transformaciones lineales.

Como en caṕıtulos anteriores, trabajamos con espacios vectoriales sobre R o C. Recordemos que K
siempre denota R o C.

6.1. Transformaciones lineales

Definición 6.1. Sean U, V espacios vectoriales sobre el mismo campo K. Una función T : U → V
se llama una transformación lineal si para todos x, y ∈ U y λ ∈ K se cumple lo siguiente:

T (x+ y) = Tx+ Ty, T (λx) = λTx. (6.1)

Otros términos para transformación lineal son función lineal, aplicación lineal u operador lineal.

Observación. Observe que muy a menudo se escribe Tx en lugar de T (x) cuando T es una función
lineal.

Observación 6.2. (i) Claramente, (6.1) es equivalente a

T (x+ λy) = Tx+ λTy para todos x, y ∈ U y λ ∈ K. (6.1’‘)

(ii) Se sigue inmediatamente de la definición que

T (λ1v1 + · · ·+ λkvk) = λ1Tv1 + · · ·+ λkTvk

227
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para todos v1, . . . , vk ∈ V y λ1, . . . , λk ∈ K.

(iii) La condición (6.1) dice que una aplicación lineal respeta las estructuras de espacio
vectorial de su dominio y de su espacio de llegada.

Ejercicio 6.3. Sean U, V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C). Denotemos por
L(U, V ) el conjunto de todas las aplicaciones lineales de U en V . Muestre que L(U, V ) es un
espacio vectorial sobre K. Esto significa que debe mostrar que la suma de dos aplicaciones lineales
es una aplicación lineal, que un múltiplo escalar de una aplicación lineal es una aplicación lineal
y que se cumplen los axiomas de espacio vectorial.

Ejemplos 6.4 (Aplicaciones lineales). (a) Toda matriz A ∈ M(m × n) puede identificarse
con una aplicación lineal Rn → Rm.

(b) La derivación es una aplicación lineal, por ejemplo:

(i) Sea C(R) el espacio de todas las funciones continuas y sea C1(R) el espacio de todas las
funciones continuamente diferenciables. Entonces

T : C1(R)→ C(R), Tf = f ′

es una aplicación lineal.

Demostración. Primero observe que f ′ ∈ C(R) si f ∈ C1(R), aśı que la aplicación T
está bien definida. Ahora queremos ver que es lineal. Tomamos entonces f, g ∈ C1(R) y
λ ∈ R. Obtenemos

T (λf + g) = (λf + g)′ = (λf)′ + g′ = λf ′ + g′ = λTf + Tg.

(ii) Las siguientes aplicaciones también son lineales. Observe que su acción es la misma que
la de T anterior, pero cambiamos los espacios vectoriales sobre los que actúa.

R : Pn → Pn−1, Rf = f ′, S : Pn → Pn, Sf = f ′.

(c) La integración es una aplicación lineal. Por ejemplo:

I : C([0, 1])→ C([0, 1]), f 7→ If donde (If)(x) =

∫ x

0

f(t) dt.

Demostración. Claramente, I está bien definida, ya que la integral de una función continua es
nuevamente continua. Para mostrar que I es lineal, fijamos f, g ∈ C(R) y λ ∈ R. Obtenemos
para todo x ∈ R:

(
I(λf + g)

)
(x) =

∫ x

0

(λf + g)(t) dt =

∫ x

0

λf(t) + g(t) dt = λ

∫ t

0

f(t) dt+

∫ x

0

g(t) dt

= λ(If)(x) + (Ig)(x).

Como esto es verdadero para todo x, se sigue que I(λf + g) = λ(If) + (Ig).
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(d) Como ejemplo de una aplicación lineal de M(n× n) en śı mismo, consideramos

T : M(n× n)→M(n× n), T (A) = A+At.

Demostración de que T es una aplicación lineal. Sean A,B ∈M(n×n) y sea c ∈ R. Entonces

T (A+ cB) = (A+ cB) + (A+ cB)t = A+ cB +At + (cB)t = A+ cB +At + cBt

= A+At + c(B +Bt) = T (A) + cT (B).

(e) Un primer ejemplo de una transformación no lineal. Sea

T : R2 → R, T

(
x
y

)
= xy.

Entonces T

(
1
0

)
= T

(
0
1

)
= xy = 0, pero T

(
1
1

)
= 1 6= T

(
1
0

)
+ T

(
0
1

)
.

(f) Un segundo ejemplo de una transformación no lineal. Sea

T : R3 → R2 T

xy
z

 =

(
x+ 3z

2|y|

)
.

Entonces T

0
1
0

 =

(
0
2

)
, pero T

−3

0
1
0

 = T

 0
−3

0

 =

(
0
6

)
6=
(

0
−6

)
= −3T

0
1
0

.

El siguiente lema muestra que una aplicación lineal siempre env́ıa el vector cero al vector cero.

Lema 6.5. Si T es una aplicación lineal, entonces TO = O.

Demostración. TO = T (O−O) = TO− TO = O.

Definición 6.6. Sea T : U → V una aplicación lineal.

(i) T se llama inyectiva (o uno a uno) si

x, y ∈ U, x 6= y =⇒ Tx 6= Ty.

(ii) T se llama sobreyectiva si para todo v ∈ V existe al menos un x ∈ U tal que Tx = v.

(iii) T se llama biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

(iv) El kernel de T (o núcleo de T o espacio nulo de T ) es

ker(T ) := {x ∈ U : Tx = 0}.

A veces se usan las notaciones N(T ) o NT para ker(T ).

Last Change: Di 23. Jun 15:39:50 CEST 2026
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(v) La imagen de T (o rango de T ) es

Im(T ) := {y ∈ V : y = Tx para algún x ∈ U}.

A veces se usan las notaciones Rg(T ), R(T ) o T (U) para Im(T ).

Atención. Es preferible usar “imagen” en lugar de “rango” porque “rango” también tiene otro
significado, vea Definición 6.12.

Observación 6.7. (i) Observe que ker(T ) es un subconjunto de U y Im(T ) es un subconjunto
de V . En la Proposición 6.11 mostraremos que incluso son subespacios.

(ii) Claramente, T es inyectiva si y solo si para todos x, y ∈ U se cumple lo siguiente:

Tx = Ty =⇒ x = y.

(iii) Si T es una aplicación lineal inyectiva, entonces su inversa T−1 : Im(T )→ U existe y también
es lineal.

Ejercicio 6.8. Sean U, V,W espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C).

Suponga que T : U → V y S : V → W son funciones lineales. Muestre que su composición
ST : U →W también es una función lineal.
Al comparar Im(ST ) y Im(S), ¿qué puede concluir?
Al comparar ker(ST ) y ker(S), ¿qué puede concluir?

Suponga que T : U → V es una función lineal invertible, de modo que podemos definir su
función inversa T−1 : Im(T )→ U . Muestre que esta también es una función lineal.

El siguiente lema es muy útil.

Lema 6.9. Sea T : U → V una aplicación lineal.

(i) T es inyectiva si y solo si ker(T ) = {O}.
(ii) T es sobreyectiva si y solo si Im(T ) = V .

Demostración. (i) Por el Lema 6.5, sabemos que O ∈ ker(T ). Supongamos que T es inyectiva.
Entonces el único vector v ∈ U que satisface Tv = O es v = O. Por lo tanto ker(T ) contiene
solamente a O, de donde ker(T ) = {O}.
Ahora supongamos que ker(T ) = {O} y sean x, y ∈ U con Tx = Ty. Por la Observación 6.7, es
suficiente mostrar que x = y. Por hipótesis,O = Tx−Ty = T (x−y), de donde x−y ∈ ker(T ) = {O}.
Por lo tanto x− y = O, lo cual significa que x = y.
(ii) se sigue directamente de las definiciones de sobreyectividad y de imagen de una aplicación
lineal.

Ejemplos 6.10 (Núcleos e imágenes de las aplicaciones lineales de los Ejemplos 6.4).

(a) Discutiremos el caso de las matrices al comienzo de la Sección 6.2.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 6. Transformaciones lineales y cambio de bases 231

(b) Si T : C1(R)→ C(R), T f = f ′, entonces es fácil ver que el núcleo de T consiste exactamente
en las funciones constantes. Además, T es sobreyectiva porque toda función continua es la
derivada de otra función, pues para cada f ∈ C(R) podemos poner g(x) =

∫ x
0
f(t) dt. Entonces

g ∈ C1(R) y Tg = g′ = f , lo cual muestra que Im(T ) = C(R).

(c) Para el operador de integración del Ejemplo 6.4(c), tenemos que ker(I) = {0} y Im(I) =
C1(R). En otras palabras, I es inyectiva pero no sobreyectiva.

Demostración. Primero demostramos la afirmación sobre la imagen de I. Supongamos que
g ∈ Im(I). Entonces g es de la forma g(x) =

∫ x
0
f(t) dt para alguna f ∈ C(R). Por el teorema

fundamental del cálculo, se sigue que g ∈ C1(R), aśı que hemos demostrado Im(I) ⊆ C1(R).
Para mostrar la otra inclusión, sea g ∈ C1(R). Entonces g es diferenciable y g′ ∈ C(R) y,
de nuevo por el teorema fundamental del cálculo, tenemos que g(x) =

∫ x
0
g′(t) dt, aśı que

g ∈ Im(I) y se sigue que C1(R) ⊆ Im(I).

Ahora supongamos que Ig = 0. Si derivamos, encontramos que 0 = (Ig)′(x) = d
dx

∫ x
0
g(t) dt =

g(x) para todo x ∈ R; por lo tanto, g ≡ 0 (la función cero), de donde ker(I) = {0}.

(d) Sea T : M(n × n) → M(n × n), T (A) = A + At. Entonces kerT = Masym(n × n) (= el
espacio de todas las matrices antisimétricas n × n) y ImT = Msym(n × n) (= el espacio de
todas las matrices simétricas n× n).

Demostración. Primero demostramos la afirmación sobre la imagen de T . Claramente, Im(T ) ⊆
Msym(n × n) porque para toda A ∈ M(n × n) tenemos que T (A) es simétrica, ya que
(T (A))t = (A+ At)t = At + (At)t = At + A = T (A). Para demostrar Msym(n× n) ⊆ Im(T )
tomamos alguna B ∈Msym(n× n). Entonces T ( 1

2B) = 1
2B + ( 1

2B)t = 1
2B + 1

2B = B, donde
usamos que B es simétrica. En resumen, mostramos que Im(T ) = Msym(n× n).

La afirmación sobre el núcleo de T se sigue de

A ∈ kerT ⇐⇒ T (A) = 0 ⇐⇒ A+At = 0 ⇐⇒ A = −At ⇐⇒ A ∈Masym(n×n).

Proposición 6.11. Sea T : U → V una aplicación lineal. Entonces

(i) ker(T ) es un subespacio de U .

(ii) Im(T ) es un subespacio de V .

Demostración. (i) Por el Lema 6.5 tenemos que O ∈ ker(T ). Sean x, y ∈ ker(T ) y λ ∈ K.
Entonces x+ λy ∈ ker(T ) porque

T (x+ λy) = Tx+ λTy = O+ λ0 = O.

De ah́ı concluimos que ker(T ) esk un subespacio de U por la Proposición 5.10.

(ii) Claramente, O ∈ Im(T ). Sean v, w ∈ Im(T ) y λ ∈ K. Entonces existen x, y ∈ U tales
que Tx = v y Ty = w. Entonces v + λw = Tx + λTy = T (x + λy) ∈ Im(T ), de donde
v + λw ∈ Im(T ). Por lo tanto, Im(T ) es un subespacio de V por la Proposición 5.10.

Como ahora sabemos que ker(T ) y Im(T ) son subespacios, la siguiente definición tiene sentido.
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Definición 6.12. . Sea T : U → V una aplicación lineal. Definimos

dim(ker(T )) = nulidad de T, dim(Im(T )) = rango de T.

A veces se usan las notaciones ν(T ) = dim(ker(T )) y ρ(T ) = dim(Im(T )).

Atención. El “rango” de la Definición 6.6 es un subescpacio (en inglés es “range”), mientras el
“rango” de la Definición 6.12 es la su dimensión, o sea, es un número (en inglés es “rnk”).

Ejemplo. Sea T : P3 → P3 definida por Tp = p′. Entonces Im(T ) = {q ∈ P3 : deg q ≤ 2} y
ker(T ) = {q ∈ P3 : deg q = 0}. En particular, dim(Im(T )) = 3 y dim(ker(T )) = 1.

Demostración. Primero mostramos la afirmación sobre la imagen de T . Sabemos que la deri-
vación disminuye en 1 el grado de un polinomio. De ah́ı que Im(T ) ⊆ {q ∈ P3 : deg q ≤ 2}.
Por otro lado, sabemos que todo polinomio de grado ≤ 2 es la derivada de un polinomio de
grado ≤ 3. Aśı se sigue la afirmación.

Ahora mostramos la afirmación sobre el núcleo de T . Recordemos que ker(T ) = {p ∈ P3 : Tp =
0}. Aśı, el núcleo de T consiste exactamente en aquellos polinomios cuya primera derivada es
0. Estos son exactamente los polinomios constantes, es decir, los polinomios de grado 0.

Lema 6.13. Sea T : U → V una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales U, V y sea
{u1, . . . , uk} una base de U . Entonces ImT = span{Tu1, . . . , Tuk}.

Demostración. Claramente, Tu1, . . . , Tuk ∈ ImT . Como la imagen de T es un espacio vectorial,
todas las combinaciones lineales de estos vectores también deben pertenecer a ImT , lo cual muestra
que span{Tu1, . . . , Tuk} ⊆ ImT . Para mostrar la otra inclusión, sea y ∈ ImT . Entonces existe
x ∈ U tal que y = Tx. Expresemos x como combinación lineal de los vectores de la base: x =
α1u1 + . . . αkuk. Entonces we obtain

y = Tx = T (α1u1 + . . . αkuk) = α1Tu1 + . . . αkTuk ∈ span{Tu1, . . . , Tuk}.

Como y era arbitrario en ImT , concluimos que ImT ⊆ span{Tu1, . . . , Tuk}. Aśı, en resumen,
hemos demostrado la afirmación.

Proposición 6.14. Sean U, V espacios vectoriales sobre K y sea T : U → V una aplicación lineal.
Sean x1, . . . , xk ∈ U y pongamos y1 := Tx1, . . . , yk := Txk. Entonces se cumple lo siguiente.

(i) Si x1, . . . , xk son linealmente dependientes, entonces y1, . . . , yk también son linealmente de-
pendientes.

(ii) Si y1, . . . , yk son linealmente independientes, entonces x1, . . . , xk también son linealmente
independientes.

(iii) Suponga además que T es invertible. Entonces x1, . . . , xk son linealmente independientes si y
solo si y1, . . . , yk son linealmente independientes.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 6. Transformaciones lineales y cambio de bases 233

En general, la implicación “Si x1, . . . , xk son linealmente independientes, entonces y1, . . . , yk son
linealmente independientes.” es falsa. ¿Puede dar un ejemplo?

Demostración de la Proposición 6.14. (i) Supongamos que los vectores x1, . . . , xk son linealmente
dependientes. Entonces existen λ1, . . . , λk ∈ K tales que λ1x1 + · · · + λkxk = O y at least one
λj 6= 0. Pero entonces

O = TO = T (λ1x1 + · · ·+ λkxk) = λ1Tx1 + · · ·+ λkTxk

= λ1y1 + · · ·+ λkyk,

de donde los vectores y1, . . . , yk son linealmente dependientes.

(ii) se sigue directamente de (i).

(iii) Supongamos que los vectores y1, . . . , yk son linealmente independientes. Entonces también lo
son x1, . . . , xk por (i). Ahora supongamos que x1, . . . , xk son linealmente independientes. Observe
que T es invertible, aśı que T−1 existe. Por lo tanto, podemos aplicar (i) a T−1 para concluir que
el sistema y1, . . . , yk es linealmente independiente. (Observe que xj = T−1yj .)

Ejercicio 6.15. Suponga que T : U → V es una aplicación lineal inyectiva y que {u1, . . . , u`}
es un conjunto de vectores linealmente independientes en U . Muestre que {Tu1, . . . , Tu`} es un
conjunto de vectores linealmente independientes en V .

La siguiente proposición es muy útil y se usa en la demostración del Teorema 6.18.

Proposición 6.16. Sean U, V espacios vectoriales sobre K con dimU = k <∞.

(i) Si T : U → V es una transformación lineal, entonces dim Im(T ) ≤ dimU .

(ii) Si T : U → V es una transformación lineal inyectiva, entonces dim Im(T ) = dimU .

(iii) Si T : U → V es una transformación lineal biyectiva, entonces dimU = dimV .

Demostración. Sea u1, . . . , uk una base de U .

(i) Por el Lema 6.13, sabemos que ImT = span{Tu1, . . . , Tuk}. Por lo tanto dim ImT ≤ k = dimU
por el Teorema 5.47.

(ii) Supongamos que T es inyectiva. Mostraremos que Tu1, . . . , Tuk son linealmente independien-
tes. Sean α1, . . . , αk ∈ K tales que α1Tu1 + · · ·+ αkTuk = O. Entonces

O = α1Tu1 + · · ·+ αkTuk = T (α1u1 + · · ·+ αkuk).

Como T es inyectiva, se sigue que α1u1 + · · · + αkuk = O, de donde α1 = · · · = αk = 0, lo cual
muestra que los vectores Tu1, . . . , Tuk son efectivamente linealmente independientes. Por lo tanto
son una base de span{Tu1, . . . , Tuk} = ImT y concluimos que dim ImT = k = dimU .

(iii) Como T es biyectiva, es sobreyectiva e inyectiva. La sobreyectividad significa que ImT = V ,
y la inyectividad de T implica que dim ImT = dimU por (ii). En conclusión,

dimU = dim ImT = dimV.
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La proposición anterior nos dice, por ejemplo, que no existe una aplicación lineal inyectiva de R5 a
R3; o que no existe una aplicación lineal sobreyectiva de R3 a M(2× 2).

Observación 6.17. La Proposición 6.16 también es verdadera para dimU = ∞. En este caso,
(i) se cumple claramente cualquiera que sea dim Im(T ). Para demostrar (ii), debemos mostrar que
dim Im(T ) =∞ si T es inyectiva. Observe que para todo n ∈ N podemos encontrar un subespacio
Un de U con dimUn = n y definimos Tn como la restricción de T a Un, es decir, Tn : Un → V . Como
la restricción de una aplicación inyectiva es inyectiva, se sigue de (ii) que dim Im(Tn) = n. Por otro
lado, Im(Tn) es un subespacio de V ; por lo tanto dimV ≥ dim Im(Tn) = n por Theorem 5.54 y
Remark 5.55. Como esto es verdadero para todo n ∈ N, se sigue que dimV =∞. La demostración
de (iii) es la misma que en el caso de dimensión finita.

Teorema 6.18. Sean U, V espacios vectoriales sobre K y sea T : U → V una aplicación lineal.
Además, sean E : U → U , F : V → V aplicaciones lineales biyectivas. Entonces se cumple lo
siguiente:

(i) Im(T ) = Im(TE), in particular dim(Im(T )) = dim(Im(TE)).

(ii) ker(TE) = E−1(ker(T )) y dim(ker(T )) = dim(ker(TE)).

(iii) ker(T ) = ker(FT ), in particular dim(ker(T )) = dim(ker(FT )).

(iv) Im(FT ) = F (Im(T )) y dim(Im(T )) = dim(Im(FT )).

En resumen tenemos

ker(FT ) = ker(T ), ker(TE) = E−1(ker(T )),

Im(FT ) = F (Im(T )), Im(TE) = Im(T ).
(6.2)

and

dim ker(T ) = dim ker(FT ) = dim ker(TE) = dim ker(FTE),

dim Im(T ) = dim Im(FT ) = dim Im(TE) = dim Im(FTE).
(6.3)

Demostración. (i) Sea v ∈ V . Si v ∈ Im(T ), entonces existe x ∈ U tal que Tx = v. Pongamos
y = E−1x. Entonces v = Tx = TEE−1x = TEy ∈ Im(TE). Por otro lado, si v ∈ Im(TE), entonces
existe y ∈ U tal que TEy = v. Pongamos x = Ey. Entonces v = TEy = Tx ∈ Im(T ).

(ii) Para mostrar que ker(TE) = E−1 ker(T ), observe que

ker(TE) = {x ∈ U : Ex ∈ ker(T )} = {E−1u : u ∈ ker(T )} = E−1(ker(T )).

Se sigue que
E−1 : kerT → ker(TE)

es una biyección lineal y por lo tanto dim kerT = dim ker(TE) por la Proposición 6.16(iii) (o la
Observación 6.17 en el caso de dimensión infinita), tomando E−1 como T , ker(T ) como U y ker(TE)
como V .
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(iii) Sea x ∈ U . Entonces x ∈ ker(FT ) si y solo si FTx = O. Como F es inyectiva, sabemos que
ker(F ) = {O}, de donde se sigue que Tx = O. Pero esto es equivalente a x ∈ ker(T ).

(iv) Para mostrar que Im(FT ) = F Im(T ), observe que

Im(FT ) = {y ∈ V : y = FTx para algún x ∈ U} = {Fv : v ∈ Im(T )} = F (Im(T )).

Se sigue que

F : ImT → Im(FT )

es una biyección lineal y por lo tanto dim ImT = dim Im(FT ) por la Proposición 6.16(iii) (o la
Observación 6.17 en el caso de dimensión infinita), tomando F como T , Im(T ) como U y Im(FT )
como V .

Observación 6.19. En general, ker(T ) = ker(TE) y ker(T ) = ker(FT ) son afirmaciones falsas.

Tomemos por ejemplo U = V = R2, T =

(
1 0
0 0

)
y E = F =

(
0 1
1 0

)
. Entonces claramente se

satisfacen las hipótesis del teorema y

ker(T ) = span

{(
0
1

)}
, Im(T ) = span

{(
1
0

)}
,

pero

ker(TE) = span

{(
1
0

)}
, Im(FT ) = span

{(
0
1

)}
.

Dibuje una figura para visualizar el ejemplo anterior, teniendo en cuenta que T representa la
proyección sobre el eje x y que E y F son una rotación de 45◦ y un “estiramiento” por el factor√

2.

Terminamos esta sección con uno de los teoremas principales del álgebra lineal. En la siguiente
sección volveremos a demostrarlo para el caso especial en que T está dada por una matriz, en
el Teorema 6.33. El teorema siguiente puede considerarse una versión libre de coordenadas del
Teorema 6.33.

Teorema 6.20. Sean U, V espacios vectoriales con dimU = n < ∞ y sea T : U → V una
aplicación lineal. Entonces

dim(ker(T )) + dim(Im(T )) = n. (6.4)

Demostración. Sea k = dim(ker(T )) y sea {u1, . . . , uk} una base de ker(T ). La completamos a
una base {u1, . . . , uk, wk+1, . . . , wn} of U y ponemos W := span{wk+1, . . . , wn}. Observe que por

construcción ker(T ) ∩W = {O}. (¡Demuestre esto!) Consideremos T̃ = T |W , la restricción de T a
W .
Se sigue que T̃ es inyectiva porque si T̃ x = O para algún x ∈ W entonces también Tx = T̃ x = O,
de donde x ∈ ker(T ) ∩W = {O}. Se sigue de la Proposición 6.16(ii) que

dim Im T̃ = dimW = n− k. (6.5)
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Para completar la demostración, basta mostrar que Im T̃ = ImT . Recordemos que, por el Lema 6.13,
la imagen de una aplicación lineal está generada por las imágenes de una base del espacio vectorial
inicial. Por lo tanto encontramos que

ImT = span{Tu1, . . . , Tuk, Twk+1, . . . , Twn} = span{Twk+1, . . . , Twn}

= span{T̃wk+1, . . . , T̃wn}

= Im T̃

donde en el segundo paso usamos que Tu1 = · · · = Tuk = O y por lo tanto no contribuyen al
subespacio generado, y en el tercer paso usamos que Twj = T̃wj para j = k + 1, . . . , n. Aśı

mostramos que Im T̃ = ImT ; en particular, sus dimensiones son iguales y la afirmación se sigue de
(6.5) porque, recordando que k = dim ker(T ),

n = dim Im T̃ + k = dim ImT + dim kerT.

Observe que una forma alternativa de demostrar el teorema anterior es demostrar primero el Teo-
rema 6.33 para matrices y luego usar los resultados sobre representaciones de aplicaciones lineales
de la Sección 6.4 para concluir la fórmula (6.4).

Ahora debeŕıa haber entendido

qué es una aplicación lineal y por qué son las aplicaciones naturales que se consideran en
espacios vectoriales,

qué significan inyectividad, sobreyectividad y biyectividad,

qué son el núcleo y la imagen de una aplicación lineal,

por qué la fórmula de la dimensión (6.4) es verdadera,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

dar ejemplos de aplicaciones lineales,

verificar si una función dada es una aplicación lineal,

encontrar bases y la dimensión de núcleos e imágenes de una aplicación lineal dada,

etc.

Ejercicios.

De los ejercicios 1 al 14 determinar si la función dada es una transformación lineal. Si lo es de-
muéstrelo, en caso contrario dé un ejemplo donde no se cumpla la linealidad.

1. T : R4 → R3, T


x
y
z
w

 =

 x+ 2y
3y − 5z
w

.
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2. T : R3 → R2, T

xy
z

 =

(
x
1

)
.

3. T : R2 → R2, T

(
x
y

)
=

(
y
x2

)
.

4. T : R2 → R2, T

(
x
y

)
=

(
y
0

)
.

5. T : R4 → R, T


x
y
z
w

 = |w|.

6. T : R4 → R3, T


x
y
z
w

 =

x− y + 2z + 3w
y + 4z + 3w
x+ 6z + 6w

.

7. T : P3 → P4, T (p) =
∫ x

0
p(t)dt.

8. T : R3 → P3, T

ab
c

 = (a− 3b)x3 + (b+ 2c).

9. T : M(3× 3)→M(3× 3), T (A) = At −A.

10. T : M(2× 2)→M(2× 2), T (A) = A

(
2 4
0 1

)
.

11. Sea g ∈ C1(R) y T : C1(R)→ C(R) dada por: T (f) = (gf)′.

12. T : M(3× 3)→ R, T

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11 + a22 + a33.

13. Sea ~x0 ∈ Rn y T : M(m× n)→ Rm dada por T (A) = A~x0.

14. T : M(n× n)→ R, T (A) = detA.

15. De los ejercicios anteriores, (excepto el Ejercicio 11.) determine ImT , kerT y sus dimensiones.

16. Sea ~w ∈ Rn un vector no nulo y T : Rn → R dada por T (~x) = 〈~x , ~w〉. Demuestre que T es
una transformación lineal y determine las dimensiones de kerT e ImT .

17. Sea ~w ∈ Rn un vector no nulo y T : Rn → Rn dada por T (~x) = proy~w ~x. Demuestre que T es
lineal, encuentre ImT , kerT y sus dimensiones.
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18. Sea T : R3 → R3 dada por T (~x) = ~x ×

1
2
3

, ¿T es una transformación lineal? En caso

afirmativo encuentre kerT e ImT y sus dimensiones. (Pista: Sale muy sencillo si lo piensa
geométricamente).

19. Sea T : R2 → R3 una transformación lineal tal que:

T

(
1
−1

)
=

1
0
3

 , T

(
3
2

)
=

−3
0
−9

 ,

encontrar T

(
7
11

)
y aún más general, determinar T

(
x
y

)
. ¿T es inyectiva?. ¿Cómo cambia la

respuesta si T

(
3
2

)
=

0
1
0

?

20. ¿Existe una transformación lineal T : R3 → R4 tal que

T

 1
−1

2

 =


1
0
1
−1

 , T

 2
−3

1

 =


2
4
−1
−3

 , T

 1
−14

8

 =


3
4
0
−5

?

6.2. Matrices como aplicaciones lineales

En esta sección trabajaremos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todas las afirmaciones también son verdaderas para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar en todas partes R por C y la palabra real por complejo.

Sea A ∈M(m× n). Ya sabemos que podemos ver A como una aplicación lineal de Rn en Rm. Por
lo tanto, ker(A) y Im(A), aśı como los términos inyectividad y sobreyectividad, están definidos.

Estrictamente hablando, debeŕıamos distinguir entre una matriz y la aplicación lineal inducida por
ella. Aśı, debeŕıamos escribir TA : Rn → Rm para la aplicación x 7→ Ax. La razón es que, si vemos
A directamente como una aplicación lineal, esto implica que tácitamente ya hemos escogido una
base en Rn y en Rm; véase la Sección 6.4 para más detalles. Sin embargo, usualmente abusaremos
de la notación y escribiremos A en lugar de TA.

Si vemos una matriz A como una aplicación lineal y al mismo tiempo como un sistema de ecuaciones
lineales, entonces obtenemos lo siguiente.

Observación 6.21. Sea A ∈ M(m × n) y denotemos las columnas de A por ~a1, . . . , ~an ∈ Rm.
Entonces se cumple lo siguiente.

(i) ker(A) = todas las soluciones ~x del sistema homogéneo A~x = ~0.
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(ii) Im(A) = todos los vectores ~b tales que el sistema A~x = ~b tiene solución
= span{~a1, . . . , ~an}.

En consecuencia,

(iii) A es inyectiva ⇐⇒ ker(A) = {~0}
⇐⇒ el sistema homogéneo A~x = ~0 tiene solamente la solución trivial ~x = ~0.

(iv) A es sobreyectiva ⇐⇒ Im(A) = Rm

⇐⇒ para todo ~b ∈ Rm, el sistema A~x = ~b tiene al menos una solución.

Demostración. Todas las afirmaciones debeŕıan ser claras, excepto quizás la segunda igualdad en
(ii). Esto se sigue de

ImA = {A~x : ~x ∈ Rn} =

(~a1| . . . |~an)

x1

...
xn

 :

x1

...
xn

 ∈ Rn


= {x1~a1 + · · ·+ xn~an) : x1, . . . , xn ∈ R}
= span{~a1, . . . , ~an},

véase también la Observación 3.19.

Para practicar un poco, demostramos las dos observaciones siguientes de dos maneras.

Observación 6.22. Sea A ∈M(m× n). Si m > n, entonces A no puede ser sobreyectiva.

Demostración con Gauß-Jordan. Sea A′ la forma escalonada reducida por filas de A. Entonces debe
existir una matriz invertible E tal que A = EA′ y la última fila de A′ debe ser cero porque puede
tener a lo más n pivotes. Pero entonces (A′|~em) es inconsistente, olo que significa que (A|E−1~em)
es inconsistente. De ah́ı que E−1~em /∈ ImA, por lo que A no puede ser sobreyectiva. (Basicamente
estamnos diciendo que claramente A′ no es sobreyectiva porque podemos encontrar fácilamente
un lado derecho tal que A′~x′ = ~b′ es inconsistente. Es suficiente escoger cualquier ~b′ cuya última
coordenada es diferente de 0. El vector más fácil es ~em. Ahora haga el proceso de Gauß-Jordan
hacia atrás sobre este vector para obtener un lado derecho ~b tal que A~x = ~b sea inconsistente.)

Demostración usando el concepto de dimensión. Ya vimos que ImA es el subespacio generado por
sus columnas. Por lo tanto dim ImA ≤ #columnas de A = n < m = dimRm, por lo tanto ImA (
Rm.

Observación 6.23. Sea A ∈M(m× n). Si m < n, entonces A no puede ser inyectiva.

Demostración con Gauß-Jordan. Sea A′ be la forma escalonada reducida por filas de A. Entonces
A′ can have at most m pivots. Como A′ tiene más columnas que pivotes, el sistema homogéneo
A~x = ~0 tiene infinitas soluciones; entonces también kerA contiene infinitos vectores y, en particular,
A no puede ser inyectiva.

Demostración usando el concepto de dimensión. Ya vimos que ImA es el subespacio generado por
sus n columnas en Rm. Como n > m, se sigue que los vectores columna son linealmente dependientes
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en Rm, de donde A~x = ~0 tiene una solución no trivial. Por lo tanto kerA no es trivial y se sigue
que A no es inyectiva.

Observe que las observaciones no implican que A sea sobreyectiva si m ≤ n, ni que A sea inyectiva
si n ≤ m. ¡Encuentre ejemplos!

Del Teorema 3.44 obtenemos el siguiente teorema muy importante para el caso especial m = n.

Teorema 6.24. Sea A ∈ M(n × n) una matriz cuadrada. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(i) A es invertible.

(ii) A es inyectiva, es decir, kerA = {~0}.
(iii) A es sobreyectiva, es decir, ImA = Rn.

En particular, A es inyectiva si y solo si A es sobreyectiva si y solo si A es biyectiva.

Definición 6.25. Sea A ∈M(m× n) y sean ~c1, . . . ,~cn las columnas de A y ~r1, . . . , ~rm las filas de
A. Definamos

(i) CA := span{~c1, . . . ,~cn} =: espacio columna de A ⊆ Rm,

(ii) RA := span{~r1, . . . , ~rm} =: espacio fila de A ⊆ Rn,

La siguiente proposición se sigue inmediatamente de la definición anterior y de la Observación 6.21(ii).

Proposición 6.26. For A ∈M(m× n) it follows that

(i) RA = CAt y CA = RAt ,

(ii) CA = Im(A) y RA = Im(At).

La siguiente proposición se sigue directamente de la teoŕıa general de la Sección 6.1. Daremos otra
demostración al final de esta sección.

Proposición 6.27. Sea A ∈M(m× n), E ∈M(n× n), F ∈M(m×m) y supongamos que E y F
son invertibles. Entonces

(i) CA = CAE.

(ii) RA = RFA.

Demostración. (i) Observe que CA = Im(A) = Im(AE) = CAE , donde en la primeara y en la
tercera ecuación usamos la Proposición 6.26, y en la segunda ecuación usamos el Teorema 6.18.

(ii) Recuerde que, si F es invertible, entonces F t también es invertible. Con la Proposición 6.26(i)
y lo que ya probamos en (i), obtenemos RFA = C(FA)t = CAtF t = CAt = RA.

Obtenemos inmediatamente la siguiente proposición.
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Proposición 6.28. Sea A,B ∈M(m× n).

(i) Si A y B son equivalentes por filas, entonces

dim(ker(A)) = dim(ker(B)), dim(Im(A)) = dim(Im(B)), Im(At) = Im(Bt), RA = RB .

(ii) Si A y B son equivalentes por columnas, entonces

dim(ker(A)) = dim(ker(B)), dim(Im(A)) = dim(Im(B)), Im(A) = Im(B), CA = CB .

Demostración. Solo demostraremos (i). La afirmación (ii) se puede demostrar de manera similar
(o se puede deducir fácilmente de (i) aplicando (i) a las matrices transpuestas). Que A y B sean
equivalentes por filas significa que podemos transformar B en A mediante transformaciones por filas.
Como las transformaciones por filas se pueden representar mediante multiplicación por matrices
elementales por la izquierda, existen matrices elementales F1, . . . , Fk ∈ M(m ×m) tales que A =
F1 . . . FkB. Observe que todas las Fj son invertibles, consecuentemente F := F1 . . . Fk es invertible
y A = FB. Por lo tanto, todas las afirmaciones en (i) se siguen del Teorema 6.18 y Proposición 6.27.

La proposición anterior es muy útil para calcular el núcleo de una matriz A: sea A′ la forma
escalonada reducida por filas de A. Entonces podemos aplicar la proposición a A y a A′, y vemos
que ker(A) = ker(A′).

De hecho, sabemos esto desde el primer caṕıtulo de este curso, pero entonces no teńıamos a nuestra
disposición palabras elegantes como “núcleo”. No dice otra cosa que: las soluciones de un sistema
homogéneo no cambian si aplicamos transformaciones por filas, que es exactamente la razón por
la cual funciona la eliminación de Gauß-Jordan.

En los Ejemplos 6.36 y 6.37 calcularemos el núcleo y la imagen de una matriz. Ahora demostraremos
dos lemas técnicos.

Lema 6.29. Sea A ∈ M(m × n). Entonces existen matrices elementales E1, . . . , Ek ∈ M(n × n)
and F1, . . . , F` ∈M(m×m) tales que

F1 · · ·F`AE1 · · ·Ek = A′′

donde A′′ es de la forma

A′′ =

1

1




0 0

0

r n− r

r

m− r

(6.6)
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Demostración. Sea A′ be la forma escalonada reducida por filas de A. Entonces existen F1, . . . , F` ∈
M(m×m) tales que F1 · · ·F`A = A′ y A′ es de la forma

A′ =

1 ∗ ∗ 0 ∗ ∗ 0 ∗
1 ∗ ∗ 0 ∗

1 ∗



 . (6.7)

Ahora claramente podemos encontrar transformaciones por columnas “permitidas” tales que A′ se
transforme en la forma A′′. Si observamos que aplicar transformaciones por columnas es equiva-
lente a multiplicar A′ desde el lado derecho por matrices elementales, entonces podemos encontrar
matrices elementales E1, . . . , Ek tales que A′E1 . . . Ek es de la forma (6.6).

Lema 6.30. Sea A′′ be as in (6.6). Entonces

(i) dim(ker(A)) = n− r = number of zero columns of A′′,

(ii) dim(Im(A)) = r = número de pivotes de A′′,

(iii) dim(CA′′) = dim(RA′′) = r.

Demostración. Todas las afirmaciones son claras si observamos que

ker(A′′) = span{~er+1, . . . ,~en} and Im(A′′) = span{~e1, . . . ,~er}

donde los ~ej son los vectores unitarios estándar (es decir, su j-ésima componente es 1 y todas las
demás componentes son 0).

Proposición 6.31. Sea A ∈M(m× n) y let A′ be its reduced row-echelon form. Entonces

dim(Im(A)) = número de pivotes de A′.

Demostración. Sea F1, . . . , F`, E1, . . . , Ek y A′′ be as in Lemma 6.29 y set F := F1 · · ·F` and
E := E1 · · ·Ek. Se sigue que A′ = FA y A′′ = FAE. Claramente, el número de pivotes de A′ y A′′

coincide. Por lo tanto, con ayuda del Teorema 6.18, obtenemos

dim(Im(A)) = dim(Im(FAE))

= número de pivotes de A′′

= número de pivotes de A′.

Proposición 6.32. Sea A ∈M(m× n). Entonces

dim(Im(A)) = dimCA = dimRA.

Esto significa:

dimensión de la imagen de A = dimensión del espacio fila

= dimensión del espacio columna.
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Demostración. Como CA = Im(A) por la Proposición 6.26, la primera igualdad es clara.

Now let F1, . . . , F`, E1, . . . , Ek y A′, A′′ be as in Lemma 6.29 y set F := F1 · · ·F` and E := E1 · · ·Ek.
Entonces

dim(RA) = dim(RFAE) = dim(RA′′) = r = dim(CA′′) = dim(CFAE)

= dim(CA).

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente teorema, que es un caso especial del Teore-
ma 6.20; véase también el Teorema 6.47.

Teorema 6.33. Sea A ∈M(m× n). Entonces

dim(ker(A)) + dim(Im(A)) = n. (6.8)

Demostración. Con la notación anterior, obtenemos

dim(ker(A)) = dim(ker(A′′)) = n− r,
dim(Im(A)) = dim(Im(A′′)) = r

y se sigue la fórmula deseada.

Para el cálculo de una base de Im(A), el siguiente teorema es útil.

Teorema 6.34. Sea A ∈M(m×n) y let A′ be its reduced row-echelon form con columns ~c1, . . . ,~cn
and ~c1

′, . . . ,~cn
′ respectively. Suponga que las columnas con pivotes de A′ son las columnas j1 <

. . . < jk. Entonces dim(Im(A)) = k y una base de Im(A) está dada por las columnas ~cj1 , . . . ,~cjk de
A.

Demostración. Sea E una matriz invertible tal que A = EA′. Por hipótesis sobre las columnas
con pivotes de la matriz A′, sabemsos que dim(Im(A′)) = k y que una base de Im(A′) está dada
por las columnas ~cj1

′, . . . ,~cjk
′. Por el Teorema 6.18 se sigue que dim(Im(A)) = dim(Im(A′)) = k.

Ahora observe que por la definición de E tenemos que E~c`
′ = ~c` para todo ` = 1, . . . , n; en

particular esto se tiene para las columnas con pivotes de la matriz A′. Adicionalmente, como E es
invertible y los vectores ~cj1

′, . . . ,~cjk
′ son linealmente independientes, se sigue del Teorema 6.14 que

los vectores ~cj1 , . . . ,~cjk son linealmente independientes. Claramente pertencen a Im(A), por lo que
span{~cj1 , . . . ,~cjk} ⊆ Im(A). Como ambos espacios tienen la misma dimensión, necesariamente son
iguales.

Observación 6.35. El teorema anterior se puede usar para determinar una base de un subespacio
dado en la forma U = span{~v1, . . . , ~vk} ⊆ Rm as follows: Defina la matriz A = (~v1| . . . |~vk). Entonces
claramente U = ImA y podemos aplicar el Teorema 6.34 para encontrar una base de U .

Ejemplo 6.36. Encuentre ker(A), Im(A), dim(ker(A)), dim(Im(A)) y RA para

A =


1 1 5 1
3 2 13 1
0 2 4 −1
4 5 22 1

 .
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Solución. Primero, reduzcamos por filas la matriz A:

A =


1 1 5 1
3 2 13 1
0 2 4 −1
4 5 22 1


Q21(−1)
Q41(−4)
−−−−−→


1 1 5 1
0 −1 −2 −2
0 2 4 −1
0 1 2 −3


Q32(2)
Q42(1)
−−−−→


1 1 5 1
0 −1 −2 −2
0 0 0 −5
0 0 0 −5


S2(−1)
Q43(−1)
−−−−−→


1 1 5 1
0 1 2 2
0 0 0 5
0 0 0 0


S4(1/5)
Q12(−1)
−−−−−→


1 0 3 −1
0 1 2 2
0 0 0 1
0 0 0 0


Q14(1)
Q24(−2)
−−−−−→


1 0 3 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =: A′.

Ahora se sigue inmediatamente que dimRA = dimCA = 3 y

dim(Im(A)) = # columnas con pivotes de A′ = 3,

dim(ker(A)) = 4− dim(Im(A)) = 1

(o: dim(Im(A)) = #filas no nulas de A′ = 3, o: dim(Im(A)) = dim(RA) = 3 o: dim(ker(A)) =
#columnas sin pivote de A′ = 1).

Núcleo de A: Sabemos que ker(A) = ker(A′) por el Teorema 6.18 o Proposition 6.28. De la forma
expĺıcita de A′ es claro que A~x = 0 si y solo si x4 = 0, x3 arbitrario, x2 = −2x3 y x1 = −3x3. Por
lo tanto

ker(A) = ker(A′) =



−3x3

−2x3

x3

0

 : x3 ∈ R

 = span



−3
−2

1
0


 .

Imagen de A: Las columnas con pivotes de A′ son las columnas 1, 2 y 4. Por lo tanto, por el
Teorema 6.34, una base de Im(A) está dada por las columnas 1, 2 y 4 de A:

Im(A) = span




1
3
0
4

 ,


1
2
2
5

 ,


1
1
−1

1


 . (6.9)

Método alternativo para calcular la imagen de A: Podemos usar operaciones por columnas de
A pare obtener ImA. (Se se siente más cómodo con operaciones de filas, podŕıa aplicar operaciones
por filas a la matriz At y entonces transponer la matriz resultante.) Obtener (Cj denota las “columna
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jésima de A):

A =


1 1 5 1
3 2 13 1
0 2 4 −1
4 5 22 1


C2 → C2 − C1

C3 → C3 − 5C1

C4 → C4 − C1−−−−−−−−−−→


1 0 0 0
3 −1 −2 −2
0 2 4 −1
4 1 2 −3


C3 → C3 − 2C2

C4 → C4 − 2C2−−−−−−−−−−→


1 0 0 0
3 −1 0 0
0 2 0 −5
4 1 0 −5


C4 → −1/5C4

C1 → C1 + 3C2−−−−−−−−−−→


1 0 0 0
0 −1 0 0
3 2 0 1
7 1 0 1


C1 → C1 − 3C4

C2 → C2 − 2C4−−−−−−−−−−→


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
4 −1 0 1


C3 ↔ C4

C2 → −C2−−−−−−−−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
4 1 1 0

 =: Ã.

Se sigue que

Im(A) = Im(Ã) = span




1
0
0
4

 ,


0
1
0
1

 ,


0
0
1
1


 . (6.9’)

Explique por qué funciona el método con operaciones por columnas.

Muestre mediante un cálculo expĺıcito que los espacios en (6.9) y (6.9’) son iguales.

Ejemplo 6.37. Encuentre una base de span{p1, p2, p3, p4} ⊆ P3 y su dimensión para

p1 = x3 − x2 + 2x+ 2, p2 = x3 + 2x2 + 8x+ 13,

p3 = 3x3 − 6x2 − 5, p4 = 5x3 + 4x2 + 26x− 9.

Solución. Primero identificamos P3 con R4 mediante ax3+bx2+cx+d =̂ (a, b, c, d)t. Los polinomios
p1, p2, p3, p4 corresponden a los vectores

~v1 =


1
−1

2
2

 , ~v2 =


1
2
8
13

 , ~v3 =


3
−6

0
−5

 , ~v4 =


5
4

26
−9

 .

Ahora usamos la Observación 6.35 para encontrar una base de span{v1, v2, v3, v4}. Para ello consi-
deramos la matriz A cuyas columnas son los vectores ~v1, . . . , ~v4:

A =


1 1 3 5
−1 2 −6 4

2 8 0 26
2 13 −5 −9

 .
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Claramente, span{~v1, ~v2, ~v3, ~v4} = Im(A), por lo tanto es suficiente encontrar una base de Im(A).
Aplicando transformaciones por filas a A, obtenemos

A =


1 1 3 5
−1 2 −6 4

2 8 0 26
2 13 −5 −9

 −→ · · · −→


1 0 4 5
0 1 2 3
0 0 0 0
0 0 0 0

 = A′.

Las columnas con pivotes de A′ son la primera y la segunda columna; por lo tanto, por el Teore-
ma 6.34, una base de Im(A) está dada por sus primeras dos columnas, es decir, los vectores ~v1 y
~v2.
Se sigue que {p1, p2} is una base de span{p1, p2, p3, p4} ⊆ P3, por ende dim(span{p1, p2, p3, p4}) = 2.

Observación 6.38. Usemos la abreviatura π = span{p1, p2, p3, p4}. El cálculo anterior muestra de
hecho que cualesquiera dos vectores de p1, p2, p3, p4 forman una base de π. Para ver esto, observe
que claramente cualesquiera dos de ellos son linealmente independientes, de modo que la dimensión
del espacio que generan es 2. Por otro lado, este espacio generado es un subespacio de π que tiene
la misma dimensión 2. Por lo tanto deben ser iguales.

Observación 6.39. Si quisiéramos completar p1, p2 a una base de P3, tenemos (al menos) las dos
opciones siguientes:

(i) Para encontrar q3, q4 ∈ P3 tales que p1, p2, q3, q4 forman una base de P3, podemos usar el
proceso de la reducción que aplicamos para encontrar A′. Suponga que E es una matriz
invertible tal que A = EA′. Podemos encontrar tal E al recordar las operaciones de filas que
transforman A en A′. Sean ~ej los vectores unitarios estándar de R4. Entonces ya sabemos que
~v1 = E~e1 y ~v2 = E~e2. Si ponemos ~w3 = E~e3 y ~w4 = E~e4, entonces ~v1, ~v2, ~w3, ~w4 forman una
base de R4. Esto se debe a que ~e1, . . . ,~e4 son linealmente independientes y E es inyectiva. De
ah́ı que E~e1, . . . , E~e4 are linealmente independientes too (by Proposition 6.14).

(ii) Si ya tenemos algunos conocimientos sobre complementos ortogonales, como se discute en el
Caṕıtulo 7, entonces sabemos que cualquier base del complemento ortogonal de span{~v1, ~v2}
los completa a una base de R4, que luego solo tenemos que traducir de nuevo a vectores en
P3. Para encontrar two linealmente independientes vectors which are orthogonal to ~v1 y ~v2

tenemos que encontrar soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo de dos
ecuaciones con cuatro incógnitas

x1− x2+2x3+2x4 = 0,

x1+2x2−6x3+4x4 = 0

o, en notación matricial, P~x = 0 donde P es la matriz 2 × 4 cuyas filas son ~v1 y ~v2. Como
claramente Im(P ) ⊆ R2, se sigue que dim(Im(P )) ≤ 2 y consecuentemente dim(ker(P )) ≥
4− 2 = 2.

Observación 6.40. En la Sección 7 definiremos el complemento ortogonal U⊥ of a subspace
U ⊆ Rn (Definition 7.18). Consiste en todos los vectores ~w que son ortogonales a todo ~u ∈ U .
Mostraremos en el Teorema 7.22 que para toda matriz A ∈M(m× n)

ker(A) = (RA)⊥.
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Como R(A) = ImAt, esto muestra la relación importante

ker(A) = (ImAt)⊥.

Ejemplo 6.41. Sea T : R5 → R4 dada por

T


x
y
z
w
r

 =


3x+ 2y − 5r
2y + z − w

5x+ 2y − w
w + 3r

 .

Queremos escribir T en la forma A~x. Observe que T se puede expresar en la forma

T


x
y
z
w
r

 =


3 2 0 0 −5
0 2 1 0 −1
5 2 0 0 −1
0 0 0 1 3



x
y
z
w
r

 ,

Esta forma de expresar T no es arbitraria, ya que si

( y1
y2
y3
y4

)
∈ ImT entonces:

x+ 2y − 5r = y1,

2y + z − w = y2,

5x+ 2y − w = y3,

w + 3r = y4

y sabemos por la Sección 3.3 que este sistema se puede escribir en la forma:
3 2 0 0 −5
0 2 1 0 −1
5 2 0 0 −1
0 0 0 1 3



x
y
z
w
r

 =


y1

y2

y3

y4

 .

Ahora debeŕıa haber entendido

cuál es la relación entre las soluciones de un sistema homogéneo y el núcleo de la matriz de
coeficientes asociada,

cuál es la relación entre los lados derechos admisibles de un sistema de ecuaciones lineales y
la imagen de la matriz de coeficientes asociada,

por qué la fórmula de la dimensión (6.8) se cumple y por qué es solo un caso especial de
(6.4),

por qué funciona el proceso de Gauß-Jordan,
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etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular una base del núcleo de una matriz y su dimensión,

calcular una base de la imagen de una matriz y su dimensión,

etc.

Ejercicios.

1. Encuentre una base para el espacio generado de los siguientes conjuntos:

(a)

{(
1
3

)
,

(
1
−1

)
,

(
1
0

)}
.

(b)


 2
−1

1

 ,

−4
−2

2

 ,

 10
−5

5

.

(c)


1

0
1

 ,

 2
−2

0

 ,

1
2
3

 ,

3
3
5

.

(d)

{(
1 0
1 0

)
,

(
1 −1
0 0

)
,

(
4 0
2 0

)
,

(
3 1
0 1

)}
.

(e)
{
X3 −X2 +X + 2, 2X3 + 4X + 2, 2X3 +X2 + 5X + 1, X3 + 2X2 + 4X − 1

}
.

2. En los siguientes ejercicios, exprese T del Ejemplo 6.41 de la forma A~x. Determine ImT, kerT
y sus dimensiones.

(a) T : R3 → R3, T (~x) = ~x×

 1
0
−2

.

(b) T : R4 → R3, T


x
y
z
w

 =

 x+ y
x− z

2y + w

.

(c) T : R3 → R5, T

xy
z

 =


x− y

5x+ 4y + 9z
2x− 3y − z

x+ z
2y + 2z

.

(d) Sea w =

 1
3
−1

 y T : R3 → R3 dada por T (~x) = proy~w ~x.

3. Encuentre una matriz A(3× 3) tal que su núcleo es el plano E : x+ 2y − z = 0.
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4. Encuentre una matriz A(3× 3) tal que su imagen es el plano E : 2x− y + 3z = 0.

5. Sea A ∈M(m× n) tal que para todo ~b ∈ Rm, el sistema A~x = ~b tiene solución. ¿Cuánto vale
dim(ImA)?, ¿qué se puede decir de kerA?

6. Sean A ∈M(m× n) y B ∈M(n× k).

(a) Muestre que dim(ImAB) ≤ dim ImA.

(b) Muestre que dim(ImAB) ≤ dim ImB.

(c) Muestre que dim(kerAB) ≥ dim kerB.

(d) Muestre que dim(kerAB) ≥ dim kerA.

¿Cuándo se tiene igualdad en los ejercicios anteriores? Encuentre ejemplos para igualdad y
ejemplos donde hay desigualdad estricta.

7. Sea A ∈ M(n × n) tal que A2 = A, muestre que kerA ⊕ ImA = Rn. (Pista: Basta mostrar
que kerA ∩ ImA = {~0} ¿Por qué?)

6.3. Cambio de bases

En esta sección, trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales para fijar ideas. Sin em-
bargo, todos los enunciados también son válidos para espacios vectoriales complejos. Solo tenemos
que reemplazar en todas partes R por C y la palabra real por complejo.

Usualmente representamos los vectores en Rn como columnas de números, por ejemplo

~v =

 3
2
−1

 , o, más generalmente, ~w =

xy
z

 . (6.10)

Tales columnas de números se interpretan usualmente como las coordenadas cartesianas del extremo
del vector si su punto inicial está en el origen. Aśı, por ejemplo, podemos visualizar ~v como el vector
que obtenemos cuando nos movemos 3 unidades a lo largo del eje x, 2 unidades a lo largo del eje y
y −1 unidad a lo largo del eje z.
Si tomamos ~e1, ~e2, ~e3 como los vectores unitarios que son paralelos a los ejes x, y y z, respectiva-
mente, entonces podemos escribir ~v como una suma ponderada de ellos:

~v =

 3
2
−1

 = 3~e1 + 2~e2 −~e3. (6.11)

Aśı, la columna de números que usamos para describir ~v en (6.10) puede verse como una manera
conveniente de abreviar la suma en (6.11).

Sin embargo, a veces puede tener más sentido describir cierto vector no mediante sus coordenadas
cartesianas. Por ejemplo, pensemos en un tablero de ajedrez infinitamente grande (esto es R2).
Entonces la torre se mueve a lo largo de los ejes cartesianos, mientras que el alfil se mueve a lo
largo de las diagonales, es decir, a lo largo de ~b1 = ( 1

1 ), ~b2 =
(−1

1

)
y el caballo se mueve en
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x

y

−1 0 1 2 3 4

1

2

3

4

5

~b1

~b2

4~b1

~b2

P (3, 5)

(
4
1

)
B

x

y

−1 0 1 2 3 4

1

2

3

4

5

~k1

~k2

1
3
~k1

7
3
~k2

P (3, 5)

( 1
3
7
3

)
K

Figura 6.1: Las figuras muestran el punto (3, 5) en coordenadas de “alfil” y de “caballo”. Los vectores

para el alfil son ~b1 = ( 1
1 ), ~b2 = (−1

1 ) y ~xB = ( 4
1 ). Los vectores para el caballo son ~k1 = ( 2

1 ), ~k2 = ( 1
2 )
B

y ~xK =
( 1

3
7
3

)
K

.

direcciones paralelas a ~k1 = ( 2
1 ), ~k2 = ( 1

2 ). Suponemos que en nuestro juego de ajedrez imaginario
la torre, el alfil y el caballo pueden moverse en múltiplos arbitrarios de sus direcciones. Supongamos
que las tres piezas están situadas en el origen del tablero y queremos moverlas a la casilla (3, 5).
Para la torre, esto es muy fácil. Solo tiene que moverse 3 pasos a la derecha y luego 5 pasos hacia
arriba. Denotaŕıa su movimiento como ~vR = ( 3

5 )R donde ponemos el ı́ndice R para indicar que
los números en este vector columna corresponden al sistema de coordenadas natural de la torre. El
alfil no puede hacer esto. Solo puede moverse a lo largo de las diagonales. Entonces, ¿qué tiene que
hacer? Tiene que moverse 4 pasos en la dirección de ~b1 y 1 paso en la dirección de ~b2. Aśı, denotaŕıa
su movimiento con respecto a su sistema de coordenadas de alfil como ~vB = ( 4

1 )B. Finalmente, el

caballo tiene que moverse 1
3 pasos en la dirección de ~k1 y 7

3 pasos en la dirección de ~k2 para alcanzar
el punto (3, 5). Aśı, denotaŕıa su movimiento con respecto a su sistema de coordenadas de caballo

como ~vK =
(

1/3
7/3

)
K

. Véase la Figura 6.1.

Ejercicio. Verifique que ~vB = ( 4
1 )B = 4~b1 + 1~b2 = ( 3

5 ) y que ~vK =
(

1/3
7/3

)
K

= 1/3~k1 + 7/3~k2 = ( 3
5 ).

Aunque los tres vectores ~v, ~vB y ~vK se ven muy diferentes, describen el mismo vector, solo desde
tres perspectivas distintas (la perspectiva de la torre, del alfil y del caballo). Debemos recordar que
tienen que interpretarse como combinaciones lineales de los vectores que describen sus movimientos.
Lo que acabamos de hacer fue realizar un cambio de bases en R2: en lugar de describir un punto
del plano en coordenadas cartesianas, usamos coordenadas de “alfil” y de “caballo”.

También podemos ir en la otra dirección y transformar de coordenadas de “alfil” o de “caballo” a
coordenadas cartesianas. Supongamos que sabemos que el alfil se mueve 3 pasos en su dirección ~b1 y
−2 pasos en su dirección ~b2; ¿dónde termina? En su sistema de coordenadas, se desplaza mediante
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x

y

−1 1 2 3 4 5 6

1

2

3

~b1~b2

3~b1 −2~b2(
3

−2

)
B

x

y

−1 1 2 3 4 5 6

1

2

3

~k1

~k2

3~k1

−2~k2

(
3

−2

)
K

Figura 6.2: Las figuras muestran los vectores
(

3
−2

)
B y

(
3
−2

)
K.

el vector ~u =
(

3
−2

)
B. En coordenadas cartesianas este vector es

~u =

(
3
−2

)
B

= 3~b1 − 2~b2 =

(
3
3

)
+

(
2
−2

)
=

(
5
1

)
.

Si movemos el caballo 3 pasos en su dirección ~k1 y −2 pasos en su dirección ~k2, es decir, si lo
movemos a lo largo de ~w =

(
3
−2

)
K según su sistema de coordenadas, entonces, en coordenadas

cartesianas, este vector es

~w =

(
3
−2

)
K

= 3~k1 − 2~k2 =

(
6
3

)
+

(
−2
−4

)
=

(
4
−1

)
.

¿Pueden el alfil y el caballo alcanzar todos los puntos del plano? Si es aśı, ¿de cuántas maneras? La
respuesta es śı, y pueden hacerlo exactamente de una manera. La razón es que, tanto para el alfil
como para el caballo, cada conjunto de vectores de dirección forma una base de R2 (¡verif́ıquelo!).

Precisemos el concepto de cambio de base. Supongamos que se nos da una base ordenada B =
{~b1, . . . ,~bn} de Rn. Si escribimos

~x =

x1

...
xn


B

(6.12)

entonces lo interpretamos como un vector expresado con respecto a la base B y

~x =

x1

...
xn


B

:= x1
~b1 + · · ·+ xn~bn. (6.13)

Si el vector columna no lleva ningún ı́ndice, entonces lo interpretamos como un vector con respecto a
la base canónica~e1, . . . ,~en de Rn. Ahora queremos encontrar una manera de calcular las coordenadas
cartesianas (es decir, aquellas con respecto a la base canónica) si se nos da un vector en coordenadas
respecto a B, y viceversa.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

252 6.3. Cambio de bases

Resultará que la siguiente matriz será muy útil:

AB→can = (~v1| . . . |~vn) = matriz cuyas columnas son los vectores de la base B.

Explicaremos el ı́ndice “B → can” en un momento.

Transición de la representación con respecto a una base dada a coordenadas cartesia-
nas.

Supongamos que se nos da un vector como en (6.13). ¿Cómo obtenemos sus coordenadas cartesianas?

Esto es bastante directo. Solo necesitamos recordar qué significa la notación (·)B. Denotaremos por
~xB la representación del vector con respecto a la base B y por ~x su representación con respecto a
la base estándar de Rn.

~x =

x1

...
xn


B

= x1
~b1 + x2

~b2 + · · ·+ xn~bn = (~b1|~b2| · · · |~bn)

x1

...
xn

 = AB→can

x1

...
xn

 = AB→can~xB,

es decir

~x = AB→can~xB =

y1

...
yn


can

. (6.14)

El último vector (el que contiene y1, . . . , yn) describe el mismo vector que ~xB, pero lo hace con
respecto a la base estándar de Rn. La matriz AB→can se llama la matriz de transición de la base B
a la base canónica (lo cual explica el sub́ındice “B → can”). La matriz también se llama la matriz
de cambio de coordenadas

Transición de coordenadas cartesianas a la representación con respecto a una base
dada.

Supongamos que se nos da un vector ~x en coordenadas cartesianas. ¿Cómo calculamos sus coorde-
nadas ~xB con respecto a la base B?

Solo necesitamos recordar que la relación entre ~x y ~xB, de acuerdo con (6.14), es

~x = AB→can~xB.

En este caso, conocemos las entradas del vector ~x. Aśı que solo necesitamos invertir la matriz
AB→can para obtener las entradas de ~xB:

~xB = A−1
B→can~x.

Esto requiere, por supuesto, que AB→can sea invertible. Pero esto está garantizado por el Teore-
ma 5.39, ya que sabemos que sus columnas son linealmente independientes. Aśı se sigue que la
matriz de transición de la base canónica a la base B está dada por

Acan→B = A−1
B→can.
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Observe que también podŕıamos hacer esto “a mano”: Se nos da ~x =

y1

...
yn


can

y queremos encontrar

las entradas x1, . . . , xn del vector ~xB que describe el mismo vector. Es decir, necesitamos números
x1, . . . , xn tales que

~x = x1
~b1 + · · ·+~bnxn.

Si conocemos los vectores ~b1, . . . , ~bn, entonces podemos escribir esto como un sistema de ecuaciones
lineales de tamaño n×n y luego resolverlo para x1, . . . , xn, lo cual, por supuesto, en realidad es lo

mismo que aplicar la inversa de la matriz AB→can al vector ~x =

y1

...
yn


can

.

Ahora supongamos que tenemos dos bases ordenadas B = {~b1, . . . ,~bn} y C = {~c1, . . . ,~cn} de Rn y
que se nos da un vector ~xB con respecto a la base B. ¿Cómo podemos calcular su representación
~xC con respecto a la base C? La manera más sencilla es usar la base canónica de Rn como base
auxiliar. Entonces primero calculamos el vector dado ~xB con respecto a la base canónica; llamamos
a este vector ~x. Luego pasamos de ~x a ~xC . De acuerdo con las fórmulas anteriores, esto es

~xC = ~Acan→C~x = Acan→CAB→can~xB.

Por lo tanto, la matriz de transición de la base B a la base C es

AB→C = Acan→CAB→can.

Ejemplo 6.42. Volvamos a nuestro ejemplo del tablero de ajedrez imaginario. Tenemos la “base de
alfil” B = {~b1, ~b2} donde ~b1 = ( 1

1 ), ~b2 =
(−1

1

)
y la “base de caballo” K = {~k1, ~k2} ~k1 = ( 2

1 ), ~k2 =
( 1

2 ). Entonces las matrices de transición a la base canónica son

AB→can =

(
1 −1
1 1

)
, AK→can =

(
2 1
1 2

)
,

sus inversas son

Acan→B =
1

2

(
1 1
−1 1

)
, Acan→K =

1

3

(
2 −1
−1 2

)
y las matrices de transición de B a K y de K a B son

AB→K =
1

3

(
1 −3
1 3

)
, AK→B =

1

2

(
1 3
−1 3

)
.

Dado un vector ~x = ( 2
7 )B en coordenadas de alfil, ¿cuáles son sus coordenadas de caballo?

Solución. (~x)K = AB→K~xB = 1
3

(
1 −3
1 3

)
( 2

7 ) = 1
3

(−19
23

)
K. �

Dado un vector ~y = ( 5
1 )K en coordenadas de caballo, ¿cuáles son sus coordenadas de alfil?

Solución. (~y)B = AK→B~yK = 1
2

(
1 3
−1 3

)
( 5

1 ) =
(

3
−1

)
B. �
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Dado un vector ~z = ( 1
3 ) en coordenadas estándar, ¿cuáles son sus coordenadas de alfil?

Solución. (~z)B = Acan→B~z = 1
2

(
1 1
−1 1

)
( 1

3 ) = ( 2
1 )B. �

Ejemplo 6.43. Recordemos el ejemplo de la página 109, donde teńıamos una tienda que vend́ıa
distintos tipos de paquetes de comida. El paquete de tipo A contiene 1 durazno y 3 mangos, y el
paquete de tipo B contiene 2 duraznos y 1 mango. Planteamos dos tipos de preguntas:

Pregunta 1. Si compramos a paquetes de tipo A y b paquetes de tipo B, ¿cuántos duraznos y
mangos obtendremos? Podŕıamos reformular esta pregunta para que sea más similar a la Pregunta
2: ¿cuántos duraznos y mangos necesitamos para llenar a paquetes de tipo A y b paquetes de tipo
B?
Pregunta 2. ¿Cuántos paquetes de tipo A y de tipo B tenemos que comprar para obtener p
duraznos y m mangos?

Recordemos que teńıamos la relación

M

(
a
b

)
=

(
m
p

)
, M−1

(
m
p

)
=

(
a
b

)
donde M =

(
1 2
3 1

)
y M−1 =

1

5

(
−1 2

3 −1

)
.

(6.15)
Podemos ver estos problemas en dos sistemas de coordenadas distintos. Tenemos la “base de frutas”
F = {~p, ~m} y la “base de paquetes” P = { ~A, ~B} donde

~m =

(
1
0

)
, ~p =

(
0
1

)
, ~A =

(
1
3

)
, ~B =

(
2
1

)
.

Observe que ~A = ~m + 3~p, ~B = 2~m + ~p, y que ~m = 1
5 (− ~A + 3 ~B) y ~p = 1

5 (2 ~A − ~B) (esto significa,
por ejemplo, que un mango es tres quintos de un paquete B menos un quinto de un paquete A).

Un ejemplo para la primera pregunta es: ¿Cuántos duraznos y mangos necesitamos para obtener 1
paquete de tipo A y 3 paquetes de tipo B? Claramente, necesitamos 7 duraznos y 6 mangos. Aśı,

el punto que queremos alcanzar está en “coordenadas de paquetes”

(
1
3

)
P

y en “coordenadas de

frutas”

(
7
6

)
F

. Esto se esquematiza en la Figura 6.3.

Un ejemplo para la segunda pregunta es: ¿cuántos paquetes de tipo A y de tipo B tenemos que
comprar para obtener 5 duraznos y 5 mangos? Usando (6.15), encontramos que necesitamos 1
paquete de tipo A y 3 paquetes de tipo B. Aśı, el punto que queremos alcanzar está en “coordenadas

de paquetes”

(
1
2

)
P

y en “coordenadas de frutas”

(
5
5

)
F

. Esto se esquematiza en la Figura 6.4.

En el resto de esta sección aplicaremos estas ideas para introducir coordenadas en espacios vectoria-
les abstractos (finitamente generados) V con respecto a una base dada. Esto nos permite identificar,
en cierto sentido, V con Rn o Cn para un n apropiado.
Supongamos que se nos da un espacio vectorial real V con una base ordenada B = {v1, . . . , vn}. Da-
do un vector w ∈ V , sabemos que existen números reales determinados de manera única α1, . . . , αn
tales que

w = α1v1 + · · ·+ αnvn.
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duraznos

mangos

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

~A

~B

3 ~B

(a)

Tipo A

Tipo B

−1 1 2

1

2

3

4

~m

~p

7~p

6~m

(b)

Figura 6.3: ¿Cuántos duraznos y mangos necesitamos para obtener 1 paquete de tipo A y 3 paquetes
de tipo B? Respuesta: 7 duraznos y 6 mangos. La Figura (a) describe la situación en el “plano de
frutas”, mientras que la Figura (b) describe la misma situación en el “plano de paquetes”. En ambas
figuras vemos que ~A+ 3 ~B = 7~p+ 6~m.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

256 6.3. Cambio de bases

duraznos

mangos

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

~A

~B

2 ~B

(a)

Tipo A

Tipo B

−1 1 2

1

2

3

4

~m

~p

5~p

5~m

(b)

Figura 6.4: ¿Cuántos paquetes de tipo A y de tipo B necesitamos para obtener 5 duraznos y 5 mangos?
Respuesta: 1 paquete de tipo A y 2 paquetes de tipo B. La Figura (a) describe la situación en el “plano
de frutas”, mientras que la Figura (b) describe la misma situación en el “plano de paquetes”. En ambas
figuras vemos que ~A+ 2 ~B = 5~p+ 5~m.

Aśı, si se nos da w, podemos encontrar los números α1, . . . , αn. Por otro lado, si se nos dan los
números α1, . . . , αn, podemos reconstruir fácilmente el vector w (basta sustituir en el lado derecho
de la ecuación anterior). Por lo tanto, tiene sentido escribir

w =

α1

...
αn


B

donde nuevamente el ı́ndice B nos recuerda que la columna de números debe entenderse como
los coeficientes con respecto a la base B. De esta manera, identificamos V con Rn, ya que cada
vector columna da un vector w en V y cada vector w da un vector columna en Rn. Observe que si
comenzamos con algún w en V , calculamos sus coordenadas con respecto a una base dada y luego
regresamos a V , recuperamos nuestro vector original w.

Ejemplo 6.44. En P2, considere las bases B = {p1, p2, p3}, C = {q1, q2, q3}, D = {r1, r2, r3}
donde

p1 = 1, p2 = X, p3 = X2, q1 = X2, q2 = X, q3 = 1, r1 = X2 + 2X, r2 = 5X + 2, r3 = 1.

Queremos escribir el polinomio π(X) = aX2 + bX + c con respecto a la base dada.

Base B: Claramente, π = cp1 + bp2 + ap3, por lo tanto π =

cb
a


B

.
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Base C: Claramente, π = aq1 + bq2 + cq3, por lo tanto π =

ab
c


C

.

Base D: Esto requiere algunos cálculos. Recordemos que necesitamos números α, β, γ ∈ R
tales que

π =

αβ
γ


D

= αr1 + βr2 + γr3.

Esto conduce a la siguiente ecuación

aX2 + bX + c = α(X2 + 2X) + β(5X + 2) + γ = αX2 + (2α+ 5β)X + 2β + γ.

Comparando coeficientes obtenemos

α = a,
2α + 5β = b,

2β + γ = c

 en forma matricial:

1 0 0
2 5 0
0 2 1

αβ
γ

 =

ab
c

 . (6.16)

Note que las columnas de la matriz en el lado derecho son exactamente las representaciones

vectoriales de r1, r2, r3 con respecto a la base C y el vector columna
(
a
b
c

)
es exactamente la

representación vectorial de π con respecto a la base C. La solución del sistema es

α = a, β = − 2
5a+ 1

5b, γ = 2
5a−

1
5b+ c,

por lo tanto

π =

 a
− 2

5a+ 1
5b

2
5a−

1
5b+ c


D

.

También podŕıamos haber encontrado la solución haciendo una vuelta por R3 de la siguiente
manera: Identificamos los vectores q1, q2, q3 con los vectores de la base canónica ~e1, ~e2,~e3 de
R3. Entonces los vectores r1, r2, r3 y π corresponden a

~r′1 =

1
2
0

 , ~r′2 =

0
5
2

 , ~r′3 =

0
0
1

 , ~π′ =

ab
c

 .

Sea R = {~r′1, ~r′2, ~r′3}. Para encontrar las coordenadas de ~π′ con respecto a la base ~r′1, ~r
′
2, ~r
′
3,

observamos que
~π′ = AR→can~π

′
R

donde AR→can es la matriz de transición de la base R a la base canónica de R, cuyas columnas
consisten en los vectores ~r′1, ~r

′
2, ~r
′
3. Aśı vemos que esta es exactamente la misma ecuación que

la de (6.16).

Damos un ejemplo en un espacio de matrices.
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Ejemplo 6.45. Considere las matrices

R =

(
1 1
1 1

)
, S =

(
1 0
0 3

)
, T =

(
0 1
1 0

)
, Z =

(
2 3
3 0

)
.

(i) Muestre que B = {R,S, T} es una base de Msym(2 × 2) (el espacio de todas las matrices
simétricas de tamaño 2× 2).

(ii) Escriba Z en términos de la base B.

Solución. (i) Claramente, R,S, T ∈Msym(2× 2). Como ya sabemos que dimMsym(2× 2) = 3,
basta mostrar que R,S, T son linealmente independientes. Entonces consideremos la ecuación

0 = αR+ βS + γT =

(
α+ β α+ γ
α+ γ α+ 3β

)
.

Obtenemos el sistema de ecuaciones

α + β = 0,
α + γ = 0,
α + 3β = 0

 en forma matricial:

1 1 0
1 0 1
1 3 0

αβ
γ

 =

0
0
0

 . (6.17)

Haciendo algunos cálculos, se sigue que α = β = γ = 0. De ah́ı mostramos que R,S, T son
linealmente independientes y por lo tanto son una base de Msym(2× 2).

(ii) Para escribir Z en términos de la base B, necesitamos encontrar α, β, γ ∈ R tales que

Z = αR+ βS + γT =

(
α+ β α+ γ
α+ γ α+ 3β

)
.

Obtenemos el sistema de ecuaciones

α + β = 2,
α + γ = 3,
α + 3β = 0

 en forma matricial:

1 1 0
1 0 1
1 3 0


︸ ︷︷ ︸

=A

αβ
γ

 =

2
3
0

 . (6.18)

Por lo tanto αβ
γ

 = A−1

2
3
0

 =
1

2

 3 0 −1
−1 0 1
−3 2 1

2
3
0

 =

 3
−1

0

 ,

de donde Z = 3R− S =
(

3
−1

0

)
B

. �
Ahora damos una solución alternativa (que es esencialmente la misma que la anterior) haciendo

un rodeo por R3. Sea C = {A1, A2, A3} donde A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 0
0 1

)
, A3 =

(
0 1
1 0

)
.

Esta es claramente una base de Msym(2× 2). La identificamos con la base estándar ~e1,~e2,~e3 de R3.
Entonces los vectores R,S, T en esta base se ven como

R′ =

1
1
1

 , S′ =

1
0
3

 , T ′ =

0
1
0

 y Z ′ =

2
3
0

 .
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(i) Para mostrar que R,S, T son linealmente independientes, solo tenemos que mostrar que los
vectores R′, S′ y T ′ son linealmente independientes en R3. Para ello, consideramos la matriz A
cuyas columnas son estos vectores. Observe que esta es la misma matriz que apareció en (6.18).
Es fácil mostrar que esta matriz es invertible (¡ya calculamos su inversa!). Por lo tanto los
vectores R′, S′, T ′ son linealmente independientes en R3, por lo tanto R,S, T son linealmente
independientes en Msym(2× 2).

(ii) Ahora, para encontrar la representación de Z en términos de la base B, solo necesitamos
encontrar la representación de Z ′ en términos de la base B′ = {R′, S′, T ′}. Esto se hace de la
siguiente manera:

Z ′B′ = Acan→B′Z
′ = A−1Z ′ =

2
3
0

 .

Ahora debeŕıa haber entendido

el significado geométrico de un cambio de bases en Rn,

cómo un espacio vectorial abstracto de dimensión finita puede representarse como Rn o Cn
y que la representación depende de la base elegida de V ,

cómo cambia la representación vectorial si se reordena la base elegida,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

realizar un cambio de base en Rn y Cn dada una base,

representar vectores en un espacio vectorial de dimensión finita V como vectores columna
después de elegir una base,

etc.

Ejercicios.

1. Sea B =

{(
1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
1 0
0 4

)}
. Muestre que B es una base de M(2 × 2)

y encuentre [A]B para A =

(
a b
c d

)
.

2. Sea B = {X2 − 1, X2 +X + 1, X2}. Muestre que B es base de P2. Encuentre [p(X)]B para
p(X) = a+ bX + cX2.

3. Sea B = {1, ex, e−x} y V = span{1, ex, e−x}.

(a) Muestre que sinhx, coshx ∈ V .
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(b) Encuentre A ∈M(3× 3) tal que

1 = a11 + a12e
x + a13e

−x,

sinhx = a21 + a22e
x + a23e

−x,

coshx = a31 + a32e
x + a33e

−x.

(c) Muestre que B′ = {1, sinhx, coshx} es base de V .

(d) Encuentre AB→B′ y AB′→B.

4. Muestre que B = {1, X − 1, (X − 1)2} es base de P2 y escriba a + bX + cX2 en términos
de B. Aún más general, muestre que B = {1, X − 1, (X − 1)2, . . . (X − 1)n} es base de Pn y
obtenga AB→can, Acan→B donde can = {1, X2, . . . , Xn}.

5. Sean B1 =


−1

1
0

 ,

 1
0
−1

 ,

0
1
1

 y B2 =


2

1
3

 ,

−1
4
5

 ,

 3
−2

4

.

(a) Muestre que B1 y B2 son bases de R3.

(b) Sea ~v =

xy
z

. Encuentre [~v]B1
y [~v]B2

.

(c) Obtenga AB1→B2 y AB2→B1 .

6. Sea ϑ ∈ (−π, π]. Muestre que Bϑ =

{(
cosϑ
sinϑ

)
,

(
− sinϑ
cosϑ

)}
es una base de R2. Encuentre

ABϑ→can y Acan→Bϑ
. ¿Cómo se interpreta geométricamente Bϑ?

7. Sean a, b tal que ab 6= 0.

(a) Muestre que B =

{
1√

a2+b2

(
a
b

)
, 1√

a2+b2

(
−b
a

)}
es base de R2.

(b) Muestre que existe ϑ ∈ (−π, π] tal que B = Bϑ. (Hint: Interpretación geométrica de B)

8. Sea Bϑ como en Ejercicio 6..

(a) Si ϑ = π
6 , escriba

(
−3
√

3
−3

)
en términos de Bϑ.

(b) Si ϑ = π
4 , escriba

(
1
−1

)
Bϑ

en términos de la base canónica.

9. Sean ϑ1, ϑ2 ∈ (−π, π], ¿cómo se interpreta geométricamente ABϑ1
→Bϑ2

?
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6.4. Transformaciones lineales y sus representaciones matri-
ciales

Sean U, V espacios vectoriales sobre K y sea T : U → V una transformación lineal. Recordemos que
T satisface

T (λ1x1 + · · ·+ λkxk) = λ1T (x1) + · · ·+ λkT (xk)

para todo x1, . . . , xk ∈ U y λ1, . . . , λk ∈ K. Esto muestra que, para conocer T , en realidad basta
conocer cómo actúa T sobre una base de U . Supongamos que se nos da una base B = {u1, . . . , un}
de U y tomemos un vector arbitrario w ∈ U . Entonces existen λ1, . . . , λk ∈ K determinados de
manera única tales que w = λ1u1 + · · ·+ λnun. Por lo tanto

Tw = T (λ1u1 + · · ·+ λnun) = λ1Tu1 + · · ·+ λnTun. (6.19)

Aśı, Tw es una combinación lineal de los vectores Tu1, . . . , Tun ∈ V y los coeficientes son exacta-
mente λ1, . . . , λn.

Supongamos que se nos da una base C = {v1, . . . , vm} de V . Entonces sabemos que, para cada
j = 1, . . . , n, el vector Tuj es una combinación lineal de los vectores de la base v1, . . . , vm de V .
Por lo tanto, existen números aij ∈ K determinados de manera única (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . n)
tales que Tuj = aj1v1 + · · ·+ ajmvm, es decir

Tu1 = a11v1 + a21v2 + · · ·+ am1vm,

Tu2 = a12v1 + a22v2 + · · ·+ am2vm,

...
...

...
...

Tun = a1nv1 + a2nv2 + · · ·+ amnvm.

(6.20)

Definamos la matriz AT y el vector ~λ por

AT =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 ∈M(m× n), ~λ =


λ1

λ2

...
λn

 ∈ Rn.

Observe que la primera columna de AT es la representación vectorial de Tu1 con respecto a la base
v1, . . . , vm, la segunda columna es la representación vectorial de Tu2, y aśı sucesivamente.

Last Change: Di 23. Jun 15:39:50 CEST 2026
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Ahora volvamos al cálculo de Tw y a su conexión con la matriz AT . De (6.19) y (6.20) obtenemos

Tw = λ1Tu1 + λ2Tu2 + · · ·+ λnTun

= λ1(a11v1 + a21v2 + · · ·+ am1vm)

+ λ2(a12v1 + a22v2 + · · ·+ am2vm)

+ · · · · · · · · ·
+ λn(a1nv1 + a2nv2 + · · ·+ amnvm)

= (a11λ1 + a12λ2 + · · ·+ a1nλn)v1

+ (a21λ1 + a22λ2 + · · ·+ a2nλn)v2

+ · · · · · · · · ·
+ (am1λ1 + am2λ2 + · · ·+ amnλn)vm.

El cálculo muestra que, para cada k, el coeficiente de vk es la k-ésima componente del vector AT~λ!
Ahora podemos ir un paso más allá. Recordemos que la elección de la base B de U y de la base C
de V nos permite escribir w y Tw como vectores columna:

w = ~wB


λ1

λ2

...
λ1


B

, Tw =


a11λ1 + a12λ2 + · · ·+ a1nλn
a21λ1 + a22λ2 + · · ·+ a2nλn

...
am1λ1 + am2λ2 + · · ·+ amnλn


C

.

Esto muestra que

(Tw)C = AT ~wB.

Por razones que ahora esperamos sean claras, la matriz AT se llama la representación matricial de
T con respecto a las bases B y C.

Aśı, toda transformación lineal T : U → V puede representarse como una matriz AT ∈M(m× n).
Por otro lado, toda matriz A(m× n) induce una transformación lineal TA : U → V .

Observación muy importante. Esta identificación de matrices de tamaño m×n con transfor-
maciones lineales U → V depende de la elección de la base! Véase el Ejemplo 6.48.

Resumamos lo que hemos encontrado hasta ahora.

Teorema 6.46. Sean U, V espacios vectoriales de dimensión finita y sea B = {u1, . . . , un} una base
ordenada de U , y sea C = {v1, . . . , vm} una base ordenada de V . Entonces se cumple lo siguiente:

(i) Toda transformación lineal T : U → V puede representarse como una matriz AT ∈M(m×n)
tal que

(Tw)C = AT ~wB

donde (Tw)C es la representación de Tw ∈ V con respecto a la base C y ~wB es la representación
de w ∈ U con respecto a la base B. Las entradas aij de AT pueden calcularse como en (6.20).
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(ii) Toda matriz A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

∈ M(m × n) induce una transformación lineal T : U → V

definida por

T (uj) = a1jv1 + . . . amjvm, j = 1, . . . , n.

(iii) T = TAT
and A = ATA

. Esto significa: Si comenzamos con una transformación lineal T : U →
V , calculamos su representación matricial AT y luego la transformación lineal TAT

: U → V
inducida por AT , entonces recuperamos nuestra transformación original T . Si, por otro lado,
comenzamos con una matriz A ∈M(m×n), calculamos la transformación lineal TA : U → V
inducida por A y luego calculamos su representación matricial ATA

, entonces recuperamos
nuestra matriz original A.

Demostración. Ya mostramos (i) y (ii) en el texto anterior al teorema. Para ver (iii), comencemos
con una transformación lineal T : U → V y sea AT = (aij) la representación matricial de T con
respecto a las bases B y C. Para TAT

, la transformación lineal inducida por AT , se sigue que

TATuj = a1jv1 + . . . amjvm = Tuj , j = 1, . . . , n

Como esto es cierto para todos los vectores de la base y tanto T como TAT
son lineales, deben ser

iguales.

Si, por otro lado, se nos da una matriz A = (aij)i=1,...,m
j=1,...,n

∈ M(m× n), entonces la transformación

lineal TA inducida por A actúa sobre los vectores de la base u1, . . . , un como sigue:

TAuj = TAT
uj = a1jv1 + . . . amjvm.

Pero entonces, por definición de la representación matricial ATA
de TA, se sigue que ATA

= A.

Veamos esta “identificación” de matrices con transformaciones lineales de manera un poco más
formal. Al elegir una base B = {u1, . . . , un} en U e identificar aśı U con Rn, en realidad estamos
definiendo una biyección lineal

Ψ : U → Rn, Ψ(λu1 + · · ·+ λnun) =

λ1

...
λn

 .

Recordemos que denotamos el vector del lado derecho por ~uB.

Lo mismo ocurre si elegimos una base C = {v1, . . . , vm} de V . Obtenemos una biyección lineal

Φ : V → Rm, Φ(µv1 + · · ·+ µmvm) =

µ1

...
µm

 .

Con estas transformaciones lineales, encontramos que

AT = Φ ◦ T ◦Ψ−1 and TA = Φ−1 ◦A ◦Ψ.
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Las transformaciones Ψ y Φ “traducen” los espacios U y V a Rn y Rm, donde las bases elegidas
sirven como “diccionario”. De esta manera, “traducen” transformaciones lineales U : U → V a
matrices A ∈M(m× n) y viceversa. En un diagrama esto se ve aśı:

U V

Rn Rm

T

Ψ Φ

AT

Aśı, para ir de U a V , podemos hacer el rodeo por Rn y Rm. El diagrama anterior se llama diagrama
conmutativo. Esto significa que no importa qué camino tomemos para ir de una esquina del diagrama
a otra, siempre que nos movamos en las direcciones de las flechas. Observe que en este caso incluso
podemos ir en las direcciones opuestas de las flechas que representan Ψ y Φ, porque son biyecciones.

¿Cuál es la utilidad de una representación matricial de una transformación lineal? A veces los
cálculos son más fáciles en el mundo de las matrices. Por ejemplo, sabemos cómo calcular la imagen
y el kernel de una matriz. Por lo tanto, usando el Teorema 6.18:

Si queremos calcular ImT , solo necesitamos calcular ImAT y luego usar Φ para “traducir de
regreso” a la imagen de T . En fórmula: ImT = Im(Φ−1ATΨ) = Im(Φ−1AT ) = Φ−1(ImAT ).

Si queremos calcular kerT , solo necesitamos calcular kerAT y luego usar Ψ para “traducir de
regreso” al kernel de T . En fórmula: kerT = ker(Φ−1ATΨ) = ker(ATΨ) = Ψ−1(kerAT ).

Si dimU = dimV , es decir, si n = m, entonces T es invertible si y solo si AT es invertible.
Esto ocurre si y solo si detAT 6= 0.

Resumamos. Del Teorema 6.24 obtenemos de nuevo el siguiente teorema muy importante, vea
Teorema 6.20 y Proposición 6.16.

Teorema 6.47. Sean U, V espacios vectoriales y sea T : U → V una transformación lineal.
Entonces

dimU = dim(kerT ) + dim(ImT ). (6.21)

Si dimU = dimV , entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es invertible.

(ii) T es inyectiva, es decir, kerT = {O}.
(iii) T es sobreyectiva, es decir, ImT = V .

Observe que si T es biyectiva, entonces necesariamente se tiene dimU = dimV .

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 6.48. Consideramos el operador de derivación

T : P3 → P3, Tp = p′.

Observe que, en este caso, los espacios vectoriales U y V son ambos iguales a P3.
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(i) Represente T con respecto a la base B = {p1, p2, p3, p4} y encuentre su kernel donde p1 =
1, p2 = X, p3 = X2, p4 = X3.

Solución. Solo necesitamos evaluar T en los elementos de la base y luego escribir nuevamente
el resultado como combinación lineal de la base. Como en este caso las bases son “sencillas”,
los cálculos son bastante simples:

Tp1 = 0, Tp2 = 1 = p1, Tp3 = 2X = 2p2, Tp4 = 3X2 = 3p3.

Por lo tanto, la representación matricial de T es

ABT =


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

 .

El kernel de AT es claramente span{~e1}, de donde kerT = span{p1} = span{1}. �

(ii) Represente T con respecto a la base C = {q1, q2, q3, q4} y encuentre su kernel donde q1 =
X3, q2 = X2, q3 = X, q4 = 1.

Solución. Nuevamente solo necesitamos evaluar T en los elementos de la base y luego escribir
el resultado como combinación lineal de la base.

Tq1 = 3X2 = 3q2, T q2 = 2X = 2q3, T q3 = X = q4, T q4 = 0.

Por lo tanto, la representación matricial de T es

ACT =


0 0 0 0
3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0

 .

El kernel de AT es claramente span{~e4}, de donde kerT = span{q4} = span{1}. �

(iii) Represente T con respecto a la base B en el dominio de T (en el P3 en el “lado izquierdo”) y
en la base C en el espacio de la salida (en el P3 en el “lado derecho”).

Solución. Calculamos

Tp1 = 0, Tp2 = 1 = q4, Tp3 = 2X = 2q3, Tp4 = 3X2 = 3q2.

Por lo tanto, la representación matricial de T es

AB,CT =


0 0 0 0
0 0 0 3
0 0 2 0
0 1 0 0

 .

El kernel de AT es claramente span{~e1}, de donde kerT = span{p1} = span{1}. �
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(iv) Represente T con respecto a la base D = {r1, r2, r3, r4} y encuentre su kernel donde

r1 = X3 +X, r2 = 2X3 +X2 + 2X, r3 = 3X3 +X2 + 4X + 1, r4 = 4X3 +X2 + 4X + 1.

Solución 1. Nuevamente solo necesitamos evaluar T en los elementos de la base y luego
escribir el resultado como combinación lineal de la base. Esta vez los cálculos son un poco
más tediosos.

Tr1 = 3X2 + 1 =− 8r1 + 2r2 + r4,

T r2 = 6X2 + 2X + 2 =− 14r1 + 4r2 + 2r3,

T r3 = 9X2 + 2X + 4 =− 24r1 + 5r2 + 2r3 + 2r4,

T r4 = 12X2 + 2X + 4 =− 30r1 + 8r2 + 2r3 + 2r4.

Por lo tanto, la representación matricial de T es

ADT =


−8 −14 −24 −30

2 4 5 8
0 2 2 2
1 0 2 2

 .

Para calcular el kernel de AT , aplicamos el proceso de Gauß-Jordan y obtenemos

ADT =


−8 −14 −24 −30

2 4 5 8
0 2 2 2
1 0 2 2

 −→ · · · −→


1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 0

 .

El kernel de AT es claramente span{−2~e1−~e2 +~e4}, de donde kerT = span{−2r1−r2 +r4} =
span{1}. �

Solución 2. Ya tenemos la representación matricial ACT y podemos usarla para calcular ADT .
Para ello definamos los vectores

~ρ1 =


1
0
1
0

 , ~ρ2 =


2
1
2
0

 , ~ρ3 =


3
1
4
1

 , ~ρ4 =


4
1
4
1

 .

Observe que estos vectores son las representaciones de nuestros vectores de base r1, . . . , r4 en
la base C. La matriz de cambio de bases de C a D y su inversa son, en coordenadas,

SD→C =


1 2 3 4
0 1 1 1
1 2 4 4
0 0 1 1

 , SC→D = S−1
D→C =


0 −2 1 −2
0 1 0 −1
−1 0 1 0

1 0 −1 1

 .
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Se sigue que

ADT = SC→DA
C
TSD→C

=


0 −2 1 −2
0 1 0 −1
−1 0 1 0

1 0 −1 1




0 0 0 0
3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0




1 2 3 4
0 1 1 1
1 2 4 4
0 0 1 1

 =


−8 −14 −24 −30

2 4 5 8
0 2 2 2
1 0 2 2

 .

Veamos cómo se ve esto en diagramas. Definimos las dos biyecciones de P3 con R4 dadas por
la elección de las bases C y D mediante ΨC y ΨD:

ΨC : P3 → R4, ΨC(q1) = ~e1, ΨC(q2) = ~e2, ΨC(q3) = ~e3, ΨC(q4) = ~e4,

ΨD : P3 → R4, ΨD(r1) = ~e1, ΨD(r2) = ~e2, ΨD(r3) = ~e3, ΨD(r4) = ~e4.

Entonces tenemos los siguientes diagramas:

P3 P3

R4 R4

T

ΨC ΨC

ACT

P3 P3

R4 R4

T

ΨD ΨD

ADT

Ya conocemos todo en el diagrama de la izquierda y queremos calcular ADT en el diagrama de
la derecha. Podemos juntar los diagramas de la siguiente manera:

P3 P3

R4 R4 R4 R4

T

ΨD
ΨC

ΨD
ΨC

SD→C

ADT

ACT SC→D

También podemos ver que las transformaciones de cambio de base SD→C y SC→D son

SD→C = ΨC ◦Ψ−1
D , SC→D = ΨD ◦Ψ−1

C .

Para ADT obtenemos

ADT = ΨD ◦ T ◦Ψ−1
D = SD→C ◦ACT ◦ SC→D.

Last Change: Di 23. Jun 15:39:50 CEST 2026
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Otra manera de dibujar el diagrama anterior es

P3 P3

R4 R4

R4 R4

T

ΨD

ΨC

ΨD

ΨC

ACT
S
C→
DSD

→
C

ADT

�

Observe que las matrices ABT , ACT , ADT y AB,CT se ven todas diferentes, pero describen la misma
transformación lineal. La razón por la que se ven diferentes es que en cada caso usamos bases
distintas para describirlas.

Ejemplo 6.49. El siguiente ejemplo no es muy aplicado, pero sirve para practicar un poco más.
Consideramos el operador dado por

T : M(2× 2)→ P2, T (
(
a b
c d

)
) = (a+ c)X2 + (a− b)X + a− b+ d.

Muestre que T es una transformación lineal y represente T con respecto a las bases B = {B1, B2, B3, B4}
de M(2× 2) y C = {p1, p2, p3} de P2 donde

B1 =

(
1 0
0 0

)
, B2 =

(
0 1
0 0

)
, B3 =

(
0 0
1 0

)
, B4 =

(
0 0
0 1

)
,

y
p1 = 1, p2 = X, p3 = X2.

Encuentre bases para kerT y ImT , y sus dimensiónes.

Solución. Primero verificamos que T es efectivamente una transformación lineal. Para ello, toma-
mos matrices A1 =

(
a1 b1
c1 d1

)
y A2 =

(
a2 b2
c2 d2

)
y λ ∈ R. Entonces

T (λA1 +A2) = T

(
λ

(
a1 b1
c1 d1

)
+

(
a2 b2
c2 d2

))
= T

(
λ

(
λa1 + a2 λb1 + b2
λc1 + c2 λd1 + d2

))
= (λa1 + a2 + λc1 + c2)X2 + (λa1 + a2 − λb1 − b2)X + λa1 + a2 − (λb1 + b2) + λd1 + d2

= λ[(a1 + c1)X2 + (a1 − b1)X + a1 − b1 + d1)] +
[
(a2 + c2)X2 + (a2 − b2)X + a2 − b2 + d2)

]
= λT (A1) + T (A2).

Esto muestra que T is a transformación lineal.
Ahora calculamos su representación matricial con respecto a las bases dadas.

TB1 = X2 +X + 1 = p1 + p2 + p3,

TB2 = −X = −p2,

TB3 = X2 = p3,

TB4 = 1 = p1.
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x

y

−3 −2 −1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

3

4

5

~v

~w

R~w = −~w

~z

R~z L

Figura 6.5: La figura muestra la reflexión R respecto de la recta L. El vector ~v es paralelo a L, de
modo que R~v = ~v. El vector ~w es perpendicular a L, de modo que R~w = −~w.

Por lo tanto, la representación matricial de T es

AT =

1 0 0 1
1 −1 0 0
1 0 1 0


Para determinar el kernel y la imagen de AT , aplicamos el proceso de Gauß-Jordan:

AT =

1 0 0 1
1 −1 0 0
1 0 1 0

 −→
1 0 0 1

0 −1 0 −1
0 0 1 −1

 −→
1 0 0 1

0 1 0 1
0 0 1 −1

 .

Aśı, la imagen de AT es R3 y su kernel es kerAT = span{~e1 +~e2 −~e3 −~e3}. Por lo tanto, ImT =
P2 y kerT = span{B1 + B2 − B3 − B4} = span

{(
1 1
−1 −1

)}
. Para sus dimensiónes encontramos

dim(ImT ) = 3 y dim(kerT ) = 1. �

Ejemplo 6.50 (Reflexión en R2). En R2, considere la recta L : 3x − 2y = 0. Sea R : R2 → R2

la transformación que toma un vector en R2 y lo refleja respecto de la recta L, véase la Figura 6.5.
Encuentre la representación matricial de R con respecto a la base estándar de R2.
Observación. Observe que L es la recta que pasa por el origen y es paralela al vector ~v = ( 2

3 ).

Solución 1 (usar coordenadas adaptadas al problema). Claramente, hay dos direcciones que
son especiales en este problema: la dirección paralela y la dirección ortogonal a la recta. Por lo tanto,
una base adaptada al ejercicio es B = {~v, ~w} donde ~v = ( 2

3 ) y ~w =
(−3

2

)
. Claramente, R~v = ~v y

R~w = −~w. Por lo tanto, la representación matricial de R con respecto a la base B es

ABR =

(
1 0
0 −1

)
.
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Para obtener la representación AR con respecto a la base estándar, solo necesitamos realizar un
cambio de base. Recordemos que las matrices de cambio de bases están dadas por

SB→can = (~v|~w) =

(
2 −3
3 2

)
, Scan→B = S−1

B→can =
1

13

(
2 3
−3 2

)
.

Therefore

AR = SB→canA
B
RScan→B =

1

13

(
2 −3
3 2

)(
1 0
0 −1

)(
2 3
−3 2

)
=

1

13

(
−5 12
12 5

)
. �

Solución 2 (reducir el problema a una reflexión conocida). El problema seŕıa fácil si se nos
pidiera calcular la representación matricial de la reflexión respecto del eje x. Esta seŕıa simplemente

A0 =

(
1 0
0 −1

)
. Ahora podemos proceder como sigue: primero rotamos R2 alrededor del origen de

manera que la recta L sea paralela al eje x; luego reflejamos respecto del eje x y finalmente rotamos
de regreso. El resultado es el mismo que reflejar respecto de L. Supongamos que Rot es la matriz
de rotación. Entonces

AT = Rot−1 ◦A0 ◦ Rot. (6.22)

¿Cómo podemos calcular Rot? Sabemos que Rot~v = ~e1 y que Rot~w = ~e2. Se sigue que Rot−1 =
(~v|~w) =

(
2 3
−3 2

)
. Observe que, salvo por un factor numérico, esto es SB→can. Podemos calcular

fácilmente que Rot = (Rot−1)−1 = 1
13

(
2 −3
3 2

)
. Si insertamos esto en (6.22), encontramos nuevamente

AR =
(−5 12

12 5

)
. �

Solución 3 (cálculo directo). Podemos formar un sistema de ecuaciones lineales para encontrar
AT . Escribimos AR =

(
a b
c d

)
con números desconocidos a, b, c, d. Nuevamente usamos que sabemos

que AT~v = ~v y AT ~w = −~w. Esto da las siguientes ecuaciones:(
2
3

)
= ~v = AT~v =

(
a b
c d

)(
2
3

)
=

(
2a+ 3b
2c+ 3d

)
,(

−3
2

)
= ~w = −AT ~w = −

(
a b
c d

)(
−3

2

)
=

(
3a− 2b
3c− 2d

)
lo cual da el sistema

2a+ 3b = 2, 2c+ 3d = 3, 3a− 2b = −3, 3c− 2d = 2.

Su solución única es a = − 5
13 , b = c = 12

13 , d = 5
13 , entonces AR =

(−5 12
12 5

)
. �

Ejemplo 6.51 (Reflexión y proyección ortogonal en R3). En R3, considere el plano E :
x− 2y+ 3z = 0. Sea R : R3 → R3 la transformación que toma un vector en R3 y lo refleja respecto
del plano E y sea P : R3 → R3 la proyección ortogonal sobre E. Encuentre la representación
matricial de R con respecto a la base estándar de R3.

Observación. Observe que E es el plano que pasa por el origen y es ortogonal al vector ~n =
(

1
−2

3

)
.

Además, si tomamos ~v =
(

2
1
0

)
y ~w =

(
0
3
2

)
, entonces es fácil ver que {~v, ~w} es una base de E.
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E

~x

P~x

•

x

y

z

E

~x

•

R~x

x

y

z

Figura 6.6: La figura muestra el plano E : x− 2y + 3z = 0 y, para el vector ~x, muestra su proyección
ortogonal P~x sobre E y su reflexión R~x respecto de E; véase el Ejemplo 6.51.

Solución 1 (usar coordenadas adaptadas al problema). Claramente, una base adaptada al
ejercicio es B = {~v, ~w, ~n} porque para estos vectores tenemos R~v = ~v, R~w = ~w, R~n = −~n, y
P~v = ~v, P ~w = ~w, P~n = ~0. Por lo tanto, la representación matricial de R con respecto a la base B
es

ABR =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


y la de P es

ABP =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Para obtener las representaciones AR y AP con respecto a la base estándar, solo necesitamos realizar
un cambio de base. Recordemos que las matrices de cambio de bases están dadas por

SB→can = (~v|~w|~n) =

2 0 1
1 3 −2
0 2 3

 , Scan→B = S−1
B→can =

1

28

 13 2 −3
−3 6 5

2 −4 6

 .

Por lo tanto

AR = SB→canA
B
RScan→B =

1

28

2 0 1
1 3 −2
0 2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 13 2 −3
−3 6 5

2 −4 6


=

1

7

 6 2 −3
2 3 6
−3 6 −2


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y

AR = SB→canA
B
PScan→B =

1

28

2 0 2
1 3 −1
0 2 3

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 13 2 −3
−3 6 5

2 −4 6


=

1

14

 13 2 −3
2 10 6
−3 6 5

 . �

Solución 2 (reducir el problema a una reflexión conocida). El problema seŕıa fácil si se nos
pidiera calcular la representación matricial de la reflexión respecto del plano xy. Esta seŕıa simple-

mente A0 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

. Ahora podemos proceder como sigue: primero rotamos R3 alrededor del

origen de manera que el plano E sea paralelo al plano xy; luego reflejamos respecto del plano xy y
finalmente rotamos de regreso. El resultado es el mismo que reflejar respecto del plano E. Dejamos
los detalles al lector. Un procedimiento análogo funciona para la proyección ortogonal. �

Solución 3 (cálculo directo). Finalmente, podemos formar un sistema de ecuaciones lineales

para encontrar AR. Escribimos AR =
(
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

)
con incógnitas aij . Nuevamente usamos que

sabemos que AR~v = ~v, AR ~w = ~w y AR~n = −~n. Esto da un sistema de 9 ecuaciones lineales para
las nueve incógnitas aij , que puede resolverse. �

Observación 6.52. Otra solución más es la siguiente. Sea Q la proyección ortogonal sobre ~n. Ya
sabemos cómo calcular su matriz de representación:

Q~x =
〈~x , ~n〉
‖~n‖2

~n =
x− 2y + 3z

14
~n =

1

14

 1 −2 3
−2 4 −6

3 −6 9

xy
z

 .

Por lo tanto AQ = 1
14

(
1 −2 3
−2 4 −6

3 −6 9

)
. Geométricamente, es claro que P = id−Q y R = id−2Q. De

esto se sigue que

AP = id−AQ =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 1

14

 1 −2 3
−2 4 −6

3 −6 9

 =
1

14

 13 2 −3
2 10 6
−3 6 5


y

AR = id−2AQ =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 1

7

 1 −2 3
−2 4 −6

3 −6 9

 =
1

7

 6 2 −3
2 3 6
−3 6 −2

 .

Cambio de bases como representación matricial de la identidad

Finalmente observemos que una matriz de cambio de bases no es otra cosa que la matriz identidad
escrita con respecto a bases distintas. Para ver esto, sean B = {~v1, . . . , ~vn} y C = {~w1, . . . , ~vw}
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bases de Rn. Definimos las biyecciones lineales ΨB y ΨC como sigue:

ΨB : Rn → Rn, ΨB(~e1) = ~v1, . . . , ΨB(~en) = ~vn,

ΨC : Rn → Rn, ΨC(~e1) = ~w1, . . . , ΨC(~en) = ~wn.

Además definimos las matrices de cambio de bases

SB→can = (~v1| · · · |~vn), SC→can = (~w1| · · · |~wn).

Observe que estas matrices son exactamente las representaciones matriciales de ΨB y ΨC . Ahora
consideremos el diagrama

Rn Rn

Rn Rn

id

Ψ−1
B Ψ−1

C

Aid

Por lo tanto

Aid = Ψ−1
C ◦ id ◦ΨB = ΨC ◦Ψ−1

B = S−1
C→can ◦ SB→can = Scan→C ◦ SB→can = SB→C .

Ahora debeŕıa haber entendido

por qué toda transformación lineal entre espacios vectoriales de dimensión finita puede
escribirse como una matriz y por qué la matriz depende de las bases elegidas,

cómo cambia la representación matricial si cambian las bases elegidas,

en particular, cómo cambia la representación matricial si se reordenan las bases elegidas,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

representar una transformación lineal entre espacios vectoriales de dimensión finita como
una matriz,

usar la representación matricial de una transformación lineal para calcular su kernel y su
imagen,

interpretar una matriz como una transformación lineal entre espacios vectoriales de dimen-
sión finita,

etc.

Ejercicios.

1. De los ejercicios 1 al 14 (exceptuando el 11.) de la sección 6.1 obtenga la representación
matricial de T en las respectivas bases canónicas.

2. Encuentre la representación matricial en la respectiva base canónica de las siguientes trans-
formaciones. En Pn tome la base {1, X,X2, . . . , Xn+1}.
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(a) En P4, D(p) = Xp′ − p.
(b) En P4, D(p) = p′′.

(c) En Pn, D(p) = p(m), la m−ésima derivada de p.

(d) En M(3× 3), T (A) = A−At.

(e) En Pn, J : Pn → R dada por J(p) =
∫ 1

0
p(t)dt.

3. Para cada transformación lineal dada, encuentre su representación matricial en las bases
indicadas:

(a) T : R2 → R2, T (x, y) = (y, 0) de base canónica a B2 =

{(
1
1

)
,

(
−1

1

)}
.

(b) T : R3 → R2, T

xy
z

 =

(
x+ y + z
x− y

)
de B1 =


 1

0
−1

 ,

1
1
1

 ,

1
0
0

 a B2 ={(
0
1

)
,

(
1
0

)}
.

(c) T : R3 → R3, T (~x) = ~x×

1
2
3

 en la base B =


2

4
6

 ,

 2
−1

0

 ,

 0
−3

2

.

(d) T : P2 → R2, T (aX2 + bX + c) =

(
2a+ b+ c
b− 3c

)
de B1 = {X2 + 1, X2 +X, X2 +X + 1}

a B2 =

{(
2
3

)
,

(
1
−1

)}
.

4. Sea V = span{cosx, sinx, x cosx, x sinx} y B = {cosx, sinx, x cosx, x sinx}.

(a) Demuestre que B es base de V .

(b) Para D : V → V dada por D(f) = f ′, obtenga [D]B. ¿D es invertible?

5. Sea V = span{1, ex, e−x}, B1 = {1, ex, e−x} y B2 = {1, coshx, sinhx}. Considere D : V → V
dada por D(f) = f ′, obtenga [D]B1

B2
. ¿D es invertible?

6. Sea ~w un vector no nulo y T : R3 → R3 dada por T (~x) = proy~w ~x. Encuentre una base B de

R3 tal que [T ]B =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

.

7. En R3, sean E : x+y+z = 0 y T : R3 → R3 dada por T (~x) = reflexión de ~x con respecto a E.

(a) Encuentre una base B tal que [T ]B =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1


(b) Obtenga [T ]can.

(c) Describa T en las coordenadas usuales.
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8. (a) Sea S : R4 → R una transformación lineal tal que S ~e1 = 4, S ~e2 = −3, S ~e3 = 0 y S ~e4 = π.
Muestre que existe ~w ∈ R4 tal que S~x = 〈~x , ~w〉 para todo ~x ∈ R4.

(b) Sea S : R4 → R una transformación lineal tal que S


1
1
0
0

 = 1, S


0
0
1
1

 = −2, S


0
0
1
0

 = 3

y S


1
0
0
4

 = −1. Encuentre ~w ∈ R4 tal que S~x = 〈~x , ~w〉 para todo ~x ∈ R4.

9. Sea T : V → W una transformación lineal y suponga que B = {v1, . . . vn} es una base de V .
Si para cada i ∈ {1, 2, ...n} se tiene que T (vi) = ~0, muestre que T = O (la transformación que
a todo elemento de V lo env́ıa al vector cero de W ).

10. Sea T : Rn → Rn transformación lineal tal que T (~ei) = ei+1 si 1 ≤ i < n y T (~en) = 0. Muestre
que Tn = O ¿Cómo es la representación matricial de T, T 2, . . . , Tn−1 en la base canónica?

6.5. Resumen

Transformaciones lineales

Una función T : U → V entre dos espacios vectoriales sobre K, U y V , se llama transformación
lineal (o función lineal o aplicación lineal) si satisface

T (u1 + λu2) = T (u1) + λT (u2) para todo u1, u2 ∈ U y λ ∈ K.

El conjunto de todas las transformaciones lineales de U a V se denota por L(U, V ).

La composición de transformaciones lineales es una transformación lineal.

Si una transformación lineal es invertible, entonces su inversa es una transformación lineal.

Si U, V son espacios vectoriales sobre K, entonces L(U, V ) es un espacio vectorial sobre K.
Esto significa: si S, T ∈ L(U, V ) y λ ∈ K, entonces S + λT ∈ L(U, V ).

Para una transformación lineal T : U → V definimos los siguientes conjuntos

kerT = {u ∈ U : Tu = O} ⊆ U,
ImT = {Tu : u ∈ U} ⊆ V.

kerT se llama kernel de T o kernel de T . Es un subespacio de U . ImT se llama imagenn de T o
imagenn de T . Es un subespacio de V .
La transformación lineal T se llama inyectiva si Tu1 = Tu2 implica u1 = u2 para todo u1, u2 ∈ U .
La transformación lineal T se llama sobreyectiva si para cada v ∈ V existe algún u ∈ U tal que
Tu = v. La transformación lineal T se llama biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Sea T : U → V una transformación lineal.

Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) T es inyectiva.

(ii) Tu = O implica que u = O.

(iii) kerT = {O}.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es sobreyectiva.

(ii) ImT = V .

Si T es biyectiva, entonces necesariamente dimU = dimV . En otras palabras: si dimU 6=
dimV , entonces no existe ninguna biyección entre ellos.

Sean U, V espacios vectoriales sobre K y sea T : U → V una transformación lineal. Además, sean
E : U → U , F : V → V transformaciones lineales biyectivas. Entonces

ker(FT ) = ker(T ), ker(TE) = E−1(ker(T )),

Im(FT ) = F (Im(T )), Im(TE) = Im(T ),

and

dim ker(T ) = dim ker(FT ) = dim ker(TE) = dim ker(FTE),

dim Im(T ) = dim Im(FT ) = dim Im(TE) = dim Im(FTE).

Si dimU = n <∞, entonces

dim(ker(T )) + dim(Im(T )) = n.

Transformaciones lineales y matrices

Toda matriz A ∈MK(m× n) representa una transformación lineal de Kn a Km mediante

TA : Kn → Km, ~x 7→ A~x.

Muy a menudo escribimos A en lugar de TA.
Por otro lado, toda transformación lineal T : U → V entre espacios vectoriales de dimensión finita
U y V tiene una representación matricial. Sea B = {u1, . . . , un} una base de U y C = {v1, . . . , vm}
una base de V . Supongamos que Tuj = a1jv1 + · · ·+amjvm. Entonces la representación matricial de
T con respecto a las bases B y C es AT = (aij)i=1,...,m

j=1,...,n
∈M(m× n). Observe que la representación

matricial de T depende de las bases elegidas en U y V .
Si definimos las funciones Ψ y Φ como

Ψ : U → Kn, Ψ(α1u1 + . . . αnun) =

α1

...
αn

 , Φ : V → Km, Φ(β1v1 + . . . βmvm) =

β1

...
βm

 ,
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entonces estas funciones son lineales y Φ ◦ AT ◦Ψ = T and Ψ−1 ◦ T ◦ Φ−1 = AT . En un diagrama
esto es

U V

Rn Rm

T

Ψ Φ

AT

Matrices

Sea A ∈M(m× n).

El espacio columna CA de A es el subespacio generado por sus vectores columna. Es igual a
ImA.

El espacio fila RA de A es el subespacio generado por sus vectores fila. Es igual al complemento
ortogonal de kerA.

dimRA = dimCA = dim(ImA) = número de columnas con pivotes en cualquier forma
escalonada de A.

Kernel e imagen de A:

dim(kerA) = número de variables libres = número de columnas sin pivotes en cualquier forma
escalonada por filas de A.

kerA es igual al conjunto solución de A~x = ~0, que puede determinarse, por ejemplo, con la
eliminación de Gauß o de Gauß-Jordan.

dim(ImA) = dimCA = número de columnas con pivotes en cualquier forma escalonada por
filas de A.

Im(A) puede encontrarse por cualquiera de los siguientes dos métodos:

(i) Reducción por filas de A. Las columnas de la matriz original A que corresponden a
las columnas de la forma escalonada reducida por filas de A son una base de ImA.

(ii) Reducción por columnas de A. Las columnas restantes son una base de ImA.

6.6. Ejercicios

1. Determine si las siguientes funciones son lineales. Si lo son, calcule el kernel y la dimensión
del kernel.

(a) A : R3 →M(2× 2), A

xy
z

 =

(
2x+ y x− z

x+ y − 3z z

)
,

(b) B : R3 →M(2× 2), A

xy
z

 =

(
2xy x− z

x+ y − 3z z

)
,

(c) D : P3 → P4, Dp = p′ + xp,
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

278 6.6. Ejercicios

(d) T : P3 →M(2× 3), T (ax3 + bx2 + cx+ d) =

(
a+ b b+ c c+ d

0 a+ d 0

)
,

(e) T : P3 →M(2× 3), T (ax3 + bx2 + cx+ d) =

(
a+ b b+ c c+ d

0 a+ d 3

)
.

2. Sean U, V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C) y sea T : U → V una función li-
neal invertible. Entonces podemos considerar su función inversa T−1 : Im(T )→ U . Demuestre
que es una función lineal.

3. Sean U, V,W espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C) y sean T : U → V , S : V →W
funciones lineales. Demuestre que la composición ST : U →W también es una función lineal.

4. Sean U, V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C) y sea T : U → V una transfor-
mación lineal y c un escalar diferente de 0. Demuestre que

(a) Im(cT ) = Im(T ),

(b) ker(cT ) = ker(T ).

5. Sean U, V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C) y sean S, T : U → V transfor-
maciones lineales.

(a) Demuestre que kerS ∩ kerT ⊆ ker(S + T ).

(b) Encuentre ejemplos de S, T para que kerS ∩ kerT = ker(S + T ).

(c) Encuentre ejemplos de S, T para que kerS ∩ kerT ( ker(S + T ).

(d) Demuestre que Im(S + T ) ⊆ (ImS) + (ImT ).

(e) Encuentre ejemplos de S, T para que Im(S + T ) = (ImS) + (ImT ).

(f) Encuentre ejemplos de S, T para que Im(S + T ) ( (ImS) + (ImT ).

Hay alguna relación entre ker(S + T ) y (kerS) + (kerT )?

Hay alguna relación entre Im(S + T ) y ImS ∪ ImT ?

6. Sean U, V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C). Con L(U, V ) denotamos el
conjunto de todas las transformaciones lineales de U a V . Demuestre que L(U, V ) es un
espacio vectorial sobre K. ¿Qué se puede decir sobre dimL(U, V )?

7. Sean U, V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C). Sabemos de Ejercicio 6. que
L(U, V ) es un espacio vectorial. Fije un vector v0 ∈ V . Demuestre que la siguiente función es
una función lineal:

Φv0 : L(U, V )→ U, Φv0(T ) := T (v0).
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8. Sean

A =

(
1 3
2 6

)
, E =

(
1 1
−1 1

)
, F =

(
1 0
0 −1

)
.

(a) Demuestre que E y F son invertibles. Describa como actuan geométricamente en R2.

(b) Calcule Im(A), ker(A) y sus dimensiones. Dibuja Im(A) y ker(A), diga qué objetos
geométricas son.

(c) Calcule Im(A), Im(FA), Im(AE) y sus dimensiones. Dibújalos y diga cual es la relación
entre ellos.

(d) Calcule ker(A), ker(FA), ker(AE) y sus dimensiones. Dibújalos y diga cual es la relación
entre ellos.

9. De los siguientes matrices, calcule kernel, imagenn y las dimensiones correspondientes.

A =

1 4 7 2
2 5 8 4
3 6 9 6

 , B =


1 1 5 1
3 2 13 1
0 2 7 −1
4 5 25 1

 , C =

1 2 3
1 2 3
1 2 9

 .

10. Sea A ∈M(m× n). Demuestre:

(a) A inyectiva =⇒ m ≥ n.

(b) A sobreyectiva =⇒ n ≥ m.

Demuestre que la implicación “⇐=” en (i) y (ii) en general es falsa.

11. Sea A ∈M(m× n) y suponga que A es invertible. Demuestre que m = n.

12. Sea A ∈M(n× 1) y B ∈M(1× n) ambas no nulas. Describa Im(AB).

13. Sean m,n ∈ N y A ∈M(m× n).

(a) ¿Cuáles son las dimensiones posibles de kerA y ImA?

(b) Para cada j = 0, 1, 2, 3 encuentre una matriz Aj ∈ M(2 × 3) con dim(kerAj) = j, es
decir: encuentre matrices A0, A1, A2, A3 con dim(kerA0) = 0, dim(kerA1) = 1, . . . . Si
tal matriz no existe, explique por qué no existe.

14. (a) Encuentre una transformación lineal de M(5×5) a M(3×3) diferente de la transfomación
nula.

(b) Encuentre por lo menos dos diferentes funciones lineales biyectivas de M(2× 2) a P3.

(c) Existe una función lineal biyectiva S : M(2× 2)→ Pk para k ∈ N, k 6= 3?

15. Sean V y W espacios vectoriales.

(a) Sea U ⊂ V un subspacio y sean u1, . . . , uk ∈ U . Demuestre que gen{u1, . . . uk} ⊂ U .
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(b) Sean u1, . . . , uk, w1, . . . , wm ∈ V . Demuestre que lo siguiente es equivalente:

1) gen{u1, . . . , uk} = gen{w1, . . . , wm}.
2) Para todo j = 1, . . . , k tenemos uj ∈ gen{w1, . . . , wm} y para todo ` = 1, . . . ,m

tenemos w` ∈ gen{u1, . . . , uk}.
3) Sean v1, v2, v3, . . . , vm ∈ V y sea c ∈ R. Demuestre que

gen{v1, v2, v3, . . . , vm} = gen{v1 + cv2, v2, v3, . . . , vm}.

(c) Sean v1, . . . , vk ∈ V y sea A : V → W una función lineal invertible. Demuestre que
dim gen{v1, . . . , vk} = dim gen{Av1, . . . , Avk}. ¿Es verdad si A no es invertible?

16. (a) Sean ~v1 =

1
4
7

 , ~v2 =

0
1
2

 , ~v3 =

1
0
2

 y sea B = {~v1, ~v2, ~v3}. Demuestre que B es una

base de R3 y escriba los vectores ~x =

1
2
3

 , ~y =

0
1
1

 en términos de la base B.

17. Sean R =

(
1 2
0 3

)
, S =

(
3 2
0 7

)
, T =

(
3 2
0 1

)
. Demuestre que B = {R,S, T} es una base

del espacio de las matrices triangulares superiores y exprese las matrices

K =

(
1 1
0 1

)
, L =

(
0 0
0 1

)
, M =

(
1 0
0 1

)
en términos de la base B.

18. Sean ~a1 =

(
1
2

)
, ~a2 =

(
3
1

)
, ~b1 =

(
−1

1

)
, ~b2 =

(
3
2

)
∈ R2 y sean A = {~a1,~a2}, B = {~b1,~b2}.

(a) Demuestre qu A y B son bases de R2.

(b) Sea (~x)A =

(
7
8

)
. Encuentre (~x)B y ~x (en la representación estandar).

(c) Sea (~y)B =

(
3
5

)
. Encuentre (~y)A y ~y (en la representación estandar).

19. Sea B = {~b1,~b2} una base de R2 y sean ~x1 =

(
2
3

)
, ~x2 =

(
−1

1

)
, ~x3 =

(
4
6

)
(dados en

coordenadas cartesianas).

(a) Si se sabe que ~x1 =

(
3
1

)
B
, ~x2 =

(
3
2

)
B
, es posible calcular ~b1 y ~b2? Si śı, calcúlelos. Si

no, explique por qué no es posible.

(b) Si se sabe que ~x1 =

(
3
1

)
B
, ~x3 =

(
6
2

)
B
, es posible calcular ~b1 y ~b2? Si śı, calcúlelos. Si

no, explique por qué no es posible.
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(c) ¿Existen ~b1 y ~b2 tal que ~x1 =

(
3
1

)
B
, ~x2 =

(
6
2

)
B

? Si śı, calcúlelos. Si no, explique por

qué no es posible.

(d) ¿Existen ~b1 y ~b2 tal que ~x1 =

(
3
1

)
B
, ~x3 =

(
2
5

)
B

? Si śı, calcúlelos. Si no, explique por

qué no es posible.

20. (a) Demuestre que la siguente función es lineal:

Φ : M(2× 2)→M(2× 2), Φ(A) = At

(b) Sea B = {E1, E2, E3, E4} la base estandar1 de M(2 × 2) . Encuentre la matriz que
representa a Φ con respecto a esta base.

(c) Sean R =

(
1 2
3 4

)
, S =

(
1 0
0 1

)
, T =

(
0 1
−1 0

)
, U =

(
1 0
1 0

)
y sea C = {R,S, T, U}.

Demuestre que C es una base de M(2× 2) y escriba Φ como matriz con respecto a esta
base.

21. (a) Demuestre que T : P3 → P3, Tp = p′ es una función lineal.

(b) Determine ker(T ), Im(T ), dim(ker(T )), dim(Im(T )).

(c) Sea B = {1, X,X2, X3} la base estandar de P3. Encuentre la matriz que representa a T
con respecto a esta base.

(d) Sean q1 = X+1, q2 = X−1, q3 = X2+X, q4 = X3+1. Demuestre que C = {q1, q2, q3, q4}
es una base de P3. .

(e) Encuentre la matriz con respecto a la base C que representa a T .

22. Sean T : P3 → P4 dada por T (p) =
∫ x

0
p(t)dt y D : P4 → P3 dada por D(p) = p′

(a) Muestre que T, D son transformaciones lineales y para cada una encuentre su kernel, su
imagenn y las dimensiones del kernel y la imagenn.

(b) ¿Se cumple que T (D(p)) = p para todo p ∈ P4? En caso de que la respuesta sea negativa,
¿en cuáles casos se cumple?

(c) Repetir lo del inciso anterior para D(T (p)) donde p ∈ P3.

23. Sea ~w ∈ Rn un vector no nulo. Muestre que existe T : Rn → R tal que T ~w 6= 0. Calcule
dim(kerT ) y dim(ImT ).

24. En Rn, sea ϕ : Rn → R una transformación lineal diferente de la trivial.

(a) Muestre que existe ~w ∈ Rn tal que ϕ(~x) = 〈~x , ~w〉 para todo ~x ∈ Rn. ¿Cual es la
dimensión de kerϕ? ¿Si n = 2 ó n = 3 como luce kerϕ?

(b) Sean v1 =

(
1
1

)
, v2 =

(
−2

0

)
y v3 =

(
2
−1

)
. Encuentre algún ϕ : R2 → R tal que

ϕ(~v1), ϕ(~v2) y ϕ(~v3) son todos diferentes de 0.

(c) Sean ~v1, ~v2, . . . , ~vn vectores de R2 todos distintos de ~0. Muestre que existe ϕ : R2 → R
tal que ϕ no se anula en ninguno de ellos.

1E1 =

(
1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =

(
0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)
.
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Caṕıtulo 7

Bases ortonormales y proyecciones
ortogonales en Rn

En este caṕıtulo trabajaremos en Rn y no en espacios vectoriales arbitrarios, ya que queremos
explorar con más detalle sus propiedades geométricas. En particular discutiremos la ortogonalidad.
Observe que en un espacio vectorial arbitrario no tenemos el concepto de ángulos ni de ortogona-
lidad. Todo lo que discutiremos aqúı puede extenderse a espacios con producto interno, donde el
producto interno se usa para definir ángulos. Recordemos que mostramos en el Teorema 2.21 que,
para vectores no nulos ~x, ~y ∈ Rn, el ángulo ϕ entre ellos satisface la ecuación

cosϕ =
〈~x , ~y〉
‖~x‖ ‖~y‖

.

En un espacio con producto interno general (V, 〈· , ·〉), esta ecuación se usa para definir el ángulo
entre dos vectores. En particular, se dice que dos vectores son ortogonales si su producto interno
es 0. Los espacios con producto interno son útiles, por ejemplo, en f́ısica, y tal vez en un futuro no
tan lejano haya un caṕıtulo en estas notas de clase sobre ellos.

Primero definiremos qué es el complemento ortogonal de un subespacio de Rn y veremos que la
suma directa de un subespacio y su complemento ortogonal nos da todo Rn.

Ya sabemos qué es la proyección ortogonal de un vector ~x sobre otro vector ~y 6= ~0 (véase la
Sección 2.3). Como es independiente de la norma de ~y, también podemos considerarla como la
proyección ortogonal de ~x sobre la recta generada por ~y. En este caṕıtulo generalizaremos el concepto
de proyección ortogonal sobre una recta a la proyección ortogonal sobre un subespacio arbitrario.

Como aplicación, discutiremos el método de mı́nimos cuadrados para la aproximación de datos.

7.1. Sistemas ortonormales y bases ortogonales

Recordemos que dos vectores ~x y ~y son ortogonales (o perpendiculares) entre śı si y solo si 〈~x , ~y〉 = 0.
En este caso escribimos ~x ⊥ ~y.

283
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Definición 7.1. (i) Un conjunto de vectores ~x1, . . . , ~xk ∈ Rn se llama un conjunto ortogonal si
son ortogonales dos a dos; en fórmulas podemos escribir esto como

〈~xj , ~x`〉 = 0 para j 6= `.

(ii) Un conjunto de vectores ~x1, . . . , ~xk ∈ Rn se llama un conjunto ortonormal si son ortonormales
dos a dos; en fórmulas podemos escribir esto como

〈~xj , ~x`〉 =

{
1 para j = `,

0 para j 6= `.

La diferencia entre un conjunto ortogonal y uno ortonormal es que en este último requerimos además
que cada vector del conjunto satisfaga 〈~xj , ~xj〉 = 1, es decir, que ‖~xj‖ = 1. Por lo tanto, un conjunto

ortogonal puede contener vectores de longitudes arbitrarias, incluyendo el vector ~0, mientras que
en un conjunto ortonormal todos los vectores deben tener longitud 1. Observe que todo sistema
ortonormal también es un sistema ortogonal. Por otro lado, todo sistema ortogonal que no contenga
~0 puede convertirse en uno ortonormal normalizando cada vector (es decir, dividiendo cada vector
por su norma).

Ejemplos 7.2. (i) Los siguientes sistemas son sistemas ortogonales, pero no sistemas ortonor-
males, ya que la norma de al menos uno de sus vectores es diferente de 1:{(

1
−1

)
,

(
3
3

)}
,

{(
0
0

)
,

(
1
−1

)
,

(
3
3

)}
,


1

0
0

 ,

0
1
2

 ,

 0
−2

1

 .

(ii) Los siguientes sistemas son sistemas ortonormales:{
1√
2

(
1
−1

)
,

1√
2

(
1
1

)}
,


1

0
0

 ,
1√
5

0
1
2

 ,
1√
5

 0
−2

1

 .

Lema 7.3. Todo sistema ortonormal es linealmente independiente.

Demostración. Sea ~x1, . . . , ~xk un sistema ortonormal y consideremos

~0 = α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αn−1~xn−1 + αn~xn.

Tenemos que mostrar que todos los αj deben ser cero. Para hacer esto, tomamos el producto interno
en ambos lados con los vectores ~xj . Comencemos con ~x1. Obtenemos

〈~0 , ~x1〉 = 〈α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αn−1~xn−1 + αn~xn , ~x1〉
= α1〈~x1 , ~x1〉+ α2〈~x2 , ~x1〉+ · · ·+ αn−1〈~xn−1 , ~xn−1〉+ αn〈~xn , ~x1〉.

Como 〈~0 , ~x1〉 = 0, 〈~x1 , ~x1〉 = ‖~x1‖2 = 1 y 〈~x2 , ~x1〉 = · · · = 〈~xn−1 , ~xn−1〉 = 〈~xn , ~x1〉 = 0, se sigue
que

0 = α1 + 0 + · · ·+ 0 = α1.

Ahora podemos repetir este proceso con ~x2, ~x3, . . . , ~xn para mostrar que α2 = · · · = αn = 0.
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Observación. El lema muestra que todo sistema ortogonal de n vectores en Rn \ {~0} es una base
de Rn.

Definición 7.4. Una base ortonormal de Rn es una base cuyos vectores forman además un conjunto
ortogonal. Ocasionalmente escribiremos ONB por “orthonormal basis”.

Ejemplos 7.5 (Bases ortonormales de Rn).

(i) La base canónica ~e1, . . . , ~en es una base ortonormal de Rn.

(ii) Los siguientes sistemas son ejemplos de bases ortonormaleses de R2:{
1√
2

(
1
−1

)
,

1√
2

(
1
1

)}
,

{
1√
13

(
2
3

)
,

1√
13

(
−3

2

)}
,

{
1

5

(
3
4

)
,

1

5

(
−4

3

)}
.

(iii) Los siguientes sistemas son ejemplos de bases ortonormaleses de R3: 1√
3

 1
−1

1

 ,
1√
2

1
1
0

 ,
1√
6

−1
1
2

 ,

 1√
14

1
2
3

 ,
1√
10

−3
0
1

 ,
1√
35

 1
−5

3

 .

Ejercicio 7.6. Muestre que toda base ortonormal de R2 es de la forma

{(
cosϕ
sinϕ

)
,

(
− sinϕ
cosϕ

)}
o

{(
cosϕ
sinϕ

)
,

(
sinϕ
− cosϕ

)}
para algún ϕ ∈ R. Véase también el Ejercicio 7.13.

Veremos en el Corolario 7.27 que todo sistema ortonormal en Rn puede completarse a una base
ortonormal. En la Sección 7.5 mostraremos cómo construir una base ortonormal de un subespacio
de Rn a partir de una base dada. En particular se sigue que todo subespacio de Rn tiene una base
ortonormal.

Las bases ortonormaleses son muy útiles. Entre otras cosas, es muy fácil escribir un vector dado
~w ∈ Rn como una combinación lineal de una base de este tipo. Recordemos que, si se nos da una
base arbitraria ~z1, . . . , ~zn de Rn y queremos escribir un vector ~x como combinación lineal de esta
base, entonces tenemos que encontrar coeficientes α1, . . . , αn tales que ~x = α1~z1 + · · · + αn~zn, lo
cual significa que debemos resolver un sistema de tamaño n × n para determinar los coeficientes.
Sin embargo, si la base dada es una base ortonormal, entonces calcular los coeficientes se reduce a
evaluar n productos internos, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 7.7 (Representación de un vector con respecto a una ONB). Sea ~x1, . . . , ~xn una
base ortonormal de Rn y sea ~w ∈ Rn. Entonces

~w = 〈~w , ~x1〉~x1 + 〈~w , ~x2〉~x2 + · · ·+ 〈~w , ~xn〉~xn.

Demostración. Como ~x1, . . . , ~xn es una base de Rn, existen α1, . . . , αn ∈ R tales que

~w = α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αn~xn.
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Ahora tomemos el producto interno en ambos lados con ~xj para j = 1, . . . , n. Observe que
〈~xk , ~xj〉 = 0 si k 6= j y que 〈~xj , ~xj〉 = ‖~xj‖2 = 1.

〈~w , ~xj〉 = 〈α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αn~xn , ~xj〉
= α1〈~x1 , ~xj〉+ α2〈~x2 , ~xj〉+ · · ·+ αn〈~xn , ~xj〉
= αj〈~xj , ~xj〉 = αj .

Note que la demostración de este teorema es esencialmente la misma que la del Lema 7.3. De hecho,
el Lema 7.3 se sigue del teorema anterior si elegimos ~w = ~0.

Ejercicio 7.8. Si ~x1, . . . , ~xn es una base ortogonal, pero no necesariamente ortonormal, de Rn,
entonces para todo ~w ∈ Rn tenemos que

~w =
〈~w , ~x1〉
‖~x1‖2

~x1 +
〈~w , ~x2〉
‖~x2‖2

~x2 + · · ·+ 〈~w , ~xn〉
‖~xn‖2

~xn.

(Puede usar una versión modificada de la demostración del Teorema 7.7, o bien definir yj =
‖~xj‖−1~xj , mostrar que ~y1, . . . , ~yn es una base ortogonal y aplicar la fórmula del Teorema 7.7.)

Ahora debeŕıa haber entendido

qué es un sistema ortogonal,

qué es un sistema ortonormal,

qué es una base ortonormal,

por qué las bases ortogonales son útiles,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

verificar si un conjunto dado de vectores es un sistema ortogonal/ortonormal,

verificar si un conjunto dado de vectores es una base ortogonal/ortonormal del espacio dado,

verificar si una base dada es una base ortogonal u ortonormal,

dar ejemplos de bases ortonormaleses,

encontrar los coeficientes de un vector dado con respecto a una base ortonormal u ortogonal
dada.

etc.

Ejercicios.

1. De los ejercicios anteriores, verifique si el conjunto dado es una base ortonormal del espacio
vectorial V al que se refiere.

(a) V = R2,

{
1√
5

(
2
1

)
, 1√

5

(
2
−1

)}
.
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(b) V = R2,

{
1√
2

(
1
−1

)
, 1√

2

(
1
1

)}
.

(c) En R2 considerar V = la recta 3x− 2y = 0,

{
1√
13

(
2
3

)}
.

(d) En R3 considerar V = span


 1

2
−1

 ,

−1
2
3

,

 1√
17

1
4
0

 , 1√
357

 8
−2
−17

.

(e) En R3 considerar V = span


1

2
3

 ,

−1
0
4

 ,

 1
6

17

,

 1√
2

1
1
0

 , 1√
6

 1
−1

2

 , 1√
3

−1
1
−1

.

2. ¿Para qué valores de a, b es el conjunto es una base ortogonal de R3?
 2

0
−1

 ,

1
a
2

 ,

b− 5a
4
1


3. En R2, sea ~v1 =

(
a
b

)
un vector no nulo. ¿Cuántas bases ortogonales de R2 que contienen a

~v1 existen? ¿Cuántas bases ortogonales {~v1, ~v2} de R2 existen tales que ‖~v1‖ = ‖~v2‖ ?

4. El siguiente ejercicio pretende obtener una base ortonormal del plano E : ax + by + cz = 0
con herramientas vistas hasta ahora.

(a) Considere un vector ~v1 paralelo a E con ~v1 6= ~0. Sea ~n algún vector normal de E y

tome ~v2 = v1 × ~n. Demuestre
{

~v1

‖~v1‖ ,
~v2

‖~v2‖

}
es una base ortonormal de E, (observe que{

~v1

‖~v1‖ ,
~v2

‖~v2‖ ,
~n
‖~n‖

}
es una base ortonormal de R3).

E

~n

−→v1

−→v2

(b) Para el plano E : x+ 2y+ 3z = 0, obtenga una base ortonormal y complétela a una base
ortonormal de R3.

(c) Escriba

1
2
3

 en términos de la base que obtuvo del inciso anterior.
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(d) Sea L : x
3 = y

2 = z
5 . ¿Puede obtener una base ortonormal de R3 que contenga algún

vector director de L?

5. Sea B cualquier base de Rn y sean ~v1, ~v2 ∈ Rn. Si 〈[~v1]B , [~v2]B〉 = 0 ¿se sigue que ~v1 ⊥ ~v2?

7.2. Matrices ortogonales

Ya vimos que es muy fácil expresar un vector dado como combinación lineal de los elementos de una
base ortonormal. En esta sección queremos exploar las propiedades de las matrices de transición
entre dos bases ortonormales de Rn.

Sean B = {~u1, . . . , ~un} y C = {~w1, . . . , ~wn} bases ortonormales de Rn. Sea Q = AB→C la matriz
de transición de la base B a la base C. Sabemos que sus entradas qij son los números determinados
de manera única tales que

~u1 =

q11

...
qn1


C

= q11 ~w1 + · · ·+ qn1 ~wn, . . . , ~un =

q1n

...
qnn


C

= q1n ~w1 + · · ·+ qnn ~wn.

Como C es una base ortonormal, se sigue que qij = 〈~uj , ~wi〉; véase el Teorema 7.7. Por lo tanto

AB→C =

〈~u1 , ~w1〉 〈~u2 , ~w1〉 〈~un , ~w1〉
〈~u1 , ~w2〉 〈~u2 , ~w2〉 〈~un , ~w2〉

〈~u1 , ~wn〉 〈~u2 , ~wn〉 〈~un , ~wn〉




.

Si intercambiamos el papel de B y C y usamos que 〈~wi , ~uj〉 = 〈~uj , ~wi〉, entonces obtenemos

AC→B =

〈~w1 , ~u1〉 〈~w2 , ~u1〉 〈~wn , ~u1〉
〈~w1 , ~u2〉 〈~w2 , ~u2〉 〈~wn , ~u2〉

〈~w1 , ~un〉 〈~w2 , ~un〉 〈~wn , ~un〉




=

〈~u1 , ~w1〉 〈~u1 , ~w2〉 〈~u1 , ~wn〉
〈~u2 , ~w1〉 〈~u2 , ~w2〉 〈~u2 , ~wn〉

〈~un , ~w1〉 〈~un , ~w2〉 〈~un , ~wn〉




.

Esto muestra que AC→B = (AB→C)
t. Si usamos que AC→B = (AB→C)

−1, entonces encontramos que

(AB→C)
−1 = (AB→C)

t.

De estos cálculos obtenemos el siguiente lema.

Lema 7.9. Sean B = {~u1, . . . , ~un} y C = {~w1, . . . , ~wn} bases ortonormales de Rn y sea Q = AB→C
la matriz de transición de la base B a la base C. Entonces

Qt = Q−1.
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Definición 7.10. Una matriz A ∈M(n×n) se llama matriz ortogonal si es invertible y At = A−1.

Proposición 7.11. Sea Q ∈M(n× n). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Q es una matriz ortogonal.

(ii) Qt es una matriz ortogonal.

(iii) Q−1 existe y es una matriz ortogonal.

Demostración. (i) =⇒ (ii): Supongamos que Q es ortogonal. Entonces es invertible; por lo tanto,
también Qt es invertible por el Teorema 3.51 y (Qt)−1 = (Q−1)t = (Qt)t = Q se cumple. Por lo
tanto, Qt es una matriz ortogonal.
(ii) =⇒ (i): Supongamos que Qt es una matriz ortogonal. Entonces (Qt)t = Q must be an ortogonal
matrix too by what we just proved.

(i) =⇒ (iii): Supongamos que Q es ortogonal. Entonces es invertible y (Q−1)−1 = (Qt)−1 = (Q−1)t

donde en el segundo paso usamos el Teorema 3.51. Por lo tanto, Q−1 es una matriz ortogonal.
(iii) =⇒ (i): Supongamos que Q−1 es una matriz ortogonal. Entonces its inverse (Q−1)−1 = Q
must be an ortogonal matrix too by what we just proved.

Por el Lema 7.9, toda matriz de transición de una ONB a otra ONB es una matriz ortogonal. El
rećıproco también es cierto, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 7.12. Sea Q ∈M(n× n). Entonces:

(i) Q es una matriz ortogonal si y solo si sus columnas son una base ortonormal de Rn.

(ii) Q es una matriz ortogonal si y solo si sus filas son una base ortonormal de Rn.

(iii) If Q es una matriz ortogonal, entonces |detQ| = 1.

Demostración. (i) Supongamos que Q es una matriz ortogonal y sean ~cj sus columnas. Ya sabemos
que foman una base de Rn, ya que Q es invertible. Para mostrar que también son un sistema
ortonormal, calculamos

id = QtQ =

~c1...
~cn

 (~c1 | · · · |~cn) =

〈~c1 ,~c1〉 〈~c1 ,~c2〉 〈~c1 ,~cn〉
〈~c2 ,~c1〉 〈~c2 ,~c2〉 〈~c2 ,~cn〉

〈~cn ,~c1〉 〈~cn ,~c2〉 〈~cn ,~cn〉




. (7.1)

Como el producto es igual a la matriz identidad, se sigue que todos los elementos de la diagonal
deben ser iguales a 1 y todos los demás elementos deben ser iguales a 0. Esto significa que 〈~cj ,~cj〉 = 1
para j = 1, . . . , n y 〈~cj ,~ck〉 = 0 para j 6= k; por lo tanto, las columnas de Q son una base ortonormal
de Rn.

Ahora supongamos que las columnas ~c1, . . . , ~cn de Q son una base ortonormal de Rn. Entonces
clearly (7.1) holds which shows that Q es una matriz ortogonal.
(ii) Las filas de Q son las columnas de Qt; por lo tanto, son una base ortonormal de Rn por (i) y
la Proposición 7.11 (ii).
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(iii) Recordemos que detQt = detQ. Por lo tanto obtenemos

1 = det id = det(QQt) = (detQ)(detQt) = (detQ)2,

lo cual prueba la afirmación.

Claramente, no toda matriz R con |detR| = 1 es una matriz ortogonal. Por ejemplo, si R =

(
1 1
0 1

)
,

entonces detR = 1, pero R−1 =

(
1 −1
0 1

)
es diferente de Rt =

(
1 0
1 1

)
.

Question 7.1

Suponga que ~a1, . . . , ~an ∈ Rn son ortogonales dos a dos y sea R ∈ M(n × n) la matriz cuyas
columnas son estos vectores. ¿Puede calcular RtR y RRt? ¿Cuáles son las condiciones sobre los
vectores para que R sea invertible? Si es invertible, ¿cuál es su inversa? (Debeŕıa poder responder
las preguntas anteriores más o menos fácilmente si ‖~aj‖ = 1 para todo j = 1, . . . , n, poque en este
caso R es una matriz ortogonal.)

Ejercicio 7.13. Muestre que toda matriz ortogonal de tamaño 2 × 2 es de la foma Q =(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
o Q =

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
. Compare esto con el Ejercicio 7.6.

Ejercicio 7.14. Use los resultados de la Sección 4.3 para probar que |detQ| = 1 si Q es una
matriz ortogonal de tamaño 2× 2 o 3× 3.

Se puede mostrar que toda matriz ortogonal representa una rotación (si su determinantee es 1) o
la composición de una rotación y una reflexión (si su determinante es −1).

Matrices ortogonales en R2. Sea Q ∈ M(2 × 2) una matriz ortogonal con columnas ~c1 y ~c2.

Recordemos que Q~e1 = ~c1 y Q~e2 = ~c2. Como ~c1 es un vector unitario, es de la foma ~c1 =

(
cosϕ
sinϕ

)
para algún ϕ ∈ R. Como ~c2 también es un vector‘ unitario y además debe ser ortogonal a ~c1, solo

existen las dos opciones posibles ~c2
+ =

(
− sinϕ

cosϕ

)
o ~c2

− =

(
sinϕ

− cosϕ

)
, véase la Figura 7.1.

En el primer caso, detQ = det(~c1|~c2+) = det

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
= cos2 ϕ + sin2 ϕ = 1 y Q

representa la rotación por ϕ en sentido antihorario.

En el segundo caso, detQ = det(~c1|~c2−) = det

(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
= − cos2 ϕ − sin2 ϕ = −1

y Q representa la rotación por ϕ en el sentido antihorario, seguida por una reflexión en la
dirección dada por ~c1 (o: reflexión en el eje x seguida por la rotación por ϕ en el sentido
antihorario).
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 7. Bases ortonormales y proyecciones ortogonales en Rn 291

(a) x

y

~e1

~e2

x

y

~c1 =
( cosϕ

sinϕ

)
~c2

+ =
(− sinϕ

cosϕ

)
ϕ

Q

(b) x

y

~e1

~e2

x

y

~c1 =
( cosϕ

sinϕ

)

~c2
− =

(
sinϕ
− cosϕ

)
ϕ

Q

Figura 7.1: En el caso (a), Q representa una rotación y detA = 1. En el caso (b), representa una
rotación seguida de una reflexión y detQ = −1.

Ejercicio 7.15. Sea Q una matriz ortogonal de tamaño n× n. Muestre lo siguiente.

(i) Q preserva productos internos, es decir, 〈~x , ~y〉 = 〈Q~x ,Q~y〉 para todo ~x, ~y ∈ Rn.

(ii) Q preserva lengths, es decir, ‖~x‖ = ‖Q~x‖ para todo ~x ∈ Rn.

(iii) Q preserva angles, es decir, ^(~x, ~y) = ^(Q~x,Q~y) para todo ~x, ~y ∈ Rn \ {~0}.

Ejercicio 7.16. Sea Q ∈M(n× n)

(i) Suponga que Q preserva productos internos, es decir, 〈~x , ~y〉 = 〈Q~x ,Q~y〉 para todo ~x, ~y ∈ Rn.
Muestre que Q es una matriz ortogonal.

(ii) Suponga que Q preserva longitudes, es decir, ‖~x‖ = ‖Q~x‖ para todo vector. Muestre que Q
es una matriz ortogonal.

El Ejercicio 7.15, junto con el Ejercicio 7.16, muestra lo siguiente.

Una matriz Q es una matriz ortogonal si y solo si preserva longitudes, si y solo si preserva ángulos.
Es decir,

Q es ortogonal ⇐⇒ Qt = Q−1

⇐⇒ 〈Q~x ,Q~y〉 = 〈~x , ~y〉 fo all ~x, ~y ∈ Rn

⇐⇒ ‖Q~x‖ = ‖~x‖ fo all ~x ∈ Rn.

Definición 7.17. Una transfomación lineal T : Rn → Rm se llama una isometŕıa si ‖T~x‖ = ‖~x‖
para todo ~x ∈ Rn.
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Observe que toda isometŕıa es inyectiva, ya que T~x = ~0 si y solo si ~x = ~0; por lo tanto, necesaria-
mente n ≤ m.

Ahora debeŕıa haber entendido

que una matria es ortogonal si y solo si representa un cambio de bases entre dos bases
othonormales,

que una matriz ortogonal representa una composición de rotaciones y reflexiones,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

verificar si una matriz dada es una matriz ortogonal,

construir matrices ortogonales,

etc.

Ejercicios.

1. Verifique que las siguientes matrices son ortogonales.1 0 0
0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ

 ,

cosϑ 0 − sinϑ
0 1 0

sinϑ 0 cosϑ

 ,

cosϑ − sinϑ 0
sinϑ cosϑ 0

0 0 1

 .

¿Cuál es la interpretación geométrica de cada una? Ver 3.4 ejercicio 6..

2. Para el plano E : 2x + y − z = 0, obtenga una base B ortonormal de R3 tal que sus dos
primeros vectores sean una base de E. Obtenga AB→can y Acan→B.

3. Encuentre por lo menos seis isometŕıas distintas de R2 a R3.

4. Sean A,B ∈M(n× n):

(a) Si AB es ortogonal. ¿Se puede concluir que A y B deben ser matrices ortogonales?

(b) Si A,B son matrices ortogonales. ¿Se puede concluir que AB es una matriz ortogonal?

5. Sea T : Rn → Rm y Q ∈M(n× n)

(a) Demuestre que T es una isometŕıa si y solo si 〈Tx , Ty〉 = 〈x , y〉 para todo x, y ∈ Rn
(por ende T preserva ángulos). (Hint: Basta hacer lo mismo que en el ejercicio 7.16 parte
(ii)).

(b) Muestre que Q es una matriz ortogonal si y solo si Q es una isometŕıa

(c) Sea B1 = {~e1, . . . , ~en} la base canónica de Rn y suponga que T es una isometŕıa. Muestre
que {T~e1, ..., T~en} es un sistema ortonormal de vectores.

6. Sea ~x ∈ Rn. Muestre que T (~x) = 〈x ,~e1〉T~e1 + · · ·+ 〈x ,~en〉T~en.
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7.3. Complemento ortogonal

En esta sección aprenderemos cómo encontrar todos los vectores que son ortogonales a un subespacio
dado U de Rn. Este conjunto se llama el complemento ortogonal de U . Comenzamos con su definición
formal.

Definición 7.18. Sea U un subespacio de Rn.

(i) Sea U un subespacio de Rn. Decimos que un vector ~x ∈ Rn es perpendicular a U si es
perpendicular a todo vector en U . En este caso escribimos ~x ⊥ U .

(ii) El complemento ortogonal de U se denota por U⊥ y es el conjunto de todos los vectores que
son perpendiculares a todo vector en U , es decir

U⊥ = {~x ∈ Rn : ~x ⊥ U} = {~x ∈ Rn : ~x ⊥ ~u para todo ~u ∈ U}.

Comenzamos con algunas observaciones sencillas.

Observación 7.19. Sea U un subespacio de Rn.

(i) U⊥ es un subespacio de Rn.

(ii) U ∩ U⊥ = {~0}.

(iii) (Rn)⊥ = {~0} y {~0}⊥ = Rn.

En Teorema 7.25 se probará que (U⊥)⊥ = U .

Demostración. (i) Claramente, ~0 ∈ U⊥. Sean ~x, ~y ∈ U⊥ y sea c ∈ R. Entonces, para todo ~u ∈ U ,
tenemos que 〈~x+c~y , ~u〉 = 〈~x , ~u〉+c〈~y , ~u〉 = 0, por lo tanto ~x+c~y ∈ U⊥ y U⊥ es un subespacio
por el Teorema 5.10.

(ii) Sea ~x ∈ U ∩U⊥. Entonces se sigue que ~x ⊥ ~x, por lo tanto ‖~x‖2 = 〈~x , ~x〉 = 0 lo cual muestra
que ~x = ~0 y por lo tanto U ∩ U⊥ contiene solamente el vector ~0.

(iii) La inclusión {~0} ⊆ (Rn)⊥ es clara. Para mostrar igualdad, tome ~x ∈ (Rn)⊥. Entonces ~x ⊥ ~y
para todo ~y ∈ Rn, en particular también ~x ⊥ ~x. Por lo tanto ‖~x‖2 = 〈~x , ~x〉 = 0, lo cual
muestra que ~x = ~0. Se sigue que (Rn)⊥ = {~0}.

Es claro que 〈~x ,~0〉 = 0 para todo ~x ∈ Rn; por lo tanto Rn ⊆ {~0}⊥ ⊆ Rn, lo cual prueba que
{~0}⊥ = Rn.

Ejemplos 7.20. (i) El complemento ortogonal de una recta en R2 es de nuevo una recta; véase
la Figura 7.2.

(ii) El complemento ortogonal de una recta en R3 es el plano perpendicular a la recta dada. El
complemento ortogonal de un plano en R3 es la recta perpendicular al plano dado; véase la
Figura 7.2.
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x

y

L

G

•

U

H

•

x

y

z

Figura 7.2: La figura de la izquierda muestra el complemento ortogonal de la recta L en R2, que es la
recta G. La figura de la derecha muestra el complemento ortogonal del plano U en R3, que es la recta
H. Observe que el complemento ortogonal de H es U .

El siguiente objetivo es mostrar que dimU + dimU⊥ = n y establecer un método para calcular
U⊥. Para ello, el siguiente lema es útil. Nos dice que, para verificar que algún ~x es perpendicular
a U , no tenemos que comprobar que ~x ⊥ ~u para todo ~u ∈ U , sino que basta comprobarlo para un
conjunto de vectores ~u que genera U .

Lema 7.21. Sea U = span{~u1, . . . , ~uk} ⊆ Rn. Entonces ~x ∈ U⊥ si y solo si ~x ⊥ ~uj para todo
j = 1, . . . , k.

Demostración. Supongamos que ~x ⊥ U ; entonces ~x ⊥ ~u para todo ~u ∈ U , en particular para los
vectores generadores ~u1, . . . , ~uk. Ahora supongamos que ~x ⊥ ~uj para todo j = 1, . . . , k. Sea ~u ∈ U
un vector arbitrario en U . Entonces existen α1, . . . , αk ∈ R tales que ~u = α1~u1 + · · · + ~ukαk. Aśı
obtenemos

〈~x , ~u〉 = 〈~x , α1~u1 + · · ·+ ~ukαk〉 = 〈~x , α1~u1〉+ · · ·+ αk〈~x , ~uk〉 = 0.

Como ~u puede elegirse arbitrariamente en U , se sigue que ~x ⊥ U .

Teorema 7.22. Sea A ∈M(m× n). Entonces

ker(A) = (RA)⊥ = (ImAt)⊥.

Demostración. Sean ~r1, . . . , ~rn las filas de A. Como RA = span{~r1, . . . , ~rn}, basta mostrar que
~x ∈ ker(A) si y solo si ~x ⊥ ~rj para todo j = 1, . . . ,m.
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Por definición, ~x ∈ ker(A) si y solo si

~0 = A~x =

~r1

...
~rm


x1

...
xm

 =

 〈~r1 , ~x〉
...

〈~rm , ~x〉

 .

Esto ocurre si y solo si 〈~rj , ~x〉 = 0 for all j = 1, . . . ,m, es decir, si y solo si ~x ⊥ ~rj para todo
j = 1, . . . ,m.

Demostración alternativa del Teorema 7.22. Observe que RA = CAt = Im(At). Aśı que tenemos
que mostrar que ker(A) = (Im(At))⊥. Recordemos que 〈Ax , y〉 = 〈x ,Aty〉. Por lo tanto

x ∈ ker(A) ⇐⇒ Ax = 0

⇐⇒ Ax ⊥ Rm

⇐⇒ 〈Ax , y〉 = 0 para todo y ∈ Rm

⇐⇒ 〈x ,Aty〉 = 0 para todo y ∈ Rm

⇐⇒ x ∈ (Im(At))⊥.

El teorema anterior conduce a un método para calcular el complemento ortogonal de un subespacio
dado U de Rn como sigue.

Lema 7.23. Sea U = span{~u1, . . . , ~uk} ⊆ Rn y sea A la matriz cuyas filas son los vectores
~u1, . . . , ~uk. Entonces

U⊥ = kerA. (7.2)

Demostración. Sea ~x ∈ Rn. Por el Lema 7.21 sabemos que ~x ∈ U⊥ si y solo si ~x ⊥ ~uj para todo
j = 1, . . . , k. Esto ocurre si y solo si

〈~u1 , ~x〉 = 0

〈~u2 , ~x〉 = 0

... =
...

〈~uk , ~x〉 = 0

lo cual se deja escribir en forma matricial como


~u1

~u2

...
~uk

 ~x =


0
0
...
0


que es lo mismo que A~x = ~0 por definición de la matriz A. En conclusión, ~x ⊥ U si y solo si A~x = ~0,
es decir, si y solo si ~x ∈ kerA.

En el Ejemplo 7.28 calcularemos el complemento ortogonal de un subespacio de R4.

Los siguientes dos teoremas son los resultados principales de esta sección.

Teorema 7.24. Para todo subespacio U ⊆ Rn se tiene que

dimU + dimU⊥ = n. (7.3)
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Demostración. Sea ~u1, . . . , ~uk una base de U . Observe que k = dimU . Entonces tenemos en par-
ticular U = span{~u1, . . . , ~uk}. Como en el Lema 7.21 consideramos la matriz A ∈M(k × n) cuyas
filas son los vectores ~u1, . . . , ~uk. Entonces U⊥ = kerA, aśı que

dimU⊥ = dim(kerA) = n− dim(ImA).

Observe que dim(ImA) es la dimensión del espacio columna de A, que es igual a la dimensión del
espacio fila de A por la Proposición 6.32. Como los vectores ~u1, . . . , ~uk son linealmente indepen-
dientes, esta dimensión es igual a k. Por lo tanto dimU⊥ = n − k = n − dimU . Reordenando
obtenemos la fórmula deseada dimU⊥ + dimU = n.
(También podŕıamos haber dicho que la forma reducida de A no puede tener ninguna fila cero
porque sus filas son linealmente independientes. Por lo tanto la forma escalonada reducida debe
tener k pivotes y por ende

dimU⊥ = dim(kerA) = n−#(pivotes de la forma reducida de A) = n− k = n− dimU.

Básicamente volvimos a probar la Proposición 6.32.)

Teorema 7.25. Sea U ⊆ Rn un subespacio de Rn. Entonces se cumple lo siguiente.

(i) U ⊕ U⊥ = Rn.

(ii) (U⊥)⊥ = U .

Demostración. (i) Recordemos que U ∩U⊥ = {~0} por la Observación 7.19, por lo tanto, la suma
es una suma directa. Ahora mostremos que U +U⊥ = Rn. Como U +U⊥ ⊆ Rn, solo tenemos
que mostrar que dim(U + U⊥) = n porque el único subespacio de dimensión n de Rn es Rn
mismo; véase el Teorema 5.54. De la Proposición 5.62 y del Teorema 7.24 obtenemos

dim(U + U⊥) = dim(U) + dim(U⊥)− dim(U ∩ U⊥) = dim(U) + dim(U⊥) = n

donde usamos que dim(U ∩ U⊥) = dim{~0} = 0.

(ii) Primero mostremos que U ⊆ (U⊥)⊥. Para ello, fijemos ~u ∈ U . Entonces, para todo ~y ∈ U⊥,
tenemos que 〈~x , ~y〉 = 0, por lo tanto ~x ⊥ U⊥, that is, ~x ∈ (U⊥)⊥. Observe que dim(U⊥)⊥ =
n − dimU⊥ = n − (n − dimU) = dimU . Como ya sabemos que U ⊆ (U⊥)⊥, se sigue que
deben ser iguales por el Teorema 5.54.

La siguiente proposición muestra que todo subespacio de Rn tiene una base ortonormal. Más ade-
lante daremos otra demostración de este hecho cuando introduzcamos el proceso de Gram-Schmidt
en la Sección 7.5.

Proposición 7.26. Todo subespacio U ⊆ Rn con dimU > 0 tiene una base ortonormal.

Demostración. Sea U un subespacio de Rn con dimU = k > 0. Entonces dimU⊥ = n−k y podemos
elegir una base ~wk+1, . . . , wn de U⊥. Sea A0 ∈M((n−k)×n) la matriz cuyas filas son los vectores
~wk+1, . . . , wn. Como U = (U⊥)⊥, sabemos que U = kerA0. Escojamos cualquier ~u1 ∈ kerA0 con
~u1 6= ~0. Entonces ~u1 ∈ U . Ahora formamos la nueva matriz A1 ∈ M((n − k + 1) × n) agregando
~u1 como nueva fila a la matriz A0. Observe que las filas de A1 son linealmente independientes,
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de modo que dim ker(A1) = n − (n − k + 1) = k − 1. Si k − 1 > 0, escogemos cualquier vector
~u2 ∈ kerA1 con ~u2 6= ~0. Este vector es ortogonal a todas las filas de A1; en particular, pertenece a
U (ya que es ortogonal a ~wk+1, . . . , ~wn) y es perpendicular a ~u1 ∈ U . Ahora formamos la matriz
A2 ∈ M((n − k + 2) × n) agregando el vector ~u2 como fila a A1. Nuevamente, las filas de A2 son
linealmente independientes y por lo tanto dim(kerA2) = n − (n − k + 2) = k − 2. Si k − 2 > 0,
escogemos cualquier vector ~u3 ∈ kerA2 con ~u3 6= ~0. Este vector es ortogonal a todas las filas de A2;
en particular, pertenece a U (ya que es ortogonal a ~wk+1, . . . , ~wn) y es perpendicular a ~u1, ~u2 ∈ U .
Continuamos este proceso hasta obtener vectores ~u1, . . . , ~uk ∈ U que son ortogonales dos a dos y la
matriz Ak ∈M(n×n) consiste en filas linealmente independientes, de modo que su kernel es trivial.
Por construcción, ~u1, . . . , ~uk es un sistema ortogonal de k vectores en U , ninguno de los cuales es
igual a ~0. Por lo tanto, son linealmente independientes y por ello forman una base ortogonal de U ,
ya que dimU = k. Para obtener una base ortonormal solo tenemos que normalizar cada uno de los
vectores.

Corolario 7.27. Todo sistema ortonormal en Rn se deja completar a una base ortonormal.

Demostración. Sea ~w1, . . . , ~wk un sistema ortonormal en Rn y sea W = span{~w1, . . . , ~wk}. Por la
Proposición 7.26 podemos encontrar una base ortonormal ~u1, . . . ~un−k de W⊥ (tome U = W⊥ en
la proposición). Entonces ~w1, . . . , ~wk, ~u1 . . . , ~un−k es una base ortonormal de U ⊕ U⊥ = Rn.

Concluimos esta sección con algunos ejemplos.

Ejemplo 7.28. Encuentre una base para el complemento ortogonal de

U = span




1
2
3
4

 ,


1
0
1
0


 .

Solución. Recordemos que ~x ∈ U⊥ si y solo si es perpendicular a los vectores que generan U . Por
lo tanto ~x ∈ U⊥ if and only if it belongs to the kernel of the matrix whose rows are the generators
of U . Aśı calculamos(

1 2 3 4
1 0 1 0

)
−→

(
1 2 3 4
0 −2 −2 −4

)
−→

(
1 0 1 0
0 1 1 2

)
.

Por lo tanto, una base de U⊥ está dada por

~w1 =


0
−2

0
1

 , ~w2 =


−1
−1

1
0

 . �

Ejemplo 7.29. Encuentre una base ortonormal para el complemento ortogonal de

U = span




1
2
3
4

 ,


1
0
1
0


 .
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Solución. Usaremos el método de la Proposición 7.26. Otra solución de este ejercicio se dará en el
Ejemplo 7.44. A partir de la solución del Ejemplo 7.28 podemos tomar el primer vector de la base
~w1. Lo añadimos a la matriz de la solución del Ejemplo 7.28 y reducimos la nueva matriz (observe
que los primeros pasos son idénticos a la reducción de la matriz original). Obtenemos1 2 3 4

1 0 1 0
0 −2 0 1

 −→

1 0 1 0
0 1 1 2
0 −2 0 1

 −→

1 0 1 0
0 1 1 2
0 0 2 5


cuyo kernel está generado por 

5
1
−5

2

 .

Por lo tanto, una base ortonormal de U⊥ está dada por

~y1 =
1√
5


0
−2

0
1

 , ~y2 =
1√
55


5
1
−5

2

 . �

Ahora debeŕıa haber entendido

el concepto de complemento ortogonal,

en particular la interpretación geométrica del complemento ortogonal de un subespacio (al
menos en R2 y R3),

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

encontrar el complemento ortogonal de un subespacio dado de Rn,

encontrar una base ortogonal de un subespacio dado de Rn,

etc.

Ejercicios.

1. Encuentre el complemento ortogonal de los siguientes conjuntos:

(a) span

{(
−1

5

)}
(b) La intersección de los planos x+ 2y + 5z = 0, 2x− 3y − 4z = 0.

(c) span


 1
−2

3

 ,

−1
1
2


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(d) La imagen de la transformación lineal T : R3 → R4 dada por:

T

xy
z

 =


2x+ y − 3z
3x+ 2y − 5z

x− y
−x− 3y + 4z


2. En R4, encuentre una base ortonormal del hiperplano x− y + w = 0.

3. Se dan un vector ~v y un subespacio W . En cada caso escriba ~v como la suma de un elemento
en W con un elemento de W⊥. Adicional encuentre una base ortonormal para W⊥.

(a) v =

(
3
5

)
y W = span

{(
−1

1

)}
.

(b) ~v =

−1
1
3

 y W es el plano 2x+ y + 2z = 0.

(c) ~v =

 10
−1

6

 y W es la recta x = 0, y2 = 3z.

(d) ~v =


1
−1

3
2

 y W =



x
y
z
w

 ∈ R4 : y = 2x+ w, z = x− 2w

.

4. Sea U un subespacio de Rn. Muestre que (U⊥)⊥ = U .

5. Sea A ∈M(n×m) y W el espacio generado por las columnas de A. Muestre que todo ~v ∈ Rn

puede ser escrito como la suma de dos elementos ~a,~b tales que ~a ∈ kerAt y ~b ∈W .

7.4. Proyecciones ortogonales

Recordemos que en la Sección 2.3 discutimos la proyección ortogonal de un vector sobre otro en R2.
Esto claramente puede extenderse a dimensiones superiores. Sean ~v, ~w ∈ Rn con ~w 6= ~0. Entonces

proy~w ~v :=
〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w (7.4)

es el único vector en Rn que es paralelo a ~w y satisface que ~v − proy~w ~v es ortogonal a ~w. Ya
sabemos que la proyección es independiente de la longitud de ~w. Aśı, proy~w ~v debe considerarse
como la proyección de ~v sobre el subespacio unidimensional generado por ~w.

En esta sección queremos generalizar esto a proyecciones ortogonales sobre subespacios de dimensión
mayor; por ejemplo, puede pensarse en la proyección en R3 sobre un plano dado. Entonces, dado
un subespacio U de Rn, queremos definir la proyección ortogonal como la función de Rn en Rn
que asigna a cada vector ~v su proyección ortogonal sobre U . Comenzamos con el análogo del
Teorema 2.24.
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Teorema 7.30 (Proyección ortogonal). Sea U ⊆ Rn un subespacio y sea ~v ∈ Rn. Entonces
existen vectores determinados de manera única ~v‖ y ~v⊥ tales que

~v‖ ∈ U, ~v⊥ ⊥ U y ~v = ~v‖ + ~v⊥. (7.5)

El vector ~v‖ se llama la proyección ortogonal de ~v sobre U ; se denota por proyU ~v.

Daremos una fórmula para la poryección ortogonal en la Observación 7.32 usando bases ortonor-
males y otra fórmula en Teorema 7.41.

Demostración. Primero mostramos la existencia de los vectores ~v‖ y ~v⊥. Si U = Rn, tomamos ~v‖ = ~v

y ~v⊥ = ~0. Si U = {~0}, tomamos ~v‖ = ~0 y ~v⊥ = ~v. En caso contrario, sea 0 < dimU = k < n. Elijamos

bases ortonormales ~u1, . . . , ~uk de U y ~wk+1, . . . , ~wn of U⊥. Esto es posible por el Teorema 7.24 y
la Proposición 7.26. Entonces ~u1, . . . , ~uk, ~wk+1, . . . , ~wn es una base ortonormal de Rn y, para todo
~v ∈ Rn, encontramos con ayuda del Teorema 7.7 that

~v = 〈~u1 , ~v〉~u1 + · · ·+ 〈~uk , ~v〉~uk︸ ︷︷ ︸
∈U

+ 〈~wk+1 , ~v〉~wk+1 + · · ·+ 〈~wn , ~v〉~wn︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

.

Si tomamos ~v‖ = 〈~u1 , ~v〉~u1 + · · · + 〈~uk , ~v〉~uk y ~v⊥ = 〈~wk+1 , ~v〉~wk+1 + · · · + 〈~wn , ~v〉~wn, entonces
tienen las propiedades deseadas.

A continuación mostramos la unicidad de la descomposición de ~v. Supongamos que existen vectores
~v‖ y ~z‖ ∈ U y ~v⊥ y ~z⊥ ∈ U⊥ tales que ~v = ~v‖ + ~v⊥ y ~v = ~z‖ + ~z⊥. Entonces ~v‖ + ~v⊥ = ~z‖ + ~z⊥ y,
reordenando, encontramos que

~v‖ − ~z‖︸ ︷︷ ︸
∈U

= ~z⊥ − ~v⊥︸ ︷︷ ︸
∈U⊥

.

Como U ∩U⊥ = {~0}, se sigue que ~v‖−~z‖ = ~0 y ~z⊥−~v⊥ = ~0, y por lo tanto ~z‖ = ~v‖ y ~z⊥ = ~v⊥.

Definición 7.31. Sea U un subespacio de Rn. Entonces definimos la proyección ortogonal sobre U
como la función que env́ıa ~v ∈ Rn a su proyección ortogonal sobre U . Usualmente se denota por
PU , aśı que

PU : Rn → Rn, PU~v = proyU ~v.

Observación 7.32 (Fórmula para la proyección ortogonal). La demostración del Teore-
ma 7.30 indica cómo podemos calcular la proyección ortogonal sobre un subespacio dado U ⊆ Rn.
Si ~u1, . . . , ~uk es una base ortonormal de U , entonces

PU~v = 〈~u1 , ~v〉~u1 + · · ·+ 〈~uk , ~v〉~uk. (7.6)

Esto muestra que PU es una transformación lineal, ya que PU (~x + c~y) = PU~x + cPU~y se sigue
fácilmente de (7.6).

Ejercicio. Si ~u1, . . . , ~uk es una base ortogonal de U (pero no necesariamente ortonormal), mues-
tre que

PU~v =
〈~u1 , ~v〉
‖~u1‖2

~u1 + · · ·+ 〈~uk , ~v〉
‖~uk‖2

~uk. (7.7)
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Observación 7.33 (Fórmula para la proyección ortogonal cuando dimU = 1). Si dimU =
1, obtenemos nuevamente la fórmula (7.4) que ya conocemos de la Sección 2.3. Para ver esto, elija
~w ∈ U con ~w 6= ~0. Entonces ~w′ = ‖~w‖−1 ~w es una base ortonormal de U y, de acuerdo con (7.6)
tenemos que

proy~w ~v = proyU ~v = 〈~w′ , ~v〉~w′ =
〈
‖~w‖−1 ~w ,~v

〉 (
‖~w‖−1 ~w

)
= ‖~w‖−2 〈~w ,~v〉 ~w =

〈~w ,~v〉
‖~w‖2

~w.

Observación 7.34 (Teorema de Pitágoras). Sea U un subespacio de Rn, sea ~v ∈ Rn y sean ~v‖
y ~v⊥ como en el Teorema 7.30. Entonces

‖~v‖2 = ‖~v‖‖2 + ‖~v⊥‖2.

Demostración. Usando que ~v‖ ⊥ ~v⊥, encontramos

‖~v‖2 = 〈~v ,~v〉 = 〈~v‖ + ~v⊥ , ~v‖ + ~v⊥〉 = 〈~v‖ , ~v‖〉+ 〈~v‖ , ~v⊥〉+ 〈~v⊥ , ~v‖〉+ 〈~v⊥ , ~v⊥〉
= 〈~v‖ , ~v‖〉+ 〈~v⊥ , ~v⊥〉 = ‖~v‖‖2 + ‖~v⊥‖2.

Ejercicio 7.35. Sea U un subespacio de Rn con base ~u1, . . . , ~uk y sea ~wk+1, . . . , ~wn una base de
U⊥. Encuentre la representación matricial de PU con respecto a la base ~u1, . . . , ~uk, ~wk+1, . . . , ~wn.

Ejercicio 7.36. Sea U un subespacio de Rn. Muestre que PU⊥ = id−PU . (Puede mostrar esto
directamente o usando la representación matricial de PU del Ejercicio 7.35.)

Ejercicio 7.37. Sea U un subespacio de Rn. Muestre que (PU )2 = PU . (Puede mostrar esto
directamente o usando la representación matricial de PU del Ejercicio 7.35.)

Ejercicio 7.38. Sea U un subespacio de Rn.

(i) Encuentre kerPU y ImPU .

(ii) Encuentre PU⊥PU y PUPU⊥ .

En el Teorema 7.30 usamos el concepto de ortogonalidad para definir la proyección ortogonal de ~v
sobre un subespacio dado. Obtuvimos una descomposición de ~v en una parte paralela al subespacio
dado y una parte ortogonal a él. El siguiente teorema muestra que la proyección ortogonal de ~v
sobre U nos da el punto en U que está más cerca de ~v.

Teorema 7.39. Sea U un subespacio de Rn y sea ~v ∈ Rn. Entonces PU~v es el punto en U que está
más cerca de ~v, es decir,

‖~v − PU~v‖ ≤ ‖~v − ~u‖ para todo ~u ∈ U.

Demostración. Sean ~v ∈ Rn y ~u ∈ U ⊆ Rn. Observe que ~v−PU~v ∈ U⊥ y que PU~v− ~u ∈ U , ya que
ambos vectores pertenecen a U . Por lo tanto, el teorema de Pitágoras muestra que

‖~v − ~u‖2 = ‖~v − PU~v + PU~v − ~u‖2 = ‖~v − PU~v‖2 + ‖PU~v − ~u‖2 ≥ ‖~v − PU~v‖2.

Tomando ráız cuadrada en ambos lados se obtiene la desigualdad deseada.
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U

~v

proy
U ~v

•

d
is

t(
~v
,U

)
x

y

z

Figura 7.3: La figura muestra la proyección ortogonal del vector ~v sobre el subespacio U (que es un
vector) y la distancia de ~v a U (que es un número. Es la longitud del vector (~v − proyU ~v)).

Definición 7.40. as Sea U un subespacio de Rn y sea ~v ∈ Rn. Entonces definimos la distancia de
~v a U como

dist(~v, U) := ‖~v − PU~v‖.
Esta es la distancia más corta de ~v a cualquier punto de U .

En la Observación 7.32 ya encontramos una fórmula para la proyección ortogonal PU de un vector
~v sobre un subespacio dado U . Sin embargo, esta fórmula requiere tener una base ortonormal de
U . Queremos dar otra fórmula para PU que no requiera conocer una base ortonormal.

Teorema 7.41. Sea U un subespacio de Rn con base ~u1, . . . , ~uk y sea B ∈ M(n × k) la matriz
cuyas columnas son los vectores de esta base. Entonces se cumple lo siguiente.

(i) B es inyectiva.

(ii) BtB : Rk → Rk es una biyección.

(iii) La proyección ortogonal sobre U está dada por la fórmula

PU = B(BtB)−1Bt.

Demostración. (i) Por construcción, las columnas de B son linealmente independientes. Por lo
tanto, la solución única de B~x = ~0 es ~x = ~0 lo que demuestre que B es inyectiva.

(ii) Observe que BtB ∈M(k× k) y suponga que BtB~x = ~0 para algún ~x ∈ Rk. Entonces se sigue
para todo ~y ∈ Rk que B~y = ~0, porque

0 = 〈~y ,BtB~y〉 = 〈(Bt)t~y ,B~y〉 = 〈B~y ,B~y〉 = ‖B~y‖2.
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Como B es inyectiva, esto implica ~y = ~0, de modo que BtB es inyectiva. Como es una matriz
cuadrada, se sigue que incluso es biyectiva.

(iii) Observe que, por construcción, ImB = U . Ahora sea ~x ∈ Rn. Observe que PU~x ∈ ImB. Por
lo tanto existe exactamente un ~z ∈ Rk tal que PU~x = B~z. Además, ~x−PU~x ⊥ U = ImB, por
lo tanto, para todo ~y ∈ Rk tenemos que

0 = 〈~x− PU~x ,B~y〉 = 〈~x−B~z ,B~y〉 = 〈Bt~x−BtB~z , ~y〉.

Como esto es cierto para todo ~y ∈ Rk, se sigue que Bt~x− BtB~z = ~0. Ahora recordamos que
BtB es invertible, aśı que podemos despejar ~z y obtener ~z = (BtB)−1Bt~x. Esto finalmente
da

PU~x = B~z = B(BtB)−1Bt~x.

Como esto se cumple para todo ~x ∈ Rn, la fórmula (iii) queda probada.

Ahora debeŕıa haber entendido

el concepto de proyección ortogonal sobre un subespacio de Rn,

la interpretación geométrica de las proyecciones ortogonales y cómo se relaciona con la
distancia de un punto a un subespacio,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular la proyección ortogonal de un punto sobre un subespacio,

calcular la distancia de un punto a un subespacio,

etc.

Ejercicios.

1. Sea E : x+ 2y − z = 1. Encuentre la distancia del punto P (6, 1, 2) al plano E.

2. Sea L : x−1
2 = y + 2 = z+1

3 . Encuentre la distancia del punto P (6,−1, 0) a la recta L.

3. Sea L : x2 = y
3 = z.

(a) Encuentre L⊥.

(b) Sea T (~x) = media rotación de ~x con respecto a la recta L. Encuentre una fórmula
explicita para T . (Hint: ¿Cúal es la proyección de T~x en L y en L⊥? Vea la gráfica).
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L

L⊥

~xT~x

ProyL⊥~x

4. Sea W un subespacio de Rn y PW la proyección ortogonal sobre W .

(a) Sean {~w1, ~w2, . . . , ~wk} una base ortonormal de W . Recuerde que esta base se puede
completar a una base ortonormal B de Rn. ¿Cómo es la representación matricial de PW
con respecto a la base B?

(b) Pruebe que [PW ]can es una matriz simétrica.

(c) Muestre que 〈PW~x , ~y〉 = 〈~x , PW~y〉 para todos ~x, ~y ∈ Rn.

(d) Muestre que PWPW~x = PW~x para todo ~x ∈ Rn.

5. Sean V,W subespacios de Rn tales que W ⊆ V . Muestre que V ⊥ ⊆W⊥.

6. Sean V,W subespacios de Rn tales que W ⊆ V . Muestre que PV PW = PWPV = PW . (Hint:
PV PW = PW es directo. Para probar que PWPV ~x = PW~x para todo ~x ∈ Rn, escriba ~x = ~v+~v⊥

donde ~v ∈ V y ~v⊥ ∈ V ⊥.)

7. Sea W ⊆ Rm un subespacio de dimensión n. Muestre que existe una isometŕıa T : Rn → Rm
tal que ImT = W . (Hint: Empiece escogiendo una base ortonormal para W , ver ejercicio 5.
de la sección 7.2).

7.5. El proceso de Gram-Schmidt

En esta sección describiremos el llamado proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt. En térmi-
nos generales, convierte una base dada de un subespacio de Rn en una base ortonormal, propor-
cionando aśı otra demostración de que todo subespacio de Rn tiene una base ortonormal (Corola-
rio 7.27).

Teorema 7.42. Sea U un subespacio de Rn con base ~u1, . . . , ~uk. Entonces existe una base orto-
normal ~x1, . . . , ~xk de U tal que

span{~u1, . . . , ~uj} = span{~x1, . . . , ~xj} para todo j = 1, . . . , k.
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Demostración. La demostración es constructiva, es decir, no solo probamos la existencia de tal
base, sino que incluso mostramos cómo obtenerla. La idea es construir la nueva base ~x1, . . . , ~xk
paso a paso. Para simplificar un poco la notación, ponemos Uj = span{~u1, . . . , ~uj} for j = 1, . . . , k.
Observe que dimUj = j y que Uk = U .

Tomemos ~x1 = ‖~u1‖−1~u1. Entonces claramente ‖~x1‖ = 1 y span{~u1} = span{~x1} = U1.

El vector ~x2 debe ser un vector normalizado en U2 que sea ortogonal a ~x1, es decir, debe ser
ortogonal a U1. Aśı que simplemente tomamos ~u2 y le restamos su proyección sobre U1:

~w2 = ~u2 − proyU1
~u2 = ~u2 − proy~x1

~u2 = ~u2 − 〈~x1 , ~u2〉~x1.

Claramente ~w2 ∈ U2 porque es una combinación lineal de vectores en U2. Además, ~w2 ⊥ U1

porque

〈~w2 , ~x1〉 =
〈
~u2 − 〈~x1 , ~u2〉~x1 , ~x1

〉
= 〈~u2 , ~x1〉 − 〈~x1 , ~u2〉〈~x1 , ~x1〉 = 〈~u2 , ~x1〉 − 〈~x1 , ~u2〉 = 0.

Por lo tanto, el vector ~x2 que buscamos es

~x2 = ‖~w2‖−1 ~w2.

Como ~x2 ∈ U2, se sigue que span{~x1, ~x2} ⊆ U2. Ambos espacios tienen dimensión 2, aśı que
deben ser iguales.

El vector ~x3 debe ser un vector normalizado en U3 que sea ortogonal a U2 = span{~x1, ~x2}.
Aśı que simplemente tomamos ~x3 y le restamos su proyección sobre U2:

~w3 = ~u3 − proyU2
~u3 = ~u3 − (proy~x1

~u3 + proy~x2
~u3) = ~u3 −

(
〈~x1 , ~u3〉~x1 + 〈~x2 , ~u3〉~x2

)
.

Claramente ~w3 ∈ U3 porque es una combinación lineal de vectores en U3. Además, ~w3 ⊥ U2

porque para j = 1, 2 obtenemos

〈~w3 , ~xj〉 =
〈
~x3 − (〈~x1 , ~w3〉~x1 + 〈~x2 , ~w3〉~x2) , ~xj

〉
= 〈~x3 , ~xj〉 − 〈~x1 , ~w3〉〈~x1 , ~xj〉 − 〈~x2 , ~w3〉〈~x2 , ~xj〉
= 〈~x3 , ~xj〉 − 〈~xj , ~w3〉〈~xj , ~xj〉 = 〈~x3 , ~xj〉 − 〈~xj , ~w3〉 = 0.

Por lo tanto, el vector ~x3 que buscamos es

~x3 = ‖~w3‖−1 ~w3.

Como ~x3 ∈ U3, se sigue que span{~x1, ~x2, ~x3} ⊆ U3. Como ambos espacios tienen dimensión 3,
deben ser iguales.

Repetimos esto k veces hasta haber construido la base ~x1, . . . , ~xk.

Observe que el procedimiento general es el siguiente:
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

306 7.5. El proceso de Gram-Schmidt

Supongamos que ya hemos construido ~x1, . . . , ~x`. Entonces primero construimos

~w`+1 = ~u`+1 − PU`
~u`+1.

Este vector satisface ~w`+1 ∈ U`+1 y ~w`+1 ⊥ U`. Observe que ~w`+1 6= ~0 porque, de lo con-
trario, tendŕıamos que ~u`+1 = PU`

~u`+1 ∈ U`, lo cual es imposible porque ~u`+1, ~u`, . . . , ~u1

son linealmente independientes. Entonces ~x`+1 = ‖~w`+1‖−1 ~w`+1 tiene todas las propiedades
deseadas.

Ejemplo 7.43. Sea U = span{~u1, ~u2, ~u3} donde

~u1 =


1
1
0
1
1

 , ~u2 =


−1

4√
2
3
2

 , ~u3 =


−2

5
0
0
1

 .

Queremos encontrar una base ortonormal ~x1, ~x2, ~x3 de U usando el proceso de Gram-Schmidt.

Solución. (i) ~x1 = ‖~u1‖−1~u1 = 1
2~u1.

(ii) ~w2 = ~u2 − proy~x1
~u2 = ~u2 − 〈~x1 , ~u2〉~x1 = ~u2 − 4~x1 = ~u2 − 2~u1 =


−3

2√
2
1
0


=⇒ ~x2 = ‖~w2‖−1 ~w2 =

1

4


−3

2√
2
1
0

.

(iii) ~w3 = ~u3 − proyspan{~x1,~x2} ~u3 = ~u3 −
[
〈~x1 , ~u3〉~x1 + 〈~x2 , ~u3〉~x2

]
= ~u3 −

[
2~x1 + 4~x2

]
=


−2

5
0
0
1

−


1
1
0
1
1

−

−3

2√
2
1
0

 =


0
2

−
√

2
−2

0



=⇒ ~x3 = ‖~w3‖−1 ~w3 = 1√
10


0
−2√

2
2
0

 .

Por lo tanto, la base ortonormal deseada de U es

~x1 =
1

2


1
1
0
1
1

 , ~x2 =
1

4


−3

2√
2
1
0

 , ~x3 =
1√
10


0
−2√

2
2
0

 . �

Observe que obtendremos una base diferente si cambiamos el orden de la base dada ~u1, ~u2, ~u3.
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Ejemplo 7.44. Daremos otra solución del Ejemplo 7.29. Se nos pidió encontrar una base ortonor-
mal del complemento ortogonal de

U = span




1
2
3
4

 ,


1
0
1
0


 .

Del Ejemplo 7.28 ya sabemos que

U⊥ = span{~w1, ~w2} donde ~w1 =


0
−2

0
1

 , ~w2 =


−1
−1

1
0

 .

Usamos el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal ~x1, ~x2 de U .

(i) ~x1 = ‖~v1‖−1~v1 =
1√
5
~v1.

(ii) ~y2 = ~w2 − proy~x1
~w2 = ~u2 − 〈~x1 , ~u2〉~x1 = ~u2 −

2√
5
~x1 =


−1
−1

1
0

− 2

5


0
−2

0
1

 =
1

5


−5
−1

5
−2


=⇒ ~x2 = ‖~y2‖−1~y2 =

1√
55


−5
−1

5
−2


Por lo tanto

~x1 =
1√
5


0
−2

0
1

 , ~x2 =
1√
55


−5

1
−5
−2

 .

Ahora debeŕıa haber entendido

por qué funciona el proceso de Gram-Schmidt,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

aplicar el proceso de Gram-Schmidt para generar una base ortonormal de un subespacio
dado,

etc.

Ejercicios.

1. Mediante proceso de Gram-Schmidt obtenga una base ortonormal del plano x− y + z = 0.
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2. Encuentre una base ortonormal de R4 que contenga una base del subespacio generado por los

vectores


1
0
1
0

,


2
−1

0
1

.

3. Sea W = span




1
1
0
1

 ,


0
1
1
1

 ,


0
0
1
0


 y ~v =


0
0
1
1

. Encuentre el elemento en W más cercano

a ~v y determine la distancia de ~v a W .

4. Sea A =


1 2 2 −5
3 2 1 −2
2 0 −1 3
7 −2 1 4

. Determine una base ortonormal para el espacio columna de A.

5. Sea E : 2x+ 3y+ z = 0 y PE la proyección ortogonal sobre E. Encuentre bases B1 y B2 tales

que [PE ]B2

B1
=

5 0 0
0 0 0

0 0
√

2

.

7.6. Aplicación: Mı́nimos cuadrados

En esta sección queremos presentar el método de mı́nimos cuadrados para ajustar una función lineal
a ciertas mediciones. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 7.45. Supongamos que queremos medir la constante de Hook k de un resorte. Por la ley
de Hook sabemos que

y = y0 + km (7.8)

donde y0 es la elongación del resorte sin ninguna masa colgada y y es la elongación del resorte
cuando le colgamos la masa m.

y

y0

m

y

y0

ym
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Supongamos que medimos la elongación para diferentes masas. Si la ley de Hook es válida y si
nuestras mediciones fueran perfectas, entonces los puntos medidos debeŕıan estar sobre una recta
con pendiente k. Sin embargo, las mediciones nunca son perfectas y los puntos más bien estarán
dispersos alrededor de una recta. Supongamos que obtuvimos las siguientes mediciones.

m 2 3 4 5
y 4.5 5.1 6.1 7.9

La Figura 7.4 contiene una gráfica de estas mediciones en el plano m-y.

1 2 3 4 5

4

5

6

7

8

m

y

1 2 3 4 5

4

5

6

7

8

g1

g2

m

y

Figura 7.4: La gráfica de la izquierda muestra los datos medidos. En la gráfica de la derecha añadimos
las dos funciones g1(x) = x + 2,5, g2(x) = 1,1x + 2 que parecen ser candidatas razonables para
aproximaciones lineales de los datos medidos.

La gráfica nos da cierta confianza de que la ley de Hook se cumple, ya que los puntos parecen estar
más o menos sobre una recta. ¿Cómo ajustamos de la mejor manera una recta a los puntos? La
pendiente parece estar alrededor de 1. Podŕıamos hacer las siguientes conjeturas:

g1(x) = x+ 2,5 o g2(x) = 1,1x+ 2

¿Cuál de las dos funciones es la mejor aproximación? ¿Hay otras aproximaciones que sean aún
mejores?

La respuesta a estas preguntas depende mucho de cómo medimos qué tan “buena” es una apro-
ximación. Una forma muy común es la siguiente: Para cada punto medido, tomamos la diferen-
cia ∆j := mj − g(mj) entre el valor medido y el valor de nuestra función de prueba. Luego
elevamos al cuadrado todas estas diferencias, las sumamos y después tomamos la ráız cuadrada(∑n

j=1(mj − g(mj))
2
) 1

2

; véase también la Figura 7.5. El número resultante será nuestra medida

de qué tan buena es nuestra conjetura.
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x1 x2 x3 . . . xn−1 xn
m

y

x1 x2 x3 . . . xn−1 xn

∆1 ∆2

∆n−1 ∆n

m

y

Figura 7.5: La gráfica de la izquierda muestra puntos para los cuales queremos encontrar una función
lineal aproximante. La gráfica de la derecha muestra una función lineal de este tipo y cómo medir
el error o la discrepancia entre los puntos medidos y la recta propuesta. Una medida del error es(∑n

j=1 ∆2
j

) 1
2 .

Antes de hacer esto para nuestros datos, hacemos algunas observaciones sencillas.

(i) Si todos los puntos medidos están sobre una recta y tomamos esta recta como nuestra candi-
data, entonces este método da el error total 0, como debe ser.

(ii) Tomamos los cuadrados de los errores en cada punto medido para que el error siempre se
cuente como positivo. De lo contrario, podŕıa ocurrir que los errores se cancelen entre śı.
Si simplemente sumáramos los errores, entonces el error total podŕıa ser 0 aunque la recta
aproximante esté bastante lejos de todos los puntos medidos.

(iii) Hay otras formas de medir el error; por ejemplo, se podŕıa usar
∑n
j=1 |mj−g(mj)|, pero resulta

que el método con los cuadrados tiene muchas ventajas. (Véase algún curso de optimización
para más detalles.)

Ahora calculemos los errores para nuestros puntos medidos y nuestras dos funciones propuestas.

m 2 3 4 5
y (medido) 4.5 5.1 6.1 7.9
g1(m) 4.5 4.5 6.5 7.5
y − g1 0 0.6 -0.4 0.4

m 2 3 4 5
y (medido) 4.5 5.1 6.1 7.9
g2(m) 4.2 5.3 6.4 7.5
y − g2 0.3 -0.2 -0.3 0.4

Por lo tanto, para los errores obtenemos

Error para la función g1 : ∆(1) =
[
02 + 0,62 + (−0,4)2 + 0,42

] 1
2 = [0,68]

1
2 ≈ 0,825,

Error para la función g2 : ∆(2) =
[
0,32 + (−0,2)2 + (−0,3)2 + 0,42

] 1
2 = [0,38]

1
2 ≈ 0,616,

aśı que nuestra segunda conjetura parece estar más cerca de la mejor aproximación lineal a nuestros
puntos medidos que la primera conjetura. Este ejercicio continuará en la p. 312.

Ahora surge la pregunta de cómo podemos encontrar la aproximación lineal óptima.

Last Change: Di 23. Jun 16:05:09 CEST 2026
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Mejor aproximación lineal. Supongamos que se nos dan datos medidos (x1, y1), . . . , (xn, yn) y
queremos encontrar una función lineal g(x) = ax+ b tal que el error total

∆ :=
[ n∑
j=1

(yj − g(xj))
2
] 1

2

(7.9)

sea mı́nimo. En otras palabras, tenemos que encontrar los parámetros a y b tales que ∆ sea lo más
pequeño posible. La clave aqúı es reconocer el lado derecho de (7.9) como la norma de un vector
(aqúı es crucial la forma particular en que elegimos medir el error). Reescribamos (7.9) como sigue:

∆ =
[ n∑
j=1

(yj − g(xj))
2
] 1

2

=
[ n∑
j=1

(yj − (axj − b))2
] 1

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


y1 − (ax1 − b)
y2 − (ax2 − b)

...
yn − (axn − b)


∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


y1

y2

...
yn

−
a

x1

x2

...
xn

+ b


1
1
...
1



∥∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Pongamos

~y =


y1

y2

...
yn

 , ~x =


x1

x2

...
xn

 y ~u =


1
1
...
1

 . (7.10)

Observe que estos son vectores en Rn. Entonces

∆ = ‖~y − [a~x+ b~u]‖

y la pregunta es cómo tenemos que elegir a y b para que esto sea lo más pequeño posible. En otras
palabras, buscamos el punto en el espacio vectorial generado por ~x y ~u que está más cerca de ~y.
Por el Teorema 7.39, este punto está dado por la proyección ortogonal de ~y sobre ese plano.
Para calcular esta proyección, tome U = span{~x, ~u} y sea P la proyección ortogonal sobre U .
Entonces, por nuestro razonamiento,

P~y = a~x+ b~u. (7.11)

Ahora veamos cómo podemos calcular fácilmente a y b a partir de (7.11).1 En lo que sigue supon-
dremos que ~x y ~u son linealmente independientes, de modo que U es un plano. Esta suposición
parece razonable porque que sean linealmente dependientes significaŕıa que x1 = · · · = xn (en nues-
tro ejemplo con el resorte esto significaŕıa que siempre usamos la misma masa en el experimento).
Observe que si ~x, ~u no fueran linealmente independientes, entonces la matriz A de abajo tendŕıa
solo una columna; todo lo demás funciona igual.
Recordemos que por el Teorema 7.41 la proyección ortogonal sobre U está dada por

P = A(AtA)−1At

1Por supuesto, simplemente podŕıa calcular P~y y luego plantear el sistema lineal n × 2 para encontrar los coefi-
cientes a y b.
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donde A es la matriz n× 2 cuyas columnas consisten en los vectores ~x y ~u. Por lo tanto, (7.11) se
convierte en

A(AtA)−1At~y = a~x+ b~u = A

(
a
b

)
. (7.12)

Como por nuestra suposición las columnas de A son linealmente independientes, es inyectiva. Por
lo tanto podemos concluir de (7.12) que

(AtA)−1At~y =

(
a
b

)
que es la fórmula para los números a y b que estábamos buscando.

Resumamos nuestro razonamiento anterior en un teorema.

Teorema 7.46. Sean dados (x1, y1), . . . , (xn, yn). La función lineal g(x) = ax+ b que minimiza el
error total

∆ :=
[ n∑
j=1

(yj − g(xj))
2
] 1

2

(7.13)

está dada por (
a
b

)
= (AtA)−1At~y (7.14)

donde ~y, ~x y ~u son como en (7.10) y A es la matriz n× 2 cuyas columnas son los vectores ~x y ~u.

En la Observación 7.47 mostraremos cómo esta fórmula puede derivarse con métodos del cálculo.

Exercise 7.45 continued. . Usemos el Teorema 7.46 para calcular la mejor aproximación lineal
a los datos del Exercise 7.45. Observe que en este caso los mj corresponden a los xj del teorema y
escribiremos ~m en lugar de ~x. En este caso tenemos

~m =


2
3
4
5

 , ~u =


1
1
1
1

 , A = (~x | ~u) =


2 1
3 1
4 1
5 1

 , ~y =


4,5
5,1
6,1
7,9

 ,

Por lo tanto,

AtA =

(
2 3 4 5
1 1 1 1

)
2 1
3 1
4 1
5 1

 =

(
54 14
14 4

)
, (AAt)−1 =

1

5

(
2 −7
−7 27

)

y por lo tanto

(
a
b

)
= (AtA)−1At~y =

1

10

(
2 −7
−7 27

)(
2 3 4 5
1 1 1 1

)
4,5
5,1
6,1
7,9

 =
1

10

(
−3 −1 1 3
13 6 −1 −8

)
4,5
5,1
6,1
7,9


=

(
1,12
1,98

)
.
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Concluimos que la mejor aproximación lineal es

g(m) = 1,12m+ 1,98.

1 2 3 4 5

4

5

6

7

8

g

m

y

Figura 7.6: La gráfica muestra los datos medidos y la aproximación lineal g(m) = 1,12m + 1,98
calculada con el Teorema 7.46.

El método anterior puede generalizarse a otros tipos de funciones. Mostraremos cómo puede adap-
tarse al caso de funciones polinomiales y exponenciales.

Funciones polinomiales.. Supongamos que se nos dan datos medidos (x1, y1), . . . , (xn, yn) y
queremos encontrar un polinomio de grado k que ajuste mejor los puntos de datos. Sea p(x) =
akx

k + ak−1x
k−1 + · · ·+ a1x+ a0 el polinomio deseado. Definimos los vectores

~y =


y1

y2

...
yn

 , ~ξk =


xk1
xk2
...
xkn

 , ~ξk−1 =


xk−1

1

xk−1
2
...

xk−1
n

 , . . . , ~ξ1 =


x1

x2

...
xn

 , ~ξ0 =


1
1
...
1

 .

Si los vectores ~ξk, . . . , ξ0 son linealmente independientes, entonces
ak
...
a1

a0

 = (AtA)−1At~y

donde A = (~ξk | . . . | ~ξ0) es la matriz n× (k+ 1) cuyas columnas son los vectores ~ξk, . . . , ~ξ0. Observe

que por nuestra suposición k < n (de lo contrario, los vectores ~ξk, . . . , ~ξ0 no pueden ser linealmente
independientes).
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Observación. En general, se debeŕıan tener muchos más puntos de datos que el grado del polino-
mio que se quiere ajustar; de lo contrario puede ocurrir el problema de sobreajuste. Por ejemplo,
supongamos que la curva que buscamos es f(x) = 0,1 + 0,2x y que se nos dan solo tres mediciones:
(0, 0,25), (1, 0), (3, 1). Entonces un ajuste lineal nos daŕıa g(x) = 2

7x + 1
28 ≈ 0,23x + 0,036. El

ajuste con una función cuadrática da p(x) = 1
4x

2 − 1
2x + 1

4 , que coincide perfectamente con los
puntos de datos, pero está lejos de la curva que buscamos. La razón es que tenemos demasiados
parámetros libres en el polinomio, de modo que ajusta demasiado bien los datos. (Observe que, para
cualesquiera n+ 1 puntos dados (x1, y1), . . . , (xn+1, yn+1) con x1z . . . , xn+1, existe exactamente un
polinomio p de grado ≤ n tal que p(xj) = yj para todo j = 1, . . . , n+1.) Si tuviéramos muchos más
puntos de datos e intentáramos ajustar un polinomio a una función lineal, entonces el coeficiente
principal debeŕıa volverse muy pequeño, pero este efecto no aparece si tenemos muy pocos puntos
de datos.

−2 −1 1 2 3 4

1

2

f

g

p

x

y

Figura 7.7: Ejemplo de sobreajuste cuando tenemos demasiadas variables libres para un conjunto
dado de puntos de datos. Los puntos marcan las mediciones que se supone aproximan la curva roja
f . Ajustar el polinomio p de grado 2 conduce a la curva verde. La curva azul g es el resultado de un
ajuste lineal.

Funciones exponenciales.. Supongamos que se nos dan datos medidos (x1, y1), . . . , (xn, yn) y
queremos encontrar una función de la forma g(x) = c ekx para ajustar nuestros puntos de datos.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que c > 0 (de lo contrario ajustamos −g).
Entonces solo necesitamos definir h(x) = ln(g(x)) = ln c + kx, de modo que podamos usar el
método para ajustar una función lineal a los puntos de datos (x1, ln(y1)), . . . , (xn, ln(yn)) con el fin
de obtener c y k.

Observación 7.47. Mostremos cómo la fórmula del Teorema 7.46 puede derivarse con métodos
anaĺıticos. Recordemos que el problema es el siguiente: Sean dados (x1, y1), . . . , (xn, yn). Encontrar
una función lineal g(x) = ax+ b que minimice el error total

∆ :=
[ n∑
j=1

(yj − g(xj))
2
] 1

2

=
[ n∑
j=1

(yj − [axj + b])2
] 1

2

Consideremos ∆ como función de a y b. Entonces tenemos que encontrar el mı́nimo de

∆(a, b) =
[ n∑
j=1

(yj − [axj + b])2
] 1

2
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como función de las dos variables a, b. Para simplificar los cálculos un poco, observamos que es
suficiente minimizar el cuadrado de ∆ porque ∆(a, b) ≥ 0 para todo a, b, y por lo tanto es minimal
si y solo si su cuadrado sea mı́nimal. Aśı que queremos encontrar a, b que minimicen

F (a, b) := (∆(a, b))2 =

n∑
j=1

(yj − axj − b)2. (7.15)

Para ello, tenemos que derivar F . Como F : R2 → R, la derivada será una función con valores
vectoriales. Obtenemos

DF (a, b) =

(
∂F

∂a
(a, b),

∂F

∂b
(a, b)

)
=

( n∑
j=1

−2xj(yj − axj − b),
n∑
j=1

−2(yj − axj − b)
)

= 2

(
a

n∑
j=1

x2
j + b

n∑
j=1

xj −
n∑
j=1

xjyj , a

n∑
j=1

xj + nb−
n∑
j=1

yj

)
.

Ahora necesitamos encontrar los puntos cŕıticos, es decir, a, b tales que DF (a, b) = 0. Esto ocurre
para

a

n∑
j=1

x2
j + b

n∑
j=1

xj =

n∑
j=1

xjyj

a

n∑
j=1

xj + bn =

n∑
j=1

yj


es decir

∑n
j=1 x

2
j

∑n
j=1 xj∑n

j=1 xj n

(a
b

)
=

∑n
j=1 xjyj∑n
j=1 yj

 .

(7.16)

Ahora podemos multiplicar ambos lados por la izquierda por la inversa de la matriz y obtener
la solución para a, b. Esto muestra que F tiene un único punto cŕıtico. Como F tiende a infinito
cuando ‖(a, b)‖ → ∞, la función F debe tener efectivamente un mı́nimo en este punto cŕıtico. Para
más detalles, véase un curso de cálculo vectorial u optimización.

Observamos lo siguiente: Si, como antes, ponemos

~x =

x1

...
xn

 , ~u =

1
...
1

 , A = (~x | ~u) =

x1 1
...
xn 1

 , ~y =

y1

...
yn

 ,

entonces

n∑
j=1

x2
j = 〈~x , ~x〉,

n∑
j=1

xj = 〈~x , ~u〉, n = 〈~u , ~u〉,
n∑
j=1

xjyj = 〈~x , ~y〉,
n∑
j=1

yj = 〈~u , ~y〉.

Por lo tanto, las expresiones en la ecuación (7.16) pueden reescribirse como(∑n
j=1 x

2
j

∑n
j=1 xj∑n

j=1 xj n

)
=

(
〈~x , ~x〉 〈~x , ~u〉
〈~u , ~x〉 〈~u , ~u〉

)
=

(
~x

~u

)
(~x | ~u) = AtA

(∑n
j=1 xjyj∑n
j=1 yj

)
=

(
〈~x , ~y〉
〈~u , ~y〉

)
=

(
~x

~u

)
~y = At~y
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y reconocemos que la ecuación (7.16) es la misma que

AtA

(
a
b

)
= At~y

que se vuelve nuestra ecuación (7.14) si multiplicamos ambos lados de la ecuación del lado izquierdo
por (AtA)−1.

Ahora debeŕıa haber entendido

qué es el método de mı́nimos cuadrados,

cómo se relaciona con las proyecciones ortogonales,

qué es el sobreajuste,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

ajustar una función lineal a puntos de datos dados,

ajustar un polinomio a puntos de datos dados,

ajustar una función exponencial a puntos de datos dados,

etc.

Ejercicios.

1. Una bola rueda a lo largo del eje x con velocidad constante. A lo largo de la trayectoria de
la bola se miden las coordenadas x de la bola en ciertos tiempos t. Las siguientes mediciones
son (t en segundos, x en metros):

x 1.5 2.0 3.0 4.0 4.5 6
t 1.4 2.3 4.7 6.6 7.4 10.8

(a) Dibuje los puntos en el plano tx.

(b) Use el método de mı́nimos cuadrados para econtrar la posición inicial x0 y la velocidad
v de la bola.

(c) Dibuje la recta en el bosquejo anterior. ¿Dónde/Cómo se ven x0 y v?

Hint. Recuerde que x(t) = x0 + vt para un movimiento con velocidad constante.

2. Se supone que una sustancia qúımica inestable decaye según la ley P (t) = P0 ekt. Suponga
que se hicieron las siguientes mediciones:

t 1 2 3 4 5
P 7.4 6.5 5.7 5.2 4.9
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Con el método de mı́nimos cuadrados aplicado a ln(P (t)), encuentre P0 y k que mejor corres-
ponden con las mediciones. Dé una estimada para P (8).

3. Con el método de mı́nimos cuadrados encuentre el poĺınomio y = p(x) de grado 2 que mejor
aproxima los siguientes datos:

x -2 -1 0 1 2 3 4
y 15 8 2.8 -1.2 -4.9 -7.9 -8.7

7.7. Resumen

Sea U un subespacio de Rn. Entonces su complemento ortogonal se define por

U⊥ = {~x ∈ Rn : ~x ⊥ ~u para todo ~u ∈ U}.

Para cualquier subespacio U ⊆ Rn se cumple lo siguiente:

U⊥ es un espacio vectorial.

U⊥ = kerA, donde A es cualquier matriz cuyas filas están formadas por una base de U .

(U⊥)⊥ = U .

dimU + dimU⊥ = n.

U ⊕ U⊥ = Rn.

U tiene una base ortonormal. Una forma de construir tal base es construir primero una base
arbitraria de U y luego aplicar el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt para obtener
una base ortonormal.

Proyección ortogonal sobre un subespacio U ⊆ Rn

Sea PU : Rn → Rn la proyección ortogonal sobre U . Entonces

PU es una transformación lineal.

PU~x ‖ U para todo ~x ∈ Rn.

~x− PU~x ⊥ U para todo ~x ∈ Rn.

Para todo ~x ∈ Rn, el punto en U más cercano a ~x está dado por ~x − PU~x y dist(~x, U) =
‖~x− PU~x‖.

Fórmulas para PU :

• Si ~u1, . . . , ~uk es una base de U , entonces

PU = 〈~u1 , ·〉+ · · ·+ 〈~uk , ·〉,

es decir PU~x = 〈~u1 , ~x〉+ · · ·+ 〈~uk , ~x〉 para todo ~x ∈ Rn.

• siB es cualquier matriz cuyas columnas forman una base de U , entonces PU = B(BtB)Bt.
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Matrices ortogonales

Una matriz Q ∈ M(n × n) se llama matriz ortogonal si es invertible y si Q−1 = Qt. Observe que
las siguientes afirmaciones para una matriz Q ∈M(n× n) son equivalentes:

(i) Q es una matriz ortogonal.

(ii) Qt es una matriz ortogonal.

(iii) Q−1 es una matriz ortogonal.

(iv) Las columnas de Q son una base ortonormal de Rn.

(v) Las filas de Q son una base ortonormal de Rn.

(vi) Q preserves productos internos, es decir 〈~x , ~y〉 = 〈Q~x ,Q~y〉 for all ~x, ~y ∈ Rn.

(vii) Q preserves longitudes, es decir ‖~x‖ = ‖Q~x‖ for all ~x ∈ Rn.

Toda matriz ortogonal representa una rotación (en este caso su determinante es 1) o una composición
de una rotación con una reflexión (en este caso su determinante es −1).

7.8. Ejercicios

1. (a) Complete

(
1/4√
15/16

)
a una base ortonormal para R2. ¿Cuántas posibilidades hay para

hacerlo?

(b) Complete

 1/
√

2

−1/
√

2
0

 ,

1/
√

3

1/
√

3

1/
√

3

 a una base ortonormal para R3. ¿Cuántas posibilidades

hay para hacerlo?

(c) Complete

1/
√

2

1/
√

2
0

 a una base ortonormal para R3. ¿Cuántas posibilidades hay para

hacerlo?

2. Encuentre una base para el complemento ortogonal de los siguientes espacios vectoriales.
Encuentre la dimensión del espacio y la dimensión de su complemento ortogonal.

(a) U = span




1
2
3
4

 ,


2
3
4
5


 ⊆ R4, (b) U = span




1
2
3
4

 ,


3
4
5
6

 ,


2
3
4
5


 ⊆ R4.

3. (a) Sea U = {(x, y, z)t ∈ R3 : x+ 2y + 3z = 0} ⊆ R3.

1) Sea ~v = (0, 2, 5)t. Ecuentre el punto ~x ∈ U que esté más cercano a ~v y calcule la
distancia entre ~v y ~x.

2) ¿Hay un punto ~y ∈ U que esté a una distancia máximal de ~v?

3) Encuentre la matriz que representa la proyección ortogonal sobre U (en la base
estandar).
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(b) Sea W = gen{(1, 1, 1, 1)t, (2, 1, 1, 0)t} ⊆ R4.

1) Encuentre una base ortogonal de W .

2) Sean ~a1 = (1, 2, 0, 1)t, ~a2 = (11, 4, 4,−3)t, ~a3 = (0,−1,−1, 0)t. Para cada j = 1, 2, 3
encuentre el punto ~wj ∈W que esté más cercano a ~aj y calcule la distancia entre ~aj
y ~wj .

3) Encuentre la matriz que representa la proyección ortogonal sobre W (en la base
estandar).

4. Sean ~v =


0
2
2
1

, ~w =


1
2
3
5

, ~a =


0
3
4
0
0

, ~b =


−1
0
0
0
3

, ~c =


1
0
1
0
1

, ~d =


0
0
1
0
1

.

(a) Demuestre que ~v y ~w son linealmente independientes y encuentre una base ortonormal
de U = span{~v, ~w} ⊆ R4.

(b) Demuestre que ~a, ~b, ~c y ~d son linealmente independientes. Use el proceso de Gram-

Schmidt para encontrar una base ortonormal de U = span{~a,~b,~c, ~d} ⊆ R5. Encuentre
una base de U⊥.

5. Encuentre una base ortonormal de U⊥ donde U = gen{(1, 0, 2, 4)t} ⊆ R4.

6. (a) Sea ϕ ∈ R y sean ~v1 =

(
cosϕ
− sinϕ

)
, ~v2 =

(
sinϕ
cosϕ

)
. Demuestre que ~v1, ~v2 es una base

ortonormal de R2.

(b) Sea α ∈ R. Encuentre la matriz Q(α) ∈M(2× 2) que describe rotación por α contra las
manecillas del reloj.

(c) Sean α, β ∈ R. Explique por qué es claro que Q(α)Q(β) = Q(α + β). Use esta relación
para concluir las identidades trigonométricas

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ, sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ.

7. Sean O(n) = {Q ∈M(n× n) : Q es matriz ortogonal} y SO(n) = {Q ∈ O(n) : detQ = 1}.

(a) Demuestre que O(n) con la composición es un grupo. Es decir, hay que probar que:

1) Para todo Q,R ∈ O(n), la composición QR es un elemento en O(n).

2) Existe un E ∈ O(n) tal que QE = Q y EQ = Q para todo Q ∈ O(n).

3) Para todo Q ∈ O(n) existe un elemento inverso Q̃ tal que Q̃Q = QQ̃ = E.

(b) ¿Es O(n) conmutativo (es decir, se tiene QR = RQ para todo Q,R ∈ O(n))?

(c) Demuestre que SO(n) con la composición es un grupo.

8. Sea T : Rn → Rm una isometŕıa. Demuestre que T es inyectivo y que m ≥ n.
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Caṕıtulo 8

Matrices simétricas y
diagonalisación

En este caṕıtulo trabajamos principalmente en Rn y en Cn. Escribimos MR(n × n) o MC(n × n)
solo si importa si la matriz bajo consideración es una matriz real o compleja.

La primera sección se dedica a Cn. Ya sabemos que es un espacio vectorial sobre C, pero ahora
introducimos adicionalmente en producto interno en él. Además definimos matrices hermı́ticas y
matrices unitarias en Cn que son los análogos a matrices simétricas y matrices ortogonales en Rn.
Definimos valores propios y vectores propios en la Sección 8.3. Resulta que es más conveniente
trabajar sobre C porque los valores propios son ceros del llamado polinomio caracteŕıstico y en C
todo polinomio tiene un cero. El teorema principal es el Teoorema 8.49 que dice que una matriz de
n×n es diagonalizable si y solo si tien suficientes vectores propios para generar Cn (o Rn). Resulta
que toda matriz simétrica y toda matriz hermı́tica es diagonalizable.

Terminamos el caṕıtulo con una aplicación de la diagonalización ortogonal a la solución de ecua-
ciones cuadráticas en dos variables.

8.1. Espacios vectoriales complejos

En esta sección introducimos Cn como un espacio con producto interno porque algunos cálculos
para valores propios later en este caṕıtulo son más naturales en Cn que en Rn. Puede saltarse de
la mayoŕıa de esta sección. La parte más importante es la dafinición del poroducto iterno en Cn, la
noción de ortogonalidad derivedo de él, y el concepto de matrices hermı́ticas y de matrices unitarias.

En analoǵıa a Rn, definimos el espacio vectorial Cn como el conjunto

Cn =


z1

...
zn

 : z1, . . . , zn ∈ C


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junto con la suma y multiplicación por un escalar c ∈ C:w1

...
wn

+

z1

...
zn

 :=

w1 + z1

...
wn + zn

 , c

z1

...
zn

 :=

cz1

...
czn

 .

Es fácil verificar que Cn junto con estas operaciones satisface los axiomas de espacio vectorial de
Definición 5.1 con K = C, por lo tanto es un espacio vectorial complejo. En particular, tenemos
conceptos como independencia lineal de vectores, base y dimensión de Cn, etc.

A continuación introducimos un producto interno en Cn. Como en el caso de los vectores reales,
nos gustaŕıa interpretar 〈~z , ~z〉 como el cuadrado de la norma de ~z. En particular, debeŕıa ser un
número real no negativo. Para C1 = C, los vectores son simplemente números complejos ~z = z1 y
nos gustaŕıa tener 〈~z , ~z〉 = |z1|2 = z1z1 donde z es el conjugado complejo del número complejo z.
Esto nos motiva a definir el producto interno en Cn como sigue.

Definición 8.1 (Producto interno y norma de un vector en Cn). Para vectores ~z =

z1

...
zn


y ~w =

w1

...
wn

 ∈ Cn el producto interno (o producto escalar o producto punto) se define como

〈~z , ~w〉 =

〈z1

...
zn

 ,

w1

...
wn

〉 =

n∑
j=1

zjwj = z1w1 + · · ·+ znwn.

La longitud de ~z =

z1

...
zn

 ∈ Rn se denota por ‖~z‖ y está dada por

‖~z‖ =
√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2 .

Otros nombres para la longitud de ~z son magnitud de ~z o norma de ~z.

Ejercicio 8.2. Muestre que el producto escalar de Definición 8.1 puede verse como una extensión
del producto escalar en Rn en el siguiente sentido: Si las componentes de ~z y ~v resultan ser reales,
entonces también pueden verse como vectores en Rn. La afirmación es que su producto escalar
como vectores en Rn es igual a su producto escalar en Cn. Lo mismo es cierto para sus normas.

Propiedades 8.3. (i) Norma de un vector: Para todos los vectores ~z ∈ Cn, tenemos que

〈~z , ~z〉 = ‖~z‖2.

(ii) Simetŕıa del producto interno: Para todos los vectores ~v, ~w ∈ Cn, tenemos (¡nótese la conju-
gación compleja en el lado derecho!)

〈~v , ~w〉 = 〈~w ,~v〉.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 8. Matrices simétricas y diagonalisación 323

(iii) Sesquilinealidad del producto interno: Para todos los vectores ~u,~v, ~z ∈ Cn y todo c ∈ C,
tenemos que

〈~v + c~w , ~z〉 = 〈~v , ~z〉+ c〈~w , ~z〉 y 〈~v , ~w + c~z〉 = 〈~v , ~w〉+ c〈~v , ~z〉.

(iv) Para todos los vectores ~v, ~w ∈ Cn y c ∈ C, tenemos que ‖c~v‖ = |c|‖~v‖.

Demostración. Sea ~v =

v1

...
vn

 , ~w =

w1

...
wn

 , ~z =

z1

...
zn

 ∈ Cn y sea c ∈ C.

(i) 〈~z , ~z〉 = z1z1 + · · ·+ znzn = |z1|2 + · · ·+ |zn|2 = ‖~z‖2.

(ii) 〈~v , ~w〉 = v1w1 + · · ·+ vnwn = v1w1 + · · ·+ vnwn = w1v1 + · · ·+ wnvn = 〈~w ,~v〉.

(iii) Un cálculo directo muestra que

〈~v + c~w , ~z〉 = (v1 + cw1)w1 + · · ·+ (vn + cwn)wn

= v1w1 + · · ·+ vnwn + cw1w1 + · · ·+ cwnwn

= 〈~v , ~z〉+ c〈~w , ~z〉.

La segunda ecuación puede mostrarse mediante un cálculo análogo. En lugar de repetirlos,
también podemos usar la propiedad de simetŕıa del producto interno:

〈~v , ~w + c~z〉 = 〈~w + c~z ,~v〉 = 〈~w ,~v〉+ c〈~z ,~v〉 = 〈~w ,~v〉+ c〈~z ,~v〉 = 〈~v , ~z〉+ c〈~v , ~z〉.

(iv) ‖c~z‖2 = 〈c~z , c~z〉 = cc〈~z , ~z〉 = |c|2‖~z‖2. Tomyo la ráız cuadrada en ambos lados, obtenemos la
igualdad deseada ‖c~z‖ = |c|‖~z‖.

Para Cn no hay teorema del coseno y en general no tiene demasiado sentido hablar del ángulo entre
dos vectores complejos (la ortogonalidad todav́ıa tiene sentido!).

Definición 8.4. Sea ~z,~v ∈ Cn.

(i) Los vectores ~z,~v se llaman ortogonales o perpendiculares si 〈~z ,~v〉 = 0. En este caso escribimos
~z ⊥ ~v.

(ii) Si ~v 6= ~0, entonces la proyección ortogonal de ~z sobre ~v is proy~v ~z = 〈~z ,~v〉
‖~v‖2 ~v.

La siguiente proposición muestra que la ortogonalidad funciona en Cn como se espera.

Proposición 8.5. Sea ~z,~v ∈ Cn.

(i) Teorema de Pitágoras: Si ~z ⊥ ~v, entonces ‖~z + ~v‖2 = ‖~z‖2 + ‖~v‖2.

(ii) Si ~v 6= ~0, entonces ~z = ~z‖ + ~z⊥ con ~z‖ := proy~v ~z y ~z⊥ := ~z − proy~v ~z y

proy~v ~z ‖ ~v, y ~z − proy~v ~z ⊥ ~v.

Además, ‖ proy~v ~z‖ ≤ ‖~z‖.
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(iii) Si ~v 6= ~0, entonces Cn → Cn, ~z 7→ proy~v ~z es una transformación lineal.

Demostración. (i) Si ~z ⊥ ~v, entonces ‖~z+~v‖2 = 〈~z , ~z〉+〈~z ,~v〉+〈~v , ~z〉+〈~v ,~v〉 = 〈~z , ~z〉+〈~v ,~v〉 =
‖~z‖2 + ‖~v‖2.

(ii) Es claro que ~z = ~z‖ + ~z⊥ y que ~z‖ ‖ ~v por definición de ~z‖ y ~z⊥. Que ~z⊥ ⊥ ~v se sigue de

〈~z⊥ , ~v〉 = 〈~z − proy~v ~z ,~v〉 = 〈~z ,~v〉 − 〈proy~v ~z ,~v〉 = 〈~z ,~v〉 − 〈~z ,~v〉
‖~v‖2

〈~v ,~v〉 = 〈~z ,~v〉 − 〈~z ,~v〉 = 0.

Finalmente, por el teorema de Pitágoras,

‖~z‖2 = ‖(~z − proy~v ~z) + proy~v ~z‖2 = ‖~z − proy~v ~z‖2 + ‖ proy~v ~z‖2 ≥ ‖proy~v ~z‖2.

(iii) Suponga que ~v 6= ~0 y sean ~z1, ~z2 ∈ Cn y c ∈ C. Entonces

proy~v(~z1 + c~z2) =
〈z1 + c~z2 , ~v〉
‖~v‖2

=
〈z1 , ~v〉+ c〈~z2 , ~v〉

‖~v‖2
=
〈z1 , ~v〉~v
‖~v‖2

=
c〈~z2 , ~v〉
‖~v‖2

= proy~v ~z1 + cproy~v ~z2.

Question 8.1

¿Qué cambia si en la definición de la proyección ortogonal ponemos 〈~v , ~z〉 en lugar de 〈~z ,~v〉?

Ahora mostremos la desigualdad triangular. Nótese que las siguientes desigualdades (8.1) y (8.2)
fueron demostradas para espacios vectoriales reales en Corollary 2.22 usando el teorema del coseno.

Proposición 8.6. Para todos los vectores ~v, ~w ∈ Cn y c ∈ C, tenemos la desigualdad de Cauchy-
Schwarz (que es un caso especial de la llamada desigualdad de Hölder)

|〈~v , ~w〉| ≤ ‖~v‖ ‖~w‖ (8.1)

y la desigualdad triangular
‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖. (8.2)

Demostración. Primero mostrsonmos (8.1). Es obviamente cierto si ~w = ~0 porque en este caso
ambos lados de la desigualdad son iguales a 0. Aśı que supongamos ahora que ~w 6= ~0. Nótese que
para cualquier λ ∈ C tenemos que

0 ≤ ‖~v − λ~w‖2 = 〈~v − λ~w ,~v − λ~w〉 = ‖v‖2 − λ〈~w ,~v〉 − λ〈~v , ~w〉+ |λ|2‖w‖2.

Si elegimos λ = − 〈~v ,~w〉‖~w‖2 , obtenemos

0 ≤ ‖v‖2 − 〈~v , ~w〉
‖~w‖2

〈~w ,~v〉 − 〈~v , ~w〉
‖~w‖2

〈~v , ~w〉+
|〈~v , ~w〉|2

‖~w‖4
‖w‖2

= ‖v‖2 − 2
|〈~v , ~w〉|2

‖~w‖2
+
|〈~v , ~w〉|2

‖~w‖4
‖w‖2

= ‖v‖2 − |〈~v , ~w〉|
2

‖~w‖2
=

1

‖~w‖2
[
‖v‖2‖w‖2 − |〈~v , ~w〉|2

]
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

Chapter 8. Matrices simétricas y diagonalisación 325

Se sigue que ‖v‖2‖w‖2−|〈~v , ~w〉|2 ≥ 0, por lo tanto ‖v‖2‖w‖2 ≥ |〈~v , ~w〉|2. Obtenemos la desigualdad
deseada tomando ráız cuadrada.

Ahora mostremos la desigualdad triangular. Es esencialmente lo mismo que para vectores en Rn,
cf. Corollary 2.22.

‖~v + ~w‖2 = 〈~v + ~w ,~v + ~w〉 = 〈~v ,~v〉+ 〈~v , ~w〉+ 〈~w ,~v〉+ 〈~w , ~w〉

= 〈~v ,~v〉+ 〈~v , ~w〉+ 〈~v , ~w〉+ 〈~w , ~w〉
= ‖~v‖2 + 2 Re〈~v , ~w〉+ ‖~w‖2

≤ ‖~v‖2 + 2|〈~v , ~w〉|+ ‖~w‖2 ≤ ‖~v‖2 + 2‖~v‖ ‖~w‖+ ‖~w‖2 = (‖~v‖+ ‖~w|)2.

En la primera desigualdad usamos que Re a ≤ |a| para cualquier número complejo a y en la segunda
desigualdad usamos (8.1). Si tomamos ráız cuadrada en ambos lados obtenemos la desigualdad
triangular.

Observación 8.7. Observe que la elección de λ en la demostración de (8.1) no es tan arbitraria
como puede psoncer. Observe que para este particular λ

~v − λ~w = ~v − 〈~v , ~w〉
‖~w‖2

~w = ~v − proy~w ~v.

Por lo tanto, esta elección de λ minimiza la norma de ~v − λ~w y ~v − proy~w ~v ⊥ ~w. Por lo tanto, por
Pitágoras,

‖~v‖2 = ‖(~v − proy~w ~v) + proy~w ~v‖2 = ‖~v − proy~w ~v‖2 + ‖ proy~w ~v‖2

≥ ‖proy~w ~v‖2 =

∥∥∥∥ 〈~v , ~w〉‖~w‖2
~w

∥∥∥∥2

=
|〈~v , ~w〉|2

‖~w‖2

lo cual muestra que ‖~v‖2‖~w‖2 ≥ |〈~v , ~w〉|2.
Otra forma de ver esta desigualdad es

0 ≤ ‖~v − proy~w ~v‖2 = 〈~v − proy~w ~v , ~v − proy~w ~v〉 = 〈~v − proy~w ~v ,~v〉 = ‖~v‖2 − 〈proy~w ~v ,~v〉

= ‖~v‖2 − 〈~v , ~w〉
‖~w‖2

〈~w ,~v〉 = ‖~v‖2 − |〈~v , ~w〉|
2

‖~w‖2

lo cual nuevamente da ‖~v‖2‖~w‖2 ≥ |〈~v , ~w〉|2.

Clases importantes de matrices

Recordemos que para una matriz A ∈ MR(m × n) definimos su transpuesta At. La propiedad
importante de At es que es la única matriz tal que

〈A~x , ~y〉 = 〈~x ,At~y〉 para todo ~x ∈ Rn, ~y ∈ Rm.

En el caso complejo, para una matriz dada A ∈MC(m× n) queremos una matriz A∗ tal que

〈A~x , ~y〉 = 〈~x ,A∗~y〉 para todo ~x ∈ Cn, ~y ∈ Cm.

Es fácil verificar que debemos tomar A∗ = A
t
, donde A es la matriz que obtenemos de A tomando

el conjugado complejo de cada entrada. Claramente, si todas las entradas de A son números reales,
entonces At = A∗.
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Definición 8.8. La matriz A∗ se llama matriz adjunta de A.

Atención. Esta matrix no se debe confundir con la “matriz adjunta definida” en Definición 4.14.
Ver comentario después de Definición 4.14.

Lema 8.9. Sea A ∈M(n× n). Entonces det(A∗) = detA = conjugado complejo de detA.

Demostración. detA∗ = det(A)t = detA = detA. La última igualdad se sigue directamente de la
definición del determinante.

Una matriz con entradas reales es simétrica si y solo si A = At. El análogo para matrices complejas
son las matrices hermı́ticas.

Definición 8.10. Una matriz A ∈M(n× n) se llama hermı́tica si A = A∗.

Ejemplos 8.11. A =

(
1 2 + 3i
5 1− 7I

)
=⇒ A∗ =

(
1 5

2− 3i 1 + 7I

)
. La matriz A no es

hermı́tiana.

A =

(
1 2 + 3i

2− 3i 5

)
=⇒ A∗ =

(
1 2 + 3i

2− 3i 1 + 7I

)
. La matriz A es hermı́tiana.

Ejercicio 8.12. Muestre que las entradas en la diagonal de una matriz hermı́tiana deben
ser reales.

Muestre que el determinante de una matriz hermı́tiana es un número real.

Otra clase importante de matrices reales son las matrices ortogonales. Recordemos que una matriz
Q ∈ MR(n × n) es una matriz ortogonal si y solo si Qt = Q−1. Vimos que si Q es ortogonal,
entonces sus columnas (o filas) forman una base ortonormal para Rn y que |detQ| = 1, por lo tanto
detQ = ±1.
El análogo en espacios vectoriales complejos son las llamadas matrices unitarias.

Definición 8.13. Una matriz Q ∈M(n× n) se llama unitaria si Q∗ = Q−1.

Está claro a partir de la definición que una matriz es unitaria si y solo si sus columnas (o filas)
forman una base ortonormal para Cn, cf. Teorema 7.12.

Proposición 8.14. Sea Q ∈M(n× n).

(i) Lo siguiente es equivalente:

(a) Q es unitaria.

(b) 〈Q~x ,Q~y〉 = 〈~x , ~y〉 para todo ~x, ~y ∈ Rn.
(c) ‖Q~x‖ = ‖~x‖ para todo ~x ∈ Rn.

(ii) Si Q es unitaria, entonces |detQ| = 1.
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Demostración. (i) (a) =⇒ (b): Suponga que Q es una matriz unitaria y sean ~x, ~y ∈ Cn. Entonces

〈Q~x ,Q~y〉 = 〈Q∗Q~x , ~y〉 = 〈~x , ~y〉.

(b) =⇒ (a): Fijemos ~x ∈ Cn. Entonces tenemos 〈Q~x ,Q~y〉 = 〈~x , ~y〉 para todo ~y ∈ Cn, por lo
tanto

0 = 〈Q~x ,Q~y〉 − 〈~x , ~y〉 = 〈Q∗Q~x , ~y〉 − 〈~x , ~y〉 = 〈Q∗Q~x− ~x , ~y〉. = 〈(Q∗Q− id)~x , ~y〉.

Como esto es cierto para cualquier ~y ∈ Cn, se sigue que (Q∗Q− id)~x = 0. Como ~x ∈ Cn era
arbitrario, concluimos que Q∗Q− id = 0, en otras palabras, que Q∗Q = id.

(b) =⇒ (c): Se sigue de (b) que ‖Q~x‖2 = 〈Q~x ,Q~x〉 = 〈~x , ~x〉 = ‖~x‖2, por lo tanto ‖Q~x‖ = ‖~x‖.

(c) =⇒ (b): Observe que el producto interno de dos vectores en Cn puede expresarse com-
pseaamente en términos de normas como sigue

〈~a ,~b〉 =
1

4

[
‖~a+~b‖2 − ‖~a−~b‖2 + i‖~a+ i~b‖2 − i‖~a− i~b‖2

]
como puede verificarse fácilmente. Por lo tanto encontramos

〈Q~x ,Q~y〉 =
1

4

[
‖Q~x+Q~y‖2 − ‖Q~x−Q~y‖2 + i‖Q~x+ iQ~y‖2 − i‖Q~x− iQ~y‖2

]
=

1

4

[
‖Q(~x+ ~y)‖2 − ‖Q(~x− ~y)‖2 + i‖Q(~x+ i~y)‖2 − i‖Q(~x− i~y)‖2

]
=

1

4

[
‖~x+ ~y‖2 − ‖~x− ~y‖2 + i‖~x+ i~y‖2 − i‖~x− i~y‖2

]
= 〈~x , ~y〉.

(ii) Suponga que Q es unitaria. Entonces

1 = det id = detQQ∗ = (detQ)(detQ∗) = (detQ)(detQ) = |detQ|2.

Ejemplos 8.15. La matriz Q =

(
0 i
i 0

)
es unitaria porque QQ∗ =

(
0 i
i 0

)(
0 −i
−i 0

)
=(

1 0
0 1

)
, por lo tanto Q∗ = Q−1. Nótese que detQ = −i2 = 1.

La matriz Q =

(
eiα 0
0 eiβ

)
es unitaria porque QQ∗ =

(
eiα 0
0 eiβ

)(
e−iα 0

0 e−iβ

)
=

(
1 0
0 1

)
,

por lo tanto Q∗ = Q−1. Nótese que detQ = ei(α+β), por lo tanto |detQ| = 1.

Ejemplos 8.16. La matrix Q =

(
0 i
i 0

)
es unitaria porque QQ∗ =

(
0 i
i 0

)(
0 −i
−i 0

)
=(

1 0
0 1

)
, por lo tanto Q∗ = Q−1. Note que detQ = −i2 = 1.

La matrix Q =

(
eiα 0
0 eiβ

)
es unitaria porque QQ∗ =

(
eiα 0
0 eiβ

)(
e−iα 0

0 e−iβ

)
=

(
1 0
0 1

)
,

mostrando que Q∗ = Q−1. Observe que detQ = ei(α+β), por lo tanto |detQ| = 1.
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Ahora debeŕıa haber entendido

la estructura de Cn como epacio vectorial,

el producto interno en Cn,

que el concepto de ortogonalidad tiene sentido en Cn y funciona como en Rn,

por qué matrices hermı́ticas en Cn juegan el papel de simétricas en Rn,

por qué matrices unitarias en Cn juegan el papel de ortogonales en Rn,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular con vectors en Cn,

verificar si vectors en Cn son ortogonales,

calcular la proyección ortogonal de un vector sobre otro,

verificar si una matriz dada es hermı́tica,

verificar si una matriz dada es unitaria,

etc.

Ejercicios.

1. Sea

A =

 i −3 + i 2i
2 4i 2 + 2i

4 + i 2− i 6− i

 .

Encuentre bases para la imagen del espacio columna y el kernel de A.

2. Sea

A =

1− i 1 + i 8
3i −3 −12 + 12i

4 + i −1 + 4i 12 + 20i


Encuentre bases ortonormaales para la imagen del espacio columna y el kernel de A.

3. Sean v1 =


1

1− i
−3
i

 y v2 =


i

1 + i
1

3 + 3i

 y V = span{v1, v2}. Verifique que v1 ⊥ v2 y obtenga

una base ortonormaal de V ⊥.

4. Encuentre a, b, c, d, e, f ∈ R tales que la matriz

A =

 1 3a+ ib 1 + 3i
7a− 5ib− 4 3 + ic 5e+ 3if + 2i

1− 3i 4e− 6if + 2− 8i 4− ic


sea hermı́tiana.
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5. Verifique que la matriz

1

2

 1 −i −1 + i
i 1 1 + i

1− i 1 + i 0


es unitaria.

6. Considere V = C2 y T : V → V dada por T

(
z1

z2

)
=

(
−z2

z1

)
.

(a) ¿T es transformación lineal si V se considera sobre K = R?

(b) ¿T es transformación lineal si V se considera sobre K = C?

7. Sean ~x, ~y ∈ V donde V = Rn ó Cn.

(a) Si V = Cn, muestre que ‖~x+ ~y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re〈~x , ~y〉+ ‖y‖2.

(b) Si V = Rn, muestre que ‖~x+ ~y‖2 = ‖~x‖2 + ‖~y‖2 si y solo si ~x ⊥ ~y.

(c) Si V = Cn ¿sigue siendo válida la afirmación del inciso anterior?

8. Sean A,B ∈M(n× n) hermı́tianas.

Muestre que AB es hermı́tiana si y solo si AB = BA.

9. Muestre que dimCn = 2n si se considera Cn como un espacio vectorial sobre R.

10. Sea A ∈M(n× n) hermı́tiana. Muestre que 〈A~x , ~x〉 ∈ R para todo ~x ∈ Cn.

8.2. Matrices semejantes

Definición 8.17. Sean A,B ∈ M(n × n) matrices (reales o complejas). Se llaman semejantes o
similares si existe una matriz invertible C tal que

A = C−1BC. (8.3)

En este caso escribimos A ∼ B.

Ejercicio 8.18. Muestre que A ∼ B si y solo si existe una matriz invertible C̃ tal que

A = C̃BC̃−1. (8.4)

Question 8.2

Suponga que A y B son semejantes. ¿La matriz C en (8.3) es única o es posible que existan
matrices invertibles diferentes C1 6= C2 tales que A = C−1

1 BC1 = C−1
2 BC2?

Observación 8.19. La semejanza es una relación de equivalencia en el conjunto de todas las
matrices cuadradas. Esto significa que satisface las siguientes tres propiedades. Sean A1, A2, A3 ∈
M(n× n). Entonces:
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

330 8.2. Matrices semejantes

(i) Reflexividad: A ∼ A para todo A ∈M(n× n).

(ii) Simetŕıa: Si A1 ∼ A2, entonces también A2 ∼ A1.

(iii) Transitividad: Si A1 ∼ A2 y A2 ∼ A3, entonces también A1 ∼ A3.

Demostración. (i) La reflexividad es clara. Solo necesitamos elegir C = id.

(ii) Supongamos que A1 ∼ A2. Entonces existe una matriz invertible C tal que A1 = C−1A2C.

Multiplicar por la izquierda por C y por la derecha por C−1 da CA1C
−1 = A2. Sea C̃ = C−1.

Entonces C̃ es invertible y C̃−1 = C. Por lo tanto obtenemos C̃−1A1C̃ = A2 lo cual muestra
que A2 ∼ A1.

(iii) Transitividad: Si A1 ∼ A2 y A2 ∼ A3, entonces existen matrices invertibles C1 y C2 tales que
A1 = C−1

1 A2C1 and A2 = C−1
2 A3C2. Se sigue que

A1 = C−1
1 A2C1 = C−1

1 C−1
2 A3C2C1 = (C1C2)−1A3C1C2.

Tomando C = C1C2 se muestra que A1 = C−1A3C, por lo tanto A1 ∼ A3.

Podemos interpretar A ∼ B como sigue: Sea C una matriz invertible con A = C−1BC. Como C es
una matriz invertible, sus columnas ~c1, . . . ,~cn forman una base de Rn (o Cn) y podemos ver C como
la matriz de transición de la base canónica a la base ~c1, . . . ,~cn. Como B es la representación matricial
de la transformación ~x 7→ B~x con respecto a la base canónica de Rn, la ecuación A = C−1BC dice
que A representa la misma transformación lineal, pero con respecto a la base ~c1, . . . ,~cn.

Por otro lado, si A y B son representaciones matriciales de la misma transformación lineal, pero con
respecto a bases posiblemente diferentes, entonces A = C−1BC, donde C es la matriz de transición
entre las dos bases. Por lo tanto A y B son semejantes.

Aśı hemos mostrado:

Dos matrices A y B ∈M(n× n) son semejantes si y solo si representan la misma transformación
lineal. La matriz C en A = C−1BC es la matriz de transición entre las dos bases usadas en las
representaciones A y B.

Por lo tanto, el siguiente hecho no es muy sorprendente.

Proposición 8.20. Si A,B ∈M(n× n) son semejantes, entonces detA = detB.

Demostración. Sea C ∈M(n× n) invertible tal que A = C−1BC. Entonces,

detA = detC−1BC = det(C−1) detB detC = (detC)−1 detB detC = detB.

Ejercicio 8.21. Muestre que detA = detB no implica que A y B sean semejantes.

Ejercicio 8.22. Suponga que A y B son semejantes. Muestre que dim(kerA) = dim(kerB) y que
dim(ImA) = dim(ImB). ¿Por qué esto no es sorprendente?
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Question 8.3

Suponga que A y B son semejantes. ¿Cuál es la relación entre kerA y kerB? ¿Cuál es la relación
entre ImA y ImB?
Hint. Theorem 6.18.

Una clase muy conveniente de matrices son las matrices diagonales, porque es bastante fácil calcular
con ellas. Estrechamente relacionadas están las llamadas matrices diagonalizables.

Definición 8.23. Una matriz A ∈M(n× n) se llama diagonalizable si es semejante a una matriz
diagonal.

En otras palabras, una matriz A es diagonalizable si existe una matriz diagonal D y una matriz
invertible C con

C−1AC = D. (8.5)

¿Cómo podemos decidir si una matriz A es diagonalizable? Sabemos que es diagonalizable si y solo
si es semejante a una matriz diagonal, es decir, si y solo si existe una base ~c1, . . . ,~cn tal que la
representación de A con respecto a estos vectores es una matriz diagonal. En este caso, (8.5) se
satisface si las columnas de C son los vectores de la base ~c1, . . . ,~cn.
Denotemos las entradas diagonales de D por d1, . . . , dn. Entonces es fácil ver que D~ej = dj~ej . Esto
significa que si aplicamos D a algún ~ej , entonces la imagen D~ej es paralela a ~ej . Como D no es otra
cosa que la representación de A con respecto a la base ~c1, . . . ,~cn, tenemos A~cj = dj~cj .
Podemos hacer esto más formal: Tome la ecuación (8.5) y multiplique ambos lados desde el lado
izquierdo por C para obtener AC = CD. Recordemos que para cualquier matriz B, tenemos que
B~ej = j-ésima columna de B. Obtenemos

AC~ej = A~cj ,

CD~ej = C(dj~ej) = djC(~ej) = dj~cj .

AC=CD
=======⇒ A~cj = d~cj .

En resumen, encontramos:

Una matriz A ∈M(n×n) es diagonalizable si y solo si podemos encontrar una base ~c1, . . . ,~cn de
Rn (o Cn) y números d1, . . . , dn tales que

A~cj = dj~cj , j = 1, . . . , n.

En este caso C−1AC = D (o equivalentemente A = CDC−1), donde D = diag(d1, . . . , dn) y
C = (~c1| · · · |~cn).

Los vectores ~cj se llaman vectores propios de A y los números dj se llaman valores propios de A.
Se discutirán con más detalle en la siguiente sección, donde también veremos cómo calcularlos.
La diagonalización de una matriz es muy útil cuando queremos calcular potencias de la matriz.

Proposición 8.24. Sea A ∈ M(n× n) una matriz diagonalizable y sea C una matriz invertible y
D = diag(d1, . . . , dn) tal que A = CDC−1. Entonces Ak = C diag(dk1 , . . . , d

k
n)C−1 para todo k ∈ N0.

Si A es invertible, entonces todos los dj son diferentes de 0 y la fórmula es cierta para todo k ∈ Z.
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Demostración. Sea k ∈ N0. Entonces

Ak =
(
C diag(d1, . . . , dn)C−1

)k
= C diag(d1, . . . , dn)C−1C diag(d1, . . . , dn)C−1 · · ·C diag(d1, . . . , dn)C−1

= C diag(d1, . . . , dn) diag(d1, . . . , dn) · · · diag(d1, . . . , dn)C−1

= C
(

diag(d1, . . . , dn)
)k
C−1

= C diag(dk1 , . . . , d
k
n)C−1.

Si todos los dj 6= 0, entonces D es invertible con inversa

D−1 =
(

diag(d1, . . . , dn)
)−1

= diag(d−1
1 , . . . , d−1

n ).

Por lo tanto A es invertible y A−1 =
(
CDC−1

)−1
= CD−1C−1 y obtenemos para k ∈ Z con k < 0

Ak = A−|k| = (A−1)|k| =
(
CD−1C−1

)|k|
= C(D−1)|k|C−1 = CDkC−1 = CD−|k|C−1

= C diag(dk1 , . . . , d
k
n)C−1.

La Proposición 8.24 es útil, por ejemplo, cuando describimos sistemas dinámicos mediante matrices
o cuando resolvemos ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes en dimensiones
superiores.

Ahora debeŕıa haber entendido

que matrices semejantes representan la misma transformación lineal,

por qué matrices semejantes tienen el mismo determinantee,

por qué una matriz es diagonalizable si y solo si Rn (o Cn) admite una base formada por
vectores propios de A,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

etc.

Ejercicios.

1. Sean A =

1 0 −1
0 1 3
2 −1 0

, B =

12 110 7
5 16 −6
6 57 4

 y C =

1 0 −2
0 3 1
1 4 −1

. Verifique que AC =

CB y concluya que A,B son matrices semejantes.

2. Encuentre tres matrices que son semejantes a la matriz A del Ejercicio 1.. Para cada una de
ellas, encuentra el determinantee y la traza.

3. De las siguientes afirmaciones, diga en cada una si es verdadera ó falsa. Si es verdadera
justifique por qué, si es falsa encuentre un contraejemplo.
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(a) Sean A,B ∈M(n× n) tales que detA = detB, entonces A,B son matrices semejantes.

(b) Sean D1, D2 ∈ M(n × n) matrices diagonales tales que D1 6= D2, entonces D1, D2 no
son matrices semejantes.

(c) Si A,B ∈ M(n × n) son matrices equivalentes por filas entonces A,B son matrices
semejantes.

4. (a) Sean λ1, λ2 ∈ C y considere

D1 =

(
λ1 0
0 λ2

)
, D1 =

(
λ2 0
0 λ1

)
.

Muestre que D1, D2 son semejantes. ¿Como puede generalizar este resultado a matrices
D1, D2 diagonales de cualquier tamaño?

(b) Muestre que dos matrices diagonales D1, D2 ∈ M(n × n) son semejantes si, salvo el
orden, tienen exactamente los mismos valores en la diagonal.

5. Defina la siguiente función

tr : M(n× n)→ R, trA := a11 + a22 + · · ·+ ann. (∗)

Note que para una matriz A ∈ M(n × n) el número trA es la suma de los elementos de la
diagonal de A: este número se llama traza de A, ver definición 8.35.

(a) Muestre que tr definida en (∗) es una transformación lineal.

(b) Sean A,B ∈M(n× n). Muestre que trAB = trBA.

(c) Sean A,B ∈M(n× n) matrices semejantes. Muestre que trA = trB.

(d) Sea A ∈M(n× n) tal que tr(AtA) = 0. Muestre que A = O.

6. Encuentre matrices A y b con trA = trB que no son semejantes.

7. Encuentre matrices A y b con detA = detB que no son semejantes.

8.3. Valores y vectores propios

Definición 8.25. Sea V un espacio vectorial y sea T : V → V una transformación lineal. Un
número λ se llama valor propio de T si existe un vector ~v 6= O tal que

Tv = λv. (8.6)

El vector v se llama entonces un vector propio.

La razón por la cual excluimos v = O en la definición anterior es que para todo λ se cumple que
TO = O = λO, de modo que (8.8) se satisfaŕıa para cualquier λ si se nos permitiera elegir v = O,
en cuyo caso la definición no tendŕıa mucho sentido.
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Ejercicio 8.26. Muestre que 0 es un valor propio de T si y solo si dim(kerT ) ≥ 1, es decir, si
y solo si T no es invertible. Muestre que v es un vector propio con valor propio 0 si y solo si
v ∈ kerT \ {O}.

Ejercicio 8.27. Muestre que todos los valores propios de una matriz unitaria tienen norma 1.

Question 8.4

Sean V,W espacios vectoriales y sea T : V → W una transformación lineal. ¿Por qué no tiene
sentido hablar de valores propios de T si V 6= W?

Enumeremos algunas propiedades de los vectores propios que son fáciles de ver.

(i) Un vector v es un vector propio de T si y solo si Tv ‖ v.

(ii) Si v es un vector propio de T con valor propio λ 6= 0, entonces v ∈ ImT porque v = 1
λTv.

(iii) Si v es un vector propio de T con valor propio λ, entonces todo múltiplo no nulo de v es un
vector propio con el mismo valor propio porque

T (cv) = cTv = cλv = λ(cv).

(iv) Podemos generalizar (iii) como sigue: Si v1, . . . , vk son vectores propios de T con el mismo
valor propio λ, entonces toda combinación lineal no nula es un vector propio con el mismo
valor propio porque

T (α1v1 + . . . αkvk) = α1Tv1 + . . . αkTvk = α1λv1 + · · ·+ αkλvk = λ(α1v1 + · · ·+ αkvk).

La propiedad (iv) dice que el conjunto de todos los vectores propios con el mismo valor propio es
casi un subespacio. Lo único que falta es el vector cero O. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 8.28. Sea V un espacio vectorial y sea T : V → V una transformación lineal con valor
propio λ. Entonces el espacio propio de T correspondiente a λ es

Eigλ(T ) := Eig(T, λ) := {v ∈ V : v es vector propio de T con valor propio λ} ∪ {O}
= {v ∈ V : Tv = λv}.

La dimensión de Eigλ(T ) se llama la multiplicidad geométrica of λ.

Proposición 8.29. Sea T : V → V una transformación lineal y sea λ un valor propio de T .
Entonces

Eigλ(T ) = ker(T − λ id).

Demostración. Sea v ∈ V . Entonces

v ∈ Eigλ(T ) ⇐⇒ Tv = λv ⇐⇒ Tv − λv = O ⇐⇒ Tv − λ id v = O

⇐⇒ (T − λ id)v = O ⇐⇒ v ∈ ker(T − λ id).
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Observe que la Proposición 8.29 muestra nuevamente que Eigλ(T ) es un subespacio de V . Además
muestra que λ es un valor propio de T si y solo si T − λ id no es invertible. Para el caso especial
λ = 0 tenemos que Eig0(T ) = kerT .

Ejemplos 8.30. (a) Sea V un espacio vectorial y sea T = id. Entonces para todo v ∈ V tenemos
que Tv = v = 1v. Por lo tanto T tiene un único valor propio, a saber λ = 1, y Eig1(T ) =
ker(T − id) = ker 0 = V . Su multiplicidad geométrica es dim(Eig1(T )) = dimV .

(b) Sea V = R2 y sea R la reflexión respecto al eje x. Si ~v es un vector propio de R, entonces
R~v debe ser paralelo a ~v. Esto ocurre si y solo si ~v es paralelo al eje x, en cuyo caso R~v = ~v,
o si ~v es perpendicular al eje x, en cuyo caso R~v = −~v. Todos los demás vectores cambian
de dirección bajo una reflexión. Por lo tanto tenemos los valores propios λ1 = 1 and λ2 =
−1 and Eig1(R) = span{~e1}, Eig−1(R) = span{~e2}. Cada valor propio tiene multiplicidad
geométrica 1.

Observe que la representación matricial de R con respecto a la base canónica de R2 es AR =(
1 0
0 −1

)
and AR~x =

(
1 0
0 −1

)(
x1

x2

)
=

(
x1

−x2

)
. Por lo tanto AR~x es paralelo a ~x si y solo

si x1 = 0 (en cuyo caso ~x ∈ span{~e2}) or x2 = 0 (en cuyo caso ~x ∈ span{~e1}).

(c) Sea V = R2 y sea R la rotación de 90◦. Entonces claramente R~v 6‖ ~v para todo ~v ∈ R2 \ {~0}.
Por lo tanto R no tiene valores propios.

Observe que la representación matricial de R con respecto a la base canónica de R2 es AR =(
0 −1
1 0

)
. Si consideramos AR como una matriz real, entonces no tiene valores propios. Sin

embargo, si consideramos AR como una matriz compleja, entonces tiene los valores propios
±i, como veremos más adelante.

(d) Let A =

 1 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0
0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 8 0
0 0 0 0 0 0

. Como siempre, identificamos A con la transformación lineal R6 →

R6, ~x 7→ A~x. No es dif́ıcil ver que los valores propios y los espacios propios de A son

λ1 = 1, Eig1(A) = span{~e1}, multiplicidad geom.: 1,

λ2 = 5, Eig5(A) = span{~e2, ~e3, ~e4}, multiplicidad geom.: 3,

λ3 = 8, Eig8(A) = span{~e6, ~e7}. multiplicidad geom.: 2.

Muestre las afirmaciones anteriores.

(e) Sea V = C∞(R) el espacio de todas las funciones infinitamente diferenciables de R en R
y sea T : V → V, Tf = f ′. Análogamente al Ejemplo 6.4 podemos mostrar que T es una
transformación lineal. Los valores propios de T son aquellos λ ∈ R tales que existe una función
f ∈ C∞(R) con f ′ = λf . Sabemos que para todo λ ∈ R esta ecuación diferencial tiene una
solución y que toda solución es de la forma fλ(x) = c eλx para algún número real c. Por lo
tanto, todo λ ∈ R es un valor propio de T con espacio propio Eigλ(T ) = span{gλ} donde gλ
es la función dada por gλ(x) = eλx. En particular, la multiplicidad geométrica de cualquier
λ ∈ R es 1.
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(f) Sea V = C∞(R) el espacio de todas las funciones infinitamente diferenciables de R en R y sea
T : V → V, Tf = f ′′. Es fácil ver que T es una transformación lineal. Los valores propios de T
son aquellos λ ∈ R tales que existe una función f ∈ C∞(R) con f ′′ = λf . Si λ > 0, entonces la

solución general de esta ecuación diferencial es fλ(x) = a e
√
λx +b e

√
λx. Si λ < 0, la solución

general es fλ(x) = a cos
√
λx+ b sin

√
λx. Si λ = 0, la solución general es f0(x) = ax+ b. Por

lo tanto, todo λ ∈ R es un valor propio de T con multiplicidad geométrica 2.

Escriba los espacios propios para un λ dado.

Encuentre los valores propios y los espacios propios si consideramos el espacio vectorial de
funciones infinitamente diferenciables de R en C.

En los ejemplos anteriores era relativamente fácil adivinar los valores propios. Pero, ¿cómo calcula-

mos los valores propios de, por ejemplo, A =

(
1 2
3 4

)
o de la transformación lineal T : M(n×n)→

M(n× n), T (A) = A+At ?

Como cualquier transformación lineal en un espacio vectorial de dimensión finita V puede “tradu-
cirse” a una matriz eligiendo una base de V , es suficiente encontrar valores propios de matrices,
como muestra el siguiente teorema.

Teorema 8.31. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita con base B = {v1, . . . , vn} y sea
T : V → V una transformación lineal. Si AT es la representación matricial de T con respecto a la
base B, entonces los valores propios de T y AT coinciden y un vector v = c1v1 + · · · + cnvn es un

vector propio de T con valor propio λ si y solo si ~x =

c1...
cn

 es un vector propio de AT con el mismo

valor propio λ. En particular, las dimensiónes de los espacios propios de T y de AT coinciden.

Demostración. Sea K = R si V es un espacio vectorial real y K = C si V es un espacio vectorial
complejo y sea Φ : V → Rn la transformación lineal definida por Φ(vj) = ~ej , (j = 1, . . . , n).

Esto significa que Φ “traduce” un vector v = c1v1 + · · · + cnvn al vector columna ~x =

c1...
cn

, cf.

Section 6.4.

V V

Kn Km

T

Φ Φ

AT

Recordemos que T = Φ−1ATΦ. Sea λ un valor propio de T con vector propio v, es decir, Tv = λv.
Expresamos v como combinación lineal de los vectores de la base B como v = c1v1 + · · · + cnvn.
Por lo tanto,

Tv = λv ⇐⇒ Φ−1ATΦv = λv ⇐⇒ ATΦv = Φλv ⇐⇒ AT (Φv) = λ(Φv)

lo cual ocurre si y solo si λ es un valor propio de AT y Φv ∈ Eigλ(AT ).
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La demostración muestra que Eigλ(AT ) = Φ(Eigλ(T )) como era de esperarse.

Corolario 8.32. Supongamos que A y B son matrices semejantes y sea C una matriz invertible
con A = C−1BC. Entonces A y B tienen los mismos valores propios y para todo valor propio λ
tenemos que Eigλ(B) = C Eigλ(A).

Ahora volvamos a la pregunta de cómo calcular los valores propios y vectores propios de una
matriz dada A. Recordemos que λ es un valor propio de A si y solo si ker(A − λ id) 6= {~0}, vea
Proposition 8.29. Como A− λ id es una matriz cuadrada, esto ocurre si y solo si det(A− λ id) = 0.

Definición 8.33. La función λ 7→ det(A − λ id) se llama el polinomio caracteŕıstico de A. Usual-
mente se denota por pA.

Antes de discutir el polinomio caracteŕıstico y mostrar que efectivamente es un polinomio, des-
cribiremos cómo encontrar los valores propios y vectores propios de una matriz cuadrada dada
A.

Procedimiento para encontrar los valores propios y vectores propios de una matriz
cuadrada dada A.

Calcule el polinomio caracteŕıstico pA(λ) := det(A− λ id).

Encuentre los ceros λ1, . . . , λk del polinomio caracteŕıstico. Estos son los valores propios
de A.

Para cada valor propio λj calcule ker(A − λj), por ejemplo usando eliminación de Gauß-
Jordan. Esto da los espacios propios.

Ejemplo 8.34. Encuentre los valores propios y los espacios propios de A =

(
2 1
3 4

)
.

Solución. El polinomio caracteŕıstico de A es

pA(λ) = det(A− λ id) = det

(
2− λ 1

3 4− λ

)
= (2− λ)(4− λ)− 3 = λ2 − 6λ+ 5.

Ahora podemos completar el cuadrado o usar la fórmula de solución para ecuaciones cuadráti-
cas para encontrar los ceros de pA. Aqúı elegimos completar el cuadrado.

pA(λ) = λ2 − 6λ+ 5 = (λ− 3)2 − 4 = (λ− 5)(λ− 1).

Por lo tanto, los valores propios de A son λ1 = 5 y λ2 = 1.

Ahora calculamos los espacios propios usando eliminación de Gauß.

∗ A− 5 id =

(
2− 5 1

3 4− 5

)
=

(
−3 1

3 −1

)
R2→R2+R1−−−−−−−−→

(
−3 1

0 0

)
R1→−R1−−−−−−→

(
3 −1
0 0

)
.

Por lo tanto, ker(A− 5 id) = span

{(
1
3

)}
.
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∗ A− 1 id =

(
2− 1 1

3 4− 1

)
=

(
1 1
3 3

)
R2→R2−3R1−−−−−−−−→

(
1 1
0 0

)
.

Por lo tanto, ker(A− 1 id) = span

{(
1
−1

)}
.

En resumen, tenemos dos valores propios,

λ1 = 5, Eig5(A) = span

{(
1
3

)}
, multiplicidad geom.: 1,

λ2 = 1, Eig1(A) = span

{(
1
−1

)}
, multiplicidad geom.: 1.

�

Si ponemos ~v1 =

(
1
3

)
and ~v2 =

(
1
−1

)
podemos verificar nuestro resultado calculando

A~v1 =

(
2 1
3 4

)(
1
3

)
=

(
5
15

)
= 5

(
1
3

)
= 5~v1,

A~v2 =

(
2 1
3 4

)(
1
−1

)
=

(
1
−1

)
= ~v2.

Antes de dar más ejemplos, mostramos que el polinomio caracteŕıstico es efectivamente un polino-
mio. Primero necesitamos una definición.

Definición 8.35. Sea A = (aij)
n
i,j=1 ∈ M(n× n). La traza de A es la suma de sus entradas en la

diagonal:
trA := a11 + a22 + . . . ann.

Observación. Observe que el ejercicio 5. de la sección 8.2 muestra que la traza de matrices seme-
jantes coincide, entonces si V es un espacio de dimensión finita y si T es una transformación lineal,
tiene sentido definir trT como la traza de la representación matricial de T en cualquier base de V .

Teorema 8.36. Sea A = (aij)
n
i,j=1 ∈ M(n × n) y sea pA(λ) = det(A − λ id) el polinomio carac-

teŕıstico de A. Entonces se cumple lo siguiente.

(i) pA es un polinomio de grado n.

(i) Sea pA(λ) = cnλ
n+cn−1λ

n−1 + · · ·+c1λ+c0. Entonces tenemos fórmulas para los coeficientes
cn, cn−1 and c0:

cn = (−1)n, cn−1 = (−1)n−1 trA, c0 = detA.

Demostración. Por definición,

pA(λ) = det(A− λ id) = det

a11 − λ a12 a1n

a21 a22 − λ a2n

an1 an2 ann − λ




.
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De acuerdo con la Observación 4.4, el determinante es la suma de productos donde cada producto
consiste en un signo y n factores elegidos de modo que contiene una entrada de cada fila y de cada
columna de A−λ id. Por lo tanto es claro que pA es un polinomio en λ. El término con más factores
λ es el de la forma

(a11 − λ)(a22 − λ) · · · (ann − λ). (8.7)

Todos los demás términos contienen a lo sumo n − 2 factores con λ. Para ver esto, supongamos
por ejemplo que en uno de los términos el factor de la primera fila no es (a11 − λ) but some a1j .
Entonces no puede haber otro factor de la j-ésima columna, en particular el factor (ajj − λ) no
puede aparecer. Aśı que este término ya tiene dos factores sin λ; por lo tanto, el grado del término
como polinomio en λ puede ser a lo sumo n− 2. Esto muestra que

pA(λ) = (a11 − λ)(a22 − λ) · · · (ann − λ) + términos de grado a lo más n− 2. (8.8)

Si expandimos el primer término y ordenamos por potencias de λ, obtenemos

(a11 − λ)(a22 − λ) · · · (ann − λ) = (−1)nλn + (−1)n−1λn−1(a11 + · · ·+ ann)

+ términos de grado a lo más n− 2.

Insertando esto en (8.7), encontramos que

pA(λ) = (−1)nλn + (−1)n−1λn−1(a11 + · · ·+ ann) + términos de grado a lo más n− 2, (8.9)

por ende deg(pA) = n.

La fórmula (8.9) también muestra la afirmación sobre cn and cn−1. La fórmula para c0 se sigue de

c0 = pA(0) = det(A− 0 id) = detA.

Obtenemos inmediatamente el siguiente corolario muy importante.

Corolario 8.37. Una matriz n× n puede tener a lo sumo n valores propios diferentes.

Demostración. Sea A ∈M(n× n). Entonces los valores propios de A son exactamente los ceros de
su polinomio caracteŕıstico. Como tiene grado n, puede tener a lo sumo n ceros.

Ahora entendemos por qué trabajar con espacios vectoriales complejos es más adecuado cuando
nos interesan los valores propios. Son precisamente los ceros del polinomio caracteŕıstico. Aunque
un polinomio puede no tener ceros reales, siempre tiene ceros si permitimos que sean números
complejos. De hecho, cualquier polinomio siempre puede factorizarse sobre C.

Sea A ∈ M(n × n) y sea pA su polinomio caracteŕıstico. Entonces existen números complejos
λ1, . . . , λk y enteros m1, . . . ,mk ≥ 1 tales que

pa(λ) = (λ1 − λ)m1 · (λ2 − λ)m2 · · · (λk − λ)mk .

Los números λ1, . . . , λk son precisamente los valores propios complejos de A and m1 + · · ·+mk =
deg pA = n.

Definición 8.38. El número entero mj se llama la multiplicidad algebraica del valor propio λj .
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El siguiente teorema es muy importante, pero omitimos su demostración.

Teorema 8.39. Sea A ∈M(n× n) y sea λ un valor propio de A. Entonces

multiplicidad geométrica de λ ≤ multiplicidad algebraica de λ.

Ejemplo 8.40. Let A =


1 0 0 0 0 0
0 5 1 0 0 0
0 0 5 1 0 0
0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 8 0
0 0 0 0 0 8

. Como A−λ id es una matriz triangular superior,

su determinante es el producto de las entradas en la diagonal. Obtenemos

pA(λ) = det(A− λ id) = (1− λ)(5− λ)3(8− λ)2.

Por lo tanto, los valores propios de A son λ1 = 1, λ2 = 5, λ3 = 8. Calculemos los espacios propios.

A−1 id =

 0 0 0 0 0 0
0 4 1 0 0 0
0 0 4 1 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 7

 permutar filas−−−−−−−−−→

 0 4 1 0 0 0
0 0 4 1 0 0
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 0

. Esta matriz está en forma escalonada por

filas y podemos ver fácilmente que Eig1(A) = ker(A − 1 id) = span{~e1} que tiene dimensión
1.

A−5 id =

−4 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3

 permutar filas−−−−−−−−−→

−4 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3
0 0 0 0 0 0

. Esta matriz está en forma escalonada

por filas y podemos ver fácilmente que Eig5(A) = ker(A−5 id) = span{~e2} que tiene dimensión
1.

A− 8 id =

−7 0 0 0 0 0
0 −3 1 0 0 0
0 0 −3 1 0 0
0 0 0 −3 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

. Esta matriz está en forma escalonada por filas y podemos ver

fácilmente que Eig8(A) = ker(A− 8 id) = span{~e5, ~e6} que tiene dimensión 2.

En resumen, tenemos

λ1 = 1, Eig1(A) = span{~e1}, multiplicidad geom.: 1, multiplicidad alg.: 1,

λ2 = 5, Eig5(A) = span{~e2}, multiplicidad geom.: 1, multiplicidad alg.: 3,

λ3 = 8, Eig8(A) = span{~e6, ~e7}, multiplicidad geom.: 2, multiplicidad alg.: 2.

Ejemplo 8.41. Encuentre los valores propios complejos y los espacios propios de R =

(
0 −1
1 0

)
.

Solución. Del Ejemplo 8.30 ya sabemos que R no tiene valores propios reales. El polinomio carac-
teŕıstico de R es

pR(λ) = det(R− λ) = det

(
−λ −1

1 −λ

)
= λ2 + 1 = (λ− i)(λ+ i).

Por lo tanto, los valores propios son λ1 = −i y λ2 = i. Calculemos los espacios propios.
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R − (−i) id =

(
i −1
1 i

)
R2→R2+iR1−−−−−−−−→

(
i −1
0 0

)
. Por lo tanto, Eig−i(R) = ker(R + i id) =

span

{(
1
i

)}
.

R − i id =

(
−i −1
1 −i

)
R2→R2+iR1−−−−−−−−→

(
−i −1
0 0

)
. Por lo tanto, Eigi(R) = ker(R − i id) =

span

{(
1
−i

)}
.

�

‘

Ejemplo 8.42. Encuentre la diagonalización de A =

(
2 1
3 4

)
.

Solución. Necesitamos encontrar una matriz invertible C y una matriz diagonal D tales que D =
C−1AC. Por el Ejemplo 8.34, A tiene los valores propios λ1 = 5 y λ2 = 1, por lo tanto A es
efectivamente diagonalizable. Sabemos que las entradas diagonales de D son los valores propios
de A, por lo tanto D = diag(5, 1) y las columnas de C son los vectores propios correspondientes

~v1 =

(
1
3

)
and ~v2 =

(
1
−1

)
, por lo tanto

D =

(
5 0
0 1

)
, C =

(
1 1
3 −1

)
and D = C−1AC.

Alternativamente, podŕıamos haber elegido D̃ = diag(1, 5). Entonces la C̃ correspondiente es C̃ =
(~v2|~v1 porque la j-ésima columna de la matriz invertible debe ser un vector propio correspondiente
a la j-ésima entrada de la matriz diagonal, mostrando que

D̃ =

(
1 0
0 5

)
, C̃ =

(
1 1
−1 3

)
and D̃ = C̃−1AC̃. �

Observe que, salvo el orden de los elementos diagonales, la matriz D está determinada de manera
única por A. Sin embargo, para la matriz C tenemos más opciones. Por ejemplo, si multiplicamos
cada columna de C por una constante arbitraria diferente de 0, todav́ıa funciona.

Ejemplo 8.43. Sea V = M(2 × 2) y sea T : V → V, T (M) = M + M t. Encuentre los valores
propios y los espacios propios de T .

Solución. LetM1 = ( 1 0
0 0 ), M2 = ( 0 1

0 0 ), M3 = ( 0 0
1 0 ), M4 = ( 0 0

0 1 ). Entonces B = {M1,M2,M3,M4}
es una base de M(2× 2). La representación matricial de T con respecto a ella es

AT =


2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 2


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El polinomio caracteŕıstico es

det(AT − λ id) = det


2− λ 0 0 0

0 1− λ 1 0
0 1 1− λ 0
0 0 0 2− λ

 = (2− λ) det

1− λ 1 0
1 1− λ 0
0 0 2− λ


= (2− λ)2

[
(1− λ)2 − 1)

]
= λ(λ− 2)3.

Por lo tanto hay dos valores propios: λ1 = 0 y λ2 = 2.
Encontremos los espacios propios.

AT − 0 id = AT


2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 2

 R3→R3−R2−−−−−−−−→
R1→ 1

2R1

R4→ 1
2R4


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 R3↔R4−−−−−→


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

,

AT − 2 id =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

 R2→R2+R3−−−−−−−−→


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 −1 0
0 0 0 0

 R1↔R3−−−−−→


0 1 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

.

Por lo tanto, Eig0(AT ) = span




0
−1

1
0


 and Eig2(AT ) = span




1
0
0
0

 ,


0
1
1
0

 ,


0
0
0
1


.

Esto significa que los valores propios de T son 0 y 2 y que los espacios propios son Eig0(T ) =

span {M2 −M3} = span

{(
0 1
−1 0

)}
and

Eig0(T ) = span {M2 −M3} = span

{(
0 1
−1 0

)}
= Masym(2× 2),

Eig2(T ) = span {M1, M2 +M3, M4} = span

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
= Msym(2× 2),

Observación. Podŕıamos haber calculado los espacios propios de T directamente, sin calcular
primero los de AT , como sigue.

Una matrizM pertenece a Eig0(T ) si y solo si T (M) = 0. Este es el caso si y solo siM+M t = 0,
lo cual significa que M = −M t. Aśı, Eig0(T ) es el espacio de todas las matrices antisimétricas
2× 2.

Una matriz M pertenece a Eig2(T ) si y solo si T (M) = 2M . Esto significa que M+M t = 2M .
Este es el caso si y solo si M = M t. Aśı, Eig0(T ) es el espacio de todas las matrices simétricas
2× 2.

�
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Ahora debeŕıa haber entendido

el concepto de valores propios y vectores propios,

por qué una matriz n× n puede tener a lo sumo n valores propios,

por qué la restricción de A a cualquiera de sus espacios propios actúa como un múltiplo de
la identidad,

qué dice el polinomio caracteŕıstico de una matriz sobre sus valores propios,

por qué una matriz n × n es diagonalizable si y solo si Kn tiene una base formada por
vectores propios de A,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

calcular el polinomio caracteŕıstico de una matriz cuadrada A,

calcular los valores propios y vectores propios de una matriz cuadrada A,

diagonalizar una matriz diagonalizable,

etc.

Ejercicios.

1. Para las siguientes matrices, encuentre los vectores propios, los espacios propios, una matriz
invertible C y una matriz diagonal D tal que C−1AC = D.

A1 =

−3 5 −20
2 0 8
2 1 7

 , A2 =

−2 0 1
0 2 0
9 0 6

 , A3 =

−2 0 −1
0 2 0
9 0 6

 , A4 =

1 0 0
3 2 0
1 3 2

 .

2. Sea D : P3 → P3 dada por Dp = p′. Encuentre el polinomio caracteŕıstico y los valores propios
de D.

3. Sea D : P3 → P3 dada por Dp = p + xp′ + p′′. Encuentre el polinomio caracteŕıstico y los
valores propios de D.

4. Sea

A =

(
3 −1
−2 4

)
.

(a) Calcule (A−1)n para cualquier n ∈ N.

(b) ¿Que se puede decir de (A−1)n cuando n→∞?

5. Sea T : R2 → R2 dada por:

T (~x) = reflexión de ~x con respecto a la recta y = x.

Calcule los valores propios de T y muestre que T es diagonalizable. (Hint: basta escoger una
base adecuada de R2).
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6. Sea V = C[0, 1] y T : V → V dada por

(Tf)(x) =

∫ x

0

f(t) dt.

Muestre que T no tiene valores propios.

7. Sea A ∈M(n× n). Muestre que:

(a) A es diagonalizable si y solo si A−1 es diagonalizable.

(b) A es diagonalizable si y solo si At es diagonalizable.

8. Sea A ∈M(n× n) invertible y λ un valor propio de A. Note que λ 6= 0. Muestre que 1
λ es un

valor propio de A−1. (Esto dice que si A tiene valores propios µ1, . . . , µk entonces los valores
propios de A−1 son 1

µ1
, . . . , 1

µk
)

9. Sea A ∈ M(n × n). Muestre que A y At tienen los mismos valores propios. (Hint: analice el
polinomio caracteŕıstico)

10. Sea ~v ∈ R3 un vector no nulo y T : R3 → R3 dada por T (~x) = ~v × ~x. Muestre que 0 es el
único valor propio real.

11. Sea W un subespacio de Rn con dimW = m y PW la proyección ortogonal de Rn sobre W .
¿Cuáles son los autovalores de PW ? ¿Cuál es el polinomio caracteŕıstico de PW ? ¿Es PW
diagonalizable? (Hint: Empiece escogiendo una base ortonormal de W ).

12. Sea A ∈M(n× n) tal que Am = idn para algún m ∈ N .

(a) Muestre que si λ ∈ C es un valor propio de A entonces λm = 1.

(b) Encuentre cuatro matrices distintas A tales que A3 = id3.

13. Sea A ∈M(n× n) tal que Am = O para algún m ∈ N.

(a) Muestre que λ idn−A es invertible para todo λ ∈ C−{0}. (Hint: La prueba es la misma
del ejercicio 28. sección 3.5)

(b) Encuentre el polinomio caracteŕıstico de A. Observe que en ejercicio 2., D4 = O.

14. Sea A ∈M(n×n) una matriz tal que A2 = A, muestre que A es diagonalizable. (Hint: Por el
ejercicio 7. de la sección 6.2; elija una base de kerA y complétela a una base de Rn por medio
de una base de ImA)

15. Sea A ∈M(n×n) distinta de la matriz nula y T : M(n×n)→M(n×n) dada por T (X) = XA.
Muestre que A y T tienen los mismos valores propios.

16. Sea A ∈ M(n × n) tal que todos sus valores propios son 0. ¿Se puede concluir que A = O?
¿Cómo cambia la respuesta si suponemos que A es diagonalizable?
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8.4. Propiedades de los valores propios y vectores propios

En esta sección reunimos propiedades importantes de los vectores propios.

Proposición 8.44. Sea A ∈ M(n × n) y sean λ1, λ2, . . . , λk valores propios de A distintos dos
a dos, con vectores propios ~v1, ~v2, . . . , ~vk. Entonces los vectores ~v1, ~v2, . . . , ~vk son linealmente
independientes.

Demostración. Demostramos la afirmación por inducción.

Base de la inducción: k = 2. Supongamos que λ1 6= λ2 son valores propios de A con vectores propios
~v1 y ~v2. Por lo tanto A~v1 = λ1~v1 y A~v2 = λ2

~2, y ~v1 6= ~0 6= ~v2. Sean α1, α2 números tales que

α1~v1 + α2~v2 = ~0. (8.10)

Supongamos que α1 6= 0. Entonces ~v1 = α2

α1
~v2 y

λ1~v1 = A~v1 = A

(
α2

α1
~v2

)
=
α2

α1
A~v2 =

α2

α1
λ2~v2 = λ2

α2

α1
~v2 = λ2~v1 =⇒ ~0 = (λ1 − λ2)~v1.

Como λ1 6= λ2 y ~v1 6= ~0, la última igualdad es falsa y por lo tanto debemos tener α1 = 0. Entonces,
por (8.10), ~0 = α1~v1 + α2~v2 = α2~v2, por lo tanto también α2 = 0 lo que muesgra que ~v1 y ~v2 son
linealmente independientes.

Paso inductivo: Supongamos que ya sabemos para algún j < k que los vectores ~v1, . . . , ~vj son
linealmente independientes. Tenemos que mostrar que entonces también los vectores ~v1, . . . , ~vj+1

son linealmente independientes. Para ello, sean α1, α2, . . . , αj+1 tales que

~0 = α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αj~vj + αj+1~vj+1. (8.11)

Por un lado aplicamos A a ambos lados de la ecuación y usamos el hecho de que los vectores son
vectores propios. Por otro lado multiplicamos ambos lados por λj+1 y luego comparamos los dos
resultados.

aplicar A : ~0 = A(α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αj~vj + αj+1~vj+1)

= α1A~v1 + α2A~v2 + · · ·+ αjA~vj + αj+1A~vj+1

= α1λ1~v1 + α2λ2~v2 + · · ·+ αjλj~vj + αj+1λj+1~vj+1 1

multiplicar por λj+1 : ~0 = α1λj+1~v1 + α2λj+1~v2 + · · ·+ αjλj+1~vj + αj+1λj+1~vj+1 2

La diferencia 1 - 2 da

~0 = α1(λ1 − λj+1)~v1 + α2(λ1 − λj+1)~v2 + · · ·+ αj(λ1 − λj+1)~vj .

Observe que el término con ~vj+1 se canceló. Por la hipótesis de inducción, los vectores ~v1, . . . , ~vj
son linealmente independientes, por lo tanto

α1(λ1 − λj+1) = 0, α2(λ1 − λj+1) = 0, . . . , αj(λ1 − λj+1) = 0.

También sabemos que λj+1 no es igual a ninguno de los otros λ`, por lo tanto se sigue que

α1 = 0, α2 = 0, . . . , αj = 0.

Insertando esto en (8.11) se obtiene que también αj+1 = 0 y la demostración queda completa.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

346 8.4. Propiedades de los valores propios y vectores propios

Observe que la proposición muestra nuevamente que una matriz n × n puede tener a lo sumo n
valores propios diferentes.

Corolario 8.45. Sea A ∈M(n×n) y sean µ1 . . . , µk los valores propios distintos de A. Si en cada
Eigµj

(A) elegimos vectores linealmente independientes ~vj1, . . . , ~v
j
`1

, entonces el sistema de todos esos
vectores es linealmente independiente. En particular, si elegimos bases en Eigµj

(A), vemos que la
suma de los espacios propios es una suma directa

Eigµ1
(A)⊕ · · · ⊕ Eigµk

(A)

y dim(Eigµ1
(A)⊕ · · · ⊕ Eigµk

(A)) = dim(Eigµ1
(A) + · · ·+ dim Eigµk

(A)).

Demostración. Sean α
(m)
j números tales que

~0 = α
(1)
1 ~v1

1 + · · ·+ α
(1)
`1
~v1
`1 + α

(2)
1 ~v2

1 + · · ·+ α
(2)
`2
~v2
`2 + . . . α

(k)
1 ~vk1 + · · ·+ α

(k)
`k
~vk`k

= ~w1 + ~w2 + . . . ~wk

con ~wj = α
(j)
1 ~vj1 + · · ·+ α

(j)
`1
~vj`1 ∈ Eigµj

. La Proposición 8.44 implica que ~w1 = · · · = ~wk = ~0. Pero

entonces también todos los coeficientes α
(m)
j = 0 porque, para m fijo, los vectores ~v

(m)
1 , . . . , ~v

(m)
`m

son linealmente independientes. Ahora todas las afirmaciones son claras.

Una clase muy especial de matrices son las matrices diagonales.

Teorema 8.46. (i) Sea D = diag(d1, . . . , dn) =
d1

dn


 0

0
sea una matriz diagonal.

Entonces los valores propios de D son precisamente los números d1, . . . , dn y la multiplicidad
geométrica de cada valor propio es igual a su multiplicidad algebraica.

(ii) Let B =
d1

dn


 0

∗
and C =

d1

dn


 ∗ 0

sean matrices triangulares superior y

triangulares inferior, respectivamente. Entonces los valores propios de D son precisamente
los números d1, . . . , dn y la multiplicidad algebraica de un valor propio es igual al número de
veces que aparece en la diagonal. En general, no se puede decir nada sobre las multiplicidades
geométricas.

Demostración. (i) Como el determinantee de una matriz diagonal es el producto de sus elementos
diagonales, obtenemos para el polinomio caracteŕıstico de D

pD(λ) = det(D − λ) = det

d1 − λ

dn − λ


 0

0
= (d1 − λ) · · · · · (dn − λ).
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Como los ceros del polinomio caracteŕıstico son los valores propios de D, hemos mostrado
que los números en la diagonal de D son precisamente sus valores propios. La multiplicidad
algebraica de un valor propio µ es igual al número de veces que se repite en la diagonal de D.
La multiplicidad geométrica de µ es igual a dim(ker(D − µ id). Observe que D − µ id es una
matriz diagonal y la j-ésima entrada en su diagonal es 0 si y solo si µ = dj . No es dif́ıcil ver
que la dimensión del kernel de una matriz diagonal es igual al número de ceros en su diagonal.
Aśı, en resumen, para un valor propio µ de A tenemos:

multiplicidad algebraica de µ = número de veces que µ aparece en la diagonal de D

= multiplicidad geométrica de µ.

(ii) Como el determinantee de una matriz triangular es el producto de sus elementos diagonales,
obtenemos para el polinomio caracteŕıstico de B

pB(λ) = det(B − λ) = det

d1 − λ

dn − λ


 0

∗
= (d1 − λ) · · · · · (dn − λ).

y análogamente para C. El razonamiento para las multiplicidades algebraicas de los valores
propios es como en el caso de una matriz diagonal. Sin embargo, en general la multiplicidad
algebraica y la geométrica de un valor propio de una matriz triangular pueden ser diferentes,
como muestra el Ejemplo 8.40.

Ejemplo 8.47. Let D =


5 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0
0 0 0 8 0 0
0 0 0 0 8 0
0 0 0 0 0 5

. Entonces pD(λ) = (1− λ)(5− λ)3(8− λ)2.

Los valores propios son 1 (con mult. geom. = mult. alg. = 1), 5 (con mult. geom. = mult. alg. = 3)
y 8 (con mult. geom. = mult. alg. = 2),

Teorema 8.48. Si A y B son matrices semejantes, entonces tienen el mismo polinomio carac-
teŕıstico. En particular, tienen los mismos valores propios con las mismas multiplicidades algebrai-
cas. Además, también las multiplicidades geométricas son iguales.

Demostración. Sea C una matriz invertible tal que A = C−1BC. Por lo tanto,

A− λ id = C−1BC − λ id = C−1BC − λC−1C = C−1(B − λ id)C

y obtenemos para el polinomio caracteŕıstico de A

pA(λ) = det(A− λ id) = det(C−1(B − λ id)C) = det(C−1) det(B − λ id) detC = det(B − λ id)

= pB(λ).
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Esto muestra que A y B tienen los mismos valores propios y que sus multiplicidades algebraicas
coinciden.

Ahora sea µ un valor propio. Entonces,

Eigµ(A) = ker(A− µ id) = ker(C−1(B − µ id)C) = ker((B − µ id)C) = C−1 ker(B − µ id)

= C−1 Eigµ(B)

donde en el penúltimo paso usamos que C−1 es invertible. La invertibilidad de C−1 también muestra
que dim(C−1 Eigµ(B)) = dim(Eigµ(B), por lo tanto dim Eigµ(A) = dim(Eigµ(B), lo cual prueba
que la multiplicidad geométrica de µ como valor propio de A es igual a la de B.

A continuación probamos un teorema muy importante sobre la diagonalización de matrices.

Teorema 8.49. Sea A ∈MK(n× n) con K = R o K = C. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(i) A es diagonalizable, es decir, existe una matriz diagonal D y una matriz invertible C tales
que C−1AC = D.

(ii) Para todo valor propio de A, sus multiplicidades geométrica y algebraica son iguales.

(iii) A tiene un conjunto de n vectores propios linealmente independientes.

(iv) Kn tiene una base formada por vectores propios de A.

Demostración. Sean µ1, . . . , µk los valores propios distintos de A y denotemos las multiplicidades
algebraicas de µj por mj(A) y mj(D), y las multiplicidades geométricas por nj(A) y nj(D).

(i) =⇒ (ii): Por hipótesis, A y D son semejantes, aśı que tienen los mismos valores propios por el
Teorema 8.48 y

mj(A) = mj(D) y nj(A) = nj(D) para todo j = 1, . . . , k,

y el Teorema 8.46 muestra que

mj(D) = nj(D) para todo j = 1, . . . , k,

porque D es una matriz diagonal. Por lo tanto concluimos que también

mj(A) = nj(A) para todo j = 1, . . . , k.

(ii) =⇒ (iii): Recordemos que las multiplicidades geométricas nj(A) son las dimensiones del kernel
de A−µj id. Aśı, en cada ker(A−µj) podemos elegir una base formada por nj(A) vectores. En total
tenemos n1(A) + · · · + nk(A) = m1(A) + · · · + mk(A) = n such vectors and they are linealmente
independientes by Corollary 8.45.

(iii) =⇒ (iv): Esto es claro porque dimKn = n.

(iv) =⇒ (i): Sea B = {~c1, . . . , ~cn} una base de Kn formada por vectores propios de A y sean
d1, . . . , dn los valores propios correspondientes, es decir, A~cj = dj~cj . Observe que los dj no nece-
sariamente son distintos dos a dos. Entonces la matriz C = (~c1| · · · |~cn) es invertible y C−1AC es
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la representación de A en la base B, por lo tanto C−1AC = diag(d1, . . . , dn). Más detalladamente,
usando que ~cj = C~ej y C−1~cj = ~ej ,

j-ésima columna de C−1AC = C−1AC~ej = C−1A~cj = C−1(dj~cj) = djC
−1~cj = dj~ej ,

por lo tanto D = (d1~e1| · · · |dn~en) = diag(d1, . . . , dn).

Una consecuencia inmediata del Teorema 8.49 es la siguiente.

Corolario 8.50. Si una matriz A ∈ M(n × n) tiene n valores propios diferentes, entonces es
diagonalizable.

Demostración. Si A tiene n valores propios diferentes λ1, . . . , λn, entonces para cada uno de ellos
la multiplicidad algebraica es igual a 1. Además,

1 ≤ multiplicidad geométrica ≤ multiplicidad algebraica = 1

para cada valor propio. Por lo tanto la multiplicidad algebraica y la geométrica para cada valor
propio son iguales (ambas son iguales a 1) y la afirmación se sigue del Teorema 8.49.

Corolario 8.51. Si la matriz A ∈M(n× n) es diagonalizable, entonces su determinantee es igual
al producto de sus valores propios.

Demostración. Sean λ1, . . . , λn los valores propios (no necesariamente distintos) de A y sea C una
matriz invertible tal que C−1AC = D := diag(λ1, . . . , λn). Entonces,

detA = det(CDC−1) = (detC)(detD)(detC−1) = detD =

n∏
j=1

λj .

Teorema 8.52. Sea A ∈M(n× n) y sean µ1, . . . , µk sus valores propios distintos. Entonces A es
diagonalizable si y solo si

Kn = Eigµ1
(A)⊕ · · · ⊕ Eigµk

(A). (8.12)

donde K = R o K = C según si A actúa sobre R o sobre C.

Demostración. Denotemos la multiplicidad algebraica de cada µj por mj(A) y su multiplicidad
geométrica por nj(A).
Si A es diagonalizable, entonces las multiplicidades geométrica y algebraica son iguales para cada
valor propio. Por lo tanto,

dim(Eigµ1
(A)⊕ · · · ⊕ Eigµk

(A)) = dim(Eigµ1
(A)) + · · ·+ dim(Eigµk

(A))

= n1(A) + · · ·+ nk(A) = m1(A) + · · ·+mk(A) = n.

Como todo subespacio n-dimensional de Kn es igual a Kn, queda probado (8.12).

Supongamos ahora que (8.12) es cierta. Tenemos que mostrar que A es diagonalizable. En cada Eigµj

elegimos una base Bj . Por (8.12), la colección de todos esos vectores de base forma una base de Kn.
Por lo tanto encontramos una base de Kn formada por vectores propios de A. Consecuentemente
A es diagonalizable por el Teorema 8.49.
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El teorema anterior dice que A es diagonalizable si y solo si hay suficientes vectores propios de A
para generar Kn. Este es el caso si y solo si Kn se descompone en la suma directa de subespacios
en cada uno de los cuales A actúa simplemente multiplicando cada vector por un número (a saber,
por el valor propio correspondiente).

Para practicar un poco las nociones de multiplicidad algebraica y geométrica, terminamos esta
sección con una demostración alternativa del Teorema 8.49.

Demostración alternativa del Teorema 8.49. Probemos (i) =⇒ (iv) =⇒ (iii) =⇒ (ii) =⇒ (i).
(i) =⇒ (iv): Esto ya se discutió después de la Definición 8.23. Sea D = diag(d1, . . . , dn) y sean ~c1, . . . , ~cn
las columnas de C. Claramente forman una base de Kn porque C es invertible. Por hipótesis sabemos que
AC = CD. Por lo tanto tenemos que

A~cj = j-ésima columna de AC = j-ésima columna de CD = dj · (j-ésima columna de C) = dj~cj .

Por lo tanto los vectores ~c1, . . . , ~cn son linealmente independientes y son todos vectores propios de A, y
por lo tanto incluso forman una base de Kn.

(iv) =⇒ (iii): Claro.
(iii) =⇒ (ii): Supongamos que ~v1 . . . , ~vn es una base de Kn formada por vectores propios de A. Claramente,
cada uno de ellos debe pertenecer a algún espacio propio de A. Sea `j el número de esos vectores que
pertenecen a Eigµj

(A). De aqúı se sigue que `j ≤ nj(A) porque los vectores son linealmente independientes

y nj(A) = dim Eigµj
(A). So by Theorem 8.39 we have `j ≤ nj(A) ≤ mj(A) donde mj(A) es la multiplicidad

algebraica de µj . Sumando sobre todos los vectores propios, obtenemos

n = `1 + · · ·+ `k ≤ n1(A) + · · ·+ nk(A) ≤ m1(A) + · · ·+mk(A) = n

La primera igualdad se cumple porque los vectores son una base de Kn y la última igualdad se cumple
por definición de la multiplicidad algebraica. Por lo tanto todos los signos ≤ son en realidad igualdades y
n1(A) + · · ·+ nk(A) = m1(A) + · · ·+mk(A). Se sigue que

0 = n1(A) + · · ·+ nk(A)−
[
m1(A) + · · ·+mk(A)

]
=
[
n1(A)−m1(A)

]
+ · · ·+

[
nk(A)−mk(A)

]
.

Como nj(A)−mj(A) ≤ 0 para todo j = 1, . . . , k, cada uno de los términos debe ser cero, lo que muestra
que nj(A) = mj(A) como se deseaba.

(ii) =⇒ (i): Para cada j = 1, . . . , k elijamos una base Bj de Eigµj
(A). Observe que cada base tiene nj(A)

vectores. Por el Corolario 8.45, el sistema formado por todos estos vectores de base es linealmente inde-
pendiente. Además, el número total de estos vectores es n1(A) + · · ·+ nk(A) = m1(A) + · · ·+mk(A) = n
donde usamos la hipótesis de que las multiplicidades algebraica y geométrica son iguales para cada valor
propio. Por lo tanto la colección de todos esos vectores forma una base de Kn. Que A es diagonalizable se
sigue ahora como en la demostración de (iv) =⇒ (i):

Ahora debeŕıa haber entendido

por qué los vectores propios de valores propios diferentes de una matriz A son linealmente
independientes,

más generalmente, por qué la suma de los espacios propios es incluso una suma directa,

por qué una matriz es diagonalizable si y solo si el espacio vectorial tiene una base formada
por vectores propios de A,

multiplicidades algebraica y geométrica,
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etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

verificar si una matriz dada es diagonalizable,

si es diagonalizable, encontrar su diagonalización,

etc.

Ejercicios.

1. Para cada una de las siguientes matrices, determine si son diagonalizables. Si lo es, encuentre
una D que es semejante. D = CAC−1.

A1 =

 3 1 −1
1 3 −1
−1 −1 5

 , A2 =

3 1 0
0 3 1
0 0 3

 , A3 =

1 2 1
1 4 1
1 1 1

 ,

A4 =


−1 4 2 −7
0 5 −3 6
0 0 −5 1
0 0 0 11

 , A5 =


3 2 5 1
2 0 2 6
5 2 7 −1
1 6 −1 3

 .

2. Sea T : M(2× 2)→M(2× 2) dada por

T (A) =
1

2
(A−At).

Muestre que T es diagonalizable.

3. (a) Sea D : Pn → Pn dada por Dp = p′. ¿Es D diagonalizable?

(b) Sea D : Pn → Pn dada por Dp = p+ xp′ + p′′. ¿Es D diagonalizable?

4. Sean A,B ∈M(n× n).

(a) Si A,B son diagonalizables, ¿se sigue que A+B es diagonalizable?

(b) Si AB es diagonalizable, ¿se sigue que A o B son diagonalizables?

(c) Si A,B son diagonalizables, ¿se sigue que AB es diagonalizable?

5. Calcule A50 para

A =

−29 20 −4
0 1 0

210 −140 29

 .

6. ¿Para cuáles valores de k, t ∈ R, la matrizi −1 0
0 3k + 2t k − 4t− 5
0 0 5k − 8t


es diagonalizable?
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7. Sea A ∈ M(n × n) diagonalizable y sean d1, d2, . . . , dk todos sus valores propios distintos.
Muestre que (A−d1 idn)(A−d2 idn) . . . (A−dk idn) = On×n. ¿Sigue siendo cierta la afirmación
si no suponemos que A es diagonalizable?

8. Sea A ∈ M(n × n) triangular superior ó inferior. ¿Cuál es el polinomio caracteŕıstico de A?
¿Puede dar condiciones de cuando A es diagonalizable?

9. Sean A,B,C ∈M(2× 2) y sea

V =

(
A C

O2×2 B

)
(a) Muestre que el polinomio caracteŕıstico de V es la multiplicación de los polinomios

caracteŕısticos de A y B.

(b) Si C = O2×2, muestre que V es diagonalizable si y solo si A,B son diagonalizables.

(c) ¿Es cierta la conclusión del inciso anterior si no suponemos que C = O2×2?

8.5. Matrices simétricas y hermı́ticas

En esta sección trataremos matrices simétricas y hermı́ticas. Los resultados principales son que todos
los valores propios de una matriz hermı́tica son reales, que los vectores propios correspondientes a
valores propios diferentes son ortogonales y que toda matriz hermı́tica es diagonalizable. Observe
que las matrices simétricas son un caso especial de las hermı́ticas, aśı que siempre que mostremos
algo sobre matrices hermı́ticas, lo mismo será cierto para matrices simétricas.

Teorema 8.53. Sea A una matriz hermı́tica. Entonces todo valor propio λ de A es real.

Demostración. Sea A hermı́tica, es decir, A∗ = A, y sea λ un valor propio de A con vector propio
~v. Entonces ~v 6= ~0 y A~v = λ~v. Tenemos que mostrar que λ = λ. Por lo tanto

λ‖~v‖2 = λ〈~v ,~v〉 = 〈λ~v ,~v〉 = 〈A~v ,~v〉 = 〈~v ,A∗~v〉 = 〈~v ,A~v〉 = 〈~v , λ~v〉 = λ〈~v ,~v〉 = λ‖~v‖2.

Como ~v 6= ~0, se sigue que λ = λ, lo cual significa que la parte imaginaria de λ es 0; por lo tanto
λ ∈ R.

Teorema 8.54. Sea A una matriz hermı́tica y sean λ1, λ2 dos valores propios diferentes de A con
vectores propios ~v1 y ~v2, es decir A~v1 = λ1~v1 and A~v2 = λ2~v2. Entonces ~v1 ⊥ ~v2.

Demostración. La demostración es similar a la demostración del Teorema 8.53. Tenemos que mos-
trar que 〈~v1 , ~v2〉 = 0. Observe que, por el Teorema 8.53, los valores propios λ1, λ2 son reales.

λ1〈~v1 , ~v2〉 = 〈λ1~v1 , ~v2〉 = 〈A~v1 , ~v2〉 = 〈~v1 , A
∗~v2〉 = 〈~v1 , A~v2〉 = 〈~v1 , λ2~v2〉 = λ2〈~v1 , ~v2〉 = λ2〈~v1 , ~v2〉.

Como λ1 6= λ2 por hipótesis, se sigue que 〈~v1 , ~v2〉 = 0.

Corolario 8.55. Sea A una matriz hermı́tica y sean λ1, λ2 dos valores propios diferentes de A.
Entonces Eigλ1

(A) ⊥ Eigλ2
(A).

Last Change: Di 23. Jun 17:16:19 CEST 2026
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El siguiente teorema es uno de los teoremas más importantes del Álgebra Lineal.

Teorema 8.56. Toda matriz hermı́tica es diagonalizable.

Teorema 8.56*. Toda matriz simétrica es diagonalizable.

Posponemos la demostración de estos teoremas hasta el final de esta sección.
Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente teorema muy importante.

Teorema 8.58. Una matriz es hermı́tica si y solo si es diagonalizable unitariamente, es decir,
existe una matriz unitaria Q y una matriz diagonal D tal que D = Q−1AQ = Q∗AQ.

La formulación del teorema anterior para matrices reales es:

Teorema 8.58*. Una matriz es simétrica si y solo si es diagonalizable ortogonalmente, es decir,
existe una matriz ortogonal Q y una matriz diagonal D tal que D = Q−1AQ = QtAQ.

En ambos casos, D = diag(λ1, . . . , λn) donde los λ1, . . . , λn son los valores propios de A y las
columnas de Q son los vectores propios correspondientes.

Demostración. Sea A una matriz hermı́tica. Del Teorema 8.56 sabemos que A es diagonalizable.
Por lo tanto,

Cn = Eigµ1
(A)⊕ . . .Eigµk

(A)

donde µ1, . . . , µk son los valores propios distintos de A. En cada espacio propio Eigµj
(A) podemos

elegir una base ortonormal Bj formada por nj vectores ~vj1, . . . , ~v
j
nj

, donde nj es la multiplicidad
geométrica de µj . Sabemos que los espacios propios son ortogonales dos a dos por el Corolario 8.55.
Por lo tanto el sistema de todos estos vectores forma una base ortonormal B de Cn. Por lo tanto,
la matriz Q cuyas columnas son los vectores de esta base es una matriz unitaria y Q−1AQ = D.

Supongamos ahora que A es diagonalizable unitariamente. Tenemos que mostrar que A es hermı́tica.
Sea Q una matriz unitaria y sea D una matriz diagonal tal que D = Q∗AQ. Entonces A = QDQ∗

y
A∗ = (QDQ∗)∗ = (Q∗)∗D∗Q∗ = QDQ∗ = A

donde usamos que D∗ = D porque D es una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal son
números reales, ya que son los valores propios de A.

La demostración del Teorema 8.58* es la misma.

Corolario 8.60. Si una matriz A es hermı́tica (o simétrica), entonces su determinantee es el
producto de sus valores propios.

Demostración. Esto se sigue del Teorema 8.56 (o el Teorema 8.56*) y el Corolario 8.51.

Proof of Theorem 8.56. Sea A ∈ MC(n × n) una matriz hermı́tica y sean µ1, . . . , µk los valores
propios distintos de A con multiplicidades geométricas n1, . . . , nk. Por el Teorema 8.52 es suficient
mostrar que

Cn = Eigµ1
(A)⊕ · · · ⊕ Eigµk

(A).
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Denotemos el lado derecho por U , es decir, U := Eigµ1
(A)⊕ · · · ⊕Eigµk

(A). Entonces tenemos que

mostrar que U⊥ = {~0}. Para obtener una contradicción, supongamos que esto no es cierto y sea

` = dim(U⊥). En cada Eigµj
(A) elegimos una base ortogonal ~v

(j)
1 , . . . , ~v

(j)
nj y elegimos una base

ortogonal ~w1, . . . , ~w` en U⊥. El conjunto de todos estos vectores es una base ortonormal B de Cn
porque todos los espacios propios son ortogonales entre śı y a U⊥. Sea Q la matriz cuyas columnas

son estos vectores: Q = (~v
(1)
1 | · · · |~v

(k)
nk |~w1| · · · |~w`). Entonces Q es una matriz unitaria porque sus

columnas son una base ortogonal de Cn. A continuación definamos B = Q−1AQ. Entonces B es
hermı́tica porque B∗ = (Q−1AQ)∗ = Q∗A∗(Q−1)∗ = Q−1AQ = B donde usamos que A = A∗ por
hipótesis y que Q−1 = Q∗ porque es una matriz unitaria. Por otro lado, B, al ser la representación
matricial de A con respecto a la base B, es de la forma

B =

µ1

µ1

µ2

µk




C

.

Todos los espacios vaćıos son 0 y C es una matriz `×` (es la representación matricial de la restricción
de A a U⊥ con respecto a la base ~w1, . . . , ~w`). El polinomio caracteŕıstico de C tiene al menos
un cero, por lo tanto C tiene al menos un valor propio λ. Claramente, λ es entonces también un
valor propio de B y, si ~y ∈ C` es un vector propio de C, obtenemos un vector propio de B con
el mismo valor propio poniendo 0s como sus primeras n − ` componentes y ~y como sus últimas `
componentes. Como A y B tienen los mismos valores propios, λ debe ser igual a uno de los valores
propios µ1, . . . , µk, digamos λ = µj0 . Pero entonces la dimensión del espacio propio Eigµj0

(B) es

estrictamente mayor que la dimensión de Eigµj0
(A) which contradicts Theorem 8.48. Por lo tanto

U⊥ = {~0} y el teorema queda demostrado.

Demostración de Teorema 8.56*. La demostración es esencialmente la misma que la del Teore-
ma 8.56. Solo tenemos que observar que, usando la notación de la demostración anterior, la matriz
C es simétrica (porque B es simétrica). Si vemos C como una matriz compleja, tiene al menos
un valor propio λ porque en C su polinomio caracteŕıstico tiene al menos un cero complejo. Sin
embargo, como C es hermı́tica, todos sus valores propios son reales, por lo tanto λ es real; aśı, es
un valor propio de C si la vemos como una matriz real.

Ahora debeŕıa haber entendido

por qué las matrices hermı́ticas y simétricas tienen valores propios reales,

por qué los vectores propios de valores propios diferentes de una matriz hermı́tica son per-
pendiculares entre śı,

por qué una matriz hermı́tica/simétrica es diagonalizable ortogonalmente,
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que, salvo una rotación y quizá una reflexión, los espacios propios de una matriz hermı́tica
están generados por los ejes coordenados,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

encontrar valores propios y vectores propios de matrices hermı́ticas/simétricas,

diagonalizar matrices simétricas,

escribir Cn (o Rn) como suma directa de los espacios propios de una matriz hermı́tica (o
simétrica) dada,

etc.

Ejercicios.

1. Diagonalice ortogonalmente las siguientes matrices:

(a)

(
1 −2
−2 4

)
, (b)

6 2 4
2 3 2
4 2 9

 , (c)

 2 −1 0
−1 3 −1

0 −1 2

 , (d)


1 −3 0 0
−3 1 0 0

0 0 3 0
0 0 0 3

 .

2. De una matriz simétrica A ∈ M(3 × 3) se sabe que el polinomio caracteŕıstico es p(λ) =
λ3 − 5λ2 + 8λ− 4.

(a) Determine los valores propios de A y las multiplicidades geométricas y algebraicas.

(b) Se sabe que ker(A− id) = gen{3~e2 − 4~e3}. Encuentre los espacios propios de A.

(c) Encuentre una matriz A que cumple lo arriba.

3. Diagonalice

A =

(
5 3(1 + i)

3(1− i) 2

)
.

4. (a) Dé una matriz simétrica tal que su kernel es el plano x− 3y + 2z = 0. ¿Cuál debe ser la
imagen de la matriz que escogió?

(b) Dé una matriz simétrica que tenga por imagen el plano 5x − y + z = 0. ¿Cuál es su
kernel?

(c) Caracterice todas las matrices M(3× 3) que tienen un único valor propio.

5. Obtenga una base ortogonal de Rn de vectores propios de T donde T es la transformación
lineal dada en el Ejercicio 3. en Sección 7.4.

6. Sean A,B ∈Msym(2× 2) y C ∈M(2× 2) todas matrices con entradas reales. Considere

V =

(
A Ct

C B

)
.

Muestre que V ∈Msym(2× 2) y que además V es diagonalizable.
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7. Sea A,B ∈M(n× n) con entradas complejas. Muestre que:

(a) AA∗ y A∗A son diagonalizables.

(b) Si A,B son hermı́ticas y AB = BA entonces AB es diagonalizable.

8. Sean A,B ∈ Msym(2 × 2) y V =

(
A O

O B

)
donde O es la matriz cero. Muestre que V ∈

Msym(4 × 4) y que además, los valores propios de V son los valores propios de A junto con
los valores propios de B.

8.6. Aplicación: Seccones cónicas

En esta sección estudiaremos ecuaciones cuadráticas en x y y. Recordemos que sabemos cómo tratar
ecuaciones lineales en dos variables. La forma más general es

ax+ by = d (8.13)

con constantes a, b, d. A solución is a tuple (x, y) which satisfies (8.13). Podemos ver el conjunto
de todas las soluciones como un subconjunto del plano R2. Como (8.13) es una ecuación lineal
(un sistema 1× 2 de ecuaciones lineales), sabemos que tenemos las siguientes posibilidades para el
conjunto solución:

(a) una recta si a 6= 0 o b 6= 0,

(b) el plano R2 si a = 0, b = 0 y d = 0,

(c) el conjunto vaćıo (sin solución) si a = 0, b = 0 y d 6= 0,

Ahora consideraremos la ecuación cuadrática

ax2 + bxy + cy2 = d (8.14)

con constantes a, b, c, d.

En lo que sigue siempre supondremos que d ≥ 0. Esto no implica pérdida de generalidad, porque
si d < 0, podemos multiplicar ambos lados de (8.14) por −1 y reemplazar a, b, c por −a,−b,−c.
El conjunto de soluciones no cambia.

De nuevo, queremos identificar las soluciones con subconjuntos de R2 y averiguar qué tipo de figuras
son. La ecuación (8.14) no es lineal, aśı que debemos ver qué relación tiene (8.14) con lo que hemos
estudiado hasta ahora. Resulta que el lado izquierdo de (8.14) puede escribirse como un producto
interno 〈

G

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
con G =

(
a b/2
b/2 c

)
. (8.15)

Question 8.5

La matriz G de (8.15) no es la única elección posible. Encuentre todas las matrices posibles G
tales que 〈G( xy ) , ( xy )〉 = ax2 + bxy + cy2.

La matriz G es muy conveniente porque es simétrica. Esto significa que, salvo una transformación
ortogonal, es una matriz diagonal. Aśı que, una vez que sabemos cómo resolver el problema cuyo
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G es diagonal, entonces lo sabemos para el caso general, pues las soluciones difieren solo por una
rotación y quizá una reflexión. Esto nos motiva a estudiar primero el caso en que G es diagonal, es
decir, cuyo b = 0.

Ecuación cuadrática sin término mixto (b = 0).

Si b = 0, entonces (8.14) se convierte en

ax2 + cy2 = d (8.16)

con constantes d ≥ 0 y a, c ∈ R.

Observación 8.61. El conjunto solución es simétrico con respecto al eje x y al eje y, porque si
algún (x, y) es una solución de (8.16), entonces también lo son (−x, y) y (x,−y).

Definamos

α :=
√
|a|, γ :=

√
|c|, por lo tanto α2 =

{
a si a ≥ 0,

−a si a < 0
y γ2 =

{
c si c ≥ 0,

−c si c < 0.

Tenemos que distinguir varios casos según si los coeficientes a, c son positivos, negativos o 0.

Caso 1.1: a > 0 y c > 0. En este caso, la ecuación (8.16) se convierte en

α2x2 + γ2y2 = d. (8.16.1.1)

(i) Si d > 0, entonces (8.16.1.1) es la ecuación de una elipse cuyos ejes son paralelos a los ejes

x y y. La intersección con el eje x está en ±
√
d
α = ±

√
d/a y la intersección con el eje y está

en ±
√
d
γ = ±

√
d/c.

(ii) Si d = 0, entonces la única solución de (8.16.1.1) es el punto (0, 0) .

Observación 8.62. Observe que la longitud de los semiejes de la elipse es proporcional a
√
d. Por

lo tanto, cuando d disminuye, la elipse de (i) se hace más pequeña y para d = 0 degenera al punto
(0, 0) de (ii).

Caso 1.2: a < 0 y c < 0. En este caso, la ecuación (8.16) se convierte en

− α2x2 − γ2y2 = d. (8.16.1.2)

(i) Si d > 0, entonces (8.16.1.2) no tiene solución porque el lado izquierdo siempre es menor o
igual que 0, mientras que el lado derecho es estrictamente positivo.

(ii) Si d = 0, entonces la única solución de (8.16.1.2) es el punto (0, 0) .

Caso 2.1: a > 0 y c < 0. En este caso, la ecuación (8.16) se convierte en

α2x2 − γ2y2 = d. (8.16.2.1)

Last Change: Di 23. Jun 17:16:19 CEST 2026
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x

y

√
d/a

√
d/c

x

y

Figura 8.1: Solución de (8.16) para detG > 0 . Si a > 0, b > 0, entonces la solución es un elipse (si
d > 0) o el punto (0, 0) (si d = 0). La gráfica derecha muestra elipses con a y c fijos pero d decreciente
(de rojo a azul). Si a < 0, b < 0, d > 0, entonces no hay solución.

(i) Si d > 0, entonces (8.16.2.1) es la ecuación de una hipérbola . Si x = 0, la ecuación no

tiene solución. En efecto, necesitamos |x| ≥
√
r
α para que la ecuación tenga solución. Por lo

tanto la hipérbola no interseca el eje y (de hecho, la hipérbola no puede pasar por la franja

−
√
d
α < y <

√
d
α ).

Intersección con los ejes coordenados: No hay intersección con el eje y. Intersección con

el eje x en x = ±
√
d
α = ±

√
d/a.

Aśıntotas: Para |x| → ∞ y |y| → ∞, la hipérbola tiene las aśıntotas

y = ±α
γ
x.

Observe que la aśıntota no depende de d.

Demostración. Se sigue de (8.16.2.1) que |x| → ∞ si y solo si |y| → ∞, porque de lo
contrario la diferencia α2x2 − γ2y2 no puede ser constante. Dividiendo (8.16.2.1) por x2

y por γ2 y reordenando se llega a

y2

x2
=
α2

γ2
− d

γ2x2

x grye
≈ α2

γ2
, por lo tanto y ≈ ±α

γ
x.

(ii) Si d = 0, entonces (8.16.2.1) se convierte en α2x2+γ2y2 = 0, y su solución es el par de rectas y = ±αγ x .

Observación 8.63. Observe que el punto de intersección de la hipérbola con el eje x es
proporcional a

√
d. Por lo tanto, cuyo d disminuye, los puntos de intersección se acercan al 0

y el giro se vuelve más agudo. Si d = 0, el punto de intersección llega a 0 y la hipérbola se
convierte en dos ángulos que se ven como dos rectas que se cruzan.

Caso 2.2: a < 0 y c > 0. En este caso, la ecuación (8.16) se convierte en

− α2x2 + γ2y2 = d. (8.16.2.2)

Este caso es el mismo que el Caso 2.1, solo con los papeles de x y y intercambiados. Aśı obtenemos:
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x

y

√
d/a

x

y

Figura 8.2: Solución de (8.16) para detG < 0 . Las soluciones son hipérbolas (si d > 0) o un conjunto
de dos rectas que se intersecan. La figura de la izquierda muestra una solución para a > 0, c < 0 y
d > 0. La figura de la derecha muestra hipérbolas con a y c fijos pero con d decreciente. El par azul
de rectas que pasan por el origen corresponde al caso d = 0.

(i) Si d > 0, entonces (8.16.2.1) es la ecuación de una hipérbola .

Intersección con los ejes coordenados: No hay intersección con el eje x. Intersección con

el eje y en y = ±
√
d
γ = ±

√
d/c.

Aśıntotas: Para |x| → ∞ y |y| → ∞, la hipérbola tiene las aśıntotas y = ±αγ x.

(ii) Si d = 0, entonces (8.16.2.1) se convierte en α2x2+γ2y2 = 0, y su solución es el par de rectas y = ±αγ x .

Caso 3.1: a > 0 y c = 0. Entonces (8.16) se

convierte en α2x2 = d.

Si d > 0, las soluciones son las

dos rectas paralelas x = ±
√
d
α .

Si d = 0, la solución es la recta x = 0 .

Caso 3.2: a = 0 y c > 0. Entonces (8.16) se

convierte en γ2y2 = d.

Si d > 0, las soluciones son las

dos rectas paralelas y = ±
√
d
γ .

Si d = 0, la solución es la recta y = 0 .

Caso 3.3: a < 0 y c = 0. Entonces (8.16) se

convierte en −α2x2 = d.

Si d > 0, no hay solución .

Si d = 0, la solución es la recta x = 0 .

Caso 3.4: a = 0 y c < 0. Entonces (8.16) se

convierte en −γ2x2 = d.

Si d > 0, no hay solución .

Si d = 0, la solución es la recta y = 0 .

Caso 3.5: a = 0 y c = 0. Entonces (8.16) se convierte en 0 = d.

Last Change: Di 23. Jun 17:16:19 CEST 2026
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Si d > 0, no hay solución .

Si d = 0, la solución es R2 .

Observe que en los Casos 1.1 y 1.2, detG = ac > 0, en los Casos 2.1 y 2.2, detG = ac < 0 y en
todos los casos restantes detG = 0.

Ecuación cuadrática con término mixto.

Ahora queremos resolver (8.14) sin la suposición de que b = 0. Sea G =

(
a b/2
b/2 c

)
y ~x =

(
x
y

)
.

Entonces (8.14) es equivalente a

〈G~x , ~x〉 = d. (8.17)

Si G fuera diagonal, entonces podŕıamos dar inmediatamente la solución. Sabemos que G es simétri-
ca, por lo tanto sabemos que G puede diagonalizarse ortogonalmente. En otras palabras, existe una
base ortogonal de R2 con respecto a la cual G tiene una representación como matriz diagonal.
Incluso podemos elegir esta base de modo que sea una rotación de la base canónica ~e1 y ~e2 (sin una
reflexión adicional).

Sean λ1, λ2 valores propios de G y sea D = diag(λ1, λ2). Elegimos una matriz ortogonal Q tal que

D = Q−1GQ. (8.18)

Denotemos las columnas de Q por ~v1 y ~v2. Son vectores propios normalizados de G con valores
propios λ1 y λ2, respectivamente. Recordemos que para una matriz ortogonal Q siempre tenemos
que detQ = ±1. Podemos suponer que detQ = 1, porque si no, simplemente podemos multiplicar
una de sus columnas por −1. Esta columna sigue siendo entonces un vector propio normalizado de
G con el mismo valor propio, por lo tanto (8.18) sigue siendo válida. Con esta elección garantizamos
que Q es una rotación.

De (8.18) se sigue que G = QDQ−1 = QDQ∗. Aśı obtenemos de (8.17) que

d = 〈G~x , ~x〉 = 〈QDQ∗~x , ~x〉 = 〈DQ∗~x ,Q∗~x〉 = 〈D~x ′ , ~x ′〉 = 〈D~x ′ , ~x ′〉 = λ1x
′2 + λ2y

′2

donde ~x ′ =

(
x′

y′

)
= Q∗~x = Q−1~x.

Observe que el vector columna

(
x′

y′

)
es la representación de ~x con respecto a la base ~v1, ~v2 (recor-

demos que son vectores propios de G). Por lo tanto, la solución de (8.14) es una de las soluciones
que encontramos para el caso b = 0, solo que ahora los ejes de simetŕıa de las figuras ya no son
los ejes x y y, sino las direcciones de los vectores propios de G. En otras palabras: como Q es una
rotación, obtenemos las soluciones de ax2 + bxy + cy2 = d rotando con la matriz Q las soluciones
de ax2 + cy2 = d.
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Procedimiento para encontrar las soluciones de ax2 + bxy + cy2 = d.

Escriba la matriz simétrica G =

(
a b/2
b/2 c

)
.

Encuentre los valores propios λ1 y λ2 y vectores propios de G y defina la matriz diagonal
D = diag(λ1, λ2). y la matriz ortogonal Q tal que detQ = 1 y D = Q−1GQ.

Forma cuadrática sin términos mixtos: d = λ1x
′2 + λ2y

′2 donde x′, y′ son las componentes
de ~x ′ = Q−1~x.

Gráfica de la solución: En el sistema de coordenadas xy, indique el eje x′ (paralelo a ~v1) y el
eje y′ (paralelo a ~v2). Observe que estos ejes son una rotación de los ejes x y y. Las soluciones
son entonces, dependiendo de los valores propios, una elipse, hipérbola, etc., cuyos ejes de
simetŕıa son los ejes x′ y y′.

Si queremos conocer solo la forma de la solución, basta calcular los valores propios λ1, λ2 de G,
o incluso solo detG. Recordemos que siempre suponemos d ≥ 0.

Si detG > 0, entonces obtenemos una elipse (que puede ser degenerada).

• Si λ1 > 0 y λ2 > 0, entonces la solución es una elipse con longitud de sus ejes
√
d/λ1

y
√
d/λ2. Si d = 0 la elipse es solo el punto (0, 0).

• Si λ1 < 0 y λ2 < 0, entonces no hay solución (si d > 0) o la solución es solo el punto
(0, 0) (si d = 0).

Si detG < 0, entonces obtenemos una hipérbola (que puede ser degenerada).

• Si λ1 > 0 y λ2 < 0, entonces la solución es una hipérbola que interseca el eje x′ en√
d/λ1 y no tiene intersección con el eje y′.

• Si λ1 < 0 y λ2 > 0, entonces la solución es una hipérbola que interseca el eje x′ en√
d/λ2 y no tiene intersección con el eje x′.

En ambos casos, las aśıntotas de la hipérbola tienen pendiente ±
√
λ1/λ2. Si d = 0, la

hipérbola degenera al par de rectas y = ±
√
λ1/λ2 x.

Si detG = 0, entonces obtenemos ya sea el conjunto vaćıo, uno de los ejes, dos rectas
paralelas a uno de los ejes, o R2.

Definición 8.64. Los ejes de simetŕıa se llaman ejes principales.

Ejemplo 8.65. Considere la ecuación

10x2 + 6xy + 2y2 = 4. (8.19)

(i) Escriba la ecuación en forma matricial.

(ii) Haga un cambio de coordenadas de modo que la ecuación cuadrática (8.19) no tenga término
mixto.

(iii) Describa la solución de (8.19) en términos geométricos y haga un bosquejo. Indique los ejes
principales y las intersecciones importantes.
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Solución. (i) Primero escribimos (8.19) en la forma 〈G~x, ~x〉 con una matriz simétrica G. Defi-

namos G =

(
10 3
3 2

)
. Entonces (8.19) es equivalente a

〈
G

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
= 4. (8.20)

(ii) Ahora calculamos los valores propios de G. Son las ráıces del polinomio caracteŕıstico
det(G− λ).

0 = det(G− λ) = (10− λ)(2− λ)− 9 = λ2 − 12λ+ 11 = (λ− 6)2 − 25 = (λ− 1)(λ− 11).

Por lo tanto, los valores propios de G son

λ1 = 1, λ2 = 11.

A continuación necesitamos los vectores propios normalizados. Para ello, calculamos ker(G−
λj) usando eliminación de Gauß:

• G− λ1 =

(
9 3
3 1

)
−→

(
3 1
0 0

)
=⇒ ~v1 =

1√
10

(
1
−3

)
,

• G− λ2 =

(
−1 3

3 −9

)
−→

(
−1 3

0 0

)
=⇒ ~v2 =

1√
10

(
3
1

)
.

(Recordemos que para matrices simétricas los vectores propios correspondientes a valores
propios diferentes son ortogonales. Si resuelve un ejercicio de este tipo, puede ser buena idea
verificar si los vectores son en efecto ortogonales entre śı.)

Observación. Con la información obtenida hasta ahora, ya podemos bosquejar la solución.

La solución es una elipse porque ambos valores propios son positivos.

Los ejes principales (ejes de simetŕıa) son paralelos a los vectores ~v1 u ~v2. La elipse los
interseca en ±

√
4/1 = ±2 a lo largo del eje paralelo a ~v1 y en ±

√
4/11 = ±2/

√
1/11 a

lo largo del eje paralelo a ~v2.

Pongamos

Q = (~v1|~v2) =
1√
10

(
1 3
−3 1

)
, D =

(
λ1 0
0 λ2

)
=

(
1 0
0 11

)
,

entonces
Q−1 = Qt y D = Q−1GQ = QtGQ.

Observe que detQ = 1, por lo tanto es una rotación en R2. Es una rotación por el ángulo
arctan(−3).

Si definimos (
x′

y′

)
= Q−1

(
x
y

)
=

1√
10

(
x− 3y
3x+ y

)
,
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entonces (8.20) gives

4 =

〈
G

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
=

〈
DQt

(
x
y

)
, Qt

(
x
y

)〉
=

〈
D

(
x′

y′

)
,

(
x′

y′

)〉
,

y por lo tanto

4 = x′2 + 11y′2 =
1

10
(x− 3y)2 +

11

10
(3x+ y)2.

(iii) La solución de (8.19) es una elipse cuyos ejes
principales son paralelos a los vectores ~v1 y ~v2.

x′ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a
~v1, y′ es la coordenada a lo largo del eje paralelo
a ~v2.

x

y

~v1

~v2

x′

y′

2
√

10

2
√

10/
√

11

�

Ejemplo 8.66. Considere la ecuación

− 47

17
x2 − 32

17
xy +

13

17
y2 = 2. (8.21)

(i) Escriba la ecuación en forma matricial.

(ii) Haga un cambio de coordenadas de modo que la ecuación cuadrática (8.21) no tenga término
mixto.

(iii) Describa la solución de (8.21) en términos geométricos y haga un bosquejo. Indique los ejes
principales y las intersecciones importantes.

Solución. (i) Primero escribimos (8.21) en la forma 〈G~x, ~x〉 con una matriz simétrica G. Defi-

namos G = 1
17

(
−47 −16
−16 13

)
. Entonces (8.21) es equivalente a

〈
G

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
= 2. (8.22)
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(ii) Ahora calculamos los valores propios de G. Son las ráıces del polinomio caracteŕıstico

0 = det(G−λ) = (− 47
17−λ)( 13

17−λ)− 128
172 = λ2 + 34

17λ−
611
172 − 256

172 = λ2 +2λ−3 = (λ−1)(λ+3).

Por lo tanto, los valores propios de G son

λ1 = −3, λ2 = 1.

A continuación necesitamos los vectores propios normalizados. Para ello, calculamos ker(G−
λj) usando eliminación de Gauß:

• G− λ1 =
1

17

(
4 −16

−16 64

)
−→ 1

17

(
1 −4
0 0

)
=⇒ ~v1 =

1√
17

(
4
1

)
,

• G− λ2 =
1

17

(
−64 −16
−16 −4

)
−→ 1

17

(
4 1
0 0

)
=⇒ ~v2 =

1√
17

(
−1

4

)
.

Observación. Con la información obtenida hasta ahora, ya podemos bosquejar la solución.

La solución es una hipérbola porque los valores propios tienen signos opuestos.

Los ejes principales (ejes de simetŕıa) son paralelos a los vectores ~v1 y ~v2. Las intersec-
ciones de la hipérbola con el eje paralelo a ~v2 son ±

√
2.

Pongamos

Q = (~v1|~v2) =
1√
17

(
4 −1
1 4

)
, D =

(
λ1 0
0 λ2

)
=

(
−3 0

0 1

)
,

entonces

Q−1 = Qt y D = Q−1GQ = QtGQ.

Observe que detQ = 1, por lo tanto Q es una rotación de R2. Es una rotación por el ángulo
arctan(1/4).

Si definimos (
x′

y′

)
= Q−1

(
x
y

)
=

1√
17

(
4x+ y
−x+ 4y

)
,

entonces (8.22) gives

2 =

〈
G

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
=

〈
DQt

(
x
y

)
, Qt

(
x
y

)〉
=

〈
D

(
x′

y′

)
,

(
x′

y′

)〉
,

por lo tanto

2 = −3x′2 + y′2 = − 3

17
(4x+ y)2 +

1

17
(−x+ 4y)2.
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(iii) La solución de la ecuación (8.19) es una hipérbola
cuyos ejes principales son paralelos a los vectores
~v1 y ~v2.

x′ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a
~v1,
y′ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a ~v2.
El ángulo entre los ejes x y x′ es arctan(1/4).

x

y

~v1

~v2
x′

y′

√
2

Aśıntotas de la hipérbola. Para calcular las pendientes de las aśıntotas de la hipérbola,
primero calculamos en el sistema de coordenadas x′-y′. Nuestro punto de partida es la ecuación
2 = −3x′2 + y′2.

2 = −3x′2 + y′2 ⇐⇒ y′2

x′2
= 3 +

1

2x′2
⇐⇒ y′

x′
= ±

√
3 +

1

2x′2
.

Vemos que |y′| → ∞ si y solo si |x′| → ∞ y que y′

x′ ≈ ±
√

3. Aśı, las pendientes de las aśıntotas

en coordenadas x′-y′ son ±
√

3.

¿Cómo encontramos la pendiente en coordenadas x, y?

Método 1: Usar Q. Sabemos que si rotamos nuestra hipérbola mediante la trans-
formación lineal Q−1 (es decir, si rotamos por arctan(1/4)), entonces obtenemos una
hipérbola cuyos ejes de simetŕıa son los ejes x y y y cuyas aśıntotas tienen pendien-
tes ±3. Por lo tanto, para obtener las aśıntotas de nuestra hipérbola, solo necesitamos
aplicar Q a los vectores ~w1 y ~w2, que son paralelos a las nuevas aśıntotas. Los vec-
tores resultantes son entonces paralelos a nuestra hipérbola original. En nuestro caso

~w1 =

(
1√
3

)
, ~w2 =

(
1

−
√

3

)
. Por lo tanto

~w′1 = Q~w1 =
1√
17

(
4 1
−1 4

)(
1√
3

)
=

1√
17

(
4 +
√

3

−1 + 4
√

3

)
,

~w′2 = Q~w2 =
1√
17

(
4 1
−1 4

)(
1

−
√

3

)
=

1√
17

(
4−
√

3

−1− 4
√

3

)
.
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Por lo tanto, las pendientes de las aśıntotas de nuestra hipérbola son

−1 + 4
√

3

4 +
√

3
y

−1− 4
√

3

4−
√

3
.

Método 2: Sustituir en las fórmulas. Las aśıntotas son rectas que satisfacen y′

x′ =

±
√

3. Usando x′ = 1√
17

(4x− y) y y′ = 1√
17

(x+ 4y), obtenemos

±
√

3 =
y′

x′
=

1√
17

(x+ 4y)

1√
17

(4x− y)
=
x+ 4y

4x− y

⇐⇒ ±
√

3(4x− y) = x+ 4y

⇐⇒ (±4
√

3− 1)x = (4±
√

3)y

⇐⇒ y

x
=
−1± 4

√
3

4±
√

3
.

Método 3: Sumar ángulos. Sabemos que el ángulo entre el eje x′ y una aśıntota es
arctan

√
3 y el ángulo entre el eje x′ y el eje x es arctan(1/4). Por lo tanto, el ángulo

entre la aśıntota y el eje x es arctan
√

3 + arctan(1/4) (vea Figure 8.3.)

x

y

x′

y′

√
2

ϕ
ϑ

−3x2 + y2 = 2

ϕ = arctan(1/4)

ϑ = arctan(
√

3)

x

y

~v1

~v2 x′

y′

ϕ

ϑ

α = ϕ+ ϑ

− 47
17x

2 − 32
1716xy + 13

17y
2 = 2

Figura 8.3: La figura de la derecha (nuestra hipérbola) se obtiene de la figura de la izquierda aplicándo-
le la transformación Q (es decir, rotándola por arctan(1/4)).

�
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Ejemplo 8.67. Considere la ecuación

9x2 − 6xy + y2 = 25. (8.23)

(i) Escriba la ecuación en forma matricial.

(ii) Haga un cambio de coordenadas de modo que la ecuación cuadrática (8.23) no tenga término
mixto.

(iii) Describa la solución de (8.23) en términos geométricos y haga un bosquejo. Indique los ejes
principales y las intersecciones importantes.

Solution 1. Primero escribimos (8.21) en la forma 〈G~x, ~x〉 con una matriz simétrica G. De-

finamos G =

(
9 −3
−3 1

)
. Entonces (8.23) es equivalente a

〈
G

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
= 25. (8.24)

Ahora calculamos los valores propios de G. Son las ráıces del polinomio caracteŕıstico

0 = det(G− λ) = (9− λ)(1− λ)− 9 = λ2 − 10λ = λ(λ− 10).

Por lo tanto, los valores propios de G son

λ1 = 0, λ2 = 10.

A continuación necesitamos los vectores propios normalizados. Para ello, calculamos ker(G−
λj) usando eliminación de Gauß:

• G− λ1 =

(
9 −3
−3 1

)
−→

(
3 −1
0 0

)
=⇒ ~v1 =

1√
10

(
1
3

)
,

• G− λ2 =

(
−1 −3
−3 −9

)
−→

(
1 3
0 0

)
=⇒ ~v2 =

1√
10

(
−3

1

)
.

Observación. Con la información obtenida hasta ahora, ya podemos bosquejar la solución.

• La solución consiste en dos rectas paralelas porque uno de los valores propios es cero y
el otro es positivo.

• Las rectas son paralelas a ~v1 y sus intersecciones con el eje paralelo a ~v1 son ±
√

25/10 =

±
√

5/2.

Pongamos

Q = (~v1|~v2) =
1√
10

(
1 −3
3 1

)
, D =

(
λ1 0
0 λ2

)
=

(
0 0
0 10

)
,
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entonces

Q−1 = Qt y D = Q−1GQ = QtGQ.

Observe que detQ = 1, por lo tanto Q es una rotación en R2. Es una rotación por el ángulo
arctan(3).

Si definimos (
x′

y′

)
= Q−1

(
x
y

)
=

1√
10

(
x+ 3y
−3x+ y

)
,

entonces (8.24) gives

25 =

〈
G

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
=

〈
DQt

(
x
y

)
, Qt

(
x
y

)〉
=

〈
D

(
x′

y′

)
,

(
x′

y′

)〉
,

por lo tanto

25 = 10y′2 = (−3x+ y)2.

La solución de (8.19) son dos rectas paralelas al
vector ~v1 que intersecan el eje y′ en
±
√

25/10 = ±
√

5/2.

x′ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a
~v1,
y′ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a
~v2.
El ángulo entre los ejes x y x′ es arctan(3).

x

y

~v1
~v2

√
5/2

�

Solution 2. Observe que

25 = 9x2 − 6xy + y2 = (3x− y)2 ⇐⇒ 5 = |3x− y|.

Por lo tanto, la solución son dos rectas paralelas dadas por

y = 3x± 5

lo cual coincide con el resultado anterior. �
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8.6.1. Soluciones de ax2 + bxy + cy2 = d como secciones cónicas

La razón por la cual el t́ıtulo de esta sección es “sección cónica” es que la mayoŕıa de los conjuntos
solución de las ecuaciones cuadráticas pueden obtenerse como la intersección de un cono doble con
planos.

Figura 8.4:
Elipses. El plano en la imagen de la izquierda es paralelo al plano xy. Por lo tanto, la intersección
con el cono es un ćırculo. Si el plano comienza a inclinarse, la intersección se convierte en una elipse.
Cuanto más inclinado está el plano, más alargada es la elipse. Mientras el plano aún no sea paralelo a
la superficie del cono, interseca solo la parte superior o la parte inferior del cono, y la intersección es
una elipse.
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Figura 8.5: Parábola. Si el plano es paralelo a la superficie del cono y no pasa por el origen, entonces
la intersección con el cono es una parábola (esta no es una posible solución de (8.14)). Si el plano
es paralelo a la superficie del cono y pasa por el origen, entonces el plano es tangente al cono y la
intersección es una recta.

Figura 8.6: Hipérbola. Si el plano es más inclinado que el cono, entonces interseca tanto la parte
superior como la inferior del cono. La intersección es una hipérbola. Si el plano pasa por el origen,
entonces la hipérbola degenera en dos rectas que se intersecan. El plano en la imagen del medio es
paralelo al plano yz. Por lo tanto, la intersección con el cono es un ćırculo.

8.6.2. Soluciones de ax2 + bxy + cy2 + rx+ sy = d

Discutamos brevemente el caso en que la ecuación cuadrática (8.14) contiene términos lineales:

ax2 + bxy + cy2 + rx+ sy = d (8.25)
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Queremos encontrar una transformación de modo que (8.25) pueda escribirse sin los términos li-
neales rx y sy.

Sea G =

(
a b/2
b/2 c

)
y sean λ1, λ2 sus valores propios. Además, sea D = diag(λ1, λ2) y sea Q una

matriz ortogonal con detQ = 1 y D = Q−1GQ.
En lo que sigue suponemos que G es invertible.

Método 1. Primero eliminamos el término mixto bxy.
Si ponemos ~x ′ = Q−1~x, entonces ax2 + bxy + cy2 = λ1x

′2 + λ2y
′2. Como x′ y y′ son lineales en x

y y, la ecuación (8.25) se convierte en

λ1x
′2 + λ2y

′2 + r′x′ + s′y′ = d′.

Ahora solo necesitamos completar cuadrados en el lado izquierdo para obtener

λ1(x′ + r′/2)2 + λ2(y′ + s′/2)2 − (r′/2)2 − (s′/2)2 = d′.

Observe que esto siempre puede hacerse si λ1 y λ2 no son 0 (aqúı usamos que G es invertible).
Si ponemos d′′ = d′ + (r′/2)2 + (s′/2)2, x′′ = x′ + r′/2 y′′ = y′ + s′/2, entonces

λ1x
′′2 + λ2y

′′2 = d′′. (8.26)

Como ~x ′′ =

(
r′/2
s′/2

)
+~x ′ =

(
r′/2
s′/2

)
+Q−1~x vemos que la solución es la solución de λ1x

2+λ2y
2 = d′′,

pero rotada por Q y trasladada por el vector

(
r′/2
s′/2

)
.

Método 2. Primero eliminamos los términos lineales rx y sy.
Hagamos el ansatz x = x0 + x̃ y y = y0 + ỹ. Sustituyendo en (8.25) se obtiene

d = a(x0 + x̃)2 + b(x0 + x̃)(y0 + ỹ) + c(y0 + ỹ)2 + r(x0 + x̃) + s(y0 + ỹ)2

= ax̃2 + bx̃ỹ + cỹ2 +
[
2ax0 + by0 + r

]
x̃+

[
2cy0 + bx0 + s

]
ỹ + ax2

0 + bx0y0 + cy2
0 . (8.27)

Queremos que los términos lineales en x̃ y ỹ desaparezcan, aśı que necesitamos 2ax0 + by0 + r = 0
y 2cy0 + bx0 + s = 0. En forma matricial esto es

−
(
r
s

)
=

(
2a b
b 2c

)(
x0

y0

)
= 2G

(
x0

y0

)
.

Supongamos que G es invertible. Entonces podemos resolver para x0 y y0 y obtenemos

(
x0

y0

)
=

− 1
2G
−1

(
r
s

)
. Ahora, si ponemos d̃ = d− ax2

0 − bx0y0 − cy2
0 , entonces (8.27) se convierte en

d̃ = ax̃2 + bx̃ỹ + cỹ2 (8.28)

que ahora está en la forma de (8.14) (si d̃ es negativo, entonces debemos multiplicar ambos lados
de (8.28) por −1. En este caso, los valores propios de G cambian de signo, por lo tanto D también

cambia de signo, pero Q no). Por lo tanto, si ponemos ~x ′ = Q−1~̃x, entonces

d̃ = λ1x
′2 + λ2y

′2
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y ~x ′ = Q−1~̃x = Q−1(~x − ~x0) = Q−1~x −Q−1~x0 = Q−1~x + 1
2Q
−1G−1

(
r
s

)
. Aśı, nuevamente vemos

que la solución de (8.25) es la solución de λ1x
2 + λ2y

2 = d̃, pero rotada por Q y trasladada por el

vector 1
2Q
−1G−1

(
r
s

)
.

Ejemplo 8.68. Encuentre las soluciones de

10x2 + 6xy + 2y2 + 8x− 2y = 4. (8.19’)

Solución. Sabemos por el Ejemplo 8.65 que

G =

(
10 3
3 2

)
, Q =

1√
10

(
1 3
−3 1

)
, D =

(
1 0
0 11

)
y que (

x′

y′

)
= Q−1

(
x
y

)
=

1√
10

(
x− 3y
3x+ y

)
y

(
x
y

)
= Q

(
x′

y′

)
=

1√
10

(
x′ + 3y′

−3x′ + y′

)
.

Método 1. Con la notación anterior, sabemos por el Ejemplo 8.65 que (8.19’) es

4 = 10x2 + 6xy + 2y2 + 8x− 2y = x′2 + 11y′2 + 8x− 2y

= x′2 + 11y′2 +
8√
10

(x′ + 3y′)− 2√
10

(−3x′ + y′)

= x′2 +
14√
10
x′ + 11y′2 +

22√
10
y′

=

(
x′ +

7√
10

)2

+ 11

(
y′ +

1√
10

)2

− 6,

por lo tanto (
x′ +

7√
10

)2

+ 11

(
y′ +

1√
10

)2

= 4 + 6 = 10.

Esta es una elipse orientada como la del Ejemplo 8.65, pero trasladada 7/
√

10 en la dirección x′ y

−1/
√

10 en la dirección y′. Las longitudes de los semiejes son
√

10 y
√

10
11 .

Método 2. Observe que(
x0

y0

)
= −1

2
G−1

(
r
s

)
= −1

2
· 1

11

(
2 −3
−3 10

)(
8
−2

)
= − 1

22

(
22
−44

)
=

(
−1

2

)
.

Pongamos x̃ = x− x0 = x+ 1 y ỹ = y − y0 = y − 2. Entonces

4 = 10x2 + 6xy + 2y2 + 8x− 2y = 10(x̃− 1)2 + 6(x̃− 1)(ỹ + 2) + 2(ỹ + 2)2 + 8(x̃− 1)− 2(ỹ + 2)

= 10x̃2 − 20x̃+ 1 + 6x̃ỹ + 12x̃− 6ỹ − 12 + 2ỹ2 + 8ỹ + 8 + 8x̃− 8− 2ỹ − 4

= 10x̃2 + 6x̃ỹ + 2ỹ2 − 15
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por lo tanto

19 = 10x̃2 + 6x̃ỹ + 2ỹ2 = x̃′2 + 11ỹ′2

con (
x̃′

ỹ′

)
= Q−1

(
x̃
ỹ

)
=

1√
10

(
x̃+ 3ỹ
3x̃− ỹ

)
=

1√
10

(
(x+ 1) + 3(y − 2)
3(x+ 1)− (y − 2)

)
=

1√
10

(
x+ 3y − 5
3x− y + 5

)
.

�

Ahora debeŕıa haber entendido

que una matriz simétrica 2×2 que no es un múltiplo de la identidad determina dos direcciones
distinguidas en R2, a saber, las paralelas a sus vectores propios,

por qué un cambio de variables es útil para encontrar soluciones de una ecuación cuadrática
en dos variables,

etc.

Ahora debeŕıa ser capaz de

encontrar las soluciones de ecuaciones cuadráticas en dos variables,

hacer un cambio de coordenadas tal que la ecuación transformada no tenga término mixto,

bosquejar la solución en el plano xy,

etc.

Ejercicios.

1. Encuentre una substitución ortogonal que diagonalice las formas cuadráticas dadas y encuen-
tre la forma diagonal. Haga un bosquejo de las soluciones. Si es un elipse, calcule las longitudes
de los ejes principales y el ángulo que tienen con el eje x. Si es una hipérbola, calcule en ángulo
que tiene las aśıntotas con el eje x.

(a) 10x2 − 6xy + 2y2 = 4,

(b) x2 − 9y2 = 2,

(c) x2 − 9y2 = 20 (compare la solución con la del literal anterior!)

(d) 11x2 − 16xy − y2 = 30.

(e) x2 + 4xy + 4y2 = 4.

(f) xy = 1.

(g) 5x2 − 2xy + 5y2 = −4.

(h) x2 − 2xy + 4y2 = 0.

2. Encuentre la fórmula de una elipse cuyos semiejes tienen magnitudes 1
2 y 1

3 y cuyos ejes
principales son paralelos a

(
1 2

)
y
(
−2 1

)
.

3. Encuentre la fórmula de una elipse cuyos semiejes tienen magnitudes 3 y 1 y cuyo primer eje
principal tiene un ángulo de 30◦ con el eje x.
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8.7. Resumen

Cn como espacio con producto interno

Cn es un espacio con producto interno si definimos

〈~z , ~w〉 =

n∑
j=1

zjwj .

Para todo ~v ~w, ~z ∈ Cn y c ∈ C tenemos:

〈~v , ~z〉 = 〈~z , ~w〉,
〈~v + c~w , ~z〉 = 〈~v , ~z〉+ c〈~w , ~z〉, 〈~z ,~v + c~w〉 = 〈~z ,~v〉+ c〈~z , ~w〉,
〈~z , ~z〉 = ‖~z‖2,

〈~v , ~z〉 ≤ ‖~v‖ ‖~z‖,
‖~v + ~z‖2 ≤ ‖~v‖2 + ‖~z‖2.

La adjunta de una matriz A ∈ MC(n × n) es A∗ = (At) = (A)t (= transpuesta y conjugada
compleja). La matriz A se llama hermı́tica si A∗ = A. La matriz Q se llama unitaria si es invertible
y Q∗ = Q−1.
Observe que detA∗ = detA.

Valores propios y vectores propios

Definición. Sea A ∈ M(n × n). Entonces λ se llama un valor propio de A con vector propio ~v si
~v 6= ~0 y A~v = λ~v. El conjunto de todas las soluciones de A~v = λ~v para un valor propio λ se llama
el espacio propio de A asociado a λ. Se denota por Eigλ(A).

Los valores propios de A son exactamente los ceros del polinomio caracteŕıstico

pA(λ) = det(A− λ).

Es un polinomio de grado n. Como todo polinomio de grado ≥ 1 tiene al menos una ráız compleja,
toda matriz compleja tiene al menos un valor propio (pero hay matrices reales sin valores propios).
Además, una matriz n× n tiene a lo sumo n valores propios. Si factorizamos pA, obtenemos

pA(λ) = (λ− µ1)m1 · · · (λ− µk)mk

donde µ1, . . . , µ)k son los valores propios distintos de A. El exponente mj se llama multiplicidad
algebraica de µj . La multiplicidad geométrica de µj es dim(Eigµj

(A). Observe que

multiplicidad geométrica ≤ multiplicidad algebraica,

la suma de todas las multiplicidades algebraicas es m1 + · · ·+mk = n.

Matrices semejantes.

Dos matrices A,B ∈M(n×n) se llaman semejantes si existe una matriz invertible C tal que
A = C−1BC.
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Una matriz A se llama diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

Caracterización de la diagonalizabilidad. Sea A ∈ MC(n × n) y sean µ1, . . . , µk los valores
propios distintos de A. Definimos nj = dim(Eigµj

(A) = multiplicidad geométrica de µj y mj =
multiplicidad algebraica de µj . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es diagonalizable.

(ii) Cn tiene una base formada por vectores propios de A.

(iii) Cn = Eigµ1
(A)⊕ · · · ⊕ Eigµk

(A).

(iv) nj = mj para todo j = 1, . . . , k.

(v) n1 + · · ·+ nk = n.

Lo mismo es cierto para matrices simétricas reemplazando Cn por Rn.

Propiedades de matrices unitarias. Sea Q una matriz unitaria n× n. Entonces:

|detQ| = 1,

Si λ ∈ C es un valor propio de Q, entonces |λ| = 1.

Q es diagonalizable unitariamente (no demostramos este hecho), por lo tanto Cn tiene una
base formada por vectores propios de Q. Pueden elegirse mutuamente ortogonales.

Además, Q ∈M(n× n) es unitaria si y solo si ‖Q~z‖ = ‖~z‖ para todo ~z ∈ Cn.

Propiedades de matrices hermı́ticaas. Sea A ∈ MC(n × n) una matriz hermı́ticaa n × n.
Entonces:

detA ∈ R,

Si λ es un valor propio de A, entonces λ ∈ R.

A es diagonalizable unitariamente por lo tanto Cn tiene una base formada por vectores propios
de A. Pueden elegirse mutuamente ortogonales.

Además, A ∈M(n× n) es hermı́ticaa si y solo si 〈A~v , ~z〉 = 〈~v ,A~z〉 para todo ~v, ~z ∈ Cn.

Propiedades de matrices simétricas. Sea A ∈MR(n×n) una matriz simétrica n×n. Entonces:

A es diagonalizable ortogonalmente. por lo tanto Rn tiene una base formada por vectores
propios de A. Pueden elegirse mutuamente ortogonales.

Además, A es simétrica si y solo si 〈A~v , ~z〉 = 〈~v ,A~z〉 para todo ~v, ~z ∈ Rn.

Solución de ax2 + bxy + cy2 = d. La ecuación puede reescribirse como 〈G~x , ~x〉 = d con la matriz
simétrica

G =

(
a b/2
b/2 c

)
.

Sean λ1, λ2 los valores propios de G y supongamos que d ≥ 0. Entonces las soluciones son:
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una elipse si detG > 0, más precisamente,

• una elipse con longitudes de sus ejes
√
d/λ1 y

√
d/λ2 si λ1, λ2 > 0 y d > 0,

• el punto (0, 0) si d = 0,
• el conjunto vaćıo si λ1, λ2 < 0 y d > 0,

hipérbola si detG < 0, más precisamente,

• una hipérbola si d > 0,
• dos rectas que se cruzan en el origen si d = 0,

dos rectas paralelas, una recta o R2 si detG = 0.

8.8. Ejercicios

1. Sea Q una matriz unitaria. Demuestre que todos sus autovalores tienen norma 1.

2. Muestre que A y B son semejantes si y solo si At, Bt son semejantes.

3. Encuente todas las matrices que son semejantes a la identidad.

4. Son las matrices A =

(
1 2
4 3

)
y B =

(
5 1
0 1

)
semejantes? Sugerencia. Ejercicio 5.(c).

5. Sea A una matriz con autovalores µ1, . . . , µk y sea c una constante.

(a) ¿Qué se puede decir sobre los autovalores de cA? ¿Qué se puede decir sobre los autovalores
de A+ c id?

6. Dados la matriz A y los vectores u y w:

A =

 25 15 −18
−30 −20 36
−6 −6 16

 , u =

 0
1
−1

 , w =

−1
1
0

 .

(a) Diga si los vectores u y w son autovectores de A. Si lo son, cuáles son los vectores propios
correspondientes?

(b) Puede usar que det(A− λ) = −λ3 + 21λ2− 138λ+ 280. Calcule todos los autovalores de
A.

7. Encuentre el polinomio caracteŕıstico y los valores y espacios propios de la matriz

A =


1 −1 2 1
2 4 1 −1
3 −3 6 3
4 2 5 1

 ,
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8. Considere la matriz

A =


1 −3 2 1
2 2 1 −1
3 −3 6 3
4 2 5 1

 ,

(a) Sin calcular el polinomio caracteŕıstico, demuestre que λ = 1 es un valor propio y en-
cuentre su espacio propio.

(b) Encuentre el polinomio caracteŕıstico y todos los valores y espacios propios de la matrizA.

9. Sea A =

(
1 2
2 4

)
. Calcule eA :=

∑∞
n=0

1
n!A

n.

Sugerencia. Encuentre una matriz invertible C y una matriz diagonal D tal que A = C−1DC
y use esto para calcular An.

10. (a) Sea Φ : M(2 × 2,R) → M(2 × 2,R), Φ(A) = At. Encuentre los valores propios y los
espacios propios de Φ.

(b) Sea P2 el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a 2 con coeficientes
reales. Encuentre los valores propios y los espacios propios de T : P2 → P2, Tp = p′+3p.

(c) Sea R la reflexión en el plano P : x + 2y + 3z = 0 en R3. Calcule los valores propios y
los espacios propios de R.

11. Consideramos una cuerda de longitud L que está fija en ambos extremos. Al ser excitada, su

elongación vertical satisface la ecuación diferencial parcial ∂2

∂t2u(t, x) = ∂2

∂x2u(t, x). Si hacemos
el ansatz u(, x) = eiωt v(x) para algún número ω y una función v que depende solo de x, ob-
tenemos −ω2v = v′′. Si ponemos λ = −ω2, vemos que debemos resolver el siguiente problema
de valores propios:

T : V → V, Tv = v′′

con
V = {f : [0, L]→ R, f es dos veces diferenciable y f(0) = f(L) = 0}.

(a) Muestre que V es un espacio vectorial.

(b) Muestre que T es un operador lineal bien definido.

(c) Encuentre los valores propios y los espacios propios de T .

12. Encuentre los valores propios y los espacios propios de las siguientes matrices n× n:

A =

1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1

 , B =


1 1 · · · 1 1
1 1 · · · 1 2
...

...
...

...
1 1 · · · 1 n

 .

Compare con el Ejercicio 11..
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13. Sea A ∈ M(n× n,C) una matriz hermı́ticaa tal que todos sus autovalores son estrictamente
mayores a 0. Sea 〈· , ·〉 el producto interno estandar en Cn. Demuestre que A induce un
producto interno en Cn a través de

Cn × Cn → C, (x, y) := 〈Ax , y〉.
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Apéndice A

Números complejos

Un número complejo es una expresión de la forma

a+ ib

donde a, b ∈ R y i se llama la unidad imaginaria. El número a se llama la parte real de z, denotada
por Re(z) y b se llama la parte imaginaria de z, denotada por Im(z).
El conjunto de todos los números complejos a veces se llama el plano complejo y se denota por C:

C = {a+ ib : a, b ∈ R}.

Un número complejo puede visualizarse como un punto en el plano R2, donde a es la coordenada
sobre el eje real y b es la coordenada sobre el eje imaginario.
Sean a, b, x, y ∈ R. Definimos las operaciones algebraicas de suma y producto para números com-
plejos z = a+ ib, w = x+ iy:

z + w = (a+ ib) + (x+ iy) := a+ x+ i(b+ y),

zw = (a+ ib)(x+ iy) := ax− by + i(ay + bx).

Ejercicio A.1. Muestre que si identificamos el número complejo z = a+ ib con el vector

(
a
b

)
∈

R2, entonces la suma de números complejos es la misma que la suma de vectores en R2.

Daremos una interpretación geométrica de la multiplicación de números complejos más adelante,
después de la fórmula (A.5).
De la definición anterior se sigue que i2 = −1. Además, podemos ver los números reales R como un
subconjunto de C si identificamos un número real x con el número complejo x+ 0i.
Sean a, b ∈ R y z = a+ ib. Entonces el conjugado complejo de z es

z = a− ib

y su módulo o norma es

|z| =
√
a2 + b2.

Geométricamente, el conjugado complejo se obtiene de z mediante una reflexión respecto al eje x,
y su norma es la distancia del punto representado por z al origen del plano complejo.
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Re

Im

−3 −2 −1 11 2 3 4

−2

−1

1

2
3 + 2i

−1 + i

− 3
2 i

Re

Im

z = a+ ib

z = a− ib

Figura A.1: Plano complejo.

Propiedades A.2. Sean a, b, x, y ∈ R y sean z = a+ ib, w = x+ iy. Entonces:

(i) z = Re z + i Im z.

(ii) Re(z + w) = Re(z) + Re(w), Im(z + w) = Re(z) + Im(w).

(iii) (z) = z, z + w = z + w, zw = z w.

(iv) zz = |z|2.

(v) Re z = 1
2 (z + z), Re z = 1

2i (z − z).

Demostración. (i) y (ii) debeŕıan ser claros. Para (iii), observe que z = a− ib = a+ ib,

z + w = a+ x+ i(b+ y) = a+ x− i(b+ y) = a− ib+ x− iy = a+ ib+ x+ iy = z + w,

zw = ax− by + i(ay + bx) = ax− by + i(ay + bx) = (a− ib)(x− iy) = (a+ ib)(x+ iy) = z w.

(iv) se sigue de

zz = (a+ ib)(a+ ib) = (a+ ib)(a− ib) = a2 + b2 + i(ab− ba) = a2 + b2 = |z|2

and (v) se sigue de

z + z = a+ ib+ (a+ ib) = a+ ib+ a− ib = 2a = 2 Re(z),

z + z = a+ ib− (a+ ib) = a+ ib− (a− ib) = 2ib = 2i Im(z).

Llamamos real a un número complejo si es de la forma z = a+ i0 para algún a ∈ R, y lo llamamos
puramente imaginario si es de la forma z = 0 + ib para algún b ∈ R. Por lo tanto

z es real ⇐⇒ z = z ⇐⇒ z = Re(z)

z es puramente imaginario ⇐⇒ z = −z ⇐⇒ z = Im(z).

Resulta que C es un campo, es decir, satisface
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(a) Asociatividad de la suma: (u+ v) + w = u+ (v + w) para todo u, v, w ∈ C.

(b) Conmutatividad de la suma: v + w = w + v para todo u, v ∈ C.

(c) Elemento identidad de la suma: Existe un elemento 0, llamado identidad aditiva, tal que
para todo v ∈ C tenemos 0 + v = v + 0 = v.

(d) Inverso aditivo: Para todo z ∈ C, tenemos un elemento inverso −z tal que z + (−z) = 0.

(e) Asociatividad de la multiplicación (uv)w = u(vw) para todo u, v, w ∈ C.

(f) Conmutatividad de la multiplicación vw = wv para todo u, v ∈ C.

(g) Elemento identidad de la suma: Existe un elemento 1, llamado identidad multiplicativa,
tal que para todo v ∈ C tenemos 1 · v = v + ·1 = v.

(h) Inverso multiplicativo: Para todo z ∈ C \ {0}, tenemos un elemento inverso z−1 tal que
z · z−1 = 1.

(i) Leyes distributivas: Para todo u, v, w ∈ C tenemos

u(w + v) = uw + uv.

Es fácil verificar que se cumplen la conmutatividad, la asociatividad y la distributividad. Clara-
mente, la identidad aditiva es 0+ i0 y la identidad multiplicativa es 1+0i. Si z = a+ib, entonces su
inverso aditivo es −a− ib. Si z ∈ C \ {0}, entonces z−1 = z

|z|2 = a−ib
a2+b2 . Esto puede verse fácilmente

si recordamos que |z|2 = zz.
La demostración del siguiente teorema está fuera del alcance de estas notas.

Teorema A.3 (Teorema fundamental del álgebra). Todo polinomio complejo no constante
tiene al menos una ráız compleja.

Obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario A.4. Todo polinomio complejo p puede escribirse en la forma

p(z) = c(z − λ1)n1 · (z − λ2)n2 · · · · · (z − λk)n1 (A.1)

donde λ1, . . . , λk son las ráıces distintas de p. Observe que n1 + · · ·+ nk = deg(p).

Los enteros n1, . . . , nk se llaman la multiplicidad de la ráız correspondiente.

Demostración. Sea n = deg(p). Si n = 0, entonces p es constante y claramente es de la forma (A.1).
Si n > 0, entonces, por el Teorema A.3, existe µ1 ∈ C tal que p(µ) = 0. Por lo tanto existe algún
polinomio q1 tal que p(z) = (z−µ)q1(z). Claramente, deg(q) = n−1. Si q1 es constante, terminamos.
Si q1 no es constante, entonces debe tener un cero µ2. Por lo tanto q1(z) = (z − µ2)q2(z) con algún
polinomio q2 con deg(q2) = n− 2. Si repetimos este proceso n veces, finalmente obtenemos que

p(z) = c(z − µ1)(z − µ2) · · · (z − µn).

Ahora solo tenemos que agrupar todos los términos con el mismo µj y obtenemos la forma (A.1).
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Funciones de números complejos

Es más o menos claro cómo formar un polinomio complejo. También podemos extender a los números
complejos las funciones que admiten una representación mediante series de potencias. Para ello,
recordemos (de algún curso de cálculo) que una serie de potencias es una expresión de la forma

∞∑
n=0

cn(z − a)n (A.2)

donde los cn son los coeficientes y a es el punto donde la serie de potencias está centrada. En nuestro
caso, son números complejos y z es un número complejo. Recordemos que una serie

∑∞
n=0 an se

llama absolutamente convergente si y solo si
∑∞
n=0 |an| is convergent. Puede demostrarse que toda

serie absolutamente convergente de números complejos es convergente. Además, para toda serie de
potencias de la forma (A.2) existe un número R > 0 o R = ∞, llamado el radio de convergencia
tal que la serie converge absolutamente para todo z ∈ C con |z − a| < R y diverge para z con
|z − a| > R. Esto significa que la serie converge absolutamente para todo z en el disco abierto de
radio R centrado en a, y diverge fuera del disco cerrado de radio R centrado en a. Para z en la
frontera, la serie puede converger o divergir. Observe que R = 0 and R =∞ are allowed. Si R = 0,
entonces la serie converge solo para z = a, y si R =∞, entonces la serie converge para todo z ∈ C.

Funciones importantes que conocemos de los números reales y que tienen una serie de potencias
son el seno, el coseno y la función exponencial. Podemos usar su representación mediante series de
potencias para definirlas también para números complejos.

Definición A.5. Sea z ∈ C. Entonces definimos

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1, cos z =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n, ez =

∞∑
n=0

1

n!
zn. (A.3)

Observe que para todo z las series en (A.3) son absolutamente convergentes porque, por ejemplo,

para la serie de la función seno tenemos
∑∞
n=0 |

(−1)n

(2n+1)!z
2n+1| =

∑∞
n=0

1
(2n+1)! |z|

2n+1 es convergente

porque |z| es un número real y sabemos que la serie del coseno es absolutamente convergente para
todo argumento real. Por lo tanto, la serie del seno es absolutamente convergente para todo z ∈ C,
y por lo tanto converge. El mismo argumento muestra que las series del coseno y de la exponencial
son convergentes para todo z ∈ C.

Observación A.6. Como la serie de la función seno contiene solo potencias impares de z, esta es
una función impar y el coseno es una función par porque contiene solo potencias pares de z. En
fórmulas:

sin(−z) = − sin z, cos(−z) = cos z.

A continuación mostramos la relación entre las funciones trigonométricas y la función exponencial.
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Teorema A.7 (Fórmulas de Euler). Para todo z ∈ C tenemos que

eiz = cos z + i sin z,

cos(z) =
1

2
(eiz + e−iz),

sin(z) =
1

2i
(eiz − e−iz).

Demostración. Mostremos la fórmula para eiz. En el cálculo usaremos que i2n = (i2)n = (−1)n and
i2n+1 = (i2)ni = (−1)ni and

eiz =

∞∑
n=0

1

n!
(iz)n =

∞∑
n=0

1

n!
inzn =

∞∑
n=0

1

(2n)!
i(2n)z2n +

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
i(2n+1)z2n+1

=

∞∑
n=0

1

(2n)!
(−1)nz2n +

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
i(−1)nz2n+1 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n + i

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1

= cos z + i sin z.

Observe que el tercer paso requiere una justificación adecuada (véase algún curso de cálculo inte-
gral). Para la demostración de la fórmula para cos z, observamos que de lo que acabamos de probar
se sigue que

1

2
(eiz + e−iz) =

1

2
(cos(z) + i sin(z) + cos(−z) + i sin(−z)) =

1

2
(cos(z) + i sin(z) + cos(z)− i sin(z))

= cos(z).

La fórmula para la función seno se sigue análogamente.

Ejercicio. Sean z, w ∈ C. Muestre lo siguiente.

(i) ez ew = ez+w. Sugerencia. Utilice el producto de Cauchy.

(ii) Utilice las fórmulas de Euler para probar cosα cosβ = 1
2 (cos(α−β)+cos(α+β)), sinα sinβ =

1
2 (cos(α− β)− cos(α+ β)), sinα cosβ = 1

2 (sin(α+ β) + sin(α− β)).

(iii) (cos z)2 + (sin z)2 = 1.

(iv) cosh(z) = cos(iz), sinh(z) = −i sin(iz). En particular, sin and cos no son funciones acotadas
en C.

(v) Muestre que la función exponencial es 2πi periódica.

Representación polar de números complejos

Sea z ∈ C con |z| = 1 y sea ϕ el ángulo entre el eje real positivo y la recta que conecta el origen y z.
Se llama el argumento de z. y se denota por arg(z). Observe que el argumento solo está determinado
módulo 2π. Esto significa que, si sumamos o restamos cualquier múltiplo entero de 2π al argumento,
obtenemos otro argumento válido.
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Re

Im

1

1

z

Re(z)

Im(z)

ϕ
Re

Im

1

1

z

z̃

Re(z)
= |z| cos ϕ

Im(z) = |z| sin ϕ

ϕ

Figura A.2: Imagen izquierda: Si |z| = 1, entonces z = cosϕ+ i sinϕ = eiϕ.
Imagen derecha: Si z 6= 0, entonces z = |z| cosϕ+ i|z| sinϕ = |z| eiϕ.

Entonces el real and imaginary part of z are Re(z) = cosϕ and Im(z) = i sinϕ, y por lo tanto
z = cosϕ + iϕ = eiϕ. Vimos en la Observación 2.5 cómo podemos calcular el argumento de un
número complejo.
Ahora sea z ∈ C \ {0} y nuevamente sea ϕ el ángulo entre el eje real positivo y la recta que conecta
el origen con z. Sea z̃ = z

|z| . Entonces |z̃| = 1 y por lo tanto z̃ = eiϕ. Se sigue que

z = |z| eiϕ . (A.4)

(A.4) se llama la representación polar de z.

Ahora podemos dar una interpretación geométrica del producto de dos números complejos. Sean
z, w ∈ C \ {0} y sean α = arg z y β = argw. Entonces

zw = |z| eiα |w| eiβ = |z| |w| ei(α+β . (A.5)

Esto muestra que el producto zw es el número complejo cuya norma es el producto de las normas
de z y w, y cuyo argumento es la suma de los argumentos de z y w.

Re

Im

z
α

w

β

zw

α+ β

Figura A.3: Interpretación geométrica de la multiplicación de dos números complejos.
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Apéndice B

Soluciones

Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 1

Soluciones de Sección 1.1

(a) No tiene solución.
(b) Infinitas soluciones.
(c) Solución única x = 0, y = 0.
(d) Infinitas soluciones.
(e) No tiene solución.
(f) Infinitas soluciones.

Soluciones de Sección 1.2

1.(a) Solución única. x = 1
2 , y = −30.

1.(b) Solución única. x = 9
7 , y = 2

7 .
1.(c) Infinitas soluciones.
1.(d) Ninguna solución.
1.(e) Infinitas soluciones.
1.(f) Solución única. x = 7

5 , y = 2.

2. k ∈ R \ {19}.
3. k ∈ R \ {8−

√
66, 8 +

√
66}.

Soluciones de Sección 1.4

1. 6.
2. a = 3, b = 1, c = 1.
3. Si y = ax2 + bx+ c es tal parábola,
entonces a+ c = 5

2 y b = − 3
2 .

4. Las opciones posibles son:

t 6= 1
2 , k = 10.

t = 1
2 , k 6= 5.

t = 1
4 , k = 10.

5. 065, 164, 263, 362, 461, 560.
6. 10 clientes eran dueños de perros y 12 de
gatos.
7. 75.
8. Si la velocidad del conductor A es de 57kmh
y la del conductor B es de 49kmh .

El conductor A llega a Villavicencio a
las 6am.

Los dos conductores no se encuentran
en carretera.

Si la velocidad del conductor A es de 19kmh y

la del conductor B es de 70kmh .

El conductor A llega a Villavicencio a
las 10am.

Los dos conductores se encuentran en
carretera a las 9am.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

386

Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 2

Soluciones de Sección 2.1

1.(a)
−−→
PQ =

(−3
1

)
.

1.(b)
√

10.
1.(c)

(
0
−1

)
.

1.(d) − arctan 2
3 .

1.(e) π − arctan 1
3 .

2.(a) Śı forman un paralelogramo.
2.(b) No forman un paralelogramo.
2.(c) Śı forman un paralelogramo.

Soluciones de Sección 2.2

3.(a) Note que hay tres maneras cómo

acercarse a este problema: dos vectores ~a, ~b
son paralelos
1) si y solo si existen escalares µ, λ tal que

µ~a = λ~b;
2) si y solo si 〈~a ,~b〉 = ‖~a‖ ‖~b‖;
3) si y solo si las rectas que generan son
paralelas, es decir, no se intersecan en
exactamente un punto, lo que se puede
verficar con el determinante.

4.(a)(i) α = −2.
4.(a)(ii) α = 2.
4.(a)(iii) α = −2(2±

√
3).

4.(a)(iv) α = 0.
4.(a)(v) No existe tal α.

4.(b) Cuando α→∞ el ángulo entre ~a y ~b
tiende a 3π

4 . Cuando α→ −∞ el ángulo entre

~a y ~b tiende a π
4 .

Soluciones de Sección 2.3

1.(a) proy~a
~b = 11

29
~b, proy~b ~a = 11

10~a.
1.(b) Todos los ~v que son perpendiculares a ~a,
es decir todo los vectores de la forma
~v = t

(−3
1

)
.

1.(c) Todos los ~v = ( xy ) tales que
|x+ 3y| = 2

√
10. Note que son todos los

vectores de la forma ~v = 2
‖~a‖~a+ t

(−3
1

)
.

Observe la relación con los vectores de (ii).
¿Por qué es aśı?
1.(d) No. Śı. No.

Soluciones de Sección 2.4

1.(a)

(
8
16
15
15

)
.

1.(b)
√

210.
1.(c) −50.

1.(d) 1
6
~b.

Soluciones de Sección 2.5

1.(a) 2
√

26.
1.(b)

√
26.

1.(c) Todos los P (x, y, z) tales que

‖ #    –

BC × #    –

BP‖ = 13, es decir,∥∥∥∥( −7+9y−5z
6−9x+3z
−1+5x−3y

)∥∥∥∥ = 13. Por ejemplo,

P ((41±
√

7117)/106, 0, 0) sirve.
2. 188.

3.
√

5
29 .

4. Todos los ~a que son paralelos a
(

3
7
2

)
.

Los que tienen norma 1 son 1√
62

(
3
7
2

)
y

− 1√
62

(
3
7
2

)
.

Soluciones de Sección 2.6

2.(a)(i) No son paralelas.
2.(a)(ii) No tienen ningún punto en común.
2.(a)(iii) P pertenece a L1, P no pertenece a
L2.
2.(a)(iv) x−5

2 = y−2
3 = z−11

4 .
2.(b)(i) No son paralelas.
2.(b)(ii) Se cruzan en exactamente un punto,
a saber en (4, 5,−1).
2.(b)(iii) P pertenece a L1, P no pertenece a
L2.
4.4.a(i) x− y − z = 0.
4.4.a(ii) P no pertenece a E.

4.4.a(iii)
{(

1
0
−1

)
+ t
(

1
−1
−1

)
: t ∈ R

}
.

4.4.b(i) 3x+ 3y − 4z = −1.
4.4.b(ii) P no pertenece a E.
4.4.b(iii) x−1

3 = y
3 = − z+1

4 .
4.4.c(i) 3x+ 2y + z = 4.

Last Change: Di 23. Jun 15:21:41 CEST 2026
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4.4.c(ii) P no pertenece a E.
4.4.c(iii) x = 3t+ 1, y = 2t, z = t− 1, t ∈ R.

Soluciones de Sección 2.7

1.(a) Se intersecan en
(

5
2 , 2, 2

)
.

1.(b) Existen infinitas rectas con dicha
propiedad.
5. E ∩ F es un plano ó es una recta que pasa
por A y B.

Soluciones de Sección 2.9

1. Hint. Es rápido si usa proyecciones.
2. ~b = ( 3

1 ) y ~b =
(−3
−1

)
.

6.(a) Falso.
6.(b) Falso.
6.(c) Verdadero.
6.(d) Verdadero.
9.(a)ii. Colisionan en el punto (7, 10,−1) y en
tiempo t = 2.
9.(b)ii. No colisionan.
9.(b)iii. Las dos estelas se mezclan en el
punto (13, 20,−5).
15.(a) 3

√
6.

16.(c) Q(−3, 5, 5).
16.(d) La distancia obtenida es

√
11.

18.(b) Solo existe un único plano que cumple
tal condición.
19.(a) No.
19.(c) 34x− 5y − 9z = 0 es el único plano con
las propiedades deseadas.
20.(b) λ = µ = 1

2 .
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Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 3

Soluciones de Sección 3.1

1.(a)

(
1 0 1 0
0 1 1 −1

)
.

1.(c)

1 0 0
0 1 2
0 0 0

.

1.(e)

1 0 3 0 5
0 1 2 0 −3/2
0 0 0 1 3/2

.

1.(g)

1 0 0 2
0 1 0 2
0 0 1 −3

.

1.(g)


1 0 0 0 1
0 1 0 0 −3
0 0 1 0 2
0 0 0 1 5

.

2. Los a, b, c ∈ R tales que a− 2b+ c = 0.
3. −x2 + 3x− 2.
5. El rolo pasó 6 d́ıas en Medelĺın, 4 d́ıas en
Villavicencio y 4 d́ıas en Yopal.

Soluciones de Sección 3.2

2.(a)
(
x
y
z

)
= s
(−2

1
0

)
+ t
(

3
0
1

)
.

2.(b)

(
x
y
z
w

)
= s

(
5
6
1
0

)
+ t

(
3
−2

0
1

)
.

2.(c) ( xy ) = t( 4
1 ).

3. r ∈ R− {−3, 2}

Soluciones de Sección 3.3

1.(a) Śı.
1.(b) No.
1.(c) No.
Las soluciones del sistema homogéneo son(
x
y
z
w

)
= t

(
5
−3

5
2

)
2. (a) No tiene solución.
(b) No tiene solución.
3.(a) a ∈ R \ {2,−2}.

3.(b) a = 2.
3.(c) a = −2.

Soluciones de 3.4

1.(e) D =

 0 0
8 5
−6 −3

.

2.(b) No es posible efectuar la multiplicación.

2.(d)

0 −2 5
0 −6 15
0 2 −5

.

2.(f)

 19 −17 34
8 −12 20
−8 −11 7

.

4. A =

(
3 5
1 2

)
.

6.

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
.

7. a = d, c = 0.

Soluciones de Sección 3.5

3. Una solución particular al sistema A~x = ~b
usando la inversa a derecha es

~x =

 4 −3
0 0
−1 1

~b.
Soluciones de Sección 3.6

1.a) 1
12

(
6 −3
2 1

)
.

1.e) No tiene inversa.

1.f) 1
9


21 −3 −3 −6
4 −1 −4 1
−1 −2 1 2
−15 6 6 3

.

1.h)

1 0 0
0 −1/5 0
0 0 3

.

2.
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(i) Solo tiene solución trivial.

(ii) Tiene solución no trivial.

3. A tiene inversa si a 6= 2,−2 y en tal caso

A−1 =

 0 1 0
1

4−a2
2−a2

2(a2−4)
a2

2(a2−4)
1
a2 − 4 1

a2−4
−2
a2−4

.

5. 1 0 0
0 cosϑ sinϑ
0 − sinϑ cosϑ

 .

Soluciones de Sección 3.7

2. α = 3
2 , β = 7

2 .
3.

(a) No.

(b) Śı.

(c) No.

(d) Śı.

4. No se puede concluir que AB es simétrica.

Soluciones de Sección 3.8

1.a) Śı. 1.c) No. 1.f) No.

3.a) Q21(−2)

(
2 −3
0 0

)
.

3.(c) Q21(5)P23Q21(2)

1 0 0
0 1 3
0 0 0

.

4.b) E = Q31(−4).
4.c) E = P13.
4.e) E = Q12(3).

Soluciones de Sección 3.10

2. − 7
2x + 11

2(x−2) −
7

(x−2)2 .

7.

 5
3/2
3

.

10. La matriz B no es invertible. La matriz D

es invertible y D−1 = 1
57

 3 15 −6
−12 −3 24

15 −1 −11

.

24. X = 1
19

(
50 29
−29 36

)
.
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Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 4

Soluciones de Sección 4.1

1. (a) -4,
1. (c) 47,
1. (e) 6,
1. (g) 96.

Soluciones de Sección 4.2

1. −3/5, −1, −1.
2. 18.
3. Para todo a ∈ R la matriz tiene inversa.
6.(a) 1 y −1.
6.(b) 0 y 1.
7. Hint. Use que A es invertible.

Soluciones de Sección 4.3

2. 0.
3. 3.
4. Elija por ejemplo P como punto inicial y

desarrolle det[
−−→
PQ,

−→
PR]. Compare con el

determinante de la fórmula dada.

Soluciones de Sección 4.4

1.b) x = 10
7 , y = 26

7 , z = − 4
7 .

1.d) x = 21
29 , y = 171

29 , z = − 284
29 , w = − 182

29 .

2.b) 1
14

 3 −6 2
2 10 −8
−1 2 4

.

2.d)


1 0 2 0
−1 1 2 −2

1 0 −3 3
2 −2 −2 3

.

3. − 4
37 .

5. Use la relación entre A y adjA.

Soluciones de Sección 4.6

2. t ∈ R \ {0,− 1
3 ,−2}.

4.c) Es invertible y su inversa es

1
38


1 −69 10 27
8 18 4 −12
7 11 −6 −1
−11 −1 4 7

.

9. (−1)n+1b1.
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Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 5

Soluciones de Sección 5.1

2. Śı es espacio vectorial.
4. No es espacio vectorial.
6. Śı es espacio vectorial.
7. Śı es espacio vectorial.
9. Śı es espacio vectorial.
10. No es espacio vectorial.
13. Śı es espacio vectorial.

Soluciones de Sección 5.2

1. Śı es subespacio de V .
3. Śı es subespacio de V .
5. Śı es subespacio de V .
7. No es subespacio de V .
8. No es subespacio de V .
11. Śı es subespacio de V .
14. Śı es subespacio de V .

17.(b) W1 ∩W2 =

{(
0 a
a 0

)
: a, b ∈ R

}
.

Soluciones de Sección 5.3

2.

 0
1
−1

.

4. {1, x, x3}.
6. {2x3 − 3x2 + x, 1}.

8.


1

0
3

 ,

0
1
2

 ,

1
1
5


9.


2

3
1
3

 ,

6
9
1

.

14.(a) Son linealmente dependientes.
14.(c) Son linealmente dependientes.
14.(e) Son linealmente independientes.
14.(g) Son linealmente dependientes.
16. El conjunto dado es linealmente
dependiente y su generado es el plano
x− y + z = 0
20.(a) Falso.
20.(c) Verdadero.

20.(d) Verdadero.

20.(e) Verdadero.

Soluciones de Sección 5.4

2.(b) Tiene dimensión 3.

2.(e) Su dimensión es 0.

2.(f) Tiene dimensión 2.

2.(g) Tiene dimensión 2.

3.(a) El conjunto dado es linealmente
dependiente.

3.(b) El conjunto dado śı es base de W .

3.(c) El conjunto dado es base de R4.

3.(d) El conjunto dado solo tiene dos vectores.

3.(e) El conjunto dado es linealmente
dependiente.

4. Una base del subespacio dado es


2
0
0
−1

 ,


0
4
0
3

 ,


0
0
1
0


.

6. Hint. Si tiene una base de E, completela a
una base de R3 con el vector normal del
plano.

10. α ∈ R− {−1, 2}.
11.(c) Śı existen. Hint. Modifique un poco la
base canónica de Pn.

Soluciones de Sección 5.5

1. U ∩ V = span




7
−3

0
1




U + V = {~x ∈ R4 : 〈~x , (−2,−1, 1, 1)〉 = 0} y
dim(U + V ) = 3.

3. La suma de V y W no es directa.

4. Hint. Recuerde cuánto valen
dimMsym(3× 3) y dimMasym(3× 3).

5. (a) No.

5. (b) Śı.

Last Change: Di 23. Jun 15:21:41 CEST 2026
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Soluciones de Sección 5.7

1.(a) Śı es subespacio.
1.(d) Śı es subespacio.
1.(f) No es subespacio.
1.(h) Śı es subespacio.
1.(j) No es subespacio.
4. No.
5. No.
26.(b) n2 − n.
26.(d) 5.
29.(a) Śı.
29.(c) No.
29.(a) Śı.
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Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 6

Soluciones de Sección 6.1

2. No es transformación lineal.
4. Śı es transformación lineal.
6. Śı es transformación lineal.
8. Śı es transformación lineal.
10. Śı es transformación lineal.
12. Śı es transformación lineal.
14. No es transformación lineal.
15. 4. ImT, kerT son ambos el eje x.
15. 6. ImT es el plano x+ y − z = 0 y

kerT = span




6
4
0
1

 ,


−6
−3

0
1


.

15. 8. ImT = span{x3, 1} y

kerT = span


 6

2
−1

.

15.)10. ImT = M(2× 2) y kerT = {O2×2}.
15.)12. ImT = R y kerT son las matrices de

la forma

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 −(a11 + a22)


17. ImT = span{~w} y
kerT = {~x ∈ Rn : ~x ⊥ ~w}.
20. No existe.

Soluciones de Sección 6.2

2.(a) ImT es el plano x− 2z = 0 y

kerT = span


 1

0
−2

.

2.(b) ImT = R3 y kerT = span




1
−1

1
2


.

2.(c) ImT = span




1
5
2
1
0

 ,


−1

4
−3

0
2


 y

kerT = span


 1

1
−1

.

2.(d) ImT = span{~w} y kerT es el plano
x+ 3y − z = 0.

5. Observe que ImA = Rm.

7. Hint. Recuerde que
dim ImA+ dim kerA = n.

Soluciones de Sección 6.3

2. [p(X)]B =

 b− a
b

c− 2b+ a

.

3.(a) Recuerde que sinhx = ex−e−x

2 ,

coshx = ex+e−x

2 .

3.(b) A =

1 0 0
0 1/2 −1/2
0 1/2 1/2



4. [a+ bX + cX2]B =

c+ b+ a
2c+ b
c

.

6. ABϑ→can =

(
cosϑ sinϑ
− sinϑ cosϑ

)
y

Acan→Bϑ
=

(
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

)
.

8.(a)

[(
−3
√

3
−3

)]
Bϑ

=

(
−3
0

)
.

8.(b)

(
1
−1

)
Bϑ

=

(√
2

0

)
.

9. Hint. Use la relación
ABϑ1

→Bϑ2
= ABϑ1

→canAcan→Bϑ2
.

Soluciones de Sección 6.4

1. 4.

(
0 1
0 0

)

1. 6.

1 −1 2 3
0 1 4 3
1 0 6 6

.

Last Change: Di 23. Jun 15:21:41 CEST 2026
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1. 8.


0 1 2
0 0 0
0 0 0
1 −3 0

.

1. 10.


2 0 0 0
4 1 0 0
0 0 2 0
0 0 4 1

.

1. 12.
(
1 0 0 0 1 0 0 0 1

)
.

2.(a)


−1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 3

.

2.(e) (1, 1
2 ,

1
3 , . . . ,

1
n+1 ).

3.(b)

(
1 0 1
0 3 1

)
.

3.(d)

(
0 4/5 2/5
3 7/5 16/5

)
.

4.(a) Hint. Suponga una combinación lineal
de vectores de B igualada a 0, evalúe en
x = 0, x = π.

4.(b) [D]B =


0 1 1 0
−1 0 0 1
0 0 0 1
0 0 −1 0

.

8.(a) ~w = (4,−3, 0, π)t.

8.(b) ~w = (19,−18, 3,−5)t.

Soluciones de Sección 6.6

22.(b) Se cumple para los polinomios con
coeficiente independiente cero.
22.(c) Se cumple para los polinomios en P3.
23. Hay varias opciones, la más natural es
considerar T~x = 〈~x , ~w〉.
24.(a) Observe que si n = 2 entonces
dim kerϕ = 1 y si n = 3 entonces
dim kerϕ = 2.
24.(b) Elija ϕ tal que su kernel (que es una
recta) no pase por ninguno de los vectores
dados.
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Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 7

Soluciones de Sección 7.1

1.(a) No es base ortonormal de V

1.(c) Śı es base ortonormal de V .

1.(d) Śı es base ortonormal de V .

2. a = − 5
8 , b = − 21

8 .

4.(d) Hint. Escoja una base ortonormal del
plano 3x+ 2y + 5z = 0.

5. Falso.

Soluciones de Sección 7.2

1. La matriz

cosϑ − sinϑ 0
sinϑ cosϑ 0

0 0 1

 rota en un

ángulo ϑ el plano xy.

2. Hint. Recuerde que AB→can es ortogonal.

4.(a) Falso.

4.(a) Verdadero.

Soluciones de Sección 7.3

1.(a) span

{(
5
1

)}
.

1.(c) La recta t

7
5
1

.

1.(d) Una base del complemento ortogonal es

−5

3
1
0

 ,


−7

5
0
1


.

3.(a)

(
3
5

)
= −

(
1
−1

)
+ 4

(
1
1

)
. Una base

ortonormal de W⊥ es

{
1√
2

(
1
1

)}
.

3.(c)

 10
−1

6

 =

 10
−1

6

+

0
0
0

. Una base

ortonormal de W⊥ es


1

0
0

 , 1√
37

 0
1
−6

.

Soluciones de Sección 7.4

1. 5√
6
.

2.
√

59.
3.(b) T (~x) = ~x− 2 proyL⊥ ~x.

4.(a) [PW ]B =

(
idk Ok×(n−k)

O(n−k)×k O(n−k)×(n−k)

)
4.(c) Recuerde como se expresa [PW ]can en
términos de [PW ]B.
4.(c) No hace falta hacer cuentas, aplique el
inciso anterior.

Soluciones de Sección 7.5

1. Partiendo de la base


 1

0
−1

 ,

1
1
0

 se

obtiene:

 1√
2

 1
0
−1

 , 1√
6

1
2
1

.

2. Sea W el generado de


1
0
1
0

,


2
−1

0
1

.

Encuentre una base para W⊥ y aplique
Gram-Schmidt en la base dada de W y en la
base obtenida de W⊥.

3. proyW ~v = 1
2


0
1
2
1

 y la distancia de ~v a W

es 1√
2
.

4. Observe que dim ImA = 3 y una base de

ImA es




1
3
2
7

 ,


1
1
0
−1

 ,


2
1
−1
1


.

Aplicando Gram-Schmidt se obtiene 1
3
√

7


1
3
2
7

 , 1√
35


11/3

4
1/3
7/3

 , 1√
15


2
−1
3
1


.
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Soluciones de Sección 7.8

2. dimU = dimU⊥ = 2. Una base para U⊥ es


1
−2
1
0

 ,


2
−3
0
1


.

(a)3 1
14

13 −2 −3
−2 10 −6
−3 −6 5

.

(b)3 1
4


3 1 1 −1
1 1 1 1
1 1 1 1
−1 1 1 3

.

5. Una base ortonormal para U⊥ es

1√
17




4
0
0
−1

 ,


0
1
0
0

 , 1√
357


2
0

−17
8


.
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Soluciones de algunos ejercicios del Caṕıtulo 8

Soluciones de Sección 8.1

1. Al reducir la matriz se obtiene la identidad.
2. Una base ortonormal para ImA es 1√

28

1− i
3i

4 + i

 y una base ortonormal para

kerA es

 1√
2

−i1
0

 , 1√
17

−2− 2i
−2 + 2i

1

.

4. a = 1, b = 0, c = 0, e = 2, f = −2.
6.(a) Śı.
6.(b) No.
7.(c) La afirmación del inciso (b) en Cn no es
válida.

Soluciones de Sección 8.2

3.(a) Falsa.
3.(b) Falsa.
3.(c) Falsa.
5.(c) Use que B = CAC−1 y la propiedad del
inciso (b).
5.(d) Observe que las entradas de la diagonal
de AtA son las normas al cuadrado de los
vectores columna de A.

Soluciones de Sección 8.3

2. Su polinomio caracteŕıstico es λ4.
3. El polinomio caracteŕıstico de D es
(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3)(λ− 4).
4. Si empieza diagonalizando A se obtiene

A = 1
3

(
1 −1
1 2

)(
2 0
0 5

)(
2 1
−1 1

)
.

5. Los valores propios de T son 1 y −1.
6. Resuelva la ecuación diferencial y = λy′

sujeta a la condición inicial y(0) = 0.
8. Si λ es valor propio de A, existe ~x 6= 0 tal
que A~x = λ~x. Multiplique por A−1.
10. Observe que ~x 6= 0 es un vector propio de
T si ~v × ~x = λ~x. ¿Para cuáles λ la igualdad
anterior es cierta?
11. Vea el ejercicio 4.(a) de la sección 7,4
13.(b) El polinomio caracteŕıstico de A es λn.

14. Los valores propios de A son 0 y 1.

16. Si A no es diagonalizable la afirmación es
falsa.

Soluciones de Sección 8.4

3.(a) No.

3.(a) Śı.

4. Las tres afirmaciones son falsas.

5. A20 = id3x3

6. k 6= 5t ó t = 5, k = 25.

7. Exprese A = QDQ−1 donde D es la matriz
de valores propios de A, por ende
(A− d1 idn)(A− d2 idn) . . . (A− dk idn) =
Q(D−d1 idn)(D−d2 idn) . . . (D−dk idn)Q−1.

9.(c) Si no suponemos que C 6= O2×2 la
conclusión de 9.(b) es falsa.

Soluciones de Sección 8.5

2.(a) Los valores propios de A son 1 y 2.

2.(b) E1 = span


 0

3
−4

 y E5 es el plano

3y − 4z = 0.

3. A =
1
3

(
1 + i 1

1 −1 + i

)(
8 0
0 −1

)(
1− i 1

1 −(1 + i)

)
.

5. Escoja una base ortonormal de L⊥ y
complétela a una base de R3 con un vector
unitario de L. La representación matricial de

T en esta base será

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


6. Use el teorema 8.56*

7.(a) Use el teorema 8.56

7.(b) Use el teorema 8.56 y el ejercicio 8. de
la sección 8.1.
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Álgebra Lineal, M. Winklmeier



D
R
A
F
T

398

Soluciones de Sección 8.6

1.(a) (x′)2 + 11(y′)2 = 4 con ejes de rotación

1√
10

(
1
3

)
, 1√

10

(
−3

1

)
.

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

x′

y′

2

2√
11

1.(d) −(x′)2 + 3(y′)2 = 6 con ejes de rotación

1√
5

(
1
2

)
, 1√

5

(
−2
1

)
y aśıntotas

y = −(1+2
√

3)

2−
√

3
x, y = 2

√
3−1

2+
√

3
x.

x

y
x′

y′

1.(e) 5(y′)2 = 4 con ejes de rotacion

1√
5

(
−2
1

)
, 1√

5

(
1
2

)
.

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

x′

y′

1.(g) 4(x′)2 + 6(y′)2 = −4.
3. 3x2 − 4

√
3xy + 7y2 = 9

Soluciones de Sección 8.8

6.(b) Los autovalores de A son 4, 7, 10.

9. D =

(
0 0
0 5

)
y eA = C−1

(
1 0
0 e5

)
C.

10.(a) Los valores propios de Φ son 1 y −1 y
los espacios propios son Msym(n× n),
Masym(n× n).
10.(b) El único valor propio de T es 3 con
espacio propio asociado span{1}.
10.(c) Los valores propios son 1,−1 y los
espacios propios son el plano x+ 2y + 3z = 0

y la recta t

1
2
3

.

11.c Los autovalores de T son los valores de la
forma −k

2π2

L2 donde k ∈ N y para cada −k
2π2

L2 ,

su espacio propio es span{sin k2π2

L2 t}.

Last Change: Di 23. Jun 15:21:41 CEST 2026
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pA, 337
proyU ~v, 300
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span, 184
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v̂, 48
~v‖, 42
~v⊥, 42

adjunta
matriz (adjoint), 326
matriz (adjugate), 158

af́ın
subespacio, 177

ángulo entre ~v y ~w, 37
ángulo entre dos planos, 61
antisimétrica, 122
aplicación lineal, véase transformación lineal
aproximación por mı́nimos cuadrados, 308
argumento de un número complejo, 383
aumantada

matriz de coefficientes, 13, 80

base, 198
cambio de, 249
estándar de Rn, 199
estándarestandar de Pn, 199

base ortogonal, 285
biyectiva, 229

cambio de bases, 249
cambio de coordenadas

matriz, 252
campo, 380
cofactor, 141
combinación lineal, 184
complemento ortogonal, 293, 293
componente de una matria, 13
composición de funciones, 101
conjugado complejo, 379
conjunto vaćıo, 185, 187, 189, 199, 202

desigualdad de Cauchy-Schwarz, 39, 324
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desigualdad de Hölder, 324
desigualdad triangular, 33, 39, 324
determinante, 20, 140

expansión a lo largo de la késima
fila/columna, 142

expansión de Laplace, 142
fórmula de Leibniz, 140
regla de Sarrus, 144

diagonal, 122
diagonalizable, 331
diagonalización ortogonal, 353
diagrama, 264, 336

conmutativo, 264
dimensión, 202
distancia de ~v a un subespacio, 302

ecuación simétrica, 58
ecuación vectorial para rectas, 56
ecuaciiones paramétricas, 57
ejes principales, 361
elemental

matriz, 124
eliminación gaussiana, 85
eliminación de Gauß-Jordan, 85
entrada, 13
epacio vectorial, 167
equivalente por filas, 85
escalar, 28
espacio columna, 240
espacio fila, 240
espacio nulo, 229
espacio propio, 334
espacio vectorial, 31

generado, 184
intersección, 210
polinomios, 182
subespacio, 174
suma, 210
suma directa, 210

expansión a lo largo de la késima
fila/columna, 142

expansión de Laplace, 142

fórmula de Leibniz, 140
fórmulas de Euler, 382
fila, 13
finitamente generado, 187

forma escalonada por filas, 83
forma escalonada reducida por filas, 83
forma normal

plano, 60
recta, 58

forma vectorial de la solucións, 89

generador, 184
Gram-Schmidt, 304

hiperplano, 55, 207

idempotente, 154
identiadad aditiva, 381
identidad aditiva, 31, 167
identidad multiplicativa, 381
imagen de una aplicación lineal, 230
inversa, 116
inversa por la derecha, 111
inversa por la izquierda, 111
inverso aditivo, 169
invertible, 110
inyectiva, 229
isometŕıa, 291

lado derecho, 12, 79
linealmente dependente, 189
linealmente independente, 189
longitud de un vector, véase norma de un

vector

módulo, 379
magnitud de un vector, véase norma de un

vector
matrices semejantes, 329
matrix

orthogonal, 153
matrix inversa

2×, 118
matriz, 80

adjunta (adjoint), 326
adjunta (adjugate), 158
antisimétrica, 122
cambio de coordenadas, 252
coefficientes, 80
cofactor, 141
cuadrada, 80
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diagonal, 122
diagonalizable, 331
elemental, 124
equivalente por filas, 85
espacio columna/fila, 240
forma escalonada por filas, 83
forma escalonada reducida por fila, 83
hermı́tica, 326, 353
idempotente, 154
inversa por la derecha, 111
inversa por la izquierda, 111
inversea, 116
invertible, 110
menor, 141
mulitplicación por un vector, 95
producto, 103
producto por escalar, 102
simétrica, 122
simétrica, 353
singular, 110
suma, 101
transición, 252
transpuesta, 120
triangular inferior, 122
triangular superior, 122
unitaria, 326

matriz de cambio de coordenadas, 252
matriz de coefficientes, 80

aumentada, 80
matriz de coefficientes aumentada, 13, 80
matriz de coefficientes matrix, 13
matriz de transición, 252
matriz elemental, 124
matriz hermı́tica, 326
matriz ortogonal, 289
menor, 141
multiplicidad

algebraica, 339
geométrica, 334

multiplicidad algebraica, 339
multiplicidad geométrica, 334
mı́nimos cuadrados

aproximación, 308

número complejo, 379
norma, 379

norma de un vector, 32, 47, 322
nulidad, 232
núcleo, 229

ONB, 285
operaciones elementales de filas, 81
operacions de filas, 81
operador lineal, véase transformación lineal
ortogonal

base, 285
complemento, 293
matriz, 153, 289
proyección, 299

ortogonalización, 304

paraleleṕıpedo, 53
paralelogramo, 52
parte imaginaria de z, 379
parte real de z, 379
permutación, 139
pivote, 83
plano, 55, 207

ángulo entre dos planos, 61
forma normal, 60
vector normal, 60

plano complejo, 379
polinomio caracteŕıstico, 337
proceso de Gram-Schmidt, 304
producto

interno, 47, 322
producto cruz, 49
producto de vector en R2 por escalar, 30
producto escalar, 35, 47, 322
producto interno, 35, 47, 322
producto punto, 35, 47, 322
producto vectorial, 49
proyección ortogonal, 299, 300
proyección ortogonal en R2, 42
proyección ortogonal en Rn, 48, 300, 323
proyección ortogonal sobre un plano en R3,

270

radio de convergencia, 382
rango, 230, 232
recta, 55, 207

ecuación simétrica, 58
ecuación vectorial, 56
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ecuaciiones paramétricas, 57
froma normal, 58
vector directior, 56

reflexión en R3, 270
reflexión in R2, 269
relación de equivalencia, 329
renglón, 13
representación polar de un número complejo,

384
representación matricial de una

transformación lineal, 262

Sarrus
regla de, 144

sesquilineal, 323
signo de una permutación, 139
simétrica

matriz, 122
sistema

ortogonal, 284
ortonormal, 284

sistema lineal, 79
consistente, 80
homogéneo, 92
inhomogéneo, 92

sistema ortogonal, 284
sistema ortonormal, 284
sobreajuste, 314
sobreyectiva, 229
solución

forma vectorial, 89
solución trivial, 92, 188
span, 184
span lineal, 184
subespacio, 174

af́ın, 177
subespacio propio, 174
subespacio trivial, 175
sum directa, 210
suma de funciones, 101
suma directa, 206
suma vectorial en R2, 30
systema lineal, 12

consistente, 12
homogéneo, 12
inhomogéneo, 12

solución, 12

Teorema de Pitágoras, 301, 323
transformaciones lineales

representación matricial, 261
transformación lineal, 227

representación matricial, 262
transpuesta

matriz, 120
traza, 333, 338
triangular inferior, 122
triangular superior, 122

unidad imaginaria, 379
uno a uno, 229

valor propio, 331, 333
variables libres, 87
vector, 31

en R2, 27
norma, 32, 47, 322
ortogonal, 37
perpendicular, 37
unitario, 33

vector directior, 56
vector normal de un plano, 60
vector propio, 331, 333
vector unitario, 33
vectores

ortogonales, 323
paralelos, 37
perpendiculares, 323

vectores ortogonales, 37, 323
vectores perpendiculares, 323
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