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Este texto surgié de notas de clase del curso MATE-1105, que he dictado varias veces en la Uni-
versidad de los Andes, Bogota. Es una clase dirigida a estudiantes de carreras distintas de las
matematicas. Aunque no es un texto pensado principalmente para mateméticos, intenté incluir
pruebas de todos los teoremas, junto con motivaciones y explicaciones adicionales. Espero que las
pruebas ayuden a aclarar por qué las cosas funcionan como funcionan. El texto también contiene
muchos ejemplos resueltos. Se recomienda al estudiante revisarlos cuidadosamente y producir sus
propias soluciones. Para entender bien los temas presentados en el texto, es importante practicar
los contenidos de cada seccién con los ejercicios al final de cada seccion, y luego con los ejercicios
al final de cada capitulo. A lo largo del texto hay recuadros con preguntas que tal vez van un poco
mas alld de un ejercicio. Cada seccién termina con una lista de temas que el estudiante debe haber
entendido al finalizar la seccién. Una buena préctica de estudio puede ser redactar un breve resumen
del material presentado en cada seccién, a lo mejor con ejemplos propios.

Quiero agradecer a todos los estudiantes y colegas, entre ellos John Goodrick y Otaivin Martinez,
que me dieron retroalimentacion, senalaron errores e inconsistencias, y ofrecieron sugerencias valio-
sas sobre cémo mejorarlas. Agradezco especialmente el trabajo de Mateo Bahos, quien leyé todo el
manuscrito y aporté muchos ejercicios que seguramente seran ttiles para los lectores.

Considero que estas notas de clase siguen siendo un trabajo en curso. Si encuentra errores o tiene
sugerencias, por favor no dude en contactarme.

Bogotd, agosto de 2026.
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Chapter 1. Introduccion 7

Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo sirve como introduccién a los temas principales del dlgebra lineal, a saber, el problema
de resolver sistemas de ecuaciones lineales con varias incégnitas. No solo nos interesa una forma
eficiente de encontrar sus soluciones, sino que también queremos entender cémo podrian verse las
soluciones y qué podemos decir acerca de su estructura. Para esto ultimo, serd crucial encontrar
una interpretacién geométrica de los sistemas de ecuaciones lineales. En este capitulo utilizaremos
la estrategia de “resolver e insertar” para resolver sistemas lineales. Un formalismo sistemético y
eficiente se dara en el Capitulo 3.

Todo lo que discutimos en este capitulo aparecera de nuevo mas adelante, de modo que puede leerlo
réapidamente o incluso omitir (partes de) él.

Un sistema lineal es un conjunto de ecuaciones para cierto numero de incégnitas que deben satis-
facerse simultdneamente y en las cuales las incégnitas aparecen tnicamente de manera lineal. Si el
ntimero de ecuaciones es m y el nimero de incégnitas es n, entonces lo llamamos un sistema lineal
m X n. Tipicamente las incégnitas se llaman z,y,2z o x1,22...,x,. El siguiente es un ejemplo de
un sistema lineal de 3 ecuaciones con 5 incégnitas:

T14+Tot+ T3+ T4 +25=3, 221 +3x2—dr3+x24=1, 31 —8x5=0.
Un ejemplo de un sistema no lineal es
T1To+ T3+ T4 +25=3, 2x1+3x2—bdx3+x4=1, 321 —8x5=0

porque en la primera ecuacién tenemos un producto de dos de las incégnitas. También expresiones
como z2, ¥z, zyz, x/y o cosz hacen que un sistema sea no lineal.

Ahora discutamos brevemente el caso no trivial méas simple: un sistema que consiste en una ecuacion
lineal con una incognita x. Su forma mas general es

ar=1b (1.1)

donde a y b son constantes dadas y queremos encontrar todos los z € R que satisfacen (1.1).
Claramente, la solucién de este problema depende de los coeficientes a y b. Tenemos que distinguir
varios casos.

Caso 1. a # 0. En este caso, hay exactamente una solucidn, a saber x = b/a.
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Caso 2. a =0, b # 0. En este caso, no hay ninguna solucién porque, cualquiera que sea el valor
que elijamos para x, el lado izquierdo az siempre sera cero y por lo tanto no puede ser igual a b.

Caso 3. a = 0, b = 0. En este caso, hay infinitas soluciones. De hecho, todo = € R resuelve la
ecuacion.

Asi vemos que, ya en este caso simple, tenemos tres tipos muy diferentes de solucion del sistema
(1.1): ninguna solucién, exactamente una solucién o infinitas soluciones.

Ahora consideremos un sistema de una ecuacion lineal con dos incdgnitas x,y. Su forma mas general
es

ax + by = c. (1.17)

Aqui, a, b, c son constantes dadas y queremos encontrar todos los pares z,y de modo que la ecuacién
se satisfaga. Por ejemplo, sia = b = 0y ¢ # 0, entonces el sistema no tiene soluciéon, mientras que si,
por ejemplo, a # 0, entonces hay infinitas soluciones porque, sin importar cémo elijamos y, siempre

podemos satisfacer el sistema tomando = = (¢ —y).

Question 1.1

i Es posible que el sistema tenga exactamente una solucién?
(Vuelva a esta pregunta después de haber estudiado el Capitulo 3.)

La forma general de un sistema de dos ecuaciones lineales con una incégnita es
a1x =by, asx = by
y la de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas es
a11% + @12y = €1, A1 + A2y = C2

donde aq, as, b1, ba, respectivamente a11, a12, a1, ass, ¢1, co son constantes y x, respectivamente x, v,
son las incégnitas.
Question 1.2

Puede encontrar ejemplos para los coeficientes de tal manera que los sistemas tengan

(1) ninguna solucién, (11) exactamente dos soluciones,

(11) exactamente una solucién, (1v) infinitas soluciones?

;Puede tal vez incluso dar una regla general para cuando ocurre cada comportamiento?
(Vuelva a esta pregunta después de haber estudiado el Capitulo 3.)

Antes de discutir sistemas lineales generales, discutiremos en este capitulo introductorio el caso
especial de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Aunque este es un tipo muy
especial de sistema, exhibe muchas propiedades de los sistemas lineales generales y aparece muy
frecuentemente en la practica.
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Chapter 1. Introduccion 9

1.1. Ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales; matrices
de coeficientes

Comencemos con algunos ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales.

Ejemplo 1.1. Suponga que un concesionario vende motocicletas y carros. En total tiene 25 vehicu-
los en su tienda, con un total de 80 ruedas. ; Cudntas motocicletas y carros hay en la tienda?

Soluciéon. Primero damos nombres a las cantidades que queremos calcular. Entonces sea M =
nimero de motocicletas, C' = ntimero de carros en el concesionario. Si escribimos la informacién
dada en el ejercicio en férmulas, obtenemos

@ M+ C =25, (ntimero total de vehiculos)
® 2M +4C = 80, (ntmero total de ruedas)

ya que suponemos que cada motocicleta tiene 2 ruedas y cada carro tiene 4 ruedas. La ecuacién (1)
nos dice que M = 25 — C. Si insertamos esto en la ecuacién (2), encontramos

80=2(25—-C)4+4C=50-2C+4C=50+2C = 2C0=30 = C=15.

Esto implica que M = 25— C = 25—15 = 10. Observe que en nuestros cdlculos y argumentos, todas
las flechas de implicacién van “de izquierda a derecha”, de modo que lo que podemos concluir en
este momento es que el sistema tiene un unico candidato posible para una solucion y este candidato
es M = 10, C' = 15. No hemos mostrado (todavia) que realmente sea una solucién. Sin embargo,
al insertar estos nimeros en la ecuacién original vemos facilmente que nuestro candidato si es una
solucién.

Entonces la respuesta es: hay 10 motocicletas y 15 carros (y no hay otra posibilidad). o
Agreguemos una ecuacién mas al sistema.

Ejemplo 1.2. Suponga que un concesionario vende motocicletas y carros. En total tienen 25 vehicu-
los en su tienda, con un total de 80 ruedas. Ademas, la tienda los organiza en 7 areas distintas de
la tienda, de modo que en cada drea hay ya sea 3 carros o 5 motocicletas. ;Cuantas motocicletas y
carros hay en la tienda?

Solucién. De nuevo, sea M = ntumero de motocicletas, C' = nimero de carros. La informacién del
ejercicio conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

@ M+ C =25, (ntimero total de vehiculos)
® 2M 4+ 4C = 80, (ntimero total de ruedas)
® M/5+C/3=T. (ntimero total de dreas)

Como en el ejercicio anterior, obtenemos de (D) y 2) que M = 10, C' = 15. Claramente, esto también
satisface la ecuacién 3). Asi que de nuevo la respuesta es: hay 10 motocicletas y 15 carros (y no
hay otra posibilidad). o
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10 1.1. Ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales; matrices de coeficientes

Ejemplo 1.3. Suponga que un concesionario vende motocicletas y carros. En total tienen 25 vehicu-
los en su tienda, con un total de 80 ruedas. Ademas, la tienda los organiza en 5 areas distintas de
la tienda, de modo que en cada drea hay ya sea 3 carros o 5 motocicletas. ;Cuantas motocicletas y
carros hay en la tienda?

Solucién. De nuevo, sea M = nimero de motocicletas, C' = nimero de carros. La informacién del
ejercicio da las siguientes ecuaciones:

@ M+ C =25, (ntmero total de vehiculos)

® 2M + 4C = 80, (ntimero total de ruedas)

® M/5+C/3= 5. (ntimero total de &reas)
Como en el ejercicio anterior, obtenemos que M = 10, C' = 15 usando uUnicamente las ecuaciones
D y @. Sin embargo, esto no satisface la ecuacién (3); por lo tanto no hay forma de elegir M y C

de tal manera que las tres ecuaciones se satisfagan simultaneamente. Por consiguiente, una tienda
como la de este ejemplo no existe. o

Ejemplo 1.4. Suponga que un parque zooldgico tiene aves y gatos. El conteo total de patas de los
animales es 60. Alimentar un ave toma 5 minutos; alimentar un gato toma 10 minutos. El tiempo
total para alimentar a los animales es 150 minutos. ;Cuantas aves y gatos hay en el zoolégico?

Solucién. Sea B = numero de aves, C' = numero de gatos en el zooldgico. La informacién del
ejercicio se traduce a las siguientes ecuaciones:

O 2B+ 4C = 60, (ntimero total de patas)
®) 5B + 10C' = 150, (tiempo total de alimentacién)

La primera ecuacién da B = 30 — 2C'. Al insertar esto en la segunda ecuacidn, se obtiene
150 = 5(30 — 2C') + 10C = 150 — 10C + 10C = 150

lo cual siempre es verdadero, independientemente de la eleccién de B y C'. De hecho, por ejemplo
B=10,C=100B=14,C =8, 0 B =0, C' =15 son soluciones. Concluimos que la informacién
dada en el ejercicio no es suficiente para calcular el nimero de animales en el parque zoolégico. ¢

Observacién. La razén de esto es que ambas ecuaciones (1) y (2) son en esencia la misma ecuacién.
Si dividimos la primera por 2 y la segunda por 5, entonces terminamos en ambos casos con la
ecuacién B+2C = 30, de modo que ambas ecuaciones contienen exactamente la misma informacioén.

Algebraicamente, el sistema lineal tiene infinitas soluciones. Pero nuestras variables representan
animales y estos solo aparecen en cantidades enteras no negativas, asi que tenemos las 16 soluciones
diferentes B = 30 — 2C donde C € {0, 1, ..., 15}.

Damos algunos ejemplos mas.
Ejemplo 1.5. Encuentre un polinomio P de grado a lo sumo 3 con

P0)=1, P(1)=17 P(0)=3, P'(2)=23 (1.2)
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Chapter 1. Introduccion 11

Solucién. Un polinomio de grado a lo sumo 3 queda determinado si conocemos sus 4 coeficientes.
En este ejercicio, las incégnitas son los coeficientes del polinomio P. Si escribimos P(r) = ax® +
Bx? + yx + §, entonces tenemos que encontrar a, 3,7,d tales que (1.2) se satisfaga. Observe que
P'(z) = 3ax? + 2Bz + 7. Por lo tanto (1.2) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones:

Pl = 7, 6: 77
/() — ©) a+ B+v+

P(0) = 3, ® Yy =3
P'(2) = 23. @ 120+48+~v =23.

Claramente, 6 = 1 y v = 3. Si insertamos esto en las ecuaciones restantes, obtenemos un sistema
de dos ecuaciones para las dos incognitas «, (:

@ a+ B= 3,
12a 4 48 = 20.

De (2) obtenemos 3 = 3—a. Si insertamos esto en (4°), obtenemos que 20 = 12a+4(3—a) = 8a+12,
es decir, a = (20 — 12) /8 = 1. Asf, la tinica solucién posible es

a=1, =2 ~=3, §=1.
Es f4cil verificar que el polinomio P(z) = 2+ 222 4 3z +1 tiene todas las propiedades deseadas. o

Ejemplo 1.6. Un poste mide 5 metros de largo y debe ser recubierto con barniz. Hay dos tipos
de barniz disponibles: el azul anade 3g por cada 50cm al poste, el rojo anade 6 g por metro al
poste. jEs posible recubrir el poste con una combinacién de los barnices de modo que el peso total
anadido sea

(a) 35g? (b) 30g?

Solucidén. (a) Denotamos por b la longitud del poste que serd cubierta de azul y por 7 la longitud
del poste que serd cubierta de rojo. Entonces obtenemos el sistema de ecuaciones

@) b+ r=5 (longitud total),
® 6b + 6r = 35 (peso total),

La primera ecuacién da r = 5 —b. Al insertar en la segunda ecuacién se obtiene 35 = 6b+6(5—b) =
30, lo cual es una contradiccién. Esto muestra que no hay solucion.

(b) Como en (a), obtenemos el sistema de ecuaciones

@ b+ r= 5 (longitud total),
® 6b + 6r = 30 (peso total),

De nuevo, la primera ecuaciéon da r = 5 —b. Al insertar en la segunda ecuacién se obtiene 30 = 6b+
6(5—b) = 30, lo cual siempre es verdadero, independientemente de cémo elijamos b y r, siempre que
(D se satisfaga. Esto significa que, para resolver el sistema de ecuaciones, basta resolver inicamente
la primera ecuacién, pues entonces la segunda se satisface automaticamente. Asi tenemos infinitas
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12 1.1. Ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales; matrices de coeficientes

soluciones. Cualquier par b, r tal que b+ r = 5 da una solucién. Asi, para cualquier b que elijamos,
solo tenemos que poner r = 5 — b y tenemos una soluciéon del problema. Por supuesto, también
podriamos fijar r y luego elegir b = 5 — r para obtener una solucién. Por ejemplo, podriamos elegir
b =1, entonces r = 4, o b = 0,00001, entonces r = 4,99999, o r = —2 entonces b = 7. Claramente, el
ultimo ejemplo no tiene sentido para el problema en cuestion, pero aun asi satisface nuestro sistema
de ecuaciones. o

Ejemplo 1.7. Cuando el octano reacciona con oxigeno, el resultado es diéxido de carbono y agua.
Encuentre la ecuacién de esta reaccién.

Solucién. Las férmulas quimicas de las sustancias son CgHig, O2, CO2 y H20O. Por lo tanto, la
ecuacion de reaccién es
aCgHig + b0y — ¢CO5 + dH50

con enteros desconocidos a, b, ¢, d. Claramente la soluciéon no serd tnica, ya que si tenemos un con-
junto de numeros a, b, ¢, d que funciona y multiplicamos todos ellos por el mismo niimero, entonces
obtenemos otra solucién. Escribamos el sistema de ecuaciones. Para ello observamos que el niimero
de dtomos de cada elemento debe ser igual en ambos lados de la ecuacién. Obtenemos:

@ 8a = ¢, (carbono)
® 18a = 2d, (hidrégeno)
® 2b=2c+d, (oxigeno)

0, si ponemos todas las variables en el lado izquierdo,

@ 8a — ¢ =0,
@ 18a —2d =0,
@ % —2— d=0.

Expresemos todas las incégnitas en términos de a: (1) y (2) muestran que ¢ = 8a y d = 9a. Al

insertar esto en (3) obtenemos 0 = 2b — 2 - 8a — 9a = 2b — 25a, por lo tanto b = 2—25a. Si queremos

que todos los coeficientes sean enteros, podemos elegir a = 2, b =25, ¢ = 16, d = 18 y la ecuacién
de reaccién se convierte en

2CgHis + 2505 — 16 CO5 + 18 H2O. o

Todos los ejemplos que discutimos en esta seccién son los llamados sistemas de ecuaciones lineales.
Demos una definicién precisa de lo que queremos decir con esto.

Definicién 1.8 (Sistema lineal). Un sistema de ecuaciones lineales m x n (o simplemente un
sistema lineal) es un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas de la forma

anxi + a2 + -+ aipT, = b,

211 + a2Tz + -+ apT, = b,
(1.3)

Am1T1 + GmaX2 + ++ + AppTn = bm
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Chapter 1. Introduccion 13

Las incdgnitas son 1, ..., Ty, mientras que los ndmeros a;; y b; (i =1,...,m, j=1,...,n) estan
dados. Los ntimeros a;; se llaman los coeficientes del sistema lineal y los ntmeros bq,...,b, se
llaman el lado derecho del sistema lineal.

Una solucidn del sistema (1.3) es una tupla (x1,...,2,) tal que las m ecuaciones de (1.3) se
satisfacen simultdneamente. El sistema (1.3) se llama consistente si tiene al menos una solucién. Se
llama 4nconsistente si no tiene solucion.

En el caso especial en que todos los b; son iguales a 0, el sistema se llama un sistema homogéneo;
de lo contrario se llama inhomogéneo.

Definicién 1.9 (Matriz de coeficientes). La matriz de coeficientes A del sistema es la coleccién
de todos los coeficientes a;; en un arreglo como sigue:

a1 ai2 e A1n
a21 as9 e agn

A=| . . (1.4)
Am1 Am2 ceo Qmn

Los ntmeros a;; se llaman las entradas o componentes de la matriz A. La matriz aumentada de
coeficientes A del sistema es la coleccién de todos los coeficientes a;; y el lado derecho; se denota
por

ail ai12 o A1n b1
a1 a22 o o o agn b2

Ay = | . A (1.5)
Uml Am2 .. (mn bm

La matriz de coeficientes no es otra cosa que la coleccién de los coeficientes a;; ordenados en algin
tipo de tabla o rectdngulo, de tal manera que el lugar del coeficiente a;; estd en la fila i-ésima de la
columna j-ésima. La matriz aumentada de coeficientes contiene adicionalmente las constantes del
lado derecho.

Notacion. En lugar de fila de un matriz a veces se dice renglén de un matriz.

Observacion importante. Hay una correspondencia uno a uno entre sistemas lineales y matri-
ces aumentadas de coeficientes: dado un sistema lineal, es facil escribir su matriz aumentada de
coeficientes y viceversa.

Escribamos las matrices de coeficientes de nuestros ejemplos.

Ejemplo 1.1: Este es un sistema 2 x 2 con coeficientes a11 = 1, a12 = 1, ao; = 2, ass = 4 y lado
derecho by = 25, by = 80. El sistema tiene una solucién tnica. La matriz de coeficientes y la matriz
aumentada de coeficientes son

() wo-( 1)
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14 1.1. Ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales; matrices de coeficientes

Ejemplo 1.2: Este es un sistema 3 x 2 con coeficientes a11 =1, a12 = 1, a21 = 2, a2a =4, az1 = %,

ass = %, y lado derecho b; = 25,b, = 80, bg = 7. El sistema tiene una solucién inica. La matriz de
coeficientes y la matriz aumentada de coeficientes son

11 1 1] 25
A=12 4], (Ap=[2 4]|s0],
1 1 1 1

5 3 5 317

Ejemplo 1.3: Este es un sistema 3 x 2 con coeficientes a11 = 1, a12 = 1, ag1 = 2, ags = 4, az; = %,
ass = %7 y lado derecho b; = 25,b5 = 80, bs = 7. El sistema no tiene solucién. La matriz de
coeficientes es la misma que en el Ejemplo 1.2; la matriz aumentada de coeficientes es

1 1125

(Ap)=[2 4] s0],
11 5
5 3

Ejemplo 1.5: Este es un sistema 4 x 4 con coeficientes a1 =0, a12 =0, a13 =0, a14 = 1, as; = 1,
a2 =1, a23 =1, a04 =1,a31 =0, a3 =0,a33 =1, a34 =0, as1 =12, ayo = 4, as3 = 1, agy = 0,
y lado derecho by = 1,05 = 7, by = 3, by = 23. El sistema tiene una solucién tnica. La matriz de
coeficientes y la matriz aumentada de coeficientes son

0 0 0 1 0O 0 0 11

1 1 1 1 1 1 1 1] 7

A= 0O 01 0]’ (Alp) = 0O 0 1 0of 3

12 4 1 0 12 4 1 0] 23
Ejemplo 1.7: Este es un sistema homogéneo 3 X 4 con coeficientes a1 = 8, a12 = 0, a13 = —1,
ajqg = 0, ag; = 18, azs = 0, az3 = 0, a4 = =2, az1 = 0, azz = 2, agz3 = -2, azg4 = —1, y lado

derecho b; = 0,by = 0, b3 = 0. El sistema tiene una solucién unica. La matriz de coeficientes y la
matriz aumentada de coeficientes son

8 0 -1 0 8 0 -1 0]o0
A=[18 0 0 2|, (Ap=[18 0 0 —2]0
02 -2 -1 02 -2 —1]0

Vimos que los Ejemplos 1.1, 1.2, 1.5, 1.6 (a) tienen soluciones tunicas. En los Ejemplos 1.6 (b) y 1.7
la solucién no es unica; jde hecho, tienen infinitas soluciones! Finalmente, los Ejemplos 1.3 y 1.6(a)
no ninguna solucién. Asi, dado un sistema de ecuaciones lineales m X n, surgen naturalmente dos
preguntas importantes:

= Existencia: ;Tiene solucion el sistema?

= Unicidad: Si el sistema tiene solucién, jes tnica?

Mids generalmente, quisiéramos poder decir algo acerca de la estructura de las soluciones de los
sistemas lineales. Por ejemplo, ;es posible que haya solo una solucién? ;que haya exactamente dos
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Chapter 1. Introduccion 15

soluciones? jque haya infinitas soluciones? jque no haya ninguna solucién? ;Podemos dar criterios
para la existencia y/o unicidad de soluciones? ;Podemos dar criterios para la existencia de infinitas
soluciones? ;Hay una forma eficiente de calcular todas las soluciones de un sistema lineal dado?

(Spoiler alert: Un sistema de ecuaciones lineales tiene o bien ninguna, o exactamente una, o infinitas
soluciones. No es posible que tenga, por ejemplo, exactamente 7 soluciones. Esto se discutird en
detalle en el Capitulo 3.)

Antes de responder estas preguntas para sistemas generales m x n en el Capitulo 3, miraremos mas
de cerca el caso especial de sistemas 2 X 2 en la siguiente seccion.

Ahora deberia haber entendido

= qué es un sistema lineal,

= qué son una matriz de coeficientes y una matriz aumentada de coeficientes,
= su relacién con los sistemas lineales,

= que un sistema lineal puede tener distintos tipos de soluciones,

= ctc.
Ahora deberia ser capaz de

» pasar ficilmente de un sistema lineal m x n a su matriz de coeficientes (aumentada) y
viceversa,

= resolver sistemas lineales mediante el método de “resolver y sustituir”,

= etc.

Ejercicios.

Para los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, encuentre al menos una solucién (si la hay).
?Cuéles tienen solucién tnica?

(a) 4z — 6y = T, (¢) 3z—5y=0, (e) 4z + 14y = 23,
6x — 9y =12, 152 — 9y =0, 6x 4 21y = 30,

(b) z+4+2y—32z=—4, (d) 2z +4y + 62 = 18, (f) 6z + 8y=12,
2c+ y—32= 4, dx 4+ dy + 62z = 24, 152 4 20y = 30.

1.2. Sistemas lineales 2 x 2

Volvamos a la ecuacién del Ejemplo 1.1. Por conveniencia, ahora escribimos x en lugar de B y y en
lugar de C'. Recordemos que el sistema de ecuaciones que nos interesa resolver es

@ z+ y= 60, (1.6)
@ 2z + 4y = 200. '
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16 1.2. Sistemas lineales 2 x 2

M M M

0

2M 4G =380 : 4

401 40 \

201 M +:C-=25 L2007

10+ 104 (15,10)

i i

T T T %C T % %C T % %C
10 1020 \3Q ~10 10 2\ 30 ~10 10 2\\&

L—104 L—104 L —104

FIGURA 1.1: Gréficas de las rectas L1, L2 que representan las ecuaciones del sistema (1.6) (véase
también el Ejemplo 1.1). Su interseccién representa la solucién tnica del sistema.

Queremos dar un significado geométrico a este sistema de ecuaciones. Para ello pensamos en los
pares x, y como puntos (z,y) en el plano. Olvidemos por un momento la ecuacién (2) y concentrémo-
nos solo en (1). Claramente, tiene infinitas soluciones. Si elegimos un z arbitrario, siempre podemos
encontrar y de tal manera que (1) se satisfaga (basta tomar y = 60 — z). De manera similar, si
elegimos cualquier y, entonces solo tenemos que tomar x = 60 — y y obtenemos una solucién de (D).

(Dénde en el plano xy se encuentran todas las soluciones de (1)? Claramente, (1) es equivalente a
y = 60 — z, que identificamos facilmente como la ecuacién de la recta L; en el plano xy, la cual
pasa por (0,60) y tiene pendiente —1. En resumen, un par (z,y) es una solucién de (D) si y solo si
estd sobre la recta L1, véase la Figura 1.1.

Si aplicamos el mismo razonamiento a (2), encontramos que un par (z,y) satisface (2) si y solo si
(z,y) estd sobre la recta Lo en el plano xy dada por y = i(QOO — 2z) (esta es la recta en el plano
zy que pasa por (0,50) con pendiente —3).

Ahora esté claro que un par (z,y) satisface tanto (1) como (2) si y solo si estd sobre ambas rectas L;
y L2. Asi, encontrar la solucién de nuestro sistema (1.6) es lo mismo que encontrar la interseccién de
las dos rectas Ly y Ls. De la geometria elemental sabemos que hay exactamente tres posibilidades
para su interseccion:

(1) L1 y Ly no son paralelas. Entonces se intersectan en exactamente un punto.
(1) L; y Lo son paralelas y no son iguales. Entonces no se intersectan.

() Ly y Lo son paralelas e iguales. Entonces Ly = Lo y se intersectan en infinitos puntos (se
intersectan en cada punto de Ly = Ls).

En nuestro ejemplo sabemos que la pendiente de L; es —1 y que la pendiente de Lo es —%, asi
que no son paralelas y por lo tanto se intersectan en exactamente un punto. En consecuencia, el
sistema (1.6) tiene exactamente una solucién.

Si miramos de nuevo el Ejemplo 1.6, vemos que en el Caso (a) tenemos que determinar la interseccién
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Chapter 1. Introduccion 17

Ficura 1.2: Ejemplo 1.6. Gréficas de L1, Lo.

de las rectas

35
Ly:y=5—ua, ngyzg-x.

Ambas rectas tienen pendiente —1, asi que son paralelas. Como los términos constantes en ambas
rectas no son iguales, no se intersectan en ningin punto, lo cual muestra que el sistema de ecuaciones
no tiene solucién; véase la Figura 1.2. En el Caso (b), las dos rectas que tenemos que intersectar
son

Gi:y=5—ux, Go:y=5—u.

Vemos que G1 = G, asi que todo punto sobre G; (o G2) es solucién del sistema y por lo tanto
tenemos infinitas soluciones.

Observacion importante. Que un sistema lineal 2 x 2 tenga o no una solucién unica no tiene
nada que ver con el lado derecho del sistema, sino solo depende de si las dos rectas son paralelas
0 no, y esto a su vez depende unicamente de los coeficientes del lado izquierdo.

Consideremos ahora el caso general.

Una ecuacién lineal con dos incégnitas|

La forma general de una ecuacién lineal con dos incégnitas es
oz + By = 1. (1.7)
Para el conjunto de soluciones, hay tres posibilidades:

(1) El conjunto de soluciones forma una recta. Esto ocurre si al menos uno de los coeficientes «
o (3 es distinto de 0. Si # # 0, entonces el conjunto de todas las soluciones es igual a la recta
L:y= f% x+ L, que es una recta con pendiente f%. Si =0y a0, entonces el conjunto
de soluciones de (1.7) es una recta paralela al eje y que pasa por (0, ).
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18 1.2. Sistemas lineales 2 x 2

(11) El conjunto de soluciones es todo el plano. Esto ocurre si & = = v = 0. En este caso,
claramente todo par (z,y) es una solucién de (1.7).

(1) No hay solucidn. Esto ocurre si a = =0y v # 0. En este caso, ningtin par (z,y) es una
solucién de (1.7), ya que el lado izquierdo siempre es 0.

En los primeros dos casos, (1.7) tiene infinitas soluciones; en el ltimo caso no tiene solucién.

Dos ecuaciones lineales con dos incégnitas‘

La forma general de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas es

@ Az+By="U,

@ Cz+Dy=V. (18)

Estamos usando las letras A, B, C, D en lugar de a11, a12, as1, ags con el fin de hacer los cdlculos més
legibles. Si interpretamos el sistema de ecuaciones como la interseccién de dos objetos geométricos,
en nuestro caso rectas, ya sabemos que hay exactamente tres tipos posibles de soluciones:

(1) Un punto si @)y @ describen dos rectas no paralelas.

(11) Una recta si @ y @) describen la misma recta; o si una de las ecuaciones es un plano y la otra
es una recta.

(1) Un plano si ambas ecuaciones describen un plano.

(1v) El conjunto vacio si las dos ecuaciones describen rectas paralelas pero distintas; o si una de
las ecuaciones no tiene solucién.

En el caso (1), el sistema tiene exactamente una solucién, en los casos (11) y (111) el sistema tiene
infinitas soluciones y en el caso (1v) el sistema no tiene solucién.

En resumen, tenemos la siguiente observacién muy importante.

Observacién 1.10. El sistema (1.8) tiene o bien exactamente una solucién, o infinitas soluciones,
0 ninguna solucion.

No es posible tener, por ejemplo, exactamente 7 soluciones.

Question 1.3

;Cudl es la interpretacion geométrica de

(1) un sistema de 3 ecuaciones lineales con 2 incdgnitas?

(11) un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incégnitas?

; Qué se puede decir acerca de la estructura de sus soluciones?
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Prueba algebraica de la Observacion 1.10. Ahora queremos probar algebraicamente la Observacién 1.10
y queremos encontrar un criterio sobre A, B, C, D que nos permita decidir facilmente cudntas solu-
ciones hay. Consideremos los distintos casos.

Caso 1. B # 0. | En este caso podemos resolver (1) para y y obtenemos y = %(U — Ax). Al insertar

en (2) encontramos Cz + %(U — Az) = V. Si ponemos todos los términos con = en un lado y todos
los demés términos en el otro lado, obtenemos

@) (AD - BC)z = DU — BV,

; . . . 4 . _ DU-BV .
(1) Si AD — BC # 0 entonces hay a lo sumo una solucién, a saber x = Z5=5% v, en consecuen-

cia, y = é(U — Ax) = %%CB% Al insertar estas expresiones para x y y en nuestro sistema
de ecuaciones, vemos que efectivamente resuelven el sistema (1.8), de modo que tenemos

exactamente una solucién.

(1) Si AD — BC =0 entonces la ecuacién (2) se reduce a 0 = DU — BV. Esta ecuacién no
tiene solucién (si DU — BV # 0) o es verdadera para toda eleccién posible de = y y (si
DU — BV =0). Como (D) tiene infinitas soluciones, se sigue que el sistema (1.8) tiene o bien
ninguna solucién o bien infinitas soluciones.

Caso 2. D # 0. ‘ Este caso es andlogo al Caso 1. En este caso podemos resolver (2) para y y obte-

nemos y = +(V — Cz). Por lo tanto (D) se convierte en Az + 8(V — Cz) = U. Si ponemos todos
los términos con x en un lado y todos los deméas términos en el otro lado, obtenemos

@ (AD— BC)z = DU — BV,

Tenemos los mismos subcasos que antes:

(1) Si AD — BC # 0 entonces hay exactamente una solucién, a saber x = f"gf_g‘c/ y, €en conse-
cuencia, y = &(V — Cz) = ﬁg:gg.

(1) Si AD — BC =0 entonces la ecuacién (') se reduce a 0 = DU — BV Esta ecuacién no tiene
solucién (si DU — BV # 0) o se cumple para todo z y y (si DU — BV = 0). Como (2) tiene
infinitas soluciones, se sigue que el sistema (1.8) tiene o bien ninguna solucién o bien infinitas
soluciones.

Caso3. B=0y D =0. ‘ Observe que en este caso AD — BC' =0 . En este caso el sistema (1.8)
se reduce a

Az =U, Cz=V. (1.9)

Vemos que el sistema ya no depende de y. Asi, si el sistema (1.9) tiene al menos una solucién,
entonces automaticamente tenemos infinitas soluciones, ya que podemos elegir y libremente. Si el
sistema (1.9) no tiene solucién, entonces el sistema original (1.8) tampoco puede tener solucién.

Observe que no hay otros casos posibles para los coeficientes. O]
En resumen, hemos probado el siguiente teorema.
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20 1.2. Sistemas lineales 2 x 2

Teorema 1.11. Consideremos el sistema lineal

(@ Axz+ By =U,

1.10
® Cx+Dy=V. (1.10)

(1) El sistema (1.10) tiene exactamente una solucidn si y solo si AD — BC' #0 . En este caso,

la solucion es
_ DU - BV AV - CU

Y“ap—Bc YT AD_BC (1.11)

(11) El sistema (1.10) no tiene solucion o tiene infinitas soluciones si y solo si AD — BC' =0 .

Definicién 1.12. El nimero |d = AD — BC'  se llama el determinante del sistema (1.10).
En el Capitulo 4.1 generalizaremos este concepto a sistemas n X n para n > 3.

Observacion 1.13. Veamos cémo se conecta el determinante con nuestra interpretacion geométrica
del sistema de ecuaciones. Suponga que B # 0y D # 0. Entonces podemos resolver (1) y (2) para y
con el fin de obtener ecuaciones para un par de rectas
A 1 C 1
Li: y=—5z+ 35U, Ly: y=——=zxz+ =V
1 Y B B 2 Y D D
Las dos rectas se intersectan en exactamente un punto si y solo si tienen pendientes diferentes, es
decir, si —% —%. Después de multiplicar por —BD vemos que esto es lo mismo que AD # BC,
o0, en otras palabras, AD — BC' # 0. Por otro lado, las rectas son paralelas (por lo tanto, o bien son
iguales o no tienen interseccién) si f% = —%. Este es el caso si y solo si AD = BC, o, en otras

palabras, si AD — BC = 0.

Question 1.4

Considere los casos en que B = 0 o D = 0 y establezca la conexién entre el Teorema 1.11 y la
interpretacién geométrica del sistema de ecuaciones.

Consideremos algunos ejemplos maés.

Ejemplos 1.14. (a) © x+2y=11,
@ 3x+4y=27.
Claramente, el determinante es d =4 —6 = —2 # 0. Asi que el sistema tiene ezactamente una

solucion. Podemos verificar esto facilmente: la primera ecuacién da z = 11 — 2y. Al insertar
esto en la segunda ecuacién se obtiene

311 = 2y) +4y =27 = -2y=-6 = y=3 = 2x=11-2.3=5.

Asi, la solucién es x = 5,y = 3. (Si no tuviéramos el Teorema 1.11, tendriamos que verificar
que esto no solo es un candidato para una solucién, sino que de hecho es una.)
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(5,3)
: L@+ 29 =11

Lo 304 4y =27

+ + + + + X
—pi g ig g 2\11\\
~14
FIGURA 1.3: Ejemplo 1.14(a). Gréficas de L1, L2 y su interseccién (5, 3).

Verifique que la férmula (1.11) se satisface.

© z+2y=1,

@ 2x+4y=5.
Aqui, el determinante es d = 4 — 4 = 0, asi que esperamos o bien ninguna solucion o bien
infinitas soluciones. La primera ecuaciéon da x = 1 — 2y. Al insertar en la segunda ecuacién se
obtiene 2(1 — 2y) + 4y = 5. Vemos que los términos con y se cancelan y obtenemos 2 = 5, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones no tiene ninguna solucion.

O z+2y=1,

@ 3z+6y=3.
El determinante es d = 6 — 6 = 0, asi que de nuevo esperamos o bien ninguna solucion o bien
infinitas soluciones. La primera ecuacion da x = 1 — 2y. Al insertar en la segunda ecuacién se
obtiene 3(1 — 2y) + 6y = 3. Vemos que los términos con y se cancelan y obtenemos 3 = 3, lo
cual es verdadero. Por lo tanto, el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones dadas por
r=1-—2y.

Observacion. Esto era en cierto modo claro, ya que podemos obtener la segunda ecuacion a
partir de la primera multiplicando ambos lados por 3, lo cual muestra que ambas ecuaciones
contienen la misma informacion y no perdemos nada si simplemente olvidamos una de ellas.

Ejercicio 1.15. Encuentre todos los k£ € R tales que el sistema

D kr+(15/2—k)y =1,
@ 4z + 2ky =3

tenga exactamente una solucién.
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22 1.2. Sistemas lineales 2 x 2

Ly:zx4+2y=1 Ly:z4+2y=1
Lo:3x+4y =35 Lo :3x+6y=3

FIGURA 1.4: Imagen de la izquierda: Las rectas L1, Lo del Ejemplo 1.14(b) son paralelas y no se
intersectan. Por lo tanto, el sistema lineal no tiene solucién.

Imagen de la derecha: Las rectas L1, L2 del Ejemplo 1.14(c) son iguales. Por lo tanto, el sistema lineal
tiene infinitas soluciones.

Solucién. Solo necesitamos calcular el determinante y encontrar todos los k para los cuales es
distinto de cero. Entonces comencemos calculando

d=k-2k—(15/2 — k) -4 = 2k> + 4k — 30 = 2(k® + 2k — 15) = 2 [(k + 1) — 16] .

Por lo tanto hay exactamente dos valores de k para los cuales d = 0, a saber k = —1 £ 4, es decir
k1 = 3, ko = —b. Para todos los demés k, tenemos que d # 0. Asi que la respuesta es: El sistema
tiene exactamente una solucién si y solo si k € R\ {5, 3}. o

Observacién 1.16. (a) Observe que la respuesta no depende del lado derecho del sistema de
ecuaciones. Solo los coeficientes del lado izquierdo determinan si hay exactamente una solucién
0 no.

(b) Si quisiéramos, también podriamos calcular la solucién z,y en el caso k € R\ {-5,3}.
Podriamos hacerlo a mano o usar (1.11). De cualquier forma, encontramos

5k — 452

1
= — — 2 — = —_—
TGk 3052 =Rl = o sy Y

6k —4

4=
(6K ] 2k? + 4k — 30

1
- d

Observe que los denominadores son iguales a d y son iguales a 0 exactamente para los valores
“prohibidos” de k = -5 0 k = 3.

(¢) (Qué ocurre si k = —5 o k = 3?7 En ambos casos, d = 0, as{ que tendremos o bien ninguna
solucién o bien infinitas soluciones.

Si k = —5, entonces el sistema se convierte en —5x 4+ 25/2y =1, 4z — 10y = 3.
Multiplicando la primera ecuacién por —4/5 y sin cambiar la segunda ecuacién, obtenemos

4
4x—10y=—5, 4 — 10y =3
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lo cual claramente no puede satisfacerse simultdneamente.

Si k = 3, entonces el sistema se convierte en 3z — 9/2y =1, 4z + 6y = 3.
Multiplicando la primera ecuacién por 4/3 y sin cambiar la segunda ecuacién, obtenemos

4
4x—6y:§, dr —6y =3

lo cual claramente no puede satisfacerse simultdaneamente.

En conclusién, si k = —5 o k = 3, entonces el sistema lineal no tiene solucion.

Deberia haber entendido

la interpretacion geométrica de un sistema lineal m x 2 y cémo ayuda a entender la estructura
cualitativa de las soluciones,

c6mo el determinante ayuda a decidir si un sistema lineal 2 X 2 tiene o no una solucién tnica,

que si un sistema 2 X 2 tiene solucién unica depende solo de los coeficientes; no depende
del lado derecho de la ecuacién (los valores concretos de las soluciones, por supuesto, si
dependen del lado derecho de la ecuacién),

etc.

Ahora deberfa ser capaz de

pasar facilmente de un sistema lineal m X 2 a su interpretacién geométrica y viceversa,
calcular el determinante de un sistema lineal 2 X 2,

determinar si un sistema lineal 2 x 2 tiene una solucién unica, ninguna o infinitas soluciones,
y calcularlas,

dar criterios para la existencia/unicidad de soluciones,

etc.

Ejercicios.

1.

Usando el criterio del determinante, diga cudles sistemas tienen solucién tnica y encuéntrela.
En caso de que el determinante sea cero, especifique si el sistema posee infinitas soluciones o
ninguna solucién.

(a) 6z +y=3; —dx—y =28 (d) 22 —8y=6; -3z + 12y =4
(b) bx+2y="T7;2x+5y=4 (e) 22 — 8y =6; =3z + 12y = —9
(c) 4o — 6y =0; 22 —3y =0 (f) 2y=4; 52 —3y=1

. {Para cudles valores de k se cortan las siguientes rectas exactamente en un punto?

k+3 2k—5
Y= ;—l‘—‘rﬂ‘—\/i, Y= 3 x+ /3.
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24 1.3. Resumen

3. jPara cudles valores de k se cortan las siguientes rectas exactamente en un punto?

(k+2)x — 3y = V2, Skx+ (k—1)y=3—¢e?.

1.3. Resumen
Un sistema lineal es un sistema de ecuaciones

01171 + @12%2 + -+ a1pTp = by
by

a21T1 + G22%2 + -+ A2pTy

Am121 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm

donde z1,...,z, son las incégnitas y los nimeros a;; y b; (i =1,...,m, j=1,...,n) estdn dados.
Los ntimeros a;; se llaman los coeficientes del sistema lineal y los nimeros by, ..., b, se llaman el
lado derecho del sistema lineal.

En el caso especial en que todos los b; son iguales a 0, el sistema se llama homogéneo; de lo contrario
se llama inhomogéneo.

La matriz de coeficientes A y la matriz aumentada de coeficientes (A|b) del sistema son

a a e a b
ai 12 . QA1p, 11 12 in bl
a Qa e a
as1 99 . Aoy, 21 22 2n 2
A= ) ) , (Alp) =
Am1  Gm2 .- Omn Am1 Qm2  --. Gmn | by

La forma general de un sistema lineal 2 x 2 es

1121 + a12%2 = by (1.12)
a21%1 + a22x = by .

y su determinante es
d = ajraz — az a2

El determinante nos dice si el sistema (1.12) tiene una solucién tinica:

= Si d# 0, entonces (1.12) tiene una solucién tnica.

= Si d =0, entonces (1.12) tiene o bien ninguna o bien infinitas soluciones (depende de by y by
cuél caso ocurre).

Observe que d no depende del lado derecho del sistema lineal.

1.4. Ejercicios

1. Encuentre el drea del tridngulo que se encuentra en el primer cuadrante y que estd delimitado
por las rectas y = 2x — 4, y = —4x + 20.
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2. Suponga que los puntos (1,5), (—1,3) y (0,1) estan sobre la pardbola y = ax? + bx + c¢. Con
esta informacion, determine los valores de a, b, c.

3. Describa todas las pardbolas que pasan por los puntos (1,1) y (—1,4).

4. Encuentre todos los valores de ¢,k € R tal que el siguiente sistema sea consistente.

2z 4+ 8y = 4,
5z 4 4ky = 20,
tr+ 2y= 1.

5. De un nimero de tres cifras sabemos que sus tres digitos suman 11, y la suma del primer y
tercer digito es 5. Encuentre todos los niimeros que cumplen la propiedad anterior.

6. El duernio de una tienda vende comida para perros a 40$ y comida para gatos a 20$. Haciendo
cuentas de la semana observa que por concepto de comida de animales recibi6 6408 y que 22
clientes entraron esa semana a comprar comida de animales. Si se supone que cada cliente
tiene una unica mascota jCuantos clientes eran duenos de perros y cuantos de gatos?

7. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nimero de dos digitos es
12, y si al nimero se le resta 18, las cifras se invierten. Hallar el ntimero.

8. Sabemos que la distancia entre Bogotd y Puerto Concordia es de 375 km aproximadamente
y la distancia entre Villavicencio y Puerto Concordia es de aproximadamente 261 km. Un
conductor A parte de Bogotd hacia Villavicencio con una velocidad constante de 57 km/h a
las 4:00 am y una hora despues, un conductor B parte de Puerto Concordia hacia Bogota a
una velocidad constante de 49 km/h. jA qué hora llega el conductor A a Villavicencio? ;Los
conductores A y B se encuentran en carretera? ;A qué hora lo hacen?. Repita las preguntas
si suponemos que el conductor A se mueve a una velocidad de 19 km/h y el conductor B se
mueve a una velocidad de 70 km /h.
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Capitulo 2

RZyRS

En este capitulo introduciremos los espacios vectoriales R?, R3 y R™. Definiremos operaciones al-
gebraicas en ellos y las interpretaremos geométricamente. Luego anadiremos a estos espacios una
estructura adicional, a saber, un producto interno. Esto nos permite asignar una norma (longitud)
a un vector y hablar del angulo entre dos vectores; en particular, nos da el concepto de ortogonali-
dad. En la Seccién 2.3 definiremos proyecciones ortogonales en R? y daremos una férmula para la
proyeccién ortogonal de un vector sobre otro. Esta férmula se generaliza facilmente a proyecciones
sobre un vector en R™ con n > 3. La Seccién 2.5 estd dedicada al caso especial y muy importante de
R3, ya que es el espacio que los fisicos usan en mecénica cldsica para describir nuestro mundo. En
las dos tiltimas secciones estudiamos rectas y planos en R™ y en R3. Veremos cémo podemos descri-
birlos mediante férmulas y aprenderemos a calcular sus intersecciones. Esto conduce naturalmente
a la pregunta de cémo resolver sistemas lineales de manera eficiente, cuestion que abordaremos en
el préximo capitulo.

2.1. Vectores en R?

Recordemos que el plano zy es el conjunto de todos los pares (z,y) con z,y € R. Lo denotaremos
por R2.

Tal vez ya haya encontrado vectores en una clase de fisica. Por ejemplo, las velocidades y las fuerzas
se describen mediante vectores. La velocidad de una particula indica qué tan rapido se mueve y en
qué direccién lo hace. Usualmente, la velocidad se representa mediante una flecha que apunta en
la direccién en la que se mueve la particula y cuya longitud es proporcional a la magnitud de la
velocidad.

De manera similar, una fuerza tiene intensidad y direccién, por lo que se representa mediante una
flecha que apunta en la direccién en la que actia y cuya longitud es proporcional a su intensidad.
Observe que no importa en qué lugar del espacio R? o R? pongamos la flecha. Mientras apunte en
la misma direccién y tenga la misma longitud, se considera el mismo vector. Llamamos equivalentes
a dos flechas si tienen la misma direccién y la misma longitud. Un vector es el conjunto de todas las
flechas que son equivalentes a una flecha dada. Cada flecha especifica de este conjunto se llama una
representacidn del vector. Una representacién especial es la flecha que empieza en el origen (0, 0).
Los vectores usualmente se denotan por una letra minuscula con una flecha encima, por ejemplo .
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2.1. Vectores en R?

Dados dos puntos P, @ en el plano zy, escribimos P—Q>
para el vector representado por la flecha que empieza en
P y termina en Q. Por ejemplo, sean P(2,1) y Q(4,4)
puntos en el plano zy. Entonces la flecha de P a @ es
== 2

PG = (3)

Podemos identificar un punto P(p1,p2) en el plano zy
con el vector que empieza en el punto (0,0) y termina en
P. Denotamos este vector por 0_15 [ i; 0 a veces por
(p1, p2)t para ahorrar espacio (el superindice * significa
“transpuesto”). py se llama su coordenada x o componente
x v pe se llama su coordenada y o componente y.

a
b
en el plano zy, a saber, la punta de la flecha que represen-
ta el vector dado y empieza en el origen. Claramente, sus
coordenadas son (a,b). Por lo tanto, podemos identificar
el conjunto de todos los vectores en R? con R? mismo.

Por otro lado, todo vector describe un punto tnico

a

Ficura 2.1: El vector P—Q’ y varias de
sus representaciones. La flecha verde es la
representacion especial cuyo punto inicial
esta en el origen.

Observe que la pendiente de la flecha v = (Z) es 2sia #0. Sia =0, entonces el vector es paralelo

al eje y.

. . 2 s (
Por ejemplo, el vector v = <5) puede representarse como una flecha cuyo punto inicial esta en el

origen y cuya punta estd en el punto (2,5). Si ponemos su punto inicial en cualquier otro lugar,
encontramos la punta moviéndonos 2 unidades hacia la derecha (paralelamente al eje ) y 5 unidades

hacia arriba (paralelamente al eje y).

Un vector muy especial es el vector cero (8) Usualmente se denota por 0.

Llamamos escalares a los niimeros en R para distinguirlos de los vectores.
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Algebra con vectores

Si pensamos en una fuerza y duplicamos su intensidad, en-
tonces el vector correspondiente deberia tener el doble de
longitud. Si multiplicamos la fuerza por 5, entonces la lon-
gitud del vector correspondiente deberia Ser 5 veces mayor;
es decir, si por ejemplo se da una fuerza F= (3,4)¢, enton-
ces 5F deberfa ser (5-3,5-4)f = (15,20)".

. . a
En general, si se dan un vector ¥ = y un escalar c¢, en-

b
tonces ¢t = (ZZ) . Observe que el vector resultante siempre
es paralelo al original. Si ¢ > 0, entonces el vector resultan-
te apunta en la misma direccién que el original; si ¢ < 0,
entonces apunta en la direccién opuesta, véase la Figura 2.2.

Dados dos puntos P(p1,p2), Q(q1,q2) en el plano xy.
Convénzase de que PQ = —QP.

Yy
20
R v
...... )
FiGURA 2.2: Multiplicacién de

un vector por un escalar.

(Cémo deberfamos sumar dos vectores? De nuevo, pensemos en fuerzas. Supongamos que tenemos
dos fuerzas Fy y F, que actuan sobre la misma particula. Entonces obtenemos la fuerza resultante
si dibujamos la flecha que representa 131 y unimos a su punto final el punto inicial de la flecha que
representa F2 La fuerza total queda entonces representada por la flecha que empieza en el punto

inicial de F} y termina en la punta de F.

Convenzase de que obtenemos el mismo resultado si comenzamos con Fy y ponemos el punto

inicial de F1 en la punta de F2

También podriamos pensar en la suma de velocidades. Por ejemplo, si un tren se mueve con velocidad
7 ¥y una pasajera en el tren se mueve con velocidad relativa #,, entonces su velocidad total con

respecto al suelo es la suma vectorial de las dos velocidades.

Supongamos ahora que v = (Z) y = (2 ) Algebraica-
mente, obtenemos las componentes de su suma sumando las

> —|—p>7 véase la Figura 2.3.

tes: U4 W =
componentes: v + w <b+q

Cuando sume vectores, siempre deberia pensar en tridngu-
los (o en poligonos si suma més de dos vectores).

Dados dos puntos P(pl,pg) Q(ql,qQ) en el plano zy.
Convénzase de que OP + PQ OQ y, en consecuencia,
PQ OQ OP. . .
(Cémo podria escribir QP en términos de OP y 0Q?
;,Cual es su relacién con PQ?

Nuestra discusién sobre cémo deberian ser el producto de un

Yy
U W
‘ —
\\ 0
~
>
S ~
D 5
X
FicuraA 2.3: Suma de dos vecto-

res.

vector por un escalar y la suma de
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dos vectores nos lleva a la siguiente definicién formal.

Definicién 2.1. Sea v = (Z), o= <§) € R2, c € R. Entonces:

- -, - [a py _[(a+p
Suma vectorial: T+ = (b) + <q> = (b + q) ,
o fa\ fca
Producto por un escalar: ci=c (b) = <cb> .

Es facil ver que la suma vectorial satisface lo que uno espera de una suma: (@ +7) 4+ @ = @+ (T+ &)
(asociatividad) y ¢ + @ = @ + ¥ (conmutatividad). Ademds, tenemos las leyes de distributividad
(a+b)0 = al+ b0y a(¥ + &) = a¥ + aw. Verifiquemos, por ejemplo, la asociatividad. Para ello,

sean i = (Z;) U= <Z;) = <:Z;) Entonces
() ()] = () = () () = (L)
“(erben) - () o) - () 1)+ )

FI1GURA 2.5: La imagen ilustra la asociatividad de la suma vectorial.

Dibuje imédgenes que ilustren las leyes de distributividad.

Podemos tomar estas propiedades y definir un espacio vectorial abstracto. Llamaremos espacio
vectorial a un conjunto de objetos, llamados wvectores, con una suma “bien comportada” de sus
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elementos y un producto “bien comportado” de sus elementos por escalares. La definicién precisa
es la siguiente.

Axiomas de espacio vectorial. Sea V un conjunto provisto de dos operaciones

suma vectorial +: VxV =V, (v,w) — v+ w,
producto de un escalar por un vector - : KxV =V, (\v) = X-v.

Observe que usualmente escribiremos Av en lugar de A -v. Entonces V se llama un espacio vectorial
sobre R y sus elementos se llaman vectores si se cumple lo siguiente:

(a) Asociatividad: (u+v) + w = u + (v + w) para todo u,v,w € V.
(b) Conmutatividad: v +w = w + v para todo v,w € V.

(c) Elemento identidad de la suma: Existe un elemento O € V, llamado identidad aditiva,
tal que para todo v € V se tiene O +v =v+ O = v.

(d) Elemento inverso: Para todo v € V, tenemos un elemento inverso v’ tal que v +v' = O.

(e) Elemento identidad de la multiplicacién por escalar: Para todo v € V| se tiene que
lv =w.

(f) Compatibilidad: Para todo v € V' y A, u € R, se tiene que (Ap)v = A(pv).
(¢) Leyes de distributividad: Para todos v,w € V 'y A\, u € R, se tiene

A+pwv= +p y ANv+w)=+w.

Estos axiomas son fundamentales para el dlgebra lineal y volveremos a ellos en el Capitulo 5.1.

Observacion 2.2. Si en los axiomas arriba reemplazamos R por C, entonces obtenemos un espacio
vectoral complejo. Los discutiremos con mas detalles en la Seccién 77.

Verifique que R? es un espacio vectorial, que su identidad aditiva es © = 0 y que para todo vector
¥ € R?, su inverso aditivo es —4.

Es importante notar que existen espacios vectoriales que no se parecen a R? y que no siempre
podemos escribir los vectores como columnas como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. El conjunto de todos los polinomios forma un espacio vectorial (la suma y el multiplo
escalar de polinomios vuelve a ser un polinomio, la suma es asociativa y conmutativa; la identidad
aditiva es el polinomio cero y para todo polinomio p, su inverso aditivo es el polinomio —p; podemos
multiplicar polinomios por escalares y obtener otro polinomio, etc.). En este caso, los vectores
son polinomios y no tiene sentido hablar de sus “componentes” o “coordenadas”. (Sin embargo,
aprenderemos como representar ciertos subespacios del espacio de polinomios como subespacios de
algiin R™ en el Capitulo 6.3.)
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<y

<y

FIGURA 2.6: Angulo de un vector con el eje x.

Y

ey

(A7,

<l

FIGURA 2.7: El 4ngulo de ¥y —7 con el eje z. Claramente, ¢’ = ¢ + 7.

Después de esta breve excursién sobre espacios vectoriales abstractos, volvamos a R2. Sabemos
que puede identificarse con el plano xy. Esto significa que R? tiene més estructura que la de ser
solamente un espacio vectorial. Por ejemplo, podemos medir angulos y longitudes. Observe que estos
conceptos no aparecen en la definicién de espacio vectorial. Son algo adicional a las propiedades de
espacio vectorial.

Veamos ahora algunas propiedades geométricas adicionales de los vectores en R2. Claramente, un
vector queda determinado si conocemos su longitud y su angulo con el eje x. Por el teorema de

Pitagoras es claro que la longitud de un vector v = (Z) es Va2 + b2.

a

Definicién 2.4 (Norma de un vector en R?). La longitud de 7 = (b

) € R? se denota por ||7].
Esta dada por

|17 = Va2 +b2 .
Otros nombres para la longitud de ¥ son magnitud de ¥ or norma de v.

b

Como ya mencionamos antes, la pendiente del vector o' es > si a # 0. Si ¢ es el angulo del vector ¥

con el eje x, entonces tanp = g sia # 0. Sia =0, entonces ¢ = —F 0 ¢ = 7. Recordemos que el
rango de arctan es (—7/2, 7/2), por lo que no podemos simplemente tomar arctan de la fraccién
% para obtener ¢. Observe que arctang = arctan :—Z, pero los vectores (Z) y :Z) = — (Z)
apuntan en direcciones opuestas, por lo que no tienen el mismo dngulo con el eje x. De hecho, sus
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angulos difieren en 7; véase la Figura 2.7. De la geometria elemental obtenemos

arctang sia>0,
b m+arctan? sia <0,
tanp = —si a#0 and = a
14 a 7 v /2 sia=0, b>0,
—7/2 sia=0, b<O.

Observe que esta férmula da dngulos con valores en [—7/2, 37/2).

Observacién 2.5. Para obtener dngulos con valores en (—m, 7], podemos usar la férmula

arccosﬁ sib > O7
p= —arccosﬁ sib <0,
T sia <0, b=0.

Proposicién 2.6 (Propiedades de la norma). Sean A € R y @, @ € R2. Entonces se cumple lo
stguiente:

(1) ||7]| = 0 si y solo si T = 0.
() [|Ad] = [A[][]],
() ||o 4 @) < ||9]| + |@|| (desigualdad triangular).

Demostracion. Sean ¥ = (Z) , W= <d) eRZy AER.

(1) Com Hv|| = Va? + b2, se sigue que ||t]| =0siysolosia=0yb=0.Esto ocurre si y solo si
U=

””M”‘H (=] Ga) |- voars oo = v v = wvar e = .

(1) Posponemos la demostracién de la desigualdad triangular hasta el Corolario 2.22; cuando
tengamos a nuestra disposicién el teorema del coseno. O

Geométricamente, la desigualdad triangular dice que en el
plano el camino méas corto para ir de un punto a otro es
una linea recta. La Figura 2.8 muestra que es mas corto ir
directamente desde el origen del vector azul hasta su punta
que tomar un desvio a lo largo de ¥ y . En otras palabras,
17+ ]| < [[9]] + [|]].

Ficura 2.8: Desigualdad trian-
gular.

Definicién 2.7. Un vector 7 € R? se llama vector unitario si ||7]| = 1.

Observe que todo vector ¥ # 0 define un vector unitario que apunta en su misma direccién mediante
]
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Observacién 2.8. (1) La punta de todo vector unitario estd sobre el circulo unitario y, recipro-
camente, todo vector cuyo punto inicial es el origen y cuya punta esté sobre el circulo unitario
es un vector unitario.

(1) Todo vector unitario es de la forma (Z?ﬁ g) donde ¢ es su angulo con el eje x positivo.

Y

<y

FIcUuraA 2.9: Vectores unitarios.

Finalmente, definimos dos vectores unitarios muy especiales:

(e ()

Claramente, €) es paralelo al eje x, & es paralelo al eje y and [|&1]| = ||&2]] = 1.

Observacion 2.9. Todo vector ¥ = (Z) puede escribirse como

~ 0 R o
U= (Z) = (8) + (b) = a€; + bés.

Observacion 2.10. Otra notacién para €1y €3 es1y J.

Deberia haber entendido

= ¢l concepto de espacio vectorial abstracto y de vectores,

= el espacio vectorial R? y cémo calcular con vectores en R2,
» la diferencia entre un punto P(a,b) en R? y un vector ¥ = (Z) en R?

= conceptos geométricos (dngulos, longitud de un vector),

n etc.

Ahora deberia ser capaz de
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= realizar operaciones algebraicas en el espacio vectorial R? y visualizarlas en el plano,
= calcular longitudes y angulos,
= calcular vectores unitarios y escalar vectores,

= realizar demostraciones abstractas sencillas (por ejemplo, probar que R? es un espacio vec-

torial).
= etc.
Ejercicios.
1. Sean P(2,3), Q(—1,4) puntos en R? y sea 7 = <_§) un vector en R2.
(a) Calcule F@
(b) Caleule | PQ).

Calcule ]@ + .

Encuentre el dngulo que forma ¢ con el eje x.

—

¢
d

—~

e) Encuentre el angulo que forma ]@ con el eje x.

)
)
)
)
)
)

N
—~ o~

Determine con la suma vectorial si los puntos (1,1), (4,2), (2,4) y (—1,3) forman un
paralelogramo.

a

(b) Repita el ejercicio anterior con los puntos (1, —3), (2,0), (3,—2) v (0,4).
(c) Repita el ejercicio anterior con los puntos (1,1), (2,3), (3,2) y (4,4).

2.2. Producto interno en R?

En esta seccién exploraremos més propiedades geométricas de R? e introduciremos el llamado pro-
ducto interno. Muchas de estas propiedades se trasladan casi literalmente a R? y, mds generalmente,
a R™. Comencemos con una definicion.

Definicién 2.11 (Producto interno). Let ¥ = <zl) LW = <gl> vectores en R2. El producto
2 2

interno de Uy W es

<’L7, ’LE> = V1w + VW2,
El producto interno también se llama producto escalar or producto punto y también se puede denotar
por U - w.

Usualmente preferimos la notacién (v, @), ya que esta notacién se usa con frecuencia en fisica y
se extiende de manera natural a espacios vectoriales abstractos con producto interno. Ademads, la
notacién con el punto parece sugerir que el producto punto se comporta como un producto usual,
mientras que en realidad no es asi; véase la Observacién 2.14.

Antes de dar propiedades del producto interno y explorar para qué sirve, calculamos primero algunos
ejemplos para familiarizarnos con él.
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36 2.2. Producto interno en R?

Ejemplos 2.12.

o {(;

>:2.(—1)+3-5=—2+15=13.

>=22+32=4+9:13.

w ()0 () ()
w () (D)-

Proposicién 2.13 (Propiedades del producto interno). Sean i, 7, € R? y A € R. Entonces
se cumple lo siguiente.

(1) (7, ) = ||7]. En notacién de punto: ¥ - v = ||¥|%.
(1) (@,0) = (¥, u). En notacion de punto: @- U =0 1u.
) (u,v+w) =(u,v)+(u,w). n notacion de punto: - (V+ W) =Uu- U+ u-wW.
oo I E— E i6n d oo o e s
v u,v) = AU,v). n notacion de punto: (Au) - v = A(u - v) .
AU N, 7 E tacion d to: (Mi) - U= AU -V

. R U . v X w
Demostracion. Sean i = | *), 0= ') yu = L),
Uz U2 w2

(1) (7,9) = vf + 03 = [|7].

(1) (@,7) = ugvy + ugvg = viuy + voug = (v, ).

o v = (1) (Brm))

= u1(v1 + wi) + ug(ve + we) = u1v1 + U2 + Urwy + Ugwo

=((5) () () () =+ o,

(IV) <)\ﬁ7q_]'> = <()\U1) , (U1>> = Au1v1 + Augvg = )\(ulvl + UQUQ) = )\<ﬁ,17> O]

)\UQ V2

Observacién 2.14. Observe que la proposicién muestra que el producto interno es conmutativo
y distributivo, de modo que tiene algunas propiedades del “producto usual” al que estamos acos-
tumbrados por el producto en R o C, pero hay algunas propiedades que muestran que el producto
interno no es un producto.

(a) El producto interno toma dos vectores y devuelve un nimero, de modo que devuelve un objeto
que no es del mismo tipo que las dos cosas que introducimos.

Last Change: Di 23. Jun 16:09:40 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter 2. R? y R3 37

(b) In Example 2.12(1v) vimos que puede ocurrir que ¥ # 0y @ # 0, pero aun asf (U,@) =0lo
cual es imposible para un producto “decente”.

(¢) Dado un vector ¥ # 0 y un nimero ¢ € R, hay muchas soluciones de la ecuacién (¥, ) = ¢
para el vector Z, en marcado contraste con el producto usual en R o C. Mire, por ejemplo,

Example 2.12(1) and (11). Por lo tanto, no tiene sentido escribir algo como 1.

(d) No existe algo como un elemento neutro para la multiplicacién escalar.

Veamos ahora por qué el producto interno es ttil. De hecho, esté relacionado con el angulo entre
dos vectores y nos ayudara a definir proyecciones ortogonales de un vector sobre otro. Comencemos
con una definicién.

Definicién 2.15. Let ¢, % vectores en R2. El dngulo entre ¢ y W es el dngulo no negativo més
pequeiio entre ellos; véase la Figura 2.10. Se denota por <((¥, ).

S
<L

<L

w

g
g

<L

FIGURA 2.10: Angulo ¢ := <((¥, @) entre dos vectores 7, .

Las siguientes propiedades del angulo son féciles de ver.

Proposicién 2.16. (1) <(¥,w) € [0, 7] and <(¥, W) = <(w, 7).

FIGURA 2.11: Angulo entre el vector @ y los vectores 7 y —7. ¢ = <(w@,7), ¥ = <(@, —0) = 7 —
(W, 0) =7 — .

Definicién 2.17. (a) Dos vectores no nulos ¥ y @ se llaman paralelos si <(U, %) = 0 o 7. En este
caso usamos la notacién ¥ || .

(b) Dos vectores no nulos ¢ y @ se llaman ortogonales (or perpendiculares) si <(¥, W) = /2. En
este caso usamos la notacién ¢ L .
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38 2.2. Producto interno en R?

(c) El vector 0 es paralelo y perpendicular a todo vector en R2.

Las siguientes propiedades deberian ser intuitivamente claras a partir de la geometria. Una demos-
tracién formal de (11) y (111) se puede dar fcilmente después del Corolario 2.22. La demostracién
de (1) se dard después de la Observacién 2.26.

Proposicién 2.18. Let ¥, vectores en R2. Entonces:
(1) Si @ || @y #0, entonces existe A € R tal que T = Mb.
(1) SiT|| &y A pueR, entonces también NV || pad.
() Siv Ly A\ p€R, entonces también AU L puid.
Observacién 2.19. (1) Observe que (I) es falsa si no suponemos que W # 0, porque si @ = 0,

entonces es paralelo a todo vector ¥ en R2, pero no existe A € R tal que M@ pueda llegar a
ser distinto de 0.

(11) Observe que la implicacién reciproca en (1) y (111) es verdadera solo si A # 0y p # 0.

Sin demostracién, enunciamos el siguiente teorema, que deberia ser conocido.

Teorema 2.20 (Teorema del coseno). Sean a,b,c
los lados de un tridngulo y sea ¢ el dngulo entre los c
lados a y b. Entonces

= a® + b* — 2abcos . (2.1)

Teorema 2.21. Let ¥, € R? and let ¢ = <(¥,). Entonces

—

| (@,) = ||9]][|]| cos ¢

Demostracion.

Los vectores ¥ y @ definen un tridngulo en RZ;
véase la Figura 2.12. Ahora aplicamos el teorema

del coseno con a = ||¥]|, b = |||, ¢ = ||¥ — w].
Obtenemos
17— @)|* = (|7 + [|&]]* - 2[|3][[|5] cos . (2:2)

7y .

Por otro lado,

= [|41* - 2(7, @) + ||| (2:3)
La comparacién de (2.2) y (2.3) muestra que

1712 + @11 = 21 [|]] cos = [|19]* — 2(T, @) + [l]|?,
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lo que da la férmula afirmada. O

Una consecuencia muy importante de este teorema es que ahora podemos determinar si dos vectores
son paralelos o perpendiculares entre si simplemente calculando su producto interno, como se ve en
el siguiente corolario.

Corolario 2.22. Sean 7,7 € R? y p = <(¥,w). Entonces:
M la = (il = |7, )]
() ¢La@d << (7,7)=0.
(1) Desigualdad de Cauchy-Schwarz: |(U, )| < ||T]| ||@]|.
(tv) Desigualdad triangular:
17+ || < |[o]] + [|]]- (2.4)

Demostracion. Las afirmaciones son claras si uno de los vectores es igual a 0, ya que el vector cero
es paralelo y ortogonal a todo vector en R?. Supongamos ahora que @ # 0 y @ # 0.

(1) Del Teorema 2.21 tenemos que |{(¥',W)| = ||U]| ||| si y solo si |cos¢| = 1. Esto ocurre si y
solo si ¢ = 0 o m, es decir, si y solo si ¥ y W son paralelos.

(11) Del Teorema 2.21 tenemos que |(¥,w)| = 0 si y solo si cosy = 0. Esto ocurre si y solo si
v =m/2, es decir, si y solo si Uy & son perpendiculares.

(111) Por el Teorema 2.21 tenemos que [(¥, w)| = ||¥]| [|@]| | cos | < [|9]| || ]| ya que 0 < |cos¢p| < 1

para ¢ € [0, 7).

(tv) Considere el tridngulo cuyos lados son ¥, W y 9+,
y sea el angulo opuesto al lado T+ (por tanto
¢ =7 — <(0,@)). El teorema del coseno da

15 + @] = [|19)* + [|]|* + 2|7 7] cos
< |91 + [|@]|* + 21|]] &
= (17 + [1o]1)>.

Tomando la raiz cuadrada en ambos lados obtenemos la desigualdad deseada. O

Question 2.1
{Cudndo se cumple la igualdad en la desigualdad triangular (2.4)? Dibuje una figura y demuestre
su afirmacién usando los célculos de la demostracién de (1v).

Ejercicio. Demuestre (11) y (111) de la Proposicién 2.18 usando el Corolario 2.22.

Ejercicio. (1) Demuestre el Corolario 2.22 (111) sin el teorema del coseno.

2
Indicacion. Empiece con la desigualdad 0 < ‘Hw’” v — ||V]| W H y desarrolle el lado derecho

de manera similar a como se hace en la demostracién de la Proposicion 8.6. Encontrara que
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40 2.2. Producto interno en R?

0 < 2||df||*||17]* — 2((7, w))?.
(11) Demuestre el Corolario 2.22 (1v) sin el teorema del coseno.
Indicacion. Compare con la demostracién de la desigualdad triangular en C™ (Proposi-

cién 8.6).

Damos una demostracién de (111) y (111) en la Proposicién 8.6 sin usar el teorema del coseno, la cual
funciona también en el caso complejo.

Ejemplo 2.23. El Teorema 2.21 nos permite calcular facilmente el angulo de un vector dado con
el eje z y el eje y (véase la Figura 2.13):

COS Py = <67€1> COS P, = <67€2>
xr — — — - —| — N
[ REIE
Si ahora usamos que |61 = ||€2|| = 1 and that (¢,€;) = v; and (¥, &) = va, entonces podemos
simplificar las expresiones a
. Un _ b
CETE R T

Claremente, estas formulas también se sigen de trigonometria elemental.

-\\H xT
T

FiGura 2.13: Angulo de ¥ con los ejes.

Deberia haber entendido

= los conceptos de ser paralelo y de ser perpendicular,
= la relacién del producto interno con la longitud de un vector y el angulo entre dos vectores,
= que el producto interno es conmutativo y asociativo, pero que no es un producto,

n ete.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular el producto interno de dos vectores,
= usar el producto interno para calcular dngulos entre vectores

= usar el producto interno para determinar si dos vectores son paralelos, perpendiculares o
ninguna de las dos cosas,

n etc.
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Ejercicios.

1. Sea v = (g) € R2,

(a) Encuentre todos los vectores unitarios cuya direccién es opuesta a la de 7.
(b) Encuentre todos los vectores de longitud 3 que tienen la misma direccién que 9.
(c) Encuentre todos los vectores que tienen la misma direccién que ¥ y que tienen doble
longitud de .
(d) Encuentre todos los vectores con norma 2 que son ortogonales a .
2. Para los siguientes vectores @ y ¢ decida si son ortogonales, paralelos o ninguno de los dos.

Calcule el coseno del angulo entre ellos. Si son paralelos, encuentre niimeros reales A y u tales
que U=\l y U= pv.

o e@ee() w (e
@ o=(3) = ("), @ o= (9. 7= (3.

3. (a) Para las siguientes parejas U y @ encuentre todos los « € R tal que ¥ y @ son paralelos:

o) en (5 ()
(iv) 7= (g)w<1;“> (i1 a(i),w(l;a‘”),

(b) Para las siguientes parejas ¥ y W encuentre todos los a € R tal que ¥y @ son perpendi-

culares:

(i) 7= <D,w:(_@‘2), (i) 7= (i)w:@) (i) 7= <§),w:<1§a>.

(a) Encuentre todos los @ € R tales que:
(1) all b;
() a L b;
(1m1) el dngulo entre @ y b es §;
.
Vel

4 2 v bhes D
(V) el dngulo entre @ y b es 5

(1v) el dngulo entre @y b es

(b) (Hacia donde tiende el dngulo entre @ y b cuando o — 00 6 o — —00?

Haga un dibujo de cada caso.
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2.3. Proyecciones ortogonales en R?

Sean ¥ y @ vectores en R? y @ # 0. Geométricamente, tenemos una intuicién de lo que deberfa ser
la proyeccién ortogonal de v sobre @ y de que deberiamos poder construirla como se describe en el
siguiente procedimiento: Movemos ¢’ de tal manera que su punto inicial coincida con el de @. Luego
extendemos W a una recta y construimos una recta que pasa por la punta de ¥ y es perpendicular
a w. El vector desde el punto inicial hasta la intersecciéon de las dos rectas deberia ser entonces la
proyeccion ortogonal de U sobre . véase la Figura 2.14

R U
U
o

FIGURA 2.14: Algunos ejemplos de la proyeccién ortogonal de ¥ sobre @ en R2.

Este procedimiento descompone el vector ¢ en una parte paralela a « y una parte perpendicular a
o, de manera que su suma nos devuelve v. La parte paralela es la proyeccion ortogonal de ¥ sobre

—

w.

En el siguiente teorema damos el significado preciso de la proyecciéon ortogonal, mostramos que
siempre existe una descomposiciéon como la descrita arriba e incluso derivamos una férmula para la
proyeccién ortogonal. Una versién mas general de este teorema es el Teorema 7.30.

Teorema 2.24 (Proyeccién ortogonal). Sean ¥ y i vectores en R? y 1 # 0. Entonces existen
vectores determinados de manera inica v y U1 (véase la Figura 2.15) tales que

El vector v se llama la proyeccién ortogonal de @ sobre w y estd dado por

(0, @)

I )

@. (2.6)
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<L
S
',
<
}_

<L

Uy = proyg v R

~ . w I v v1 w
U)| = proyg v

U = proyz v

FIGURA 2.15: Ejemplos de descomposiciones de ¥ como ¥ = ¥ + ¥ con ¥ || & y ¥ L @. Observe
que por definicién ¥ = proy z v.

Demostracion. Supongamos que tenemos vectores ) y ¥1 que satisfacen (2.5). Como v y @ son

paralelos por definicién y como @ # 0, existe A € R tal que ¥ = Aw; por lo tanto, para encontrar j
basta determinar A. Para esto, observamos que ¥ = M\ + ¢/} por (2.5). Tomar el producto interno
en ambos lados con @ conduce a

(V%) = (MG + T, , W) = (MT, %) + (T, @) = (M0, @) = N, @) = \||7||?
——
=0yaque v, L&

= A= L’f?.
Il

Asi, si existe una representacién de ¢ como suma de la forma (2.5), entonces la tinica posibilidad es

(7, @)
W)
7]

— —

Ol
>
g
Il

Esto ya prueba la unicidad de los vectores ¥ 7. Queda mostrar que, en efecto, tienen las
y Ny ) ’
ropiedades deseadas. Claramente, por construccién ¥ es paralelo a W y ¥ = ¥ + ¥, ya que
) I y I y Y
definimos v, = ¥ — ¥};. Queda verificar que v, es ortogonal a w. Esto se sigue de
I

(@) = <ﬁ %w@ _ ) <<wﬁ”>ww> SR S AL e

[Kaills
donde en el tltimo paso usamos que (w0 , ) = |||%. O

Notacién 2.25. En lugar de @) a menudo escribimos proy; ¢, en particular cuando queremos
enfatizar sobre qué vector estamos proyectyo.

Observacién 2.26. (1) proy; ¥ depende solamente de la direccién de w. No depende de su

longitud.
(11) Para todo ¢ € R, se tiene que proy;(ct) = cproyz v.
(1) Como casos especiales de lo anterior, tenemos proy;(—¢) = — proyg ¥ y proy_z ¥ = proy,g .
(v) ¥||wW = proyzo=74a.
(V) 5 1L@% = proygzo=0
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(VI) proyg @ es el tinico vector en R? tal que
(0—proygz¥) L7 y proyg? | .

Demostracion. (1): Por nuestra intuicién geométrica, esto deberia ser claro. Demos una demostra-
ci6én formal. Supongamos que queremos proyectar ¥ sobre ¢ para algin ¢ € R\ {0}. Entonces

(), i) ) )
Proy gz v W(Cw) = W(Cw) = ||u—}»||2 W = Proy s v.

Convénzase graficamente de que no importa si proyectamos @ sobre 0, sobre 5@ o sobre — L1;

5
solo importa la direccién de w, no su longitud.

(1):  De nuevo, por consideraciones geométricas, esto deberfa ser claro. El cdlculo correspondiente

es
el @) i) )
proy g (ct) = —=u = ——="14 = cproy; U
v [[w]2 [ ]| “

(111) se sigue directamente de (1) y (11).
(1v), (V) y (v1) follow from the uniqueness of the descomposicién of the vector ¢’ as sum of a vector
paralelo y a vector perpendicular to . O

Ahora la demostracién de la Proposicién 2.18 (1) se sigue facilmente.

Demostracion de la Proposicion 2.18 (1). Tenemos que mostrar que si @ || @ y si @ # 0, entonces

existe A € R tal que @ = Av. De la Observacién 2.26 (1v) se sigue que ¢ = proyz v = H”wﬁQw por

/\

lo tanto la afirmacién se sigue si podemos escoger \ = <Hv13\|2>' O

Observacién 2.27 (Distancia de un punto a una recta). En Teorema 7.39 probaremos lo

siguiente: Sea L = {t¥': t € R} una recta que pasa por el origen y sea P un punto en R2. El punto

Q en L més cercano a P satisface 0Q = proy;0P. La distancia de P a la recta L es || PQ||, es deir,
dist(P, L) = ||0P — proy;0Q.

En palabras: si proyectamos el vector 0P sobre la recta L (es decir, sobre su vector director),
entonces la punta ) de esta proyeccién es el punto en la recta L que estd mas cercano al punto O.

;,Como cambia lo de arriba si L no pasa por el origen?

Terminamos esta seccién con algunos ejemplos.

Ejemplo 2.28. Sean @ = 261 + 365, U = 46 — €.

- (u,&) = 2 5 o=
(1) PIOys U = 52 € = 1261 = 2€y.

—’_<'EL‘7€‘2>—D _ 3= _3—;
(11) PIOYs, U = 5,2 €2 = 1262 = 9€2.
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(111) De manera similar, podemos calcular proyg v = 4€1, proyg, v = —&s.
2 4
(V) proygi= g A AN/ p 828 o 5L 5 (2
PrOYaY = e T T e Pt 1t 13 \3
4 2
v) L {v,4) | -1/ 7\3 . 8-3 _ 5, 5 4
royy U = U= U= U= —1U=— .
P P [k Ercn T T\

Ejemplo 2.29 (Angulo con los ejes de coordenadas). Sean 7 = <Z> € R?\ {0}. Entonces

S oSN a S SN _ b
cos (¥, &) = may» €os <(0,83) = a7 por ende

. a L, [cos (U, € L [ €COS g
w=(5) =l (S =y (€57
b cos (¥, &) COS Py,

proyeccién de ¥ sobre el eje & = proyz, U = [|U]| cos <(7, €1) €, = ||7]| cos ¢, €1,

proyeccién de ¥ sobre el eje y = proyg, v = [|U]| cos (¥, &) & = ||7]| cos @, €.

Question 2.2

Sean @ be a vector in R? \ {0}.

(1) ;Puede describir geométricamente todos los vectores ¥ cuya proyeccién sobre  es igual al
vector 07

(11) ;Puede describir geométricamente todos los vectores ¥ cuya proyeccién sobre o tiene longi-
tud 27

(11) jPuede describir geométricamente todos los vectores ¥ cuya proyeccién sobre 0 tiene longi-
tud 3||||?

Deberia haber entendido

= el concepto de proyecciones ortogonales en R?,

= por qué la proyeccion ortogonal de w sobre w no depende de la longitud de w0,

= etc.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular la proyeccién de un vector dado sobre otro vector,
= calcular vectores con una proyeccién dada sobre otro vector,
= ete.
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Ejercicios.

L (1 » (5
1. Sean @ = <3) yb= (2>

(a) Calcule proyg(i Yy proygz b.

(b) Encuentre todos los vectores ¥ € R? tal que ||proy; | = 0. Describa este conjunto
geométricamente.

(c) Encuentre todos los vectores ¥ € R? tal que | proy;@|| = 2. Describa este conjunto
geométricamente.

(d) ;Existe un vector & tal que proy, Z || b?
(Existe un vector Z tal que proyza || b?
(Existe un vector & tal que proyza = b?

2.4. Vectores en R"

En esta seccién extendemos nuestros célculos de R a R™. Si n = 3, entonces obtenemos R?, que
usualmente sirve como modelo de nuestro mundo fisico cotidiano y con el cual probablemente ya
est4 familiarizado por las clases de fisica. Discutiremos R? y algunas de sus particularidades con
més detalle en la Seccion 2.5.

Primero, definamos R".

Definicién 2.30. Para n € N definimos el conjunto

Zy
R" = D x,...,Tn €ER
Tn
De nuevo, podemos pensar en los vectores como flechas. Como en R?, podemos identificar cada

punto de R™ con la flecha que empieza en el origen del sistema de coordenadas y termina en el
punto dado. El conjunto de todas las flechas con la misma longitud y la misma direccién se llama

n
un vector en R". Asi, todo punto P(ps,...,p,) define un vector ¥ = | : [ y viceversa. Como antes,
Pn
a veces denotamos los vectores como (p,...,p,)" para ahorrar espacio (vertical). El superindice ¢
significa “transpuesto”.
R™ se convierte en un espacio vectorial con las operaciones
U1 wq V1 + wy CcU1
R"xR" = R", o+w=|: |+ |= : , RxR" = R", cti= | 1 |. (2.7)
Un W, Up + Wy CUp,
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Ejercicio. Muestre que R™ es un espacio vectorial. Es decir, tiene que mostrar que se cumplen
los axiomas de espacio vectorial de la pagina 31.

Como en R?, podemos definir la norma de un vector, el &ngulo entre dos vectores y un producto
interno. Observe que la definicién del 4ngulo entre dos vectores no es diferente de la de R?, ya que
cuando se nos dan dos vectores, estos siempre estdn en un plano comuin que nos podemos imaginar
como una especie de R? rotado. Demos ahora las definiciones formales.

U1
Definicién 2.31 (Producto interno; norma de un vector). Para los vectores 7 = | : | y
Up,
wy
W= | : |, el producto interno (o producto escalar o producto punto) se define como
W,
U1 wy
<177U7>:< S IR >=Ulw1+~-~+vnwn.
Up, Wn,
V1
The longitud de ¥ = | @ | € R" se denota por ||7]| y estd dada por
Up,

o1l = fof +-- 4 of
Otros nombres para la longitud de ¥ son magnitud de ¥ or norma de v.

Como en R?, tenemos las siguientes propiedades:

(1) Simetria del producto interno: Para todos los vectores ¥, W € R™, tenemos que (¥, W) = (&, V).

(11) Bilinealidad del producto interno: Para todos los vectores i, U, & € R™ y todo ¢ € R, tenemos
que (i ,0+ cW) = (¥, 0) + ¢, ).

(111) Relacidn del producto interno con el dngulo entre vectores: Sean U, € R™ y sea ¢ = <(U, ).

Entonces
(¥, ) = ||9]] [|]| cos .

En particular, tenemos (cf. Proposicién 2.18):

(a v | — ) e{o,r} <= |<U,ﬁ>|—lllellﬁ||,
(b) TL =  «(0,@) =7/2 — (7, =

Observacion 2.32. En espacios abstractos con producto interno, el producto interno se usa
de hecho para definir la ortogonalidad.

(1v) Relacion del producto interno con la norma: Para todo vector ¥ € R™, tenemos ||7]|? = (7, 7).
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(V) Propiedades de la norma: Para todos los vectores ¥, € R™ y escalares ¢ € R, tenemos que
ledll = lelll@ll y (|7 + @] < {17 + (1]

(V1) Proyecciones ortogonales de un vector sobre otro: Para todos los vectores ¥, € R™ con @ # 0
la proyeccion ortogonal de U sobre W es

L (0,0)
proyg v = ~—=—- . (2.8)
Kaills

Como en R2, tenemos n “vectores especiales” que son paralelos a los ejes de coordenadas y tienen
norma 1:

1 0 0

0 1 :

é’1 = ’ é’2 = . ) ) én = .
: 0

0 0 1

En el caso especial n = 3, los vectores €1, €; y €3 se denotan a veces por 1,], k.

Para un vector dado v # 0, ahora podemos determinar facilmente sus proyecciones sobre los n ejes
de coordenadas y su dngulo con los ejes de coordenadas. Por (2.8), la proyeccién sobre el eje x; es

proyg, U = v;€;.

Sea ¢; el angulo entre ¥’ y el eje ;. Entonces

. <177€j> vy
<,0'=<I(11 ex) —> COSYy =~ = T
! Y R =
oS 1
Se sigue que ¥ = ||7]| . A veces se usa la notacién
COS ¥,
oS 1
b= 0= o
V= 757 = ||V
|7l
COS ¢,
para el vector unitario que apunta en la misma direccién que ¢. Claramente [|9]] = 1 porque
1]l = |17 =7 = ||8]| = ||F]] = 1. Por lo tanto, © es efectivamente un vector unitario que apunta

en la misma direccién que el vector original .

Deberia haber entendido

= ¢l espacio vectorial R™ y los vectores en R™,
= los conceptos geométricos (dngulos, longitud de un vector) en R™,
= que R? del capitulo 2.1 es un caso especial de R™ de esta seccién,

= etc.

Ahora deberia ser capaz de
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» realizar operaciones algebraicas en el espacio vectorial R? y, en el caso n = 3, visualizarlas
en el espacio,

= calcular longitudes y angulos,
= calcular vectores unitarios y escalar vectores,

» realizar demostraciones abstractas sencillas (por ejemplo, demostrar que R™ es un espacio

vectorial).
n etc.
Ejercicios.
2 0
1 Send= | |yvi=|%|. calcular
. ean a = 0 y = 5 . alcular:
3 1
(a) 4d+ 3b. (c) (@—b+ 38 ,b— 58 + &).
(b) [|3@ — 2b]. (d) proy;a.

2.5. Vectores en R? y el producto cruz

El espacio R? es muy importante, ya que se usa en mecénica para modelar el espacio en el que
vivimos. En R? podemos definir una operacién adicional con vectores, el llamado producto cruz.
Otro nombre para él es producto vectorial. Toma dos vectores y devuelve otro vector. Tiene varias
propiedades que lo hacen parecer un producto; sin embargo, veremos que no es un producto. Esta
es su definicion.

U1 w1
Definicién 2.33 (Producto cruz). Sea ¢ = [wve |, @ = |ws | € R El producto cruz (o
U3 w3
producto vectorial o producto exterior) is
U1 w1 VW3 — V3W2
TX W= V9 X (5} = | V3w — V1W3
U3 w3 V1W2 — V2W1

Otra notacién para el producto cruz es ¥ A .

Una manera de recordar esta férmula es la siguiente. Escriba la primera y la segunda componente de
los vectores debajo de ellos, de modo que formalmente se obtenga una columna de 5 componentes.
Luego trace cruces como en el esquema de abajo, comenzando con la cruz formada por una linea de
vo a w3 y luego de wsy a v3. Cada linea representa un producto de las componentes correspondientes;
si la linea va de arriba a la izquierda hacia abajo a la derecha, se cuenta con signo positivo; si va

Last Change: Di 23. Jun 16:09:40 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



50 2.5. Vectores en R? y el producto cruz

de arriba a la derecha hacia abajo a la izquierda, se cuenta con signo negativo.
U2w3 — U3W2
= U3wy — V1W3

V1Wgo — VW1

The producto cruz is defined only in R3!

Antes de reunir algunas propiedades sencillas del producto cruz, calculemos algunos ejemplos.

: 14 — 18 —4
Tl=(1-7]=| 8],
: 610 —4

1 5

Ejemplos 2.34. Let u= (2], 7= |6
3 7

5 2-7-3

6]=13-5-1

7 2

—8
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(
=0 and (U,4 x Uy =0, in particular

\5¢5xm @17 xi

En otras palabras: el vector U x W es ortogonal tanto a U como a W.
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Demostracion. Las demostraciones de las férmulas (i) — (iv) son cdlculos sencillos (jdeberia hacer-
los!).

(v) La implicacién “=" es facil de verificar. La otra direccién se sigue facilmente del Teore-
ma 2.37 de abajo. O se puede ver de la slgulente manera: Supongamos que W X v = = 0. Si
7 = 0, entonces claramente @ || . Si @ # 0, escribimos i = @ + b, donde @ = proys @y b L v.

Tenemos que mostrar que b = 0. Usando que vxd=0 (porque son paralelos), obtenemos que

. . . ’l)2b3—1)3b2
0:17><u7:z7><(6+):(z7x6)+(6>< ):17Xb: v3by — v1b3
111[)2—112()1

Ademés sabemos que (U ,5) 0. Asi, en total tenemos cuatro ecuaciones lineales para las tres
componentes by, ba, by de b:

’Ugbg - ’Ugbg = O, 1)31)1 - ’Ulbg = 0, Ulbg - U2b1 = 0, Ulbl aF U2b2 + U3l)3 =0.

Como ¥ # 0, al menos una de sus componentes es distinta de 0. Supongamos que vy # 0.
Entonces podemos despejar by y b3 en la segunda y tercera ecuacion y obtenemos que by = %bl
and b3 = %bl. Si sustituimos esto en la ultima ecuacién, encontramos que

v2 v2 by [|7]?
0 b 2 R 2 2 2 b _
=1 1+—v1 1—|——U1 1——v%(v1—|—v2—|—v3)— 1 o

Como v # 6, se sigue que by = 0, pero entonces también by, = %bl 0 and b3 = 2 b1 =

En resumen, b = 0, como queriamos mostrar.

(vi) La demostracién es un célculo largo pero directo:

Uy U1 w1 Uy VW3 — V3Wwa
<'l_f,'l7 X U_;> = (5] , | v2 X | w2 = U2 , | v3w1 — w3v1
us U3 w3 us V1W2 — V2wy

= w1 (vow3 — v3wa) + Uz (vswi — vViws) + ug(viwe — Vawy )

U1V2W3 — UTV3W2 + UV3W] — UV W3 + UV W2 — UIV2W7

U2V3W] — UIV2WT + U3V Wo — UTV3W2 + U VW3 — U2V W3

(ugvg — uzva)wi + (uzvy — wrvg)ws + (U1ve — Usv1 w3
= (U X U,w).
(vir) De (vi) y (V) se sigue que

— —

(@, ax¥)y=(Uxu,0)=(0,0)=0 and (¥,dx7)=—(0,0xu)=0. O
Observe que el producto cruz es distributivo, pero no es ni conmutativo ni asociativo.

Ejercicio. Demuestre las férmulas en (i) — (iv) y la implicacién “=" en (V).

—

Una interpretacién geométrica del ntimero (@, 7 x @) de (V1) se dard en la Proposicién 2.39.
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52 2.5. Vectores en R? y el producto cruz

Observacién 2.36. La propiedad (V1) explica por qué el producto cruz solo tiene sentido en R3.
Dados dos vectores no paralelos ¥ y w, su producto cruz es un vector que es ortogonal a ambos
y cuya longitud es ||0]| ||| sin ¢ (véase el Teorema 2.37; ¢ = <(U,w)), lo cual deberfa determinar
el resultado de manera tnica salvo por un factor +1. Este factor tiene que ver con la orientacién
relativa de ¢’ y W entre si. Sin embargo, si n # 3, entonces ocurre una de las siguientes situaciones:

» Si estuviéramos en R?, el problema es que “no tenemos suficiente espacio”, porque entonces
el Unico vector ortogonal a ¥y W al mismo tiempo seria el vector cero 0, y no tendria mucho
sentido definir un producto cuyo resultado fuera siempre 0.

= Si estuviéramos en algin R™ con n > 4, el problema es que “tenemos demasiadas opciones”.
Veremos mas adelante en el Capitulo 7.3 que el complemento ortogonal del plano generado por
U y W tiene dimensién n—2 y que todo vector en el complemento ortogonal es ortogonal tanto a
¥ como a 1. Por ejemplo, si tomamos 7 = (1,0,0,0)* and @ = (0,1, 0, 0)?, entonces todo vector
de la forma @ = (0,0, z,y)" es perpendicular tanto a @ como a w0, y es facil encontrar infinitos
vectores de esta forma que ademds tengan norma ||7]| ||| sing = 1 (@ = (0,0, sin¥, + cos )
para arbitrario ¢ € R funciona).

Recordemos que para el producto interno demostramos la férmula (7, @) = ||¥/]| ||@]| cos ¢ where ¢
is the angle between the two vectors, see Theorem 2.21. En el siguiente teorema demostraremos
una relacién similar para el producto cruz.

Teorema 2.37. Sean v, vectores en R? y sea ¢ el dngulo entre ellos. Entonces

115 x @] = ] ] sin o |
Demostracion. Un cdleulo largo pero directo muestra que |7 x ||? = ||7]|?||@||* — (¢, %)?. Ahora
se sigue del Teorema 2.21 que
|17 % @) = |72 [l]|* — (&, @)* = |9 1]]* — [|]]* || (cos ¢)

= |17 1]]*(1 — (cos »)*) = 15| ||| (sin ).
Si tomamos la raiz cuadrada en ambos lados, llegamos a la férmula afirmada. (No tenemos que
preocuparnos por tomar el valor absoluto de sin ¢ porque ¢ € [0, 7], por lo que sinp > 0.) O

Ejercicio. Muestre que ||7 x @||? = ||7]|?||@]|? — (7, w)>.

Aplicacion: area de un paralelogramo y volumen de un paralelepipedo
Area de un paralelogramo

Sean ¥y @ dos vectores en R®. Entonces definen un paralelogramo (si los vectores son paralelos o
uno de ellos es igual a 0, se trata de un paralelogramo degenerado).
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F1GURA 2.16: Paralelogramo generado por ¢ y .

Proposiciéon 2.38 (Area de un paralelogramo). El drea del paralelogramo generado por los
vectores U y W es
A =||7 x . (2.9)

Demostracion. El drea de un paralelogramo es el producto de la longitud de su base por la altura.
Podemos tomar W como base. Sea ¢ el dngulo entre @ y U. Entonces obtenemos que h = ||¥/]| sin¢
y por lo tanto, con ayuda del Teorema 2.37

A = [[d]|h = [[@|][[]| sin ¢ = || x @] H

Observe que en el caso en que ¥ y W son paralelos, esto da la respuesta correcta A = 0.

Volumen de un paralelepipedo

Cualesquiera tres vectores en R? definen un paralelepipedo.

FicURrA 2.17: Paralelepipedo generado por i, ¥/, .
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54 2.5. Vectores en R? y el producto cruz

Proposicién 2.39 (Volumen de un paralelepipedo). El volumen del paralelepipedo generado
por los vectores U, U y W es
V = |{@,v x @) (2.10)

Demostracion. El volumen de un paralelepipedo es el producto del area de su base por la altura.
Tomemos como base el paralelogramo generado por U, w. Si ¥ Y w son paralelos o uno de ellos es
igual a 0, entonces (2.10) es verdadera porque V =0y ¢ X @ = 0 en este caso.

Supongamos ahora que no son paralelos. Por la Proposicién 2.38 ya sabemos que su base tiene area
A = ||¥ x @|. La altura es la longitud de la proyeccién ortogonal de @ sobre el vector normal del
plano generado por ¥y . Ya sabemos que ¥ X i es tal vector normal. Por lo tanto obtenemos que

. (W, 0xwW)_, [(@, 7 x )| . |(@, 0 x )|
h: OV=0 . = _— X — " 5 == =/
||pr vawUH ‘ ||'l7><u7||2 v w ||17><IU||2 H H ||17><u7||
Por lo tanto, el volumen del paralelepipedo es
. R s @
V = Ah = ||V x W|| —5——=— = |(€, ¥ x W)|. O
|77 x |

Observe que en el caso en que dos de los vectores u, 7 y w son paralelos, la férmula da la respuesta
correcta: el volumen del paralelepipedo es 0.

—

Corolario 2.40. Sean i,v,w € R3. Entonces

(@, 7 x w)| = (7,7 x 4)| = [{@, @ x 7)|.

<y

Demostracion. La férmula se cumple porque cada una de las expresiones describe el volumen del
paralelepipedo generado por los tres vectores dados, ya que podemos tomar cualquiera de los lados
del paralelogramo como base. O

Deberia haber entendido

= las interpretaciones geométricas del producto cruz,
» por qué existe solo en R?

= ete.
Ahora deberia ser capaz de
= calcular el producto cruz,
» usarlo para decir algo sobre el 4ngulo entre dos vectores en R3,

= usarlo para calcular el drea de un paralelogramo y el volumen de un paralelepipedo,

= etc.

Ejercicios.
1. (a) Calcule el drea del paralelogramo cuyos vértices adyacentes son A(1,2,3), B(2,3,4),

C(—1,2,—5) y calcule el cuarto vértice.

Last Change: Di 23. Jun 16:09:40 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter 2. R? y R? 55

(b) Calcule el area del tridngulo con los vértices A(1,2,3), B(2,3,4), C(—1,2,-5).

(¢) Encuentre un punto P tal que el drea del tridngulo con vértices B, C, P sea igual a 13.
;Cuantos tales puntos P hay? Describalos geométricamente.

2. Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores

5 1 1
i=|2], o= 4|, w=|-2
1 3 7

3. Use el producto cruz para encontrar el seno del angulo formado por los vectores

2 -3
1]y |—2
-1 4
1 2
4. Encuentre todos los vectores @ € R3 tales que @ L | —1| ya@ L 0 | ;Cuédntos de ellos
2 -3
1 8
tienen norma 17 ;Cudles tales a@ satisfacen que @ x | =1 | = [ -2 |7
2 -5

2.6. Rectas y planos en R?

En esta seccién discutimos rectas y planos y cémo describirlos mediante formulas. En la siguiente
seccién calcularemos, por ejemplo, intersecciones entre ellos. Trabajaremos principalmente en R? y
solo daremos algunas indicaciones sobre como los conceptos discutidos aqui se generalizan a R™ con
n # 3. El caso especial n = 2 deberia ser claro.

La definicién formal de rectas y planos se dard en la Definicién 5.57, porque esto requiere el concepto
de independencia lineal. (Para los curiosos: una recta es un subespacio (afin) unidimensional de
un espacio vectorial; un plano es un subespacio (afin) bidimensional de un espacio vectorial; un
hiperplano es un subespacio (afin) de dimensién (n — 1) de un espacio vectorial de dimensién n).
En esta seccién apelamos a nuestro conocimiento e intuicién de la geometria elemental.

Rectas

Intuitivamente, es claro qué deberfa ser una recta en R3. Para describir completamente una recta
en R3, no es necesario conocer todos sus puntos. Es suficiente conocer o bien

(a) dos puntos distintos P, @ sobre la recta
or
(b) un punto P sobre la recta y la direccién de la recta.
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<L

FicUura 2.18: Recta L dada por: dos puntos P, @ en L; o por un punto P en L y la direcciéon de L.

Claramente, ambas descripciones son equivalentes porque: Si tenemos dos puntos distintos P, Q
sobre la recta L, entonces su direccion estd dada por el vector PQ. Si, por otro lado, se nos da un
punto P en L y un vector ¢ que es paralelo a L, entonces obtenemos facilmente otro punto @) en L
mediante OQ = OP + .

Ahora queremos dar férmulas para la recta.

|Ecuacién vectorial de una recta|

Dados dos puntos P(p1, p2,ps) and Q(q1, 2, ¢q3) con P # @, hay exactamente una recta L que pasa
por ambos puntos. En féormulas, esta recta se describe como

. p1+ (g1 —p1)t
L:{OPthPQ:tGR}: Pot(ge—pa)t| teRY. (2.11)
p3 + (g3 — p3)t

U1
Si se nos da un punto P(p1,p2,p3) en L y un vector ¢ = | vo | # 0 paralelo a L, entonces
U3

N p1+ o1t
L:{OPthﬁ:teR}: potust | teRrRY. (2.12)
p3 + vzt

Las férmulas son fdciles de entender. Dicen lo siguiente: para trazar la recta, primero nos movemos
a un punto arbitrario de la recta (este es el término OP) y luego nos movemos una cantidad ¢ a
lo largo de la recta. Con este procedimiento podemos alcanzar todo punto de la recta y, por otro
lado, si hacemos esto, entonces tenemos garantizado terminar sobre la recta.

Las féormulas (2.11) y (2.12) se llaman ecuacidon vectorial de la recta L. Observe que son iguales si
ponemos v; = q; — p1, V2 = g2 — P2, U3 = g3 — p3. Usaremos principalmente la notacién con las v,
ya que es mas corta. El vector ¢ se llama vector director de la recta L.

Question 2.3

;Es cierto que E pasa por el origen si y solo si OP =07
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Observacion 2.41. Es importante observar que una recta dada tiene muchas parametrizaciones
distintas.

= La ecuacién vectorial que escribimos depende de los puntos que escojamos en L. Claramente,
tenemos infinitas posibilidades para hacerlo.

= Toda recta dada L tiene muchos vectores directores. En efecto, si ¢ es un vector director de
L, entonces c¥ también lo es para todo ¢ € R\ {0}. Sin embargo, todos los posibles vectores
directores son paralelos.

Ejercicio. Verifique que las siguientes formulas describen todas la misma recta:

1 6 1 12
O L=< (2] +t|5]:ter}, () Lo={ (2| +¢t[10]:ter},
3 4 3 8
13 6
() Lz = 121 +t|5]:teR
11 4

Question 2.4

= ;Como se puede ver facilmente si dos rectas dadas son paralelas o perpendiculares entre si?

= ;Como definiria el dngulo entre dos rectas? ;Tienen que intersecarse para que se pueda
definir un angulo entre ellas?

Ecuacion paramétrica de una recta‘

De la férmula (2.12) es claro que un punto (z,y, z) pertenece a L si y solo si existe ¢ € R tal que
r=p1+to, y=p2+tive, z=p3+tus. (2.13)
Si hubiéramos empezado con (2.11), entonces habriamos obtenido

r=p1+t(g—p1), y=p2+tlgz—p2), 2z=ps+tgs—ps3). (2.14)

El sistema de ecuaciones (2.13) o (2.14) se llama ecuaciones paramétricas de L. Aqui, t es el
parametro.

Ecuacién simétrica de una recta|

Observe que para (z,y,2) € L, las tres ecuaciones en (2.13) deben cumplirse para el mismo ¢. Si
suponemos que vy, v9,v3 7 0, entonces podemos despejar ¢ y obtenemos que
T—p _Y—P2_27DP3

= . (2.15)
U1 V2 U3

Si usamos (2.14), entonces obtenemos

T —p1 _ Y — D2 _ Z—P3 (216)
g1 —pP1 q2 — P2 q3 — P3
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El sistema de ecuaciones (2.15) o (2.16) se llama ecuacion simétrica de L.

Si, por ejemplo, v1 = 0y vg,v3 # 0, entonces la recta es paralela al plano yz y su ecuacién simétrica

es
o Yy—p2  2—Dp3
T = p1, =

V2 v3

Si vy =wvs =0y vs # 0, entonces la recta es paralela al eje z y su ecuacién simétrica es
T=p1, Yy=p2, z€E€R.

Representaciones de rectas en R".

En R™, la forma vectorial de una recta es
L= {O_F;%—tﬁzteR}
para P € L fijo y un vector director . Su forma paramétrica es
1 =p1 +tvy, X2 =p2+tva, ..., Ty =Dp,+1lv,, teR,
y, suponiendo que todos los v; son distintos de 0, su forma simétrica es

Ti—p1 _ T2—P2 _ Tpn—DPn

U1 V2 Un

Question 2.5. Forma normal de una recta.
En R2, también existe la forma normal de una recta:
L:ax+by=d (2.17)

donde a,b y d son numeros fijos. Esto significa que L consiste en todos los puntos (z,y) cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacién ax + by = d.

(1) Dada una recta en la forma (2.17), encuentre una representacién vectorial.

(1) Dada una recta en representacién vectorial, encuentre una forma normal (es decir, escribala
como (2.17)).

(1m1) jCudl es la interpretacién geométrica de a, b? (Indicacién: dibuje la recta L y el vector (Z) )

(1v) ;Puede esta forma normal extenderse/generalizarse a rectas en R3? Si es posible, ;jcémo se
puede hacer? Si no es posible, explique por qué no.

Planos

Para conocer completamente un plano F en R3, es suficiente conocer

(a) tres puntos P, @, R en el plano que no yacen sobre una recta comun,
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P
e Q -

(a) (b) ()

FIGURrA 2.19: Plano E dado por: (a) tres puntos P,@Q, R en E, (b) un punto P en E y dos vectores
¥, w paralelos a E, (c¢) un punto P en E y un vector @ perpendicular a E.

n

(0,0,0)

Ficura 2.20: Plano E dado con tres puntos &Q, R en E, dos vectores ID—CJ, PR paralelos a E, y un
vector 77 perpendicular a E. Observe que 7@ | PQ X PR.

(b) un punto P en el plano y dos vectores no paralelos ¥, W que son ambos paralelos al plano,

(c) un punto P en el plano y un vector 7i que es perpendicular al plano,

Primero veamos cémo podemos pasar de una descripcién a otra. Claramente, las descripciones (a)
and (b) son equivalentes porque, dados tres puntos P, @, R en E que no yacen sobre una recta,
podemos formar los vectores PQ y PR. Estos vectores son entonces paralelos al plano F, pero no
son paralelos entre si. (Por supuesto, también podriamos haber tomado QR y QP o RP y RQ )
Si, por otro lado, tenemos un punto P en E y dos vectores ¥ y W, paralelos a E y con ¢ |J @,
entonces podemos obtener ficilmente otros dos puntos en F, por ejemplo mediante O—Q) =0OP+7%
and OR = OP + w. Entonces los tres puntos P, @, R yacen en E y no yacen sobre una recta.
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Ecuacion vectorial de un plano‘

En férmulas, ahora podemos describir nuestro plano £ como

8

E=((z,y,2): |y = OP + s7 + ti for some s,t € R
z

Como en el caso de la ecuacién vectorial de una recta, la féin)ula es facil de entender. Primero nos
movemos a un punto arbitrario del plano (este es el término O P) y luego nos movemos paralelamente
al plano como queramos (este es el término st + tw). Con este procedimiento podemos alcanzar
cualquier punto del plano y, por otro lado, si hacemos esto, entonces tenemos garantizado terminar
en el plano.

Question 2.6

;Es cierto que E pasa por el origen si y solo si OP =07

‘Forma normal de un plano

En R3, podemos usar el vector normal del plano para describirlo. Supongamos que se nos da un
punto P en E y un vector 7i perpendicular al plano. Esto significa que todo vector que es paralelo
al plano E debe ser perpendlcular a 1. Si tomamos un punto arbitrario Q(z,y, z) € R?, entonces
Q € F siy solo si PQ es paralelo a F, lo que significa que PQ es ortogonal a 7i. Recordemos que
dos vectores son perpendiculares si y solo si su producto interno es 0, asi que @ € E si y solo si

. ni =D
0=(n,PQ)=(|n2|,ly—p2]| )=ni(z—p1)+n2y —p2) +ns(z—p3)
n3 z—p3

= n1z + nay +n3z — (n1p1 + nap2 + n3p3)

Si ponemos d = nip; + nap2 + naps, entonces se sigue que un punto Q(z,y, z) pertenece a E siy
solo si sus coordenadas satisfacen
nix + noy + n3z = d. (2.18)

La ecuacién (2.18) se llama forma normal del plano E y 7 se llama un vector normal de E.

Notacion 2.42. Para definir F, escribimos F : njx + noy + ngz = d. Como conjunto, denotamos
E por E ={(x,y,2) : nix + nay + ngz = d}.

Ejercicio. Muestre que E pasa por el origen si y solo si d = 0.

Observacién 2.43. Como antes, observe que la ecuacién normal de un plano no es unica. Por
ejemplo,
T+2y+3z2=5 and 2z +4y + 62z =10

describen el mismo plano. La razén es que “el” vector normal de un plano no es tnico. Si 77 es un

vector normal del plano E, entonces todo ¢ii con ¢ € R\ {0} también es un vector normal al plano.
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Definicién 2.44. El dngulo entre dos planos es el angulo entre sus vectores normales.

Observe que esta definicién es consistente con el hecho de que dos planos son paralelos si y solo si
sus vectores normales son paralelos.

Observacién 2.45. » Suponga que se da un plano como en (b) (es decir, conocemos un punto
P en E y dos vectores ¥ y w paralelos a F, pero con ¥ |f ). Para encontrar una descripcién
como en (c) (es decir, un punto en F y un vector normal), solo tenemos que encontrar un
vector 7 que sea perpendicular tanto a ¥ como a w. La Proposicién 2.35(VII) nos dice cémo
hacerlo: solo necesitamos calcular ¥ x . Otra manera de encontrar un 77 adecuado es encontrar
una solucién del sistema lineal 2 x 3 dado por {(¥,7) =0, (@, ) = 0}.

= Suponga que se da un plano como en (c¢) (es decir, conocemos un punto P en E y un vector
normal). Para encontrar vectores ¥ y & como en (b), podemos proceder de muchas maneras:
e Encuentre dos soluciones de (Z, ) = 0 que no sean paralelas.
e Encuentre dos puntos @, R en el plano tales que P—Q> H/P—R) Eln we can take v = P—Cj and
W= PR.

e Encuentre una solucién o # 0 de (,7) = 0, que usualmente es ficil de adivinar, y luego
calcule W = ¥ x 7. El vector W es perpendicular a 77 y consecuentemente es paralelo al
plano. También es perpendicular a ¢ y por lo tanto no es paralelo a . En total, este
vector w hace lo que necesitamos.

Representaciones de planos en R”.

En R"™, la forma vectorial de un plano es
E={OP +t7+s0:tcR}

para P € E fijo y dos vectores v, W paralelos al plano, pero no paralelos entre si.

Observe que no hay forma normal de un plano en R™ para n > 4. La razén es que para n > 4, hay
maés que una sola direccién perpendicular al plano dado. Por lo tanto, una forma normal del plano
E debe consistir de méds que una ecuacién (mds precisamente debe consistir de n — 2 ecuaciones
de la forma for nyzy + ... 0,2z, = d).

Deberia haber entendido

= el concepto de rectas y planos en R?,
= como pueden describirse mediante féormulas,

= ctc.
Ahora deberia ser capaz de

= pasar facilmente entre las distintas descripciones de rectas y planos,

= etc.
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Ejercicios.

1. Mostrar que las siguientes ecuaciones describen la misma recta:

1 4 1 8 1 —4

214+1t(5 teR }, 21 +t[10):teR,, 21+t —-5]:teR},
3 6 3 12 3 —6

o 4 v—1 y-2 2-3 w43 y+3 2+3

7 t 5 tER 5 == = 5 = = .

9 + 6 4 5 6 4 5 6

2. Dadas lineas L1 y Lo y el punto P,

(1) determine si Ly y Lo son paralelas,

(111

)
(1) determine si Ly y Lo tienen un punto de interseccién,
) determine si P pertenece a Lj y/o a Lo,

)

(1v) encuentre una recta paralela a Lo que pase por P.

3 1
(a) Ly :7(t) = (4| +t [ -1, Lp:33=22=21 P(5211).
5 3
2 1
(b) Ly :7(t) = 11 +t[2), Le:x=t+1, y=3t—4, z=—-t+2, P(57,2).
—7 3

3. En R3 considere el plano E dado por E : 3z — 2y + 4z = 16.
(a
(b
(c

(d) Encuentre un punto en E y dos vectores @ y ben E cond L b.

Encuentre por lo menos tres puntos que pertenecen a F.
Encuentre un punto en E y dos vectores ¥ y @ en E que no son paralelos entre si.
Encuentre un punto en E y un vector 7 que es ortogonal a E.

)
)
)
)

4. Para los puntos P(1,1,1), Q(1,0,—1) y los siguientes planos F,

(1) encuentre la ecuacién del plano.
(11) determine si P pertenece al plano.

(111) encuentre una recta que esté ortogonal a E' y que contenga al punto Q.

(a) FE es el plano que contiene al punto A(1,0,1) y es paralelo a los vectores

1 3
v=[1]|yd=12
0 1

(b) E es el plano que contiene los puntos A(1,0,1), B(2,3,4), C(3,2,4).
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3
(¢) E es el plano que contiene el punto A(1,0,1) y es ortogonal al vector 7 = | 2
1

2.7. Intersecciones de rectas y planos en R?

‘Interseccién de rectas ‘

Dadas dos rectas G y L en R3, hay tres posibilidades:
(a) Las rectas se intersecan en exactamente un punto. En este caso, no pueden ser paralelas.

(b) Las rectas se intersecan en infinitos puntos. En este caso, las rectas tienen que ser iguales. En
particular, tienen que ser paralelas.

(C) Las rectas no se intersecan. Observe que, en contraste con el caso en RQ, las rectas no tienen
que ser paralelas para que esto ocurra. Por ejemplo, la recta L : x = y = 1 es una recta
paralela al eje z que pasa por (1,1,0), y G : z = z = 0 es una recta paralela al eje y que pasa
por (0,0,0), Las rectas no se intersecan y no son paralelas.

Ejemplo 2.46. Consideramos cuatro rectas L; = {p; + t¥; : t € R} con

1 0 2 2

i =12, ;\i=10], (i) vo=[4],p2= (4],
3 1 6 7
1 —1 1 3
(iii) vg=1[1],p3= 0], (iV) vy=1(1],ps=1]0
2 0 2 5

Calcularemos sus intersecciones mutuas.

Demostracion. Un punto Q(x,y,z) pertenece a Ly N Lo si y solo si pertenece tanto a Ly como a
Ly. Esto significa que debe existir un s € R tal que OQ = p1 + st y debe existir un ¢ € R tal que
OQ = ps + tvp. Observe que s y t son parametros diferentes. Asi, buscamos s y t tales que

0 1 2 2
P14 UL = pa + tis, that is Ol +s|2)=14]+t]4]. (2.19)
1 3 7 6

Una vez que hayamos resuelto (2.19) para s y t, los insertamos en las ecuaciones de Ly y Lo, res-
pectivamente, para obtener Q. Observe que (2.19) en realidad es un sistema de tres ecuaciones: una
ecuacion por cada componente de la ecuacién vectorial. Escribiéndolo explicitamente y resolviendo
cada ecuacién para s, obtenemos

0+ s=2+4 2t, s =24 2t,
04 2s =4 + 4t, = s =2+ 2t,
14+ 3s =7+ 6t, s =2+ 2t.
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Esto significa que existen infintas soluciones de (2.19). Dado cualquier punto R en Lq, existe un
s € R correspondiente tal que OR = P71+ st. Ahora, si escogemos t = (s —2)/2, entonces se cumple
OR = Po + 105, por lo tanto R € Lo también. Si, por otro lado, tenemos un punto R’ € Lo, entonces
existeun ¢ € R correspondiente tal que OR’ = ps + tv. Ahora, si escogemos s = 2 + 2t, entonces se
cumple OR' = py + tv, por lo tanto R’ € Ly también. En resumen, mostramos que Ly = Ly. [

Observacién 2.47. También podriamos haber visto que los vectores directores de L1 y Lo son
paralelos. De hecho, v = 2¢;. Entonces basta mostrar que Ly y Lo tienen al menos un punto en
comun para concluir que las rectas son iguales.

Ly Ly = {(1,2,4)}|

Demostracion. Como antes, necesitamos encontrar s,t € R tales que

0 1 —1 1
P+ 80 = P3 + tT3, that is 0l +s|2] = 0] +¢|1]. (2.20)
1 3 0 2

Escribimos esto como un sistema de ecuaciones y obtenemos

® 04 s=-1+ ¢t O s— t=-1,
@ 0+2s= 0+ ¢t = @ 25— t= 0,
® 1+3s= 042t ® 3s-—2t=-1L

De (D) se sigue que s =t — 1. Al insertar en (2) se obtiene 0 = 2(t — 1) — ¢t =t — 2, de donde ¢t = 2.
De (1) obtenemos entonces que s = 2 — 1 = 1. Observe que hasta ahora solo usamos las ecuaciones
(D and (2). Para ver si realmente encontramos una solucién, debemos comprobar si es consistente
con (3. Al insertar nuestros candidatos para s y t, encontramos que 3-1—2-2 = —1, lo cual es
consistente con (3).

Asi, Ly y L3 se intersecan en exactamente un punto. Para encontrarlo, ponemos s = 1 en la ecuacién
de L12

0Q=p+1-5 =

= o O
+
W N =
I
N

por lo tanto, el punto de interseccién es Q(1,2,4).

Para comprobar si este resultado es correcto, podemos poner ¢t = 2 en la ecuacién de L3. El resultado
debe ser el mismo. El calculo correspondiente es:

. -1 2 1
OQ=p3+2-U3= ol+121=12},
0 4 4
lo cual confirma que el punto de interseccién es Q(1,2,4). O
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Demostracion. Como antes, necesitamos encontrar s,t € R tales que

0 1 3 1
P11+ 801 = Py + tUs, that is Ol +s|2]=1(0]+¢t|1]. (2.21)
1 3 5 2
Escribimos esto como un sistema de ecuaciones y obtenemos
@ s=3+ t ® s—t=3
® 2s = t — @ 25— t=0
® 1+3s=5+2t ® 3s—2t=5
De (D se sigue que s = t+3. Al insertar en (2) se obtiene 0 = 2(t+3) —t = t+6, de donde t = —6. De
(D obtenemos entonces que s = —6 + 3 = —3. Observe que hasta ahora solo usamos las ecuaciones

(D and (2). Para ver si realmente encontramos una solucién, debemos comprobar si es consistente
con (3). Al insertar nuestros candidatos para s y ¢, encontramos que 3 - (—3) — 2 - (—6) = 3, lo cual
es inconsistente con (3). Por lo tanto concluimos que no hay ningin par de ntimeros reales s,t que
satisfaga simultdneamente las tres ecuaciones (D—3); por tanto, las dos rectas no se intersecan. [

Ejercicio. Muestre que L3N Ly = .

‘Interseccién de planos ‘

Dados dos planos F; v E en R3, hay dos posibilidades:

(a) Los planos se intersecan. En este caso, necesariamente se intersecan en infinitos puntos. Su
interseccién es una recta (si Ey y Fs no son paralelos) o un plano (si F1 = E»).

(b) Los planos no se intersecan. En este caso, los planos deben ser paralelos y distintos.

Ejemplo 2.48. Consideramos los siguientes cuatro planos:

Ey:x+y+22=3, Ey:2x+2y+4z=—-4, E3:2x+2y+42=6, E,:x+y—2z=5.

Calcularemos sus intersecciones mutuas.

Demostracion. El conjunto de todos los puntos Q(z,y, z) que pertenecen tanto a Fy como a Fy es
el conjunto de todos los x, ¥y, z que satisfacen simultaneamente

O x4+ y+22=3,
@ 2x+2y+4z=—4.

Claramente, si x, y, z satisface (1), entonces no puede satisfacer (2) (el lado derecho serfa 6). Podemos
ver esto de manera mds formal si resolvemos (1), por ejemplo para z, y luego sustituimos en (2). De
(D obtenemos: x = 3 —y — 2z. Al sustituir en (2) se llega a

—4=23—-y—22)+2y+4z =6,

lo cual es absurdo. O
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1
Este resultado era de esperarse, ya que los vectores normales de los planos son 77 = | 1] and
2
2
o = [ 2 | respectivamente. Como son paralelos, los planos son paralelos y, por lo tanto, o bien
4

son iguales o bien tienen interseccién vacia. Ahora vemos que, por ejemplo, (3,0,0) € E; pero
(3,0,0) ¢ Es, asi que los planos no pueden ser iguales. Por lo tanto, tienen interseccién vacia.

Demostracion. El conjunto de todos los puntos Q(z,y, z) que pertenecen tanto a E; como a F3 es
el conjunto de todos los x, ¥y, z que satisfacen simultdneamente

O x4+ y+22=3,
@ 2z+2y+4z=6.

Claramente, ambas ecuaciones son equivalentes: si z, y, z satisface (1), entonces también satisface (2)

y viceversa. Por lo tanto, F; = Ej3. [
4 -1
E1 n E4 = 0] +¢ 1 teR
_1 0
2
1 1
Demostracion. Primero observamos que los vectores normales 1y = | 1 | and 74 = 1| no son
2 -2

paralelos, asi que esperamos que la solucién sea una recta en R3.
El conjunto de todos los puntos Q(x,y,z) que pertenecen tanto a E; como a Ej es el conjunto de
todos los x,y, z que satisfacen simultaneamente

O z+y+22=23,
® xz+y-—22z=5.

La ecuacién (1) muestra que z = 3—y—2z. Al sustituir en (2) se obtiene 5 = 3—y—22+y—2z = 3—4z,
de donde z = —%. Poniendo esto en (1), encontramos que z + y = 3 — 2z = 4. Asi, en resumen, la
interseccién consiste en todos los puntos (z,y, z) que satisfacen

1
=5 r=4—y with y € R arbitrary,

en otras palabras,

T 4—y 4 -y 4 -1

y| = y =10 |+ yl=10|+y 1 with y € R arbitrary. O
1 1 1

z —3 —3 0 —3 0
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F1GURA 2.21: La figura de la izquierda muestra F1 N E2 = &; la figura de la derecha muestra E1 N Ey,
que es una recta.

‘Interseccién de una recta con un plano

Finalmente queremos calcular la intersecciéon de un plano E con una recta L. Hay tres posibilidades:

(a) El plano y la recta se intersecan en exactamente un punto. Esto ocurre si y solo si L no es
paralela a F/, lo cual sucede si y solo si L no es perpendicular al vector normal de F.

(b) El plano y la recta no se intersecan. En este caso, E'y L deben ser paralelos, es decir, L debe
ser perpendicular al vector normal de FE.

(c¢) El plano y la recta se intersecan en infinitos puntos. En este caso, L estd contenida en F, es
decir, E' y L deben ser paralelos y deben compartir al menos un punto.

Como ejemplo calculamos E7 N Ly. Como Lo claramente no es paralela a Ej, esperamos que su
interseccién consista en exactamente un punto.

Ei 0Ly = {(1/9, 2/9, 4/3)} |

Demostracion. El conjunto de todos los puntos Q(x,y, z) que pertenecen tanto a E7 como a Lo es
el conjunto de todos los x, ¥y, z que satisfacen simultdneamente

r+y+2z2=3 and r=2+2t, y=4+4t,z=746t for some t € R.

Al sustituir la expresién con t de Lo en la ecuacién del plano F7, obtenemos la siguiente ecuacién
para t:

3=(2+2t)+(4+4t)+2(7+6t) =20+ 18¢ = t=-17/18.

Al sustituir este ¢ en la ecuacién de Lo se obtiene el punto de interseccién Q(1/9, 2/9, 4/3).
Para comprobar nuestro resultado, insertamos las coordenadas en la ecuaciéon de FE; y obtenemos
r+y+2:=1/9+2/9+2-4/3=1/3+8/3 = 3 lo cual muestra que Q € Fj. O
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Calculemos dos ejemplos més.

Ejemplo 2.49. Consideramos el plano F y las rectas L, G dadas por

E:x+2y—2z=2 L:x—i—lzy:g. and G:x—?):y_l:z—l.
3 2 4
Observe que el vector normal de E y los vectores directores de L y GG son
1 1 2
n= 2 5 _’L = 1 and ’l_fG = 1
—1 3 4

Observe que 77 L v, y I L ¢g. Por lo tanto L || E y G || E (pero L |[f G) y esperamos, para cada
una de las rectas, que o bien no se interseque con E o bien esté contenida en F.

Las ecuaciones paramétricas de L son
r=—-14+t y=t, z=2+43t.
Si sustituimos esto en la férmula de E, obtenemos
?
2=t—142t—(2+3t)=-7

lo cual es absurdo. Por lo tanto, E y L no tienen ningin punto en comun. En otras palabras, no se
intersecan.

Las ecuaciones paramétricas de G son

r=3+2t, y=2+t z=5+4t
Al sustituir esto en la férmula de E obtenemos

21342 +22+1t)— (5+4t) =2

lo cual es verdadero para todo t € R. Por lo tanto, todo punto de G pertenece también a E. En
otras palabras, GC F o ENG =G.

Observacién. Recordemos que en el ejemplo anterior 7 | ¥y y @ L . Esto significa que L
es paralelo a F, por lo tanto o bien cae completamente en E o bien no interseca a F. Lo mismo
es cierto para G. Asi, si tomamos un punto arbitrario en L y este punto pertenece también a F,
entonces la interseccién N L no es vacia, pero entonces debemos tener que ENL = L. Si ese punto
no pertenece a E, entonces E'y L no pueden intersecarse (porque de lo contrario L C E y el punto
también estarfa en E). Por ejemplo, es facil ver que el punto P(—1,0, 2) pertenece a L (basta tomar
t = 0 en su ecuacién paramétrica). Pongamos las coordenadas de P en la férmula de E:

—142:0-2=-3#2.

Por lo tanto P ¢ E vy, por lo tanto, EN L = .
Por otro lado, si escogemos ((3,2,5), entonces vemos ficilmente que @ € G. Al sustituir sus
coordenadas en la férmula de F, encontramos que

3+2.2-5=2,

por lo tanto @ € E y, en consecuencia, G C F.
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Interseccion de varias rectas y planos

Si quisiéramos intersecar, por ejemplo, 5 planos en R?, entonces tendriamos que resolver un sistema
de 5 ecuaciones con 3 incégnitas. O si quisiéramos intersecar 7 rectas en R?, tendriamos que resolver
un sistema de 3 ecuaciones con 7 incégnitas. Si los resolvemos como lo hicimos aqui, el proceso podria
volverse bastante engorroso. Por eso, el préximo capitulo estd dedicado a encontrar una manera
sistematica y eficiente de resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

Deberia haber entendido

= qué pueden ser geométricamente las intersecciones de rectas y planos y como dependen de
su orientacién relativa,

= la interpretacion de un sistema lineal con tres incégnitas como la interseccion de planos en
R3,
= etc.

Ahora deberia ser capaz de

= calcular la interseccién de rectas y planos,

= etc.

Ejercicios.
1. Considere el plano F : 2z —y+3z=9ylarecta L: x =3t+ 1, y= -2t + 3, z =4t.

(a) Encuentre EN L.

(b) Encuentre una recta G que no interseque ni al plano F ni a la recta L. Pruebe su
afirmacién. ;Cuantas rectas con esta propiedad hay?

2
2. Sea L la recta que pasa por el punto (1,1,1) y es paralela al vector | —1 |. Muestre que L
4
no interseca al plano F : x — 2y — z = 1.

3. Dado el plano E : 3z — 4y + 2z = 5, encuentre

a) un punto P € E cuya coordenada z es 2;

(a)
(b) un punto @ ¢ E cuya coordenada z es 2;
(¢) una recta L paralela a E que pase por el punto (3,1,5);

(d) una recta L perpendicular a E que pase por el punto (3,1, 5);
4. Dadalarecta L:x=3t—2, y =2t+5, z =t + 3, encuentre o diga por qué no exsite

(a) un punto P € L cuya coordenada z es 2;
(b

(¢
(d

un punto @ ¢ L cuya coordenada z es 2;

)
)
) un plano E paralelo a L que pase por el punto (3,1,5);
)

un plano E perpendicular a L que pase por el punto (3,1,5);
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(e) un plano E que contiene a la recta L y que pase por el punto (2, —5,1);

5. De dos planos E'y F en R? se sabe que no son paralelos y que los puntos A(1,2,3) y B(4,0, —3)
pertenecen a E N F. Se puede concluir qué es £ N F? Dé dos ejemplos de planos F y F' con
la propiedad arriba.

6. Un caminante arranca en al tiempo ¢ = 0 en el punto (1,2) con velocidad @, = 3). Hay

1
un ciclista en el punto (12, —3) y un punto de refrigerios en el sitio (16, 7). El caminante y el
ciclista se mueven en lineas rectas ambos con velocidad constante.

(a) Muestre que el caminante pasa por el punto de los refrigerios. jEn cudl tiempo ¢ pasa
por este punto?

(b) ¢(En cuél direccién se debe dirigir el ciclista para pasar también por el punto de los
refrigerios?

(¢) Supongamos que el ciclista arranca al mismo tiempo que el caminante. {Cémo debe el
ciclista escoger su velocidad si quiere encontrarse con el caminante en el punto de los
refrigerios? ; Como la debe escoger si quiere pasar por el punto antes del caminante?

3
7’5) . Muestre que

el ciclista pasa por el punto de los refrigerios. ;En qué momento ¢ debe arrancar para
encontrarse con el caminante?

(d) Ahora supongamos que el ciclista se mueve con la velocidad @ = (

2.8. Resumen
El espacio vectorial R™ estd dado por

€
R™ = Slia,., R
T,
Para puntos P(p1,...,pn), Q(q1,---,qn), €l vector cuyo punto inicial es Py cuyo punto final es @

es
91— P1 q1

P—Cj = y O—Cj =1 : donde O denota el origen.
En R™, la suma y el producto por escalares se definen por
V1 w1 V1 + wy CUp
R" xR" =R", d+d=|:[+]  |= : , RxR" —-R" V=

Un, Wp, Up + Wy CUp,

La norma de un vector es

Last Change: Di 23. Jun 16:09:40 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter 2. R? y R3 71

Si 7 = PQ), entonces 19| = ||P_Q)|| = distancia entre P y Q.

Para vectores vy @ € R", su producto interno es un numero real definido por

U1 w1
<17,w>_< s >_’Ulw1++vnwn
(Y

n wn

» (0, @) = [|U]| [|&]| cos ¢,
o [T 4 @) < |9 + |9l ‘Desigualdad triangular

(@,9) = 17|

El producto cruz estd definido solamente en R3. Es un vector definido por

U1 w1 Vw3 — V3wW2
TX W= V2 X wWa = | v3w1 —V1W3
U3 w3 V1 W2 — V2w

Foérmulas importantes que involucran el producto cruz

U XU =—UXU,
U x (U4 ) = (4 x 0) + (4 x W),
ctl) X U= c(d X V),

= i
w (@, ux0)=0y (0,4 xU) =0, en particular |0 L ¥ x @, @ L Uxud
= |7 ]| = [|7] ||| sin .

Aplicaciones

» Area de un paralelogramo generado por @, € R3: A = |0 x @]|.

= Volumen de un paralelepipedo generado por @, 7, w € R3: V = |(i7, ¥ x ).
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Representaciones de rectas

. |Ecuacién Vectorial| L= {0—15 +iv:t ERE.

P es un punto sobre la recta, ¢ se llama vector director de L.

s | Ecuacién paramétrica‘ r1=p1+tvr, ..., Tp =Dy +tu,, tER.
Entonces P(p1, ..., py) is a point on Ly ¥ = (vy, ..., v,)" es un vector director L.
. |Ecuaci(’)n simétrica| P — 222P2 — ... = In"Pn
v1 v2 Un
Entonces P(py, ..., pn) is a point on L'y ¥ = (vq, ..., v,)" es un vector directior de L.

Si uno o varios de los v; son iguales a 0, entonces la férmula anterior debe modificarse.

Representaciones de planos

. |Ecuaci(')n Vectorial| E= {O—.F; + 10+ 50 : 5, € R}.

P is a point on the line, ¥ y W are vectors parallel to E with ¥ |} J.

Forma normal (jsolo en R3!) ‘ E:ar+by+cz=d.

a

El vector 7 = | b | formado por los coeficientes del lado izquierdo es perpendicular a FE.
c
Ademas, E pasa por el origen si y solo si d = 0.

iLas parametrizaciones no son tnicas! (Una misma recta (o plano) tiene muchas parametrizaciones
distintas.)

= El dngulo entre dos rectas es el angulo entre sus vectores directores.
= Dos rectas son paralelas si y solo si sus vectores directores son paralelos.

Dos rectas son perpendiculares si y solo si sus vectores directores son perpendiculares.
= Kl dngulo entre dos planos es el dngulo entre sus vectores normales.

= Dos planos son paralelos si y solo si sus vectores normales son paralelos.
Dos planos son perpendiculares si y solo si sus vectores normales son perpendiculares.

= Una recta es paralela a un plano si y solo si su vector director es perpendicular al vector
normal del plano.

Una recta es perpendicular a un plano si y solo si su vector director es paralelo al vector
normal del plano.
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2.9. Ejercicios

2

1. Sean @ = <_3

condiciones:

(a)
(b)

> y b= <_i> Encuentre vectores i, W tal que cumplan todas las siguientes

+ .

L

w
b.

S

(c) WL

1.
2. Seaa—(
,2)

‘,

zl))) Encuentre b € R? tal que @

) un punto en R? y, para R > 0, sea Cp el circulo centrado en P con radio R.

by ||l@| = ||b]|. Repita el ejercicio cuando

-(3)-G

3. Sea P(—1

(a) Sea L la recta que pasa para el origen y por Q(2,3).
Escriba L en forma vectorial y encuentre todos los R > 0 tal que
1) Cgr no interseca a L,
2) Cr toca a L en exactamente un punto,

3) Cp interseca a L en exactamente dos puntos.

(b) Encuentre todos los puntos S € R? tal que el circulo centrado en S con radio 2 toca la
recta L en exactamente un punto.

(c) Repita los ejercicios anteriores, pero con la recta G que pasa por los puntos (0,1) y (4,0)
(en particular, G no pasa por el origen).

Haga bosquejos para los ejercicios arriba. (Cf. Ejercicio 14.)

4. Los senales que emite una emisora desde el punto (0, 0) se dejan detectar hasta a una distancia
de 100 metros. Si un carro se mueve a lo largo de la recta que pasa por los puntos (0,50) y
(105, —25), ;podra detectar los senales?

. Qué cambia si la emisora estd posicionada en el punto (—20, —60)? (Cf. Ejercicio 14.)

1 1
5. Seaa=[-2|y b= 2 |. Encuentre escalares z,y tal que (zd + yg) € I_;y xd + yg# 0.
3 —4

6. Sean d@,b,¢ € R™. Responda si son falsas o verdaderas las siguientes afirmaciones. En caso
afirmativo demuéstrela y en caso negativo dé un contraejemplo.

(a) Si(@,b) = (@,&) y a+0, entonces b = ¢
(b) Si existe un vector b con (@,b) = 0, entonces @ = 0.

(c) Si (a@,b) = 0 para todo vector b, entonces @ = 0.
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(d) Sin=3.Si(@,b)=0ydxb=0,entonces @ =06 b = 0 (Haga una interpretacion
geométrica antes de intentar desarrollar este {tem).

1 0
7.8ean a = [—-1| ¥y b= 3 |. Encuentre por lo menos 3 vectores ¢ distintos tales que
2 -1

el volumen del paralelepipedo generado por a, 5,5 sea 1. ;Cudl es el lugar geométrico que
describen todos los vectores ¢ con esta propiedad?

8. En R3 demuestre que no existe un vector unitario cuyos dngulos directores son 1700 3

9. Un cometa sale disparado del punto P(1,0,3) y se mueve con velocidad (3,5, —2)?, al mismo
tiempo un asteroide sale disparado del punto R(3,4,—1) y se mueve con vector velocidad
(2,3,0)%. Si suponemos que ambos asteroides se desplazan en linea recta, a velocidad constante
y que ademds ningun objeto celeste perturba su trayectoria, responda las siguientes preguntas:

(a) 1) ;Cuéles son las ecuaciones vectoriales que describen las trayectorias del asteroide y
del cometa?

2) {Los dos asteroides colisionan? ;En qué tiempo lo hacen?

3) Si el cometa deja en su trayectoria una estela de hielo y el asteroide deja en su
recorrido una estela de polvo, ;el hielo del cometa y el polvo del asteroide se mezclan
en algtin punto del espacio?.

(b) Repita las preguntas anteriores consideryo que el asteroide parte de R(10, 5, 2) a velocidad
(3,15, ~ 7).

>,

R
P

10. Considere una pared inclinada que estd dada por la ecuacién E : 2x — 3y + 0,5z = 4.

(a) Demuestre que el punto Q(4,2,4) pertenece a la pared.

(b) En el punto P(2,0, 1) hay un laser. ;En cudl direccién debe apuntar para marcar el punto
Q@ en la pared?

(¢) {Cudl punto en la pared marcard el laser del literal anterior si apunta en la direccién
2/3
117
3

11. Una empresa fabrica bultos de peso. Hay tres materiales con los que puede llenar los bultos:
Material A tiene una densidad de 1 kg/1, material B tiene una densidad de 2 kg/l y material
C tiene una densidad de 3 kg/1. Cada bulto debe pesar 20 kg.
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(a) Interprete la informacién dada en el ejercicio como un plano en R? donde los ejes repre-
sentan la cantidad de cada material.

(b) Sien un bulto ya se encuentran 51 del material A y 3l del material B, jcudntos litros del
material C se debe agregar para completar el bulto?

(¢) {Cémo se pueden armar los bultos si se quiere adicionalmente que el volumen de ca-
da bulto es 1317 ;Cuéntas posibilidades de hacerlo hay? Interprete sus calculos como
interseccién de dos planos.

(d) En un bulto ya se encuentran 21 del material A, 51 del material B y 11 del material C.
La empresa lo quiere completar con una mezcla de los tres materiales en la que 20 %
son del material A, 50 % son del material B, 30 % son del material C'. ;Cuéntos litros de
esta mezcla hay que agregar para que el bulto pese 20 kg? Interprete sus calculos como
interseccién de un plano con una recta.

12. En R3 sea E un plano y L una recta.
(a) Muestre que E, L se cortan en exactamente un punto si el vector director de L y el vector
normal de £ no son perpendiculares.

(b) Muestre que E, L no se cortan si el vector director de L es perpendicular al vector normal
de F y F no contiene ningin punto de L.

(¢) Muestre que L estd contenida en FE si el vector director de L es perpendicular al vector
normal de E' y E contiene al menos un punto de L.

13. Encontrar la ecuacién vectorial de las rectas que satisfacen:

(a) Contiene a (7, 1, 3) y (-1, —2, —3).
(b) Contiene a (—2, 3, —2) y es paralela a 465.
(c) Contiene a (—2, 3, 7) y es perpendicular a 26;.
(d) Contiene a (4, 1, —4) y es paralela a la recta dada por %‘2 = yTH = 255.
14. (a) En R? considere la recta L : ax + by = ¢ y un punto P(x1,y;) exterior a L. Demuestre

que la distancia d de P a L viene dada por la férmula:

_axy + by — ¢

d
VEI P

(Hint: Recuerde el significado geométrico del vector <Z) en la recta L. Usar proyeccio-

nes.)

(b) En R? considere el plano E : ax + by + cz = d y un punto P(x1.y1,21) exterior a E.
Demuestre que la distancia d de P a E viene dada por la férmula:

_axy 4 by 4 cz1 — d|
Va2 +b%+c? ’

(Hint: Es el mismo razonamiento del inciso anterior.)

d

15. En R? considere en forma vectorial la recta L = O? + tv.
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(a) Encuentre la distancia de la recta L al origen. (Hint. Encuentre ¢t € R con OP +tv L)

(b) Use el ejercicio anterior para encontrar la distancia entre la recta L y el origen donde L

€es:
4 1
3|+tl2], ter
7 0

16. Sea E el plano 3z +y+ 2z =1y P(—6,4,4). El siguiente ejercicio pretende encontrar el punto
més cercano a P dentro de F.

(a) Verifique que P ¢ F.
(b

)

) Encuentre la ecuacién de la recta L que es paralela al vector normal de E' y pasa por P.
(¢) Obtenga el punto de interseccién entre E y L, lldmelo Q.

)

(d) Verifique que el valor de la distancia entre el punto obtenido y P da lo mismo que la
distancia de P al plano E (Ejercicio 14. parte (b)).

(e) Justifique el porqué @ es el punto més cercano a P que estd dentro de E.
17. Sean @,b € R2 con @ # 0.

(a) Demuestre que || proy b < [b]|.

(b) ;Qué deben cumplir @ y b para que || proy b = ||b]| ?

(c) ;Es cierto que | proy;al < ||b]|?

1 1
18. Sea L= 2| +t|1
3 1

(a) Muestre que (2, 3, 5) no pertenece a L.

(b) Encuentre un plano que contenga a L y pase por (2, 3, 5). {Cudntos planos que cumplen
la condicién anterior existen?

19. Sean

y Lo dada por sus ecuaciones paramétricas:

r=-3+s
y=2—4s
z=1+6s

(a) iL1y Lo se intersecan?
(b) Encuentre un plano F' que sea perpendicular a Ly y que pase por (3, 2, 1).

(c¢) Encuentre la ecuacién normal de un plano E que sea paralelo tanto a Ly como a Lo y
que pase por el origen. ;Cuantos planos con esta propiedad hay?
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(d) ¢(Existe algin plano que contenga simultdneamente a las rectas L1, Lo? En caso de que la
respuesta sea negativa, jcuales condiciones deberian cumplir dos rectas para que exista
un plano que las contenga a ambas?

20. En R? considere el plano E dado por E : 3x — 2y + 4z = 16.
2 2 2
(a) Demuestre que los vectores @ = 1]1,b=|5] yv= 3] son paralelos al plano E.
-1 1 0

(b) Encuentre ntimeros \, 1 € R tal que @ + pb = .

1
(c) Demuestre que el vector ¢ = [ 1 | no es paralelo al plano £ y encuentre vectores c| y
1
cy tal que ¢ es paralelo a E, ¢, es ortogonal a E'y ¢ = ¢ +c..

21. Sea F un plano en R? y sean @, b vectores paralelos a E. Demuestre que para todo A, u € R,
el vector \a@ + ub es paralelo al plano.

22. Sea V un espacio vectorial. Demuestre lo siguiente:

a) El elemento neutro es unico.

(a)

(b) Ov = O para todo v € V.
(¢) MO = O para todo A € R.
(d)

)

(e) Dado v € V, su inverso v cumple v = (—1)v.

Dado v € V, su inverso v es tnico.

23. De todos los siguientes conjuntos decida si es un espacio vectorial con su suma y producto
usual.

(a) vz{(g) :aeR},
o v-{(2)inea)

(c) V es el conjunto de todas las funciones continuas R — R.

(d) V es el conjunto de todas las funciones f continuas R — R con f(4) = 0.
1

(e) V es el conjunto de todas las funciones f continuas R — R con f(4) =
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Capitulo 3

Sistemas lineales y matrices

Reescribiremos los sistemas lineales como ecuaciones matriciales para resolverlos de manera sis-
temdtica y eficiente. knterpretaremos las matrices como transformaciones lineales de R™ a R™, lo
cual nos permite definir operaciones algebraicas con matrices; especificamente, definiremos la suma
y la composicién (multiplicacién) de matrices, lo cual conduce naturalmente al concepto de la in-
versa de una matriz. Podemos interpretar una matriz como un sistema que toma una entrada (las

variables z1,...,z,) y nos devuelve como salida by, ..., b, mediante AZ = b. A veces se nos da la
entrada y queremos encontrar los b;; y a veces se nos da la salida b1, ..., b, y queremos encontrar
la entrada x4, ..., x, que produce la salida deseada. Esta tltima pregunta suele ser mas dificil que

la primera. Veremos que existe una entrada tnica para cualquier salida dada si y solo si la matriz
es invertible. Podemos refinar el concepto de invertibilidad de una matriz. Decimos que A tiene una
inversa izquierda si para cualquier b la ecuacién AZ = b tiene a lo sumo una solu01on y decimos
que tiene una inversa derecha si AZ = b tiene al menos una solucién para cualquier b.

Discutiremos en detalle la eliminacién de Gaufl y de GauB-Jordan, que nos ayuda a encontrar
soluciones de un sistema lineal dado y la inversa de una matriz si esta existe. En la Seccién 3.7
definimos la transposiciéon de matrices y damos una primera mirada a las matrices simétricas. Estas
seran importantes en el Capitulo 8. También veremos la interaccién entre transponer una matriz y el
producto interno. En la tltima seccién de este capitulo definimos las llamadas matrices elementales,
que pueden verse como los bloques de construccién de las matrices invertibles. Las usaremos en el
Capitulo 4 para demostrar propiedades importantes del determinante.

3.1. Sistemas lineales y eliminacién de Gaufl y de Gauf}-
Jordan
Comenzamos con un sistema lineal como en la Definicién 1.8:

a1171 + apxz + -+ apT, = by,

211 + ATz + -+ apTy, = by,
(3.1)

Am1T1 + GmaX2 + ++ + AppTn = bm
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80 3.1. Sistemas lineales y eliminacion de GauB3 y de GaufB-Jordan

Recordemos que el sistema se llama consistente si tiene al menos una solucién; de lo contrario se
llama inconsistente. De acuerdo con (1.4) y (1.5), su matriz de coeficientes asociada y su matriz
aumentada de coeficientes son

ai ai12 e A1n
a1 a2 . agn
A= | , (3.2)
Am1 Am2 cee Qmn
y
ai ai12 N A1n b1
a1 a9292 e agn b2
(Ap) = | . L] (3.3)
A1 Am?2 T Amn, bm

Definicién 3.1. El conjunto de todas las matrices con m filas y n columnas se denota por M (mxn).
Si queremos enfatizar que la matriz tiene solo entradas reales, entonces escribimos M (m X n,R)
0 Mg(m x n). Otra notacién usada con frecuencia es M, x,. Una matriz A se llama una matriz
cuadrada si su nimero de filas es igual a su nimero de columnas.

Para resolver (3.1), podriamos usar la primera ecuacién, despejar 7 e insertar esto en todas las
demads ecuaciones. Nos da un nuevo sistema con m — 1 ecuaciones para n — 1 incognitas. Luego
despejamos x5 en la siguiente ecuacién, lo insertamos en las demds ecuaciones, y continuamos asi
hasta que solo quede una ecuacién. Esto, por supuesto, fallard si por ejemplo a;; = 0, porque
en este caso no podemos despejar z1 en la primera ecuaciéon. Podriamos salvar nuestro algoritmo
diciendo: despejamos en la primera ecuacion la primera incégnita cuyo coeficiente es distinto de 0
(o podrfamos tomar una ecuacién en la que el coeficiente de 1 sea distinto de 0 y declarar que esta
serd nuestra primera ecuacién. Después de todo, podemos ordenar las ecuaciones como queramos).
Incluso con esta modificacion, el proceso de resolver y reemplazar es propenso a errores.

Otra idea es manipular las ecuaciones. La pregunta es: jqué cambios en las ecuaciones estdn per-
mitidos sin cambiar la informacién contenida en el sistema? No queremos destruir informacién
(permitiendo asi potencialmente mds soluciones) ni introducir més informacién (eliminando asi po-
tencialmente soluciones). O, en términos méds mateméticos, ;qué cambios en el sistema de ecuaciones
dado resultan en un sistema equivalente? Aqui llamamos equivalentes a dos sistemas si tienen el
mismo conjunto de soluciones.

Podemos verificar si el nuevo sistema es equivalente al original si existe una forma de recuperar el
original.

Por ejemplo, si intercambiamos la primera y la segunda fila, entonces en realidad no ocurrié na-
da y terminamos con un sistema equivalente. Podemos volver a la ecuacién original simplemente
intercambiando otra vez la primera y la segunda fila. Si multiplicamos ambos lados de la primera
ecuacion por algin factor, digamos por 2, entonces de nuevo nada cambia. Suponga por ejemplo que
la primera ecuacién es x + 3y = 7. Si multiplicamos ambos lados por 2, obtenemos 2z + 6y = 14.
Claramente, si un par (z,y) satisface la primera ecuacién, entonces también satisface la segun-
da y viceversa. Dada la nueva ecuacion 3z + 6y = 14, podemos restaurar facilmente la anterior
simplemente dividiendo ambos lados por 2.
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Si tomamos una ecuacién y multiplicamos ambos lados por 0, entonces destruimos informacién
porque terminamos con 0 = 0 y no hay forma de recuperar la informacién que estaba almacenada
en la ecuacién original. Asi que esta no es una operaciéon permitida.

Muestre que elevar al cuadrado ambos lados de una ecuacién en general no da una ecuacion
equivalente. ;Hay casos en los que si lo hace?

Elevar al cuadrado una ecuacién o tomar el logaritmo en ambos lados u otras cosas de este tipo
usualmente no nos interesan porque la ecuacion resultante ya no serd una ecuacioén lineal.

Denotemos por R; la j-ésima fila de nuestro sistema lineal (3.1). La siguiente tabla contiene las
llamadas operaciones elementales por filas. Son las operaciones “permitidas” porque no alteran
la informacién contenida en un sistema lineal dado, ya que son reversibles. La primera columna
describe la operacion en palabras, la segunda introduce su notaciéon abreviada y en la dltima fila
damos la operacién inversa que nos permite volver al sistema original.

Operacién elemental Notacién Operacién inversa
(@ Intercambiar las filas j y k. R; < Ry, R; < Ry,
(2 Multiplicar la fila j por algin A # 0. R; — AR; R; - 1R;

(3 Reemplazar la fila k por la suma delafilaky | Ry = Ry + AR; | Ry — R — AR;
A veces R, y dejar la fila j sin cambiar (5 # k).

Ejercicio. Muestre que la operacién en la tercera columna invierte la operacion de la segunda
columna.

Ejercicio. Muestre que en lugar de la operacién (3) basta tomar @: Ry — Ry + R;, porque (3) se
puede escribir como una composicién de operaciones de la forma (2) y @ Muestre cémo se puede
hacer esto.

Ejercicio. Muestre que en realidad (1) no es necesaria, ya que se puede obtener mediante una
composicién de operaciones de la forma @)y @) (o @ y (3)). Muestre cémo se puede hacer esto.

Veamos en un ejemplo cémo funciona esto.

Ejemplo 3.2.

xr1 + 1‘271’3:1 I1+I27I3:1 xr1 + T — 173:1
21 + 319+ ay =3 p T2fam2Ra, Ty 43wy =14 Hsfs—dls, To 4+ 3x3=1
doog +23=17 dro + x3=7 —1lz3 =3
T+ 29 — I3 = 1
R3—>—%R3
I2+3l‘3: 1
x5 = —3/11.
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Aqui podemos detenernos porque ya es bastante facil leer la solucién. Procediendo de abajo hacia
arriba, obtenemos

x3=—3/11,  ap=1-3w3=20/11, @z, =1+ax3— x5 = —12/11.

Observe que podriamos continuar nuestras manipulaciones por filas para limpiar atin mas el sistema:

T +x9— wx3=1 1+ 2To — T3 = 1
— To+ 3x3=1 M To + 3r3 = 1
—1lxg3 =3 1’3:—3/11
X1+ Xg — T3 = 1 1+ X2 = 8/11
Rer R —3Rs, s = 20/11 Rz Rt Rs, Ta+ = 20/11
T3 = —3/11 T3 = —3/11
Ty + = —12/11
Ri—R1—Ro> Ty = 20/11
T3 = —3/11

Nuestra estrategia fue aplicar manipulaciones que eliminan sucesivamente las incégnitas en las
ecuaciones inferiores, y buscdbamos llegar a una forma del sistema de ecuaciones en la que la
dltima ecuacién contuviera el menor nimero posible de incégnitas.

Convénzase de que el primer paso de nuestro proceso de reduccion es equivalente a despejar 1 en
la primera ecuacién e insertarlo en las otras ecuaciones para eliminarlo alli. El siguiente paso en

la reduccion es equivalente a despejar xo en la nueva segunda ecuacién e insertarlo en la tercera
ecuacion.

Es importante observar que hay infinitas rutas diferentes que conducen al resultado final, pero
usualmente algunas son maés rapidas que otras.

Analicemos lo que hicimos. Observamos los coeficientes del sistema y aplicamos transformaciones
de tal manera que se vuelvan 0, porque esto resulta en eliminar las incégnitas correspondientes de
las ecuaciones. Asi, en el ejemplo anterior podriamos igualmente borrar todos los x;, quedarnos
solo con la matriz aumentada de coeficientes y realizar las operaciones por filas en la matriz. Por
supuesto, tenemos que recordar que los nimeros en las primeras columnas son los coeficientes de
x1, los de la segunda columna son los coeficientes de x5, etc. Entonces nuestros calculos se traducen
en lo siguiente:

1 1 1|1 1 1 1 1 111
2 3 1| 3] fezfe2R [ 1 5| | Be2BsdRe [ 311
0 4 1|7 0 4 1|7 0 0 —-111( 3
R3——1/11R 1 1
Lﬁ; 01 3 1
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Si traducimos esto de vuelta a un sistema lineal, obtenemos

T+ 2o+ T3 = 1,
To + 3x3 = 3,
T3 = 73/11,

que se puede resolver facilmente de abajo hacia arriba.
Hicimos exactamente los mismos calculos que hicimos con el sistema de ecuaciones, pero en notacién
matricial se ve mucho més ordenado, ya que no tenemos que escribir las incégnitas todo el tiempo.

Si queremos resolver un sistema lineal, lo escribimos como una matriz aumentada y luego realizamos
operaciones por filas hasta llegar a una forma “bonita” en la que podamos leer las soluciones si las
hay.

Pero, jqué es una forma “bonita”? Recuerde que si un coeficiente es 0, entonces la incégnita co-
rrespondiente no aparece en la ecuacion.

= Todas las filas que solo contienen ceros deberian estar abajo.

= En la primera ecuacién no nula desde abajo, queremos la menor cantidad posible de incégnitas
y queremos que sean las ultimas incégnitas. Asi, como ultima fila queremos una que solo
tenga ceros o una que comience con ceros, hasta que finalmente obtengamos un ntimero
no nulo, digamos en la columna k. Este nimero no nulo siempre se puede hacer igual a 1
dividiendo la fila por él. Ahora sabemos cémo estan relacionadas las incégnitas xg, ..., T,.
Observe que todas las demaés incégnitas x1, ..., xr—1 han desaparecido de la ecuacién, ya que
sus coeficientes son 0. Si k = n, como en nuestro ejemplo anterior, entonces hay una tinica
solucion para x,.

s La segunda fila no nula desde abajo también deberia comenzar con ceros hasta llegar a una
columna, digamos la columna [/, con una entrada no nula que siempre podemos hacer igual a 1.
Esta columna deberfa estar a la izquierda de la columna k (es decir, queremos [ < k). Porque
ahora podemos usar lo que sabemos de la Ultima fila acerca de las incégnitas xy, . .., x, para
decir algo acerca de las incognitas z;, ..., Tk_1.

» Continuamos asi hasta que todas las filas estén como queremos.

Observe que la forma de una matriz “bonita” de este tipo se parece un poco a una matriz que
tuviera un tridngulo formado por solo ceros en su parte inferior izquierda. Puede haber ceros en la
parte superior derecha. Si una matriz tiene la forma que acabamos de describir, decimos que esta
en forma escalonada por filas. Demos una definicién precisa.

Definicién 3.3 (Forma escalonada por filas). Decimos que una matriz A € M(m x n) estd en
forma escalonada por filas si:

= Todas sus filas cero son las tltimas filas.
= La primera entrada no nula en una fila es 1. Se llama el pivote de la fila.

= Kl pivote de cualquier fila estéd estrictamente a la derecha del de la fila anterior.

Definicién 3.4 (Forma escalonada reducida por filas). Decimos que una matriz A € M (mxn)
estd en forma escalonada reducida por filas si:
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84 3.1. Sistemas lineales y eliminacion de GauB3 y de GaufB-Jordan

= A estd en forma escalonada por filas.
s Todas las entradas en A que estdn por encima de un pivote son iguales a 0.

Veamos rdpidamente algunos ejemplos.

Ejemplos 3.5.

(a) Las siguientes matrices estdn en forma escalonada reducida por filas. Los pivotes estdn resal-

tados.
1100 ‘
‘ 1000
1. 6.0 0 0 0@ 0 1.6 0 1 1.0 0 0 0/1.0 0
00t 0 100071 5077 1) (o071 1) |0 011 0
000'1 00070 A s 0 0071
- 0000

(b) Las siguientes matrices estdn en forma escalonada por filas, pero no en forma escalonada
reducida por filas. Los pivotes estdn resaltados.

—
(=2}

31 |
‘ LR 1. 050
.6 3 1 00 -1—‘4 1 6.1 0 1.0 2 0 011 0 0
0 0nl 1 0000l {55707y 1 )7 {07071 1 0 0110
00 0,1 0000 ‘ - ‘ 00 011
o 0000 -
(c¢) Las siguientes matrices no estédn en forma escalonada por filas:
1 6 0 0
0 0 01
L 600 e - 0 0 1 1 0 3 11 0 010
2010, 0003,y 6 0 1) \1 oo o) o1 0o
3 0 01 00 0 O 100 0
0 6 0 0
Ejercicio. = Diga por qué las matrices en (b) no estdn en forma escalonada reducida por

filas y use operaciones elementales por filas para transformarlas en una matriz en forma
escalonada reducida por filas.

» Diga por qué las matrices en (c) no estdn en forma escalonada por filas y use operacio-
nes elementales por filas para transformarlas en una matriz en forma escalonada por filas.
Transférmelas més para obtener una matriz en forma escalonada reducida por filas.

Question 3.1

Si intercambiamos dos filas en una matriz, esto corresponde a escribir las ecuaciones dadas en un
orden diferente. ;Cudl es el efecto sobre un sistema lineal si intercambiamos dos columnas?
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Recuerde: si traducimos un sistema lineal a una matriz aumentada de coeficientes (A|b), realizamos
las operaciones por filas para llegar a una forma escalonada (reducida) por filas (A’|V’), y tradu-
cimos de vuelta a un sistema lineal, entonces este nuevo sistema contiene exactamente la misma
informacién que el original, pero estd “maés ordenado” y es facil determinar su solucién.

La pregunta natural ahora es: ;Podemos siempre transformar una matriz en una matriz en forma
escalonada (reducida) por filas? La respuesta es que esto siempre es posible e incluso podemos dar
un algoritmo para hacerlo.

Eliminacién de Gaufl. Sea A € M(m x n) y suponga que A no es la matriz cero. La eliminacién
de GauB} es un algoritmo que transforma A en una forma escalonada por filas. Los pasos son los
siguientes:

= Encontrar la primera columna que no consiste enteramente de ceros. Intercambiar filas de
manera apropiada de modo que la entrada en esa columna en la primera fila sea distinta de
cero.

= Multiplicar la primera fila por un niimero apropiado de modo que su primera entrada no nula
sea 1.

= Usar la primera fila para eliminar todos los coeficientes debajo de su pivote.

» Ahora nuestra matriz se ve como

0 0 R ...
o
O : A
000

donde * son niimeros arbitrarios y A’ es una matriz con menos columnas que A y m — 1 filas.
Ahora repita el proceso para A’. Observe que al hacer esto las primeras columnas no cambian,
ya que solo estamos manipulando ceros.

Eliminacién de Gau3-Jordan. Sea A € M(m x n). La eliminacién de Gau-Jordan es un algo-
ritmo que transforma A en una forma escalonada reducida por filas. Los pasos son los siguientes:

s Usar la eliminaciéon de Gaufl para obtener una forma escalonada por filas de A.

s Usar los pivotes para eliminar los coeficientes no nulos que estdn en columnas por encima de
un pivote.

Por supuesto, si hacemos una reducciéon a mano, entonces no tenemos que seguir estrictamente los
pasos del algoritmo si esto hace que los cdlculos sean mas faciles. Sin embargo, estos algoritmos
siempre funcionan y por lo tanto pueden programarse para que una computadora los realice.

Definicién 3.6. Dos matrices m x n A y B se llaman equivalentes por filas si hay operaciones ele-
mentales por filas que transforman A en B. (Claramente entonces B se puede transformar mediante
operaciones por filas en A.)
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Observacién. Sea A una matriz m X n.

= A se puede transformar en infinitas formas escalonadas por filas diferentes.

= Solo hay una forma escalonada reducida por filas a la que A se puede transformar.

Demuestre las afirmaciones anteriores.

Antes de dar ejemplos, observamos que a partir de la forma escalonada por filas podemos saber
inmediatamente cudntas soluciones tiene el sistema lineal correspondiente.

Teorema 3.7. Sea (A[b) la matriz aumentada de coeficientes de un sistema lineal m x n y sea
(A’'|Y') una forma reducida por filas.

(1) Si hay una fila de la forma (0---0|8) con 8 # 0, entonces el sistema no tiene solucion.

(2) Si no hay una fila de la forma (0---0|8) con 8 # 0, entonces ocurre una de las siguientes
posibilidades:

(2.1) Si hay un pivote en cada columna de A’, entonces el sistema tiene exactamente una
solucion.

(2.2) Si hay una columna en A’ sin pivote, entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

Demostracion. (1) Si (A'|V') tiene una fila de la forma (0---0|3) con B8 # 0, entonces la ecuacién
correspondiente es 0xq + - - - + 0z,, = 8, que claramente no tiene solucién.

(2) Supongamos ahora que (A’|b’) no tiene ninguna fila de la forma (0---0[5) con 8 # 0. En el
caso (2.1), la matriz transformada es entonces de la forma

”17 ayy ajs aty, |
011 ay ab, | b
Pl
"' : 3.4
L 71763/(7171)71 bgl—l ( )
0 1w
0 0
§ 0
O ................................... O O

Observe que las tultimas filas cero aparecen solo si n < m. Este sistema claramente tiene la

solucién unica
/ / /

Tn = bnv Tn—-1 = bn—l — Apn—1)nTn, -+ 1 = bl — AinTp — " — A12T2.
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En el caso (2.2), la matriz transformada es entonces de la forma

/

(O EEEERREE 011 ............................................................. * 1

0 77777777707:1 S * /2

0 ﬁiﬁbﬂt}j ........................ | b
(3.5)

0 01 x * | ),

0|0

O .................................................................................. O 0

donde las estrellas representan niimeros. (Si continuamos la reduccién hasta llegar a la forma
escalonada reducida por filas, entonces los nimeros sobre los 1 deben ser ceros.) Observe que
podemos elegir arbitrariamente las incégnitas que corresponden a las columnas sin pivote. Las
incégnitas que corresponden a las columnas con pivotes pueden entonces elegirse siempre de
manera unica para que el sistema se satisfaga. O

Definicién 3.8. Las variables que corresponden a columnas sin pivotes se llaman variables libres.

Volveremos a este teorema més adelante en la pdgina 115 (el teorema se enuncia nuevamente en el
recuadro de color). Del teorema anterior obtenemos como consecuencia inmediata lo siguiente.

Teorema 3.9. Un sistema lineal tiene o bien ninguna, exactamente una o infinitas soluciones.

Veamos ahora algunos ejemp

los.

Ejemplo 3.10 (Ejemplo con una solucién unica (sin variables libres)). Consideramos el

sistema lineal

2x1 4+ 3x2 + x3 =12,
—x1 + 2z 4 323 = 15, (36)

3(E1 — X3 = 1.
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Solucién. Formamos la matriz aumentada y realizamos reduccién por filas.

2 3 1] 12 0 7 7142 0 7 7|42
1 2 3| 15| D2 g oo 3| | fe2fe®le [ g 9 3 15
3 0 -1 1 3 0 -1 1 0 6 8| 46
-1 2 3|15 1;1:1]1;1 1 -2 =3 -15
el o7 7]4a2] 222 (o 1 1| 6
0 6 8| 46 0 6 8 46
1 -2 -3 -15 R 1R 1 -2 -3 -15
foofe B 1o 1 1| 6) == (o 1 1| 6
0o 0 2 10 0 0 1 5
Esto muestra que el sistema (3.6) es equivalente al sistema
xrp — 2.232 — 3$3 = —15,
To + X3 = 6, (3.7)
T3 = 5
cuya solucién es facil de escribir:
r3=05, To=6—x3=1, x1=-—154 225+ 323 =2. o

Observacion. Si continuamos el proceso de reduccion hasta llegar a la forma escalonada reducida
por filas, entonces obtenemos

1 -2 -3 —15 1 -2 -3)| —-15 1 -2 0f0
C— o1 1| e B2l to o1 o 1) B2 g 1 01
0 0 1 5 0 0 1 ) 0 0 1]5
1 0 0] 2
R1—R14+2R> 01 0 1
0 0 1{5
Por lo tanto, el sistema (3.6) es equivalente al sistema
I :27
To :1,
1‘3:5.

cuya solucion se puede leer inmediatamente como

I3:5, IL'2:1, 1‘1:2.

Ejemplo 3.11 (Ejemplo con dos variables libres). Consideramos el sistema lineal
3x1 — 229 + 323 + 314 = 3,
211 + 619 + 223 — 914 = 2, (3.8)
T+ 2x3 + x3 — 314 = 1.
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Solucién. Formamos la matriz aumentada y realizamos reduccién por filas.

3 -2 3 3|3 3 —2 3 3|3 0 -8 0 12]0
2 6 2 —9|o| fezfe2Rs g o o _3|o| B3R (g 2 0 3]0
1 21 =3|1 1 21 -3|1 1 21 =31
1 2 1 =31 1 21 =31
el g 9 o —3|o| fe2fetR g o o 3]0
0 -8 0 12]0 000 00

101 oft1
Hoihzf (o 2 0 =30
000 0]|0

La 3.2 y la 4.2 columna no tienen pivotes y vemos que el sistema (3.8) es equivalente al sistema

T — X3 = 1,

To + x4 = 0.
Claramente podemos elegir x3 y x4 (las incégnitas correspondientes a las columnas sin pivote)
arbitrariamente. Siempre podremos ajustar x1 y xo de tal manera que el sistema se satisfaga. Para

dejar claro que x3 y x4 son nuestras variables libres, a veces las llamamos z3 =t y x4 = s. Entonces
toda solucién del sistema (3.8) es de la forma

r1=1+t, x3=-s5, x3=t, x4=3s, para s,t€ R arbitrarios. o

En forma vectorial podemos escribir la solucién como sigue. . Una tupla (x1, 9,3, z4) €s una
solucién de (3.8) si y solo si el vector correspondiente es de la forma

1 1+4+1¢ 1 1 0

x| | —s | |0 0 -

o | = =0 +t 1 + s 0 para algunos s,t € R.
Ty S 0 0 1

Geométricamente, el conjunto de todas las soluciones es un plano afin en R*.

Observacion 3.12. Las soluciones de un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales en notacion
vectorial son siempre de la forma

=20+ th + -+ tal.

Esto serd importante en el Teorema 3.22. En el ejemplo anterior, k = 2 y

1 1 0
o 0 . 0 R -1
20 = ol’ 1= 11> Y2 = 0
0 0 1
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Ejemplo 3.13 (Ejemplo sin solucién). Consideramos el sistema lineal

201+ a9 — x3=17,
3x1 4+ 229 — 223 =17, (39)
-1 + 31’2 — 3(E3 = 2.

Solucién. Formamos la matriz aumentada y realizamos reduccién por filas.

21 —1|7 07 —7|11 [ 0 7 —7]11

3 2 —of| 7| BB g o _of 7| BemBedSRs g9 19 13

1 3 -3|2 1 3 -3 2 1 3 =3 2
1 3 -3]| 2 1 3 3| 2

Ri1+<Rs3 Rs—Rs— {5 R
e, — =

0 11 -—-117] 13 0 11 —-11| 13
0o 7 =711 0 0 01 30

La tltima linea nos dice inmediatamente que el sistema (3.9) no tiene solucién porque no hay
eleccion de xq, xo, x3 tal que 0z + 0xo + Oxz3 = 30. o

Ahora deberia haber entendido

= qué significa que dos sistemas lineales sean equivalentes,

= cudles operaciones por filas transforman un sistema dado en uno equivalente y por qué esto
es asi,

= cuidndo una matriz estd en forma escalonada por filas y en forma escalonada reducida por
filas,

= por qué el sistema lineal asociado a una matriz en forma escalonada (reducida) es facil de
resolver,

= qué hacen la eliminaciéon de Gaufl y la de GauB-Jordan, y por qué siempre funcionan,

= que la eliminacién de GauBl y la de GauB-Jordan no son nada muy magico; esencialmente
son lo mismo que despejar variables y reemplazar en las ecuaciones restantes. Solo lo hacen
de una manera sistematica,

= por qué una matriz dada puede transformarse en muchas formas escalonadas por filas dis-
tintas, pero en una unica forma escalonada reducida por filas,

= por qué un sistema lineal siempre tiene o bien ninguna, exactamente una o infinitas solucio-
nes,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

s identificar si una matriz estd en forma escalonada por filas o en forma escalonada reducida
por filas,

= usar la eliminacién de Gaufl o la de Gauf-Jordan para resolver sistemas lineales,
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= decir si un sistema tiene ninguna, exactamente una o infinitas soluciones si conoce su forma
escalonada,

n etc.

Ejercicios.

1. Por medio de operaciones elementales, lleve las siguientes matrices aumentadas a sus formas
escalonadas reducidas y encuentre todas las soluciones del sistema de ecuaciones asociado a
cada matriz:

1 2 3| -2 5 1 -5 1 00 1]-3
(a) (2 -1 —1| 1> 1 4 2 2|4 @02 1] 1
(d) 10 3| 2 32 1| 7
-3 1 4l 123 4] 1
2.4 61-1 1 2 3 0|-2
) [ 45 6| 2 Lo1ts 12\ m |50 ol
2 7 12| 1 @ [ o 2 1] 0 L o0 ol s
2 -1 4 113
1000 1
6 2| 4 0 2 3|1 2 10 0|-3
@ |1 —2|-4 (2 -6 7/3 D152 1 0| 2
1 1| 2 1 -2 52 432 1| 5

2. Encontrar condiciones sobre a, b, ¢ tal que el siguiente sistema tenga solucion:

r+3y—2z=a+ 1,
3r— y+ z=>b+ 6,
5r — by + 4z = c+ 11.

3. Encuentre un polinomio de grado a lo mds 2 que pase por los puntos (—1,—6), (1,0), (2,0).
?Cuéantos polinomios con esta propiedad hay?

4. (a) ?Existe un polinomio de grado 1 que pase por los tres puntos del Ejercicio 3.7 ?Cudntos
tales polinomios hay?

(b) ?Existe un polinomio de grado 3 que pase por los tres puntos del Ejercicio 3.7 ?Cuéntos
tales polinomios hay? Dé por lo menos dos polinomios de grado 3.

5. Un rolo hace un pequeno tour por Colombia y revisando sus cuentas nota que: En hostales
gasté $30,000 diarios en Medellin, $20,000 diarios en Villavicencio y $20,000 diarios en Yopal,
en alimentacién gasté $20,000 diarios en Medellin, $30,000 diarios en Villavicencio y $20,000
diarios en Yopal y finalmente en desplazamientos gasté en promedio $10,000 diariamente en
cada ciudad. Si se sabe que durante todo el tour gasté $340,000 en hostales, $320,000 en
alimentacién y $140,000 en desplazamientos, calcule el nimero de dias que estuvo el rolo en
cada ciudad.
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6. Un criadero del llano tiene chiguiros, conejos y ratones arroceros. Cada chiguiro consume cada
semana en promedio un kilo de frutas, un kilo de hierbas y dos kilos de arroz, cada conejo
consume semanalmente en promedio tres kilos de frutas, cuatro kilos del hierbas y cinco kilos
de arroz y cada ratén arrocero consume cada semana en promedio dos kilos de frutas, un
kilo de hierbas y cinco kilos de arroz. Cada semana se proporcionan 25,000 kilos de frutas,
20,000 de hierbas y 55,000 de arroz. Si las tres especies de roedores se comen todo el alimento
;,Cuantos roedores de cada tipo pueden vivir en el criadero?

3.2. Sistemas lineales homogéneos

En esta seccién corta tratamos el caso especial de los sistemas lineales homogéneos. Recordemos
que un sistema lineal (3.1) se llama homogéneo si by = --- = b,, = 0. Tal sistema siempre tiene al
menos una solucion, la llamada solucion trivial x1 = --- = z,, = 0. Esto también es claro a partir
del Teorema 3.7, ya que sin importar qué operaciones por filas realicemos, el lado derecho siempre
permanecerd igual a 0. Observe que si realizamos eliminacién de Gaufl o de Gauf-Jordan, no es
necesario escribir el lado derecho, ya que siempre serd 0.

Si adaptamos el Teorema 3.7 al caso especial de un sistema homogéneo, obtenemos lo siguiente.

Teorema 3.14. Sea A la matriz de coeficientes de un sistema lineal homogéneo m x n y sea A’
una forma reducida por filas.

(1) Si hay un pivote en cada columna, entonces el sistema tiene exactamente una solucidn, a
saber, la solucion trivial.
(11) Si hay una columna sin pivote, entonces el sistema tiene infinitas soluciones.

Corolario 3.15. Un sistema lineal homogéneo tiene o bien exactamente una solucidn o infinitas
soluciones.

Veamos un ejemplo.
Ejemplo 3.16 (Ejemplo de un sistema homogéneo con infinitas soluciones). Consideramos

el sistema lineal

r1+ 229 — w3 =0,
2(E1 + 31’2 — 21’3 = 0, (310)

3.’,E1 — X2 731‘3 :0

Solucién. Realizamos reduccién por filas en la matriz asociada.

1 2 —1 1 2 -1 1 2 -1
2 3 —of| fezfeh g g o 2SS g 1 o
3 -1 -3 3 -1 -3 0 -7 0
usar Ry para eliminar 1 0 -1 1 0 -1
la 2.2 columna 0 —1 0 M 0 1 0
0 0 0 0 0 0
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Vemos que la tercera variable es libre, asi que ponemos z3 = t. La solucién es
r1=1t, x2=0, xz3=1t for teR,
o, en forma vectorial

1
xzo | =t (0 for t € R. o
T3 1

Ejemplo 3.17 (Ejemplo de un sistema homogéneo con exactamente una solucién). Con-
sideramos el sistema lineal

1 + 222 =0,
2x1 4+ 322 =0, (3.11)
3931 + 5332 =0.

Solucién. Realizamos reduccién por filas en la matriz asociada.

1 2 usar R; para eliminar 1 2 usar Ry para eliminar 1 0 1 0
2 3 la 1.2 columna 0 -1 la 2.2 columna 0 -1 Ro——Ro 0 1
3 5 0 -1 0 0 0 0
Asi, la tnica solucién posible es 1 =0y zo = 0. o

En la siguiente seccién veremos la conexién entre el conjunto de soluciones de un sistema lineal y
el sistema lineal homogéneo correspondiente.

Ahora deberia haber entendido

= por qué un sistema lineal homogéneo siempre tiene o bien una solucién o infinitas soluciones,

n ete.
Ahora deberia ser capaz de

= usar la eliminacién de Gaul o de Gaufl-Jordan para resolver sistemas lineales homogéneos,

= etc.

Ejercicios.

1. Encuentre todas las soluciones de los sistemas homogéneos asociados a las matrices del Ejer-
cicio 1. de la Seccién 3.1.

2. Determine el conjunto de soluciones de los siguientes sistemas homogéneos:

(a) z4+2y—32=0 b)) z4+ y+ z4+w=0 (¢) 2z — 8y=0
20 +4y —62=0 —x+ 5z — 3w =0 —x+ 4y =0
-3z —-6y+92=0 2z 4+ 3y + 8z =0 3r—12y =0

r+2y+ 7z—w=0
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3. Encuentre todos los r € R tal que el siguiente sistema tenga solucién tnica:

(24+7r)x—2y=0,
2+ (1—r)y=0.

3.3. Matrices y sistemas lineales

Hasta ahora se nos daba un sistema lineal con un lado derecho especifico y nos preguntdbamos
qué x; debiamos introducir en el sistema para obtener el lado derecho dado. Los problemas de
este tipo se llaman problemas inversos, ya que se nos da una salida (el lado derecho del sistema; el
“estado” que queremos alcanzar) y tenemos que encontrar una entrada adecuada para obtener la
salida deseada.

Ahora cambiamos un poco nuestra perspectiva y nos preguntamos: si introducimos ciertos x1, ..., z,
en el sistema, ;jqué obtenemos como resultado en el lado derecho? Para investigar esta pregunta,
es muy util escribir el sistema (3.1) en una forma abreviada. Primero observe que podemos verlo
como una igualdad de dos vectores con m componentes cada uno:

a11T1 + Q122+ -+ A1pTy by
2171 + G22%2 + -+ A2pTy ba
=1 . 1. (3.12)
b,
Am1%1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn
Sea A la matriz de coeficientes y Z el vector cuyas componentes son 1, ..., &,. Entonces escribimos
el lado izquierdo de (3.12) como
a11T1 + a12T2 + -+ A1pn
Z1 a21T1 + QA22T2 + -+ + AonTh
AT=A| | = ) ) . (3.13)
T, : :

Am1T1 + Am2Z2 + -+ AmnTn

Con esta notacidn, el sistema lineal (3.1) se puede escribir de manera muy breve como
AZ=1b
by

with b =
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“mul-

Una forma de recordar la formula para la multiplicacién de una matriz y un vector es que
tiplicamos cada fila de la matriz por el vector columna”, es decir, calculamos “fila por columna”.

Por ejemplo, la j-ésima componente de AZ es “(j-ésima fila de A) por (columna Z)”.

ai;r  ai2 ... Qin Gj1%1 + 222 + -+ GjnTy
1
T2 .
AT = aj1 a2 PN Qjn : = ;1] + Aj2T2 + -+ Ajn Ty o (314)
In .
am1 Am2 ... (mn Am1%1 + Am2T2 + -+ + AmnTn

Definicién 3.18. La férmula en (3.13) se llama multiplicacion de una matriz y un vector.

Una matriz m x n A toma un vector con n componentes y nos devuelve un vector con m compo-
nentes.

Observe que algo como £A no tiene sentido!

Observacién 3.19. La férmula (3.13) se puede interpretar de la siguiente manera. Si A es una
matriz m X n y T es un vector en R"™, entonces AZ es el vector en R que es la suma de las columnas
de A ponderadas con los coeficientes dados por Z, ya que

a1121 + @122 + -+ A1pTy a11x1 A1nTn
~ (2171 + G22%2 + -+ A2pTp (2171 2nTp
AI = . . = . + e +
Am1T1 + Am2T2 Pi- 022 IF AmnTn Am1T1 Amndn
(3.15)
a1 A1n
a21 a2n
=1 . +- -z,
Am1 Amn

Observacién 3.20. Recordemos que €; es el vector que tiene un 1 como su j-ésima componente y

ceros en todas las demds. La férmula (3.13) muestra que para todo j =1,...,n
alj
A€; = | : | = j-ésima columna de A. (3.16)
Amj

Demostremos algunas propiedades sencillas.

Proposicion 3.21. Sea A una matrizm X n, Z,§ € R™ y ¢ € R. Entonces
(1) A(cZ) = cAZ,
() A(Z+9) = AT+ Ay,
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96 3.3. Matrices y sistemas lineales

(1) A0 = 0.

Demostracion. Las demostraciones no son dificiles. Se obtienen usando las definiciones y realizando
algunos calculos directos como sigue.

a11¢x1 + -+ A1pCTy 1121 + -+ A1pZn
cr a21¢Tr1 + -+ ag9pcy a21%1 + -+ aonTh
(1) A(c®)=A| : | = =c = cAZ.
CcTy,
Am1CT1 + -+ AmnCTnp Am1T1 R AmnTn
an(x1+vy1) + o+ ain(Th + yn)
T1 4 az1(z1+y1) + -+ a2n(Tn + Yn)
() A(Z+9)=A : =
Ty + Yn ’ ’
aml(ml + yl) + -+ amn(mn + yn)
1171 + -+ 1Ty a11Y1 + -+ G1pYn
(21T1 + -+ G2y a21Y1 + -+ G2pYn
= . | | | = AT+ Aj.
Am1T1 + -+ AmnTn Am1Y1 S -+ AmnlYn

(1) Para mostrar que A0 = 0, podrfamos simplemente hacer el célculo (jque es muy facil!) o
podemos usar (I):
A0 = A(00) =0A0 = 0. O

Observe que en (111) el 0 del lado izquierdo es el vector cero en R”, mientras que el 0 del lado
derecho es el vector cero en R™.

La Proposicién 3.21 da una idea importante sobre la estructura de las soluciones de los sistemas
lineales. Véase también la Observacion 3.12.

Teorema 3.22. (1) Sean & y § soluciones del sistema lineal (3.1). Entonces £—9 is una solucion
del sistema lineal homogéneo asociado.

(1) Sea T una solucidn del sistema lineal (3.1), sea Z una solucion del sistema lineal homogéneo
asociado y sea X € R. Entonces & + \Z is solution of the system (3.1).

Demostracion. Supongamos que Z y ¥ son soluciones de (3.1), es decir,
A7 =b and Aj=b.
Por la Proposicién 3.21 (1) y (1) tenemos
AZ— ) = AT+ A(—) = AT— Af=b—b=0

lo cual muestra que & — ¢ resuelve la ecuacién homogénea Av = 0. Asi queda demostrado (1).
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Para demostrar (11), procedemos de manera similar. Si Z resuelve el sistema inhomogéneo (3.1) y #
resuelve el sistema homogéneo asociado, entonces

—

AZ=b and AZ=0.
Ahora (11) se sigue de

AF+ A7) = AT+ ANT = AT+ AAZ=b+ A0 =b. O

Corolario 3.23. Sea Z una solucidn arbitraria del sistema inhomogéneo (3.1). Entonces el conjunto
de todas las soluciones de (3.1) es

{Z+2Z:2Z es solucion del sistema homogéneo asociado}.

Esto significa que para encontrar todas las soluciones de un sistema inhomogéneo basta encontrar
una solucién particular y todas las soluciones del sistema homogéneo correspondiente.

Mostraremos mas adelante que el conjunto de todas las soluciones de un sistema homogéneo es un
espacio vectorial. Cuando estudie el conjunto de todas las soluciones de ecuaciones diferenciales
lineales, encontraré la misma estructura.

Ejemplo 3.24. Consideremos el sistema
z1+2x2 — 3= 3,
271 + 310 — 2w3 = 3, (3.107)
3x1 — xo —3x3 = —12.

Solucién. Formamos la matriz aumentada y realizamos reduccién por filas.

1 2 -1 3 1 2 -1 3 usar Ro para eliminar 1 0 -1
9 3 _9 3 Ry—R2—2R; 0 —1 0 _3 la 2.2 columna 0 —1 0
3 -1 —3|—12) f7m3m \g 7 o] -21 0 0 0
1 0 -1 -3
femzles foo1 0| 3
0 0 0 0
Se sigue que 2 = 3y 1 = —3+x3. Si tomamos x3 como parametro, la solucién general del sistema
en forma vectorial es
T -3 1
zo | = 3 | +t]0 for t € R.
T3 0 1

Observe que el lado izquierdo del sistema (3.10) es el mismo que el del sistema homogéneo (3.10)
en el Ejemplo 3.16, que tiene la solucién general

T 1
zo | =t |0 for teR.
I3 1

Esto muestra que, en efecto, obtenemos todas las soluciones de la ecuacién inhomogénea como suma
de la solucién particular (0,3,0)! y todas las soluciones del sistema homogéneo correspondiente. ¢
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98 3.3. Matrices y sistemas lineales

Ahora deberia haber entendido

= que una matriz m X n puede verse como una funcién que toma vectores en R™ y devuelve
un vector en R™,

= la estructura del conjunto de todas las soluciones de un sistema lineal dado,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

s calcular expresiones como AZ,

= relacionar las soluciones de un sistema inhomogéneo con las del sistema homogéneo corres-

pondiente,
= ete.
Ejercicios.
1 2 -1 3
1. Sea A = 1 3 0 2]. Para cada uno de los siguientes vectores, verifique si es una
-1 2 1 3

.
solucién del sistema homogéneo AZ = 0:

5 1 10 3 2

-3 2 —6 0 —1
@[] o i © 1wl @ @,
2 4 20 -1 1

Posteriormente, encuentre todas las soluciones del sistema homogéneo. ;Existe una solucion
del sistema anterior tal que alguna de sus componentes sea cero pero no sea la solucién trivial?

2. En cada item, escriba el sistema de ecuaciones lineales correspondiente y obtenga todas sus

soluciones:

2 -1 1 3

1 1 3 2 7 3 1 -2 -2

(a) 2 -1 0 4)|7Z=18 (b) 1 -1 1|7= 7

0 3 6 0 8 1 5 7 13

1 -7 -5 12

2 1 1 2 3 1 0 2 6

(c) 1 1 -2|7Z=13 (d) 2 1 -1 0)]r=1(3

1 1 1 1 1 1 1 1 6

3. Escriba el siguiente sistema de ecuaciones de la forma AZ¥ = b:
c+3y+z2z=3
20+ Ty +2z=15
22 4+ 6y + (a® — 2)z = a + 4.
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Chapter 3. Sistemas lineales y matrices 99

Luego, determine todos los a € R tal que el sistema
(a) tenga tnica solucién,
(b) tenga infinitas soluciones 6

(¢) no tenga solucién.

3.4. Matrices como funciones de R"” a R™; composiciéon de
matrices

En la seccién anterior vimos que una matriz A € M (m X n) toma un vector Z € R" y devuelve un

vector AZ en R™. Esto nos permite ver A como una funcién de R™ a R™, y por lo tanto podemos

definir la suma y la composicién de dos matrices. Antes de hacer esto, veamos algunos ejemplos de

tales matrices. Como ejemplos trabajamos con matrices 2 x 2 porque su accién sobre R? se puede
dibujar en el plano.

1 0

Ejemplo 3.25. Consideremos A = (0 1

>. Esto define una funcién T4 de R? a R? mediante
TA : Rz — R2, TA.’E = AZ.

Observacién. Escribimos Ty para denotar la funcién inducida por A, pero a veces escribiremos
simplemente A : R2 — R? cuando esté claro que consideramos la matriz A como una funcién.

Calculamos facilmente

W)= Q). 1))

Asi vemos que T4 representa la reflexién de un vector & respecto al eje x.

T

Ta€z

FIGURA 3.1: Reflexién respecto al eje x.

Last Change: Di 23. Jun 16:01:30 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



100 3.4. Matrices como funciones de R™ a R™; composicion de matrices

0 0

Ejemplo 3.26. Consideremos B = (0 1

). Esto define una funcién T de R? a R? mediante
T :R? - R?, TpZ = BZ.
Calculamos facilmente

W) 200w 1()-()

Asi vemos que T'g representa la proyeccién de un vector & sobre el eje y.

Y Ty Y
________ : /\ |
- (
B A=) et
> x z
i 4____/____ e "TB’Jf

FI1GURA 3.2: Proyeccién ortogonal sobre el eje y.

0 -1

Ejemplo 3.27. Consideremos C' = <1 0

). Esto define una funcién T de R? a R? mediante
Tc :R2—>R2, TC{Z":Cf.
Calculamos facilmente

)0 (- e w()-()

Asi vemos que T¢ representa la rotacién de un vector Z en 90° en sentido antihorario.
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Chapter 3. Sistemas lineales y matrices 101

Tc

Tt = {

i
~

Tcér

Tow

FIGURA 3.3: Rotacién de /2 en sentido antihorario.

Al igual que con otras funciones, podemos sumarlas o componerlas. Recuerde de sus clases de
calculo que las funciones se suman “punto a punto”. Esto significa que, si tenemos dos funciones
f,9: R — R, entonces la suma f 4+ g es una nueva funcién que se define por

fH9:R=R, (f+9)(x) = f(z) +9(2). (3.17)

La multiplicacién de una funcién f por un nimero ¢ da la nueva funcién cf definida por

cf ‘R=R, (cf)(z) =c(f(x)). (3.18)

La composicion de funciones se define como

feg:R=R, (fog)(x) = flg(x)) (3.19)

Suma de matrices

Veamos cémo se ve esto en el caso de las matrices. Sean A y B matrices. Primero observe que
ambas deben partir del mismo espacio R™ porque queremos aplicarlas al mismo &, es decir, tanto
AZ como BZ deben estar definidos. Por lo tanto, A y B deben tener el mismo nimero de columnas.
También deben tener el mismo nimero de filas porque queremos poder sumar AZ y BZ. Asi, sean
A,B € M(m x n) y sea T € R. Entonces, por la definicién de la composiscién de dos funciones,
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102 3.4. Matrices como funciones de R™ a R™; composicion de matrices

obtenemos
a11 ai2 - Qln 1 b11 bia -+ bin x1
. . . a21 Az -t G2n €2 ba1 by -+ b, €2
(A+ B)Z := A%+ BZ¥ = . . . A
Am1 Am?2 o Gmn Tn bml bm2 o bmn Tn
a11%1 + a12&2 + -+ + A1y b1y +biawe + -+ bipy

2171 + a22T2 + -+ - + A2 T bo1x1 + boowo + -+ - + bop Ty
+ .

Am1%1 + Am2T2 + -+ + AmnTn bmlxl + bm2x2 +--+ bmnxn

a1121 + a12%2 + - + A1 Ty + 011271 + br2xo + -+ binTy
a21%1 + A22%2 + - -+ + A2p Ty + b2171 + booxo + - - 4+ banTy

Am1T1 + Gm2Z2 + -+ + QpnTp + bmlxl - memZ + -+ bmnxn

(@11 + b))z + (a12 + b12)xe + -+ + (@10 + binn)Zn
(@21 + bi1)z1 + (ag2 + bi2)xe + - - - + (G2n + binn)Zn

(aml + bll)xl + (am2 + b12)x2 R (anm, + bmn)xn

a1l + bll a1z + b12 o a1n + bmn il
a1 +b11 aze+bia - azn + b T2
am1 + bll am2 + b12 St Qmp T bmn LTn

Vemos que A + B es de nuevo una matriz del mismo tamafio y que las componentes de esta nueva
matriz son simplemente la suma de las componentes correspondientes de las matrices A y B.

Multiplicacién de una matriz por un escalar

Ahora sea ¢ un nimero y sea A € M(m x n). Entonces we have

aily a2 - Qlp T a11T1 + -+ a1pTy
(cA)Z = c(AZ) =¢ : : : : =c
Am1 Am?2 o Omn Tn Am1T1 +--- 4+ AmnTn
ca11T1 + -+ Cca1pnTy cany ca1y cc+ COlp xr1
Clm1T1 + -+ CamnTn Cam1 CaAm2 et Camn Tn

Vemos que cA es de nuevo una matriz y que las componentes de esta nueva matriz son simplemente
el producto de las componentes correspondientes de la matriz A por c.
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Proposicién 3.28. Sean A,NB,C € M(m x n), sea O la matriz cuyas entradas son todas 0 y
sean A\, pu € R. Ademds, sea A la matriz cuyas entradas son las entradas negativas de A. Entonces
tenemos lo siguiente.

(1) Asociatividad de la suma de matrices: (A+ B)+C = A+ (B+ ().

(1) Conmutatividad de la suma de matrices: A+ B = B + A.
(1) Elemento neutro aditivo: A+ O = A.

(1v) Inverso aditivo A+ A = O.

(v) 1A=A.

(Vi) A+ p)A=XA+ puA y \(A+ B) = A+ \B.

(vi) (Au)A = A(nA).

Demostracion. Las afirmaciones de la proposicién se pueden demostrar mediante calculos directos.
O

Demuestre la Proposicién 3.28.

De la proposicién obtenemos inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 3.29. M(m x n) es un espacio vectorial.

Composicion de dos matrices

Ahora calculemos la composicién de dos matrices. También se llama el producto de matrices. Su-
pongamos que tenemos A € M(m X n) y queremos calcular AB para alguna matriz B. Observe
que A describe una funcién de R™ — R™. Para que AB tenga sentido, necesitamos que B vaya de
algiin R* a R", lo cual significa que B € M(n x k). La funcién resultante AB serd entonces una
aplicacién de RF a R™.

Rk > Rn Rm
AB

Asi, sea B € M(n x k). Entonces, por la definicién de la composiscién de dos funciones, obtenemos,
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104 3.4. Matrices como funciones de R™ a R™; composicion de matrices

para todo ¥ € R¥,

bii b1z - bik 1 biizi + bi2xa + -+ - + bixxk
bar b2z -+ bog T2 ba1x1 + baoxa 4 - - - 4 bopTk
(AB)Z = A(B%) = A , 4 : : =A
bni bn2 - bnk Tk bn1x1 + bnoxa + - - + bpkTk
a1l a2 - Gk biixy + bioxa + - - - 4+ binTr
az1 a2 - A2k ba1x1 + baox2 + - - - 4 bar i
anl an2 et Ank bnlml + bn2$2 + -+ bnkxk

a11[bi1z1 + biawa + + -+ + bikxr] + ar2[ba1z1 + baowa + -+ + barxi] + - + @1n[bn1x1 + bnoza + -+ + bprxi]
az1[bi1z1 + bi2za + + - - + bikxr] + a2z[b21z1 + baowa + - - - + bapxi] + - - - + a2n[bnix1 + bp2za + -+ - + bppxk]

ami[b11z1 + bi2x2 + -+ 4+ b1aTi] + ama[ba1z1 + bao®a 4+« + borTr] + +  + + Gmn[bn1T1 + bnozz + - -+ + bnrT]

[a11b11 + a12b21 + - - - + @1nbni]x1 + [@11b12 + @12b22 + - - - + @1nbn2]T2 + - - + [a11b1k + a12bok + - - - + a1nbnk]TE
[a21b11 + a22b21 + - - - + G2nbni]x1 + [a21b12 + a22b22 + - - - + a2nbn2]x2 + - - - + [a21b1k + a22bor + - - - + a2nbnk]Ti

[am1b11 + Gm2b21 + -+ - + Amnbni]T1 + [amibi2 + amab2z + -+« + amnbn2]z2 + -+ + [@mibik + amabor + < + Gmnbnk]Tk

a11bi1 + ai2ba1 + - - + a1nbnr a11biz2 + a12baa + - + ainbne -+ anibik + a12bor + - + a1nbnk 1
a21b11 + a22b21 + -+ - + a2nbn a21b12 + az2baz + -+ - + aznbne s a21b1k + a22b2k + - - + a2nbnk T2
Am1b11 + Gm2b21 + - - + Gmnbnt  Gmibiz + ameboe + -+ Gmnbr2 - Gmibik + amebor + -+ Gmnbnk Tk

Vemos que AB es una matriz de tamano m X k, como era de esperarse, ya que la funcién composicién
va de R* a R™. La componente j/ de la nueva matriz (la entrada en la fila j y la columna /) es

n
Cjv = E aj,«br@.
r=1

Asi, para calcular esta entrada necesitamos de A solo su fila j-ésima y de B solo su columna /-ésima,

) )
y las multiplicamos componente por componente. Puede memorizar esto de nuevo como “fila por
columna’”, mas precisamente:

¢;j¢e = componente en la fila j y la columna ¢ de AB = (fila j de A) x (columna ¢ de B) (3.20)

como en el caso de la multiplicacién de un vector por una matriz. De hecho, un vector en R™ puede
verse como una matriz n X 1 (una matriz con n filas y una columna); por lo tanto, (3.13) puede
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verse como un caso especial de (3.20).

ail a2 A1n b11 blg blk C11 (GV Clk

boar ... bay ... bo
AB = aj1 (D) s Qjp . o . = Cj1 Cjr N 1
Aml Am2 - Gmn bp1 .. b ... bk Cml -+ Cm2 -+ Cmk

con Cjy = aj1 bu{ +(lj2b21g -+ +ajnbn1/;.

Ejemplo 3.30. Sea A = (1 2 3) yB=[2 0 1 4 |. Entonces

8 6 4 2 6 -3 0
7T 1 2 3
AB:(;%E) 2 0 1 4
2 6 -3 0

1-742-243.2  1-1+2-0+3-6 1-242-143-(=3) 1-34+2-443-0
8 7+6-2+4-2 8-14+46-0+4-6 8:-2+6-1+4-(-3) 8:-3+6-4+4-0

(17 19 -5 11
“\76 32 10 48)°

Veamos algunas propiedades de las operaciones algebraicas para matrices que acabamos de intro-
ducir.

Proposicién 3.31. Sean A € M(m xn), B,C € M(kxm), S,T € M(nx k) yRe M(kx{).
Entonces the following is true.

(1) Asociatividad del producto de matrices: A(RS) = (AR)S.

(11) Distributividad: A(S +7T)=AS+ AT y (B+C)A=BA+ CA.

Demostracion. Las afirmaciones de la proposicién se pueden demostrar mediante cdlculos directos.
O

Demuestre la Proposicién 3.31.

Observaciéon muy importante.

La multiplicacién de matrices no es conmutativa, es decir, en general

AB # BA.
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106 3.4. Matrices como funciones de R™ a R™; composicion de matrices

Que la multiplicacién de matrices no sea conmutativa es de esperarse, ya que es la composicion
de dos funciones (piense en funciones que conoce de sus clases de cdlculo. Por ejemplo, si hace
diferencia si primero eleva una variable al cuadrado y luego toma el arctan, o si primero calcula su
arctan y luego eleva el resultado al cuadrado).

Veamos un ejemplo. Sea B la matriz del Ejemplo 3.26 y sea C la matriz del Ejemplo 3.27. Re-
cordemos que B representa la proyeccién ortogonal sobre el eje y y que C representa la rotacién
antihoraria de 90°. Si tomamos & (el vector unitario en la direccién z), y primero rotamos y
luego proyectamos, obtenemos el vector €;. Si, en cambio, primero proyectamos y luego rotamos,
obtenemos 0. Esto significa que BC@, # CB&, por lo tanto BC # C'B. Calculemos los productos:

0 0\ /0 -1 0 0 . - .
BC = (0 1) (1 O) = (1 O) primero rotacién, luego proyeccion,

0 -1\ /0 O 0 —1 . . .
CB = (1 O) (O 1) = (0 0) primero proyeccién, luego rotacion.

Sea A la matriz del Ejemplo 3.25, sea B la matriz del Ejemplo 3.26 y sea C' la matriz del Ejem-
plo 3.27. Verifique que AB # BA y AC # CA, y comprenda este resultado geométricamente
siguiendo, por ejemplo, a dénde se envian los vectores unitarios.

Observe también que usualmente, cuando AB estd definido, la expresion BA no estd definida,
porque en general el nimero de columnas de B sera diferente del nimero de filas de A.

Terminamos esta seccién con la definicién de la llamada matriz identidad.

Definicién 3.32. Sea n € N. Entonces la matriz identidad n X n es la matriz que tiene unos en su
diagonal y ceros en todas las demas entradas:

= : (3.21)

Como notacién para la matriz identidad, en la literatura se usan los siguientes simbolos: E,,,id,,
1d,, I, 14, 1,. El subindice n puede omitirse si el tamano de la matriz es claro.

Observacion 3.33. Se puede verificar facilmente que
Aid, =A, id,B=B, id, =7

para todo A € M(m x n), para todo B € M(n x k) y para todo Z € R™.
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Ahora deberia haber entendido

= qué son la suma y la composicién de dos matrices y de dénde vienen las féormulas,

= por qué la composicién de matrices no es conmutativa,

que M(m x n) es un espacio vectorial,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular la suma y el producto (composicién) de dos matrices,

= etc.
Ejercicios.
1 3 -2 0 -1 1
1. Para A = 2 5|,B= 1 4)yC= 4 6], calcular:
-1 2 -7 5 -7 3

(a) 24,

(b) 3C —2A4,
(c) A+ B+C,
(d) 24-3B+5C,

(e) una matriz D tal que A+ 2B —3C + D es la matriz de solo ceros.

2. Realice los siguientes cdlculos (antes de hacer la multiplicacién indicada, especifique cudl serd
el tamafio de la matriz resultante al hacer el producto):

2 -3 5 1 4 6 1
(@ |1 0 6]|-2 3 5], (@ | 3]0 -2 5),
2 31 1 0 4 —1
1 -1
(b) (;é_fx)(g é) (@) 321 -2\[4 3
-6 4 0 3o >5[
e g 2 0
2 4 1 6
o eenl ) o216 2
-2 3 -2 3

3. Verifique la ley asociativa de la multiplicacién para las matrices

1 -1 2 16
A:(i’ *(1) _‘D,B: 2 0 -1|yC=(-1 4
-3 -2 0 -2 3

4. Encuentre A € M(2 x 2) tal que A (? _g> = ids.
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108 3.5. Inversas de matrices

3 -1 -5 2 6 10 .
5. Sean A = 4 9 1 0) y C = (3 2). Encuentre por lo menos una matriz B tal

que AB = C'. ;Cuantas soluciones a la ecuacién matricial AX = C' existen?

6. En R?, encuentre la matriz (2 x 2) que rota el plano cierto dangulo 9.

Indicacion. Plantee la matriz Cy = (i Z) y calcule Cye; y Cyes para encontrar a, b, ¢, d.

A

C9&s

o

1 1

7. SlA:(O 1

) y B= (Z i)l)’ encuentre condiciones sobre a, b, ¢, d tal que AB = BA.

8. Sean A, B € M(n x n):

(a) ;Se cumple la igualdad A2 — B2 = (A — B)(A + B)? Si su respuesta es negativa, ;cudles
condiciones sobre A, B puede dar para que se cumpla la igualdad?

(b) Lo mismo del inciso anterior para la igualdad (A + B)? = A2 +2AB + B2.

3.5. Inversas de matrices

Daremos dos motivaciones de por qué nos interesan las inversas de matrices antes de dar la definicién
formal.

Inversa de una matriz como funcién

La inversa de una matriz dada es una matriz que “deshace” lo que hizo la matriz original. Revisa-
remos las matrices de los Ejemplos 3.25, 3.26 y 3.27.

= Supongamos que tenemos la matriz A del Ejemplo 3.25, que representa la reflexién respecto
al eje x, y queremos encontrar una matriz que restaure un vector después de haberle aplicado
A. Claramente, tenemos que reflejar de nuevo respecto al eje z: reflejar un vector arbitrario
Z dos veces respecto al eje z deja el vector donde estaba. Verifiquemos:

(b D6 D=6 Y-

Esto significa que para todo & € R? tenemos que A%% = &; por lo tanto, A es su propia
inversa.
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Chapter 3. Sistemas lineales y matrices 109

= Supongamos que tenemos la matriz C' del Ejemplo 3.27, que representa la rotacién antihoraria
de 90°, y queremos encontrar una matriz que restaure un vector después de haberle aplicado
C. Claramente, tenemos que rotar 90° en sentido horario. Supongamos que existe una matriz
que representa esta rotacién y llamémosla C'_ggo. Por la Observacién 3.19, basta saber cémo
actia sobre €; y € para poder escribirla. Claramente C'_gge€; = —€3 y C'_ggo€3 = €1, luego
C_gpo = (—&3|€1). Verifiquemos:

0 1\ /0 -1 10\ .
090"0:(1 o) (1 0):(0 1>:1d2
0 —1\/ 0 1 10\ .
0090":(1 0) (1 0):(0 1>:1d2

que era de esperarse, porque rotar primero 90° en sentido horario y luego 90° en sentido
antihorario deja cualquier vector donde estaba.

= Supongamos que tenemos la matriz B del Ejemplo 3.26, que representa la proyeccién sobre el
eje y. En este caso, no podemos restaurar un vector Z después de proyectarlo sobre el eje y. Por

ejemplo, si sabemos que BT = (g), entonces ¥ pudo haber sido (g) o} (;) o cualquier otro

vector en R? cuya segunda componente sea igual a 2. Esto muestra que B no tiene inversa.

Inversa de una matriz para resolver un sistema lineal‘

Consideremos la siguiente situacién. Una tienda de viveres vende dos paquetes diferentes de frutas.
El tipo A contiene 1 durazno y 3 mangos, y el tipo B contiene 2 duraznos y 1 mango. Podemos
hacer dos tipos diferentes de preguntas:

(1) Dado cierto nimero de paquetes de tipo A y de tipo B, jcudntos duraznos y cudntos mangos
obtenemos?

(1) ;Cudntos paquetes de cada tipo necesitamos para obtener un ntmero dado de duraznos y
mangos?

La primera pregunta es bastante facil de responder. Escribamos la informaciéon que se nos da. Si

a = numero de paquetes de tipo A, p = ntmero de duraznos
b = numero de paquetes de tipo B, m = numero de mangos.

entonces
p=1a+2b

m = 3a + 1b.

Usando vectores y matrices, podemos reescribir esto como

p\ (1 2\ [a
m) \3 1)\b/)"
). Entonces lo anterior se convierte simplemente en

2)-46)
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110 3.5. Inversas de matrices

Si conocemos a y b (es decir, sabemos cudntos paquetes de cada tipo compramos), entonces podemos
encontrar los valores de p y m simplemente evaluando A( %), lo cual es relativamente facil.

Ejemplo 3.34. Supongamos que compramos 1 paquete de tipo A y 3 paquetes de tipo B; entonces

i () -a()-( D) -().

lo cual muestra que tenemos 9 duraznos y 7 mangos.

Si, por otro lado, conocemos p y m y se nos pide encontrar a y b tales que se cumpla (3.22),
tenemos que resolver un sistema lineal, lo cual es mucho maés engorroso. Por supuesto, podemos
resolver (3.23) usando el proceso de eliminacién de Gaul o de Gaufi-Jordan, pero si se nos pidiera
hacer esto para varias parejas p y m, entonces se volveria largo rdpidamente. Sin embargo, si
tuviéramos una matriz A’ tal que A’A = ids, entonces esta tarea seria bastante facil, ya que en este
caso podriamos manipular (3.23) como sigue:

()=2G) = )= ()= ()= ()

Si ademds supiéramos que AA’ = ids, entonces tenemos que

<51> - <Z> = Y (ﬁ) = (Z) ~ (3.24)

La tarea de encontrar a y b se reduce de nuevo a realizar una multiplicacién matricial. La matriz
A’ si existe, se llama la inversa de A, y dedicaremos el resto de esta seccién a dar criterios para su
existencia, investigar sus propiedades y dar una receta para encontrarla.

-1 2) satisface A’A = id,.

Ejercicio. Verifique que 4’ = % < 3 _1

Ejemplo 3.35. Supongamos que queremos comprar 5 duraznos y 5 mangos. Entonces calculamos

=223 D0)-0).

lo cual muestra que tenemos que comprar 1 paquete de tipo A y 2 paquetes de tipo B.

Ahora demos la definicién precisa de la inversa de una matriz.

Definicién 3.36. Una matriz A € M (n xn) se llama invertible si existe una matriz A" € M(n xn)
tal que
AA" =id, and A'A=id,.

En este caso A’ se llama la inversa de A y se denota por A~'. Si A no es invertible, entonces se
llama no invertible o singular.
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Chapter 3. Sistemas lineales y matrices 111

La razén por la cual en la definicién solo admitimos matrices cuadradas (matrices con el mismo
numero de filas y columnas) se explica en la siguiente observacion.

Observacién 3.37. (1) Sea A € M(m X n) y supongamos que hay una matriz B tal que

BA =id,,. Esto significa que si para algin b € R™ la ecuacién AZ = b tiene una solucién,
entonces esta es Unica, porque

Ai#=b =— BAi=Bb — &= Bb.

De lo anterior queda claro que A € M (m x n) puede tener inversa solo si para todo beR™
la ecuacién AT = b tiene a lo sumo una solucién. Sabemos que si A tiene mas columnas que
filas, entonces el nimero de columnas serd mayor que el nimero de pivotes. Por lo tanto,
AZ = b tiene o bien ninguna solucién o infinitas soluciones (véase el Teorema 3.7). Luego
una matriz A con més columnas que filas no puede tener inversa.

De nuevo, sea A € M(m x n) y supongamos que hay una matriz B tal que AB = id,,. Esto
significa que para todo b € R™ la ecuacién AZ = b es resuelta por £ = Bb, porque

id,b=b => ABb

b = A(Bb)=b.

De lo anterior queda claro que A € M(m x n) puede tener inversa solo si para todo beR™
la ecuacién AF = b tiene al menos una solucion. Supongamos que A tiene mas filas que
columnas. Si aplicamos eliminacién de Gauf} a la matriz aumentada (A|g), entonces la ultima
fila de la forma escalonada por filas tiene que ser (0 --- 0|f3,,). Si escogemos b de tal manera
que después de la reduccién (3, # 0, entonces AZ = b no tiene solucién. Tal b es facil
de encontrar: solo necesitamos tomar €, (el m-ésimo vector unitario) y hacer los pasos de
la eliminacién de Gaufl hacia atras. Si tomamos este vector como lado derecho de nuestro
sistema, entonces la dltima fila después de la reduccién serd (0 ... 0|1). Por lo tanto, una
matriz A con maés filas que columnas no puede tener inversa, porque siempre habréd algin b
tal que la ecuacién Ax = b no tenga solucion.

En conclusién, mostramos que debemos tener m = n si A debe tener una matriz inversa.

Si A € M(m xn) con n # m, entonces no tiene sentido hablar de una inversa de A, como se explicé
arriba. Sin embargo, podemos definir la inversa izquierda y la inversa derecha.

Definicién 3.38. Sea A € M(m x n).

(1) Una matriz C se llama una inversa izquierda de A si CA = id,,.

(11) Una matriz D se llama una inversa derecha de A si AD = id,,.

Observe que C'y D deben ser matrices n X m. Los siguientes ejemplos muestran que las inversas
izquierdas y derechas no necesariamente existen, y si existen, no son unicas.

Ejemplos 3.39. (1) A= <

0 0 . . .. ..
0 0 no tiene inversa izquierda ni inversa derecha.
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112 3.5. Inversas de matrices

10
(m A= ((1) (1) 8) no tiene inversa izquierda y tiene inversa derecha D = [ 0 1 |. De hecho,
0 0
1 0
para todo x,y € R la matriz | 0 1] es una inversa derecha de A.
Ty
Lo 1 00
(1) A= {0 1| no tiene inversa derecha y tiene inversa izquierda C = (0 1 O)' De hecho,
0 0

. (1 . L
para todo x,y € R la matriz (0 ? ;) es una inversa izquierda de A.

Observacién 3.40. Mostraremos en el Teorema 3.45 que una matriz A € M(n x n) es invertible
si y solo si tiene una inversa izquierda y una inversa derecha.

Ejemplos 3.41. = De los ejemplos al comienzo de esta seccion tenemos:

(1 0 S, (1 0
A_(O 1) — 4 _A_(O 1),
(0 -1 L (01
C‘(1 0) = X _(1 0)’

B = (O O) =— B no es invertible.

0 1
4 0 00 1/4 0 0
[0 5 00 ‘ .. . . 1 0 1/5 0
= Sea A = 00 -3 ol Entonces podemos adivinar facilmente que A=+ = 0 0 —1/3
0 0 0 2 0 0 0

es una inversa de A. Es facil verificar que el producto de estas matrices da id,.

= Sea A € M(n x n) y supongamos que la k-ésima fila de A consiste solo de ceros. Entonces
A no es invertible porque para cualquier matriz B € M(n x n), la k-ésima fila de la matriz
producto AB serd cero, sin importar cémo escojamos B. Asi que no hay una matriz B tal que

AB =id,.

s Sea A € M(nxn)y supongamos que la k-ésima columna de A consiste solo de ceros. Entonces
A no es invertible porque para cualquier matriz B € M (nxn), la k-ésima columna de la matriz

producto B A sera cero, sin importar como escojamos B. Asi que no hay una matriz B tal que
BA =id,.

Ahora demostremos algunos teoremas sobre matrices inversas. Recordemos que A € M(n X n)
es invertible si y solo si existe una matriz A’ € M(n x n) tal que AA" = A’A = id,,. Primero

mostraremos que la matriz inversa, si existe, es tinica.

Teorema 3.42. Sean A, B € M(n X n).
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(1) Si A es invertible, entonces su inversa es unica.
(11) Si A es invertible, entonces su inversa A~1 es invertible y su inversa es A.

(1) Si A y B son invertibles, entonces su producto AB es invertible y (AB)~! = B~tA~1.

Demostracion. (1) Supongamos que A es invertible y que A’ y A” son inversas de A. Observe
que esto significa que

AA = AA=id, and AA" = A"A=id,. (3.25)

Tenemos que mostrar que A’ = A”. Esto se sigue de (3.25) y de la asociatividad de la
multiplicacién de matrices, porque

A =Aid, = A(AA") = (A A)A" =id,, A" = A”.
(11) Supongamos que A es invertible y sea A~! su inversa. Para mostrar que A~! es invertible,

necesitamos una matriz C tal que CA~! = A~1C = id,,. Esta matriz C es entonces la inversa
de A™!. Claramente, C' = A sirve. Por lo tanto, A~! es invertible y (A71)~! = A.

(111) Supongamos que A y B son invertibles. Para mostrar que AB es invertible y que (AB)~! =
B71A~! solo tenemos que verificar que B~'A"Y(AB) = (AB)B~1A~! = id,,. Vemos que
esto es cierto usando la asociatividad del producto de matrices:

B 'A™Y(AB) =B '(A"'A)B=B"'id,B=B"'B =id,,
(ABYB'A™' = A(BB ™ HA ' =A'id, A=A"'A=id,. O

Observe que en la demostracién adivinamos la férmula para (AB)~! y luego verificamos que en
efecto es la inversa de AB. También podemos calcularla como sigue. Supongamos que C es una
inversa izquierda de AB. Entonces

C(AB)=id, <+= (CA)B=id, <= CA=id,B'=B"' <« C=B'4A'z
Si D es una inversa derecha de AB, entonces

(AB)D =id,, <= A(BD)=id, <= BD=A'id,=4"' < D=B'4A"%
Como C = D, esta es la inversa de AB.

Observacion 3.43. En general, la suma de matrices invertibles no es invertible. Por ejemplo, tanto
id,, como —id,, son invertibles, pero su suma es la matriz cero, que no es invertible.

El Teorema 3.44 de la siguiente seccién nos mostrard como encontrar la inversa de una matriz
invertible; véase en particular la seccién en la pagina 116.

Ahora deberia haber entendido

= qué significa la invertibilidad de una matriz y por qué no tiene sentido hablar de la inverti-
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114 3.6. Matrices y sistemas lineales

bilidad de una matriz que no es cuadrada,

= que la invertibilidad de una matriz n X n es equivalente al hecho de que para todo beR™
el sistema lineal asociado AZ = b tiene exactamente una solucion.

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= adivinar la inversa de matrices invertibles simples, por ejemplo de matrices que tienen una
interpretaciéon geométrica clara, o de matrices diagonales,

» verificar si dos matrices dadas son inversas entre si,
= dar ejemplos de matrices invertibles y no invertibles,

n etc.

Ejercicios.

1. Diga cudles de las siguientes matrices son mutuamente inversas.

o) () e (B 2= (B2) 2 (5)

-1 0 0
2. Muestre que 0 —1 0] essu propia inversa.
-2 —4 1
. 12 3
3. Verifique que 0 0| esuna inversa a derecha de la matriz A = (1 3 4> y usela para
-1 1

encontrar una solucién particular al sistema AZ = b.

1 2
1 2
B € M(2 x 2). {Cémo se ve la primera columna si uno evalia el producto AB?

4. Sea A = ( > Es A invertible? Indicacion. Suponga que AB = idy para alguna matriz

3.6. Matrices y sistemas lineales

Recordemos el Teorema 3.7:
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Para A € M(m x n) y b € R™, considere la ecuacién
AT =b. (3.26)

Entonces se cumple lo siguiente:

(1) La ecuacién (3.26) no tiene <= La forma escalonada reducida por filas del siste-

-,

solucién. ma aumentado (A|b) tiene una fila de la forma

(0---0|B) con algin S # 0.
(2) La ecuacién (3.26) tiene al <= La forma escalonada reducida por filas del siste-

-

menos una solucién. ma aumentado (A|b) no tiene ninguna fila de la

forma (0---0|8) con algin 8 # 0.
En el caso (2), tenemos los siguientes dos subcasos:
(2.1) La ecuacién (3.26) tiene exactamente una solu- <=  #pivotes = #columnas.
cién.
(2.2) La ecuacién (3.26) tiene infinitas soluciones. <=  #pivotes < #columnas.

Observe que el caso (1), sin solucién, no puede ocurrir para sistemas homogéneos.
El siguiente teorema conecta lo anterior con la invertibilidad de la matriz que representa el sistema.

Teorema 3.44. Sea A € M(n x n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es invertible.

(11) Para todo b € R™, la ecuacion AZ = b tiene exactamente una solucion.

Toda forma escalonada reducida por filas de A tieme n pivotes.

)
)
(1) La ecuacidn AT = 0 tiene exactamente una solucion.
(1v)
)

(V) A es equivalente por filas a id,,.

Completaremos este teorema con un ftem mds en el Capitulo 4 (Teorema 4.11).

Demostracion. (11) = (111) se sigue si escogemos b = 0.

(1) = (1v) Si AZ = 0 tiene una tnica solucién, entonces, por el Caso (2.1) anterior (o por el
Caso (2.1) del Teorema 3.7), el nimero de pivotes es igual a n (el nlimero de columnas de A) en
toda forma escalonada reducida por filas de A.

(1v) = (V) es claro.

(v) = (11) se sigue del caso (2.1) anterior (o por el Teorema 3.7(2.1)) porque ninguna forma reducida
por filas de A puede tener una fila formada solo por ceros.

Hasta ahora hemos mostrado que (11)—(V) son equivalentes. Ahora tenemos que conectarlas con (I).

(1) = (11) Supongamos que A es invertible y sea b € R™. Entonces AZ = b < Z = A~'b, lo cual
muestra la existencia y unicidad de la solucion.

(11) = (1) Supongamos que se cumple (11). Construiremos A~! como sigue (esto también nos dice
c6mo podemos calcular A~! si existe). Recordemos que necesitamos una matriz C' tal que AC = id,,.
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116 3.6. Matrices y sistemas lineales

Esta C serd entonces nuestra candidata para A~! (todavia tendriamos que verificar que CA = id,,).
Sea us denote the columns of C' by ¢ for j =1,...,n, so that C' = (&]---|€,). Recordemos que la
k-ésima columna de AC' es A(k-ésima columna de C') y que las columnas de id,, son exactamente los
vectores unitarios € (el vector con un 1 como k-ésima componente y ceros en las demds). Entonces
AC = id,, se puede escribir como

(Ac|---[Acn) = (&1 -- - [€n).

Por (11) sabemos que las ecuaciones de la forma AZ = €, tienen solucién tnica. Asi que solo
necesitamos poner ¢; = solucién tnica de la ecuaciéon Az = €;. Con esta eleccién tenemos entonces,
en efecto, que AC = id,,.

Falta mostrar que C' A = id,,. Para ello, observe que

A=id,A = A=ACA — A-ACA=0 = A(d,—-CA)=0.

Esto significa que A(id,, —CA)Z = 0 para todo & € R”. Como por (11) la ecuacién A7 = 0 tiene
la solucién tnica § = 0, se sigue que (id, —CA)Z = 0 para todo x € R™. Pero esto significa que
Z = CAZ para todo &, por lo tanto, C'A debe ser igual a id,,. O

Teorema 3.45. Sea A € M(n X n).

(1) Si A tiene una inversa izquierda C (es decir, si CA = id,), entonces A es invertible y
A"l =C.

(11) Si A tiene una inversa derecha D (es decir, si AD = id,,), entonces A es invertible y A= = D.

Demostracion. (1) Por el Teorema 3.44, basta mostrar que A% = 0 tiene como solucién tnica 0.
Supongamos entonces que & € R” satisface A% = 0. Entonces Z = id,, & = (CA)Z = C(AZ) =
C0 = 0. Esto muestra que A es invertible. Ademés, C = C(id,) = C(AA™") = (CA)A~! =
id, A= = A=, por lo tanto C' = A1,

(11) Por (i) aplicado a D, se sigue que D tiene inversa y que D~! = A; por lo tanto, por el
Teorema 3.42 (11), A es invertible y A=t = (D~1)~1 = D. N

Calculo de la inversa de una matriz cuadrada dada

Sea A una matriz cuadrada. La demostracién del Teorema 3.44 nos dice cémo encontrar su inversa
si existe. Solo necesitamos resolver AT = €, para k = 1,...,n. Esto puede ser engorroso y largo,
pero ya sabemos que, si estas ecuaciones tienen soluciones, podemos encontrarlas con la eliminacién
de GauB-Jordan. Solo necesitamos formar la matriz aumentada (A|8x), aplicar operaciones por filas
hasta llegar a (id,, |¢x). Entonces & es la solucién de AT = &, y obtenemos la matriz A~! como la
matriz cuyas columnas son los vectores ¢, ..., ¢,. Sino es posible reducir A a la matriz identidad,
entonces no es invertible.

Observe que los pasos que debemos realizar para reducir A a la matriz identidad dependen solo
de los coeficientes de A y no del lado derecho. Asi podemos calcular los n vectores ¢y, ... &, con
una sola eliminacién de Gau-Jordan (grande) si aumentamos la matriz dada A con los n vectores
€1,...,8,. Pero la matriz (&1]--|€,) no es nada mas que la matriz identidadx id,,. Por ende, si
tomamos (A|id,,) y aplicamos la eliminacién de Gauf-Joradan, y si podemos reducir A a la matriz
identidad, entonces las columnas a la derecha son las columnas de la matriz inversa A~!. Si no
podemos llegar a la matriz identidad, entonces A no es invertible.
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1 2

Ejemplos 3.46. (1) Sea A = 3 4

). Mostraremos que A es invertible al reducir la matriz

aumentada (A]ids):

oy (1 211 0\ Ry—Rs—3R,_[1 2 1 0\ Ri—=Ri+R (1 0 2 1
(A|ld2)<3 4|0 1) ><0 —2‘-3 1> ><0 —2| -3 1>

Ro——3 Ry 1 0| -2 1
0 1 3/2 —1/2 ’

-2 1
: : -1 _
Por lo tanto, A es invertible y A~ = ( /2 _1/2>.

Podemos verificar el resultado calculando
1 2 -2 1 (=243 1-1\ (1 0
3 4)\3/2 -1/2) “\-6+6 3-2) " \o 1
—2 1 1 2\ -243 —44+4\ (1 O
3/2 —-1/2)\3 4) \3/2-3/2 3-2)  \0 1)°
(11) Sea A = <_12 _2 4>. Mostraremos que A no es invertible al reducir la matriz aumentada
1 2

(Alids):
=y 2 1)

Como hay una fila cero en la matriz de la izquierda, concluimos que A no es invertible.

and

1 0\ Ry—Ro+2r, (1 2
0 1) (0 0

1 11
(1) Sea A= |0 2 3|.Mostraremos que A es invertible al reducir la matriz aumentada (A|ids):
5 5 1
1 1 1|11 0 O 1 1 1 1 00
(Alidg)=[0 2 3|0 1 o] fe2feB1g 2 3| 0 1 0
5 5 1[0 0 1 0 0 -4]-5 01
1 1 1 00 4 4 0 -1 0 1
faoAfawdfa, 1o 8 0| 15 4 3| B2ttt g o | 215 4 3
0 0 —4 -5 0 1 0 0 -4 =5 0 1
0 0 13 -4 -1
Mol (g 8 0 —15 4
0 0 —4 -5 0 1
1 0 0] 13/8 —1/2 —1/8
— s lo 1 0| -15/8 172 38
00 1| 5/ 0 —1/4
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13/8 —-1/2 -1/8
Por lo tanto, A es invertibley A=t = | —=15/8  1/2  3/8
5/4 0 —-1/4
Podemos verificar el resultado calculando

1 1 1 13/8 —-1/2 -1/8
0 2 3 —15/8 1/2 3/8| =

5 5 1 5/4 0 —-1/4

and

13/8 —-1/2 -1/8 1 1 1
—15/8 1/2 3/8 0 2 3| =

5/4 0 —-1/4 5 5 1

Caso especial: inversa de una matriz 2 x 2

a b
SeauA—(C d

13

— 115
10

1 0
=10 1
0 0

1 0
=(0 1
0 0

o

). Ya sabemos que A es invertible si y solo si su sistema lineal homogéneo aso-

ciado tiene exactamente una solucién. Por el Teorema 1.11, este es el caso si y solo si det A # 0.
Recordemos que det A = ad — be. Asi que supongamos aqui que det A # 0.

. a bl 1 0\ RisaRs—cR, [a b
(Alidg) = (c d | 0 1) (O ad — be

R (a 0 Il+ﬁ
0 ad—bcl —c

~ ad—bc ad—bc
Se sigue que

AL d

B 1
T ad—be \—c

—C

___ab
ad—bc
a

__ b d __ b
ad—bc 112 (1 0 I ad—bc ad—bc)
c a .

1 0
a

)=

J)

a 0 [
0 ad—bc[

ad
ad—bc
—C

__ab
ad—bc
a

(3.27)

Como 0 # det A = ad — be = be en este caso, se sigue que ¢ # 0 y cdlculos como

los anteriores conducen nuevamente a la férmula (3.27).

Ahora deberia haber entendido

s la relacion entre la invertibilidad de una matriz cuadrada A y la existencia y unicidad de

solucién de AZ = b,

= que invertir una matriz es lo mismo que resolver un sistema lineal,

= etc.

Ahora deberia ser capaz de
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= calcular la inversa de una matriz cuadrada si existe,
= usar la inversa de una matriz cuadrada, si existe, para resolver el sistema lineal asociado,

= etc.

Ejercicios.

1. Determine la inversa (si es posible) de las siguientes matrices:

32 1 Lo o e
(d) 02 2 (e) -3 0 0 (f)
00 -1 4 3 1 '@ 2L
1 3 3 2
11 1 1 00
(2) 1 2 2 (h) 0 =5 0
0 3 3 0 0 3

2. De los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, jcuél tiene una solucién no trivial?

20 +y—2=0, r—y—2=0,
i) z—-2y—3z=0, ii) 2r+y+22=0,
—3x—y—2z=0. —2x 4+ 5y + 6z =0.

3. Determine todos los valores de a tal que

1 4 a2
A=1|1 0 ©0
1 2 2
es invertible. En dicho caso hallar A~1.
4. Calcular la inversa de la matriz de rotacién Cy = CQS’& —sinv . ;Coémo se interpreta
sin ) cosv

geométricamente C 12 (ver Seccién 3.4, Ejercicio 6.).

5. Calcular la inversa de
1 0 0

0 costd —sind
0 sind cos?

6. Sea A € M(nxn) no invertible. Demuestre que existe B € M(nxn), B # O tal que AB = O.
(Hint: considere el sistema homogéneo AZ = 0).
7. Sean B € M(6 x5)y C € M(5 x 6). Muestre que BC no puede ser una matriz invertible.

(Hint: considere el sistema homogéneo CZ = 0).
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3.7. La transpuesta de una matriz

Definicién 3.47. Sea

ail Q12 - Qin
a21 QA2 -+ A2p
A= (aij)i=1,...m = : : : € M(m x n).
j=1,....,n . . .
am1 Am2 - Omn

Entonces su transpuesta A’ es la matriz n X m cuyas columnas son las filas de A y cuyas filas son
las columnas de A, es decir,

ailr @21 cc Gml
a1z Q2 A2
At =1 ; i | € M(n xm).
A1n QA2n " Gmn
Si denotamos A* = (@;;) i=1,....n , entonces a;; = aj; parai=1,....,nyj=1,...,m.

Jj=1,..., m

Ejemplos 3.48. Las transpuestas de

12 3
1 2 1 2 3 45 6
A_<3 4)’ B_<456>’ C=l7 7 7
32 4
son
y - 1 4 1 4 7 3
At(2 4), Bt=|2 5|, Cc'=(2 5 7 2
3 6 36 7 4

Proposicion 3.49. Sean A, B € M(m x n). Entonces (A')' = A y (A+ B)! = A" + B".
Demostracion. Claro. O
Teorema 3.50. Sean A € M(m xn) y B € M(n x k). Entonces (AB)! = B*A".

Demostracion. Observe que tanto (AB)' como B'A! son matrices m x k. Para mostrar que son
iguales, solo necesitamos mostrar que son iguales entrada por entrada. Sean ¢ € {1,..., m} y
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j €41, ..., k}. Entonces

componente ij de (AB)" = componente ji de AB
= [fila j de A] X [columna i de B
= [columna j de A'] x [fila i de B']
= [fila ¢ de B'] x [columna j de A']
= componente ij de Bt A", O

Teorema 3.51. Sea A € M(n x n). Entonces A is invertible if y only if At is invertible. En este
caso, (A)~1 = (A~1)L

Demostracion. Supongamos que A es invertible. Entonces AA~! = id. Tomando la transpuesta en

ambos lados, obtenemos
id =id" = (AA71)! = (A7 H)TAL
Esto muestra que A’ es invertible y que su inversa es (A~!)%; véase el Teorema 3.45. Ahora su-

pongamos que A? es invertible. De lo que acabamos de mostrar se sigue que entonces también su
transpuesta (A%)! = A es invertible. O

A continuacién mostramos una relaciéon importante entre la transposicién de una matriz y el pro-
ducto interno en R”.
Teorema 3.52. Sea A € M(m x n).

(1) (AZ, %) = (T, A'Y) para todo T € R™ y todo § € R™.
(11) Si (AZ,%) = (T, BY) for all T € R™ y all j € R™, entonces B = A*.

Demostracion. Sea A = (aij)i=1,..m ¥ B = (bij) i=1,...n -
Jj=1,....,n j=1,....m

(1) Observe que la k-ésima componente de AT es (AZ), = Z?Zl ag;z;. y que la coordenada
tésima de A"y es (A'g), = 377" ajey;. Entonces

(AZ,5) =Y (AZ)ryr = DY argagye = Y > wjargy, =y x;(A'§); = (7, A'g).
k=1 k=1j=1 j=1k=1 =1

(11) Tenemos que mostrar que para todo i =1,...,my j=1,...,n se tiene a;; = b;;. Tomemos
Z=¢; € R"y =& € R™. Sitomamos el producto interno de A€; con &;, entonces obtenemos
la ¢-ésima componente de A€;. Recordemos que A€; es la j-ésima columna de A, por lo tanto

<Aé} ;€i> = Q5.

De manera similar, si tomamos el producto interno de B€; con €;, entonces obtenemos la
j-ésima componente de B€;. Como BE€; es la j-ésima columna de B, se sigue que

Por hipétesis (A4€; ,€;) = (€;, BE;), de donde se sigue que a;; = bj;, y por lo tanto B = A*. [
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Definicién 3.53. Sea A = (a;5);';—; € M(n X n) una matriz cuadrada.
(1) A se llama triangular superior if a;; =0 if i > j.
(11) A se llama triangular inferior if a;; =0if ¢ < j.

(1) A se llama diagonal si a;; = 0 cuando i # j. Diagonal matrices son sometimes denoted by
diag(cy, ..., ¢n) where the ¢y, ..., ¢, son the numbers on the diagonal of the matrix.

Este significa que para una matriz triangular superior, todas sus entradas debajo de la diagonal
son cero; para una matriz triangular inferior, todas sus entradas debajo de la diagonal son cero; y
para una matriz diagonal, todas las entradas con excepcion de las en la diagonal, son cero. Estas
matrices se ven como sigue:

ail ail a1

0 - x 0

matriz triangular superior, matriz triangular inferior, matriz diagonal
diag(an, ceey ann)

Observacion 3.54. Una matrix es simultdneamente triangular superior e inferior si y solo si es
diagonal.

Ejemplos 3.55.

Loy (02 A 000Ny g

A=|0o 2 5|, B= , O = D=0 3 0o|,E=[0 0 0

00 3 4y 3400 00 8 00 0
0000 500 1

Las matrices A, B, D, E son triangulares superiores; C, D, E son triangulares inferiores; D, E son
diagonales.

Definicién 3.56. (1) A matrix A € M(n x n) is called simétrica si A® = A. El conjunto de
todas las matrices simétricas n x n se denota por Mgy, (n x n).

(11) A matrix A € M(n xn) is called antisimétrica si A® = —A. El conjunto de todas las matrices
antisimétricas n x n se denota por Musym(n X n).

Ejemplos 3.57.

1 7 4 3.0 4 02 -5 00 8
A=|7 2 5|, B=[0o 4 0|, ¢c=|-2 0 =3|, D=0 3 0
45 3 40 1 53 0 2 0 0

Las matrices A y B son simétricas, C' es antisimétrica y D no es ninguna de las dos.
Claramente, toda matriz diagonal es simétrica.
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Ejercicio 3.58. = Sea A € M(n x n). Demuestre que A + A? es simétrica y que A — A? is
antisimétrica.

» Demuestre que toda matriz A € M (nxn) se deja escribir como suma de una matriz simétrica
y de una matriz antisimétrica.

Question 3.2

;Cudntas posibilidades hay de expresar uns matriz dada A € M(n x n) como suma de una
matriz simétrica y de una matriz antisimétrica?

Ejercicio 3.59. Demuestre que las entradas en la diagonal de una matriz antisimétrica son 0.

Ahora deberia haber entendido

» por qué (AB)! = BtA?,
= qué tiene que ver la transpuesta de una matriz con el producto interno,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular la transpuesta de una matriz dada,
= verificar si una matriz es simétrica, antisimétrica o ninguna de las dos,

= etc.

Ejercicios.

1. (a) Encuentre las transpuestas de las siguientes matrices:

0
1 3
-1 4 2 -1 1 5 -1
@ () Oz ©F 58 @l
4 5
3
(b) Para cada una de las matrices del punto anterior, verifique la igualdad (AZ,y) =
(x, Aly).
1 B+5 a+28-2
2. Encuentre «, 5 tales que [ a+28 —1 2 es una matriz simétrica.

200+ 3 2 4

3. {Cuales de las siguientes matrices son antisimétricas?

3 -3 -3 0 1 -1
2 =7 0 -1
O o BN () BN LR ) BN S
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124 3.8. Matrices elementales

4. Si A, B € Mgy, (n x n), muestre que (AB)" = BA. ;Se puede concluir que AB es simétrica?.
5. Sean 01,03, 03 € R3 tales que (v;,v;) =0sii#jy (vi,v;)=1sii=j. Sea A= [0] v3 U3]
la matiz cuyas columnas son los vectores dados. Muestre que AA* = id3 (ver Seccién 3.6,

Ejercicio 5.).

6. Muestre que la suma de dos matrices simétricas (antisimétricas) de tamano n X n da como
resultado una matriz simétrica (antisimétrica).

7. (a) Muestre que una matriz triangular superior (inferior) es invertible si y solo si todas las
entradas de la diagonal principal son distintas de 0.

(b) Sea D € M(nxn) una matriz diagonal. Determine cuyo D es invertible y halle su inversa

3.8. Matrices elementales

En esta seccién estudiamos tres tipos especiales de matrices. Se llaman matrices elementales. De-
findmoslas.

Definicién 3.60. Para n € N definimos las siguientes matrices en M (n X n):

1
(1) Si(e) = c para j = 1,...,n y ¢ # 0. Todas las entradas fuera de la diagonal
1
son 0.
columna k
1
------C---t~- filaj
(1) Qjk(c) = i para j,k=1,...,ncon j # k y c € R. El nimero c est4
!

col. k col. j
1 | |
o f
—--Q------ 1---| flak
o, I
(1) Py = i i para j,k = 1,...,n. Esta matriz se obtiene de la ma-
I |
R 0---| filaj
l |
I I 1
triz identidad intercambiando las filas j y k (o, equivalentemente, intercambiando las columnas

Jy k).
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Ejemplos 3.61. Veamos algunos ejemplos para n = 2.

s6)= (g 9). @@ =(5 7). ra=(] o)

Algunos ejemplos para n = 3:

10 0 1 00 0 01 010
S3(=2)=(0 1 0|, Qs4)=101 4], Py=(0 1 0], Py=1|1 00
0 0 -2 0 01 100 0 01

Veamos cémo actiian estas matrices sobre otras matrices n x n. Sea A = (a;;)7;—; € M(n x n)

Queremos calcular FA, donde E es una matriz elemental.

1 11 Q12 --e-ee A1n A1] ALY -weeeee A1in
w Si(c)A= C 51 A2 e ajn | = | caji cajo ... COjn
1 anp1 Ap2 ------ Apn anl Ay «eeee- Apn
ailr a1 ------ A1n ai1 A1 wrvrrrrrreneeenns A1n
1 . . H . H :
1 c a1 Qj2 ... Ajn aj1 + cagr ajo + cagg - Ajn + CQppn
" Qjr(0)A = P = : : :
) A1 Qk2 - Qfn ai1 Qo9 weneemmnmmnnnnnns An
1 : : : : : :
apl Ap2 ------ Ann Apl Qg coeveereeeancanes Ann
1 a1y @12 ------- A1n 11 A1 - A1in
0. ! a1 G52 oo Ajn, Akl Qg2 e Akn
= A= ) : : : = : : :
1 0 k1 Qk2 oo Qkn aj1 a2 .- Qjn
1 Apl Qpg - Ann Gnl Apg - Ann

En resumen, vemos que

Proposicién 3.62. » S;(c) multiplica la fila j-ésima de A por c.
» Qi(c) suma c veces la fila k-ésima a la fila j-ésima de A.
» P, intercambia la fila k-ésima y la fila j-ésima de A.

jEstas son exactamente la operaciones de la eliminacién de Gaufl o de Gauf3-Jordan! Asi vemos que
toda operacién por filas puede realizarse multiplicando por la izquierda por una matriz elemental

apropiada.
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Observacién 3.63. La forma de las matrices elementales es bastante facil de recordar si se recuerda
que F'id, = FE para toda matriz E, en particular para una matriz elemental. Asi, si quiere recordar,
por ejemplo, cémo se ve la matriz 5 X 5 que suma 3 veces la segunda fila a la cuarta, recuerde
simplemente que esta matriz es

E = Eids = (tomar ids y sumar 3 veces su segunda fila a su cuarta fila) =

S oo o
O W oo
oo~ OO
O = OO O
_— o O O O

que es QQ42(3).

Question 3.3

; Cémo actian las matrices elementales sobre otras matrices si las multiplicamos por la derecha?

Indicacion. Hay dos maneras de encontrar la respuesta. Una es realizar la multiplicacién de ma-
trices como hicimos en la pagina 125. O podria usar que AE = [(AE)']' = [E'A']'. Si E es una
matriz elemental, entonces E¢ también lo es; véase la Proposicién 3.65. Como sabe cémo se ve
EtA?, puede entonces deducir cémo se ve su transpuesta.

Como la accién de una matriz elemental se puede “deshacer” (ya que la operacién por filas corres-
pondiente se puede deshacer), esperamos que sean invertibles. La siguiente proposicién muestra que
en efecto lo son y que su inversa es nuevamente una matriz elemental del mismo tipo.

Proposicion 3.64. Toda matriz elemental n X n es invertible. Mds precisamente, para j, k =
1,...,n con j # k se cumple lo siguiente:

(1) (S;(e)™" = 8;(c™) for ¢ £ 0.
(1) (Qui(e) ™" = Quu(—o).
(1) (Pe)™" = Py
Demostracion. Célculos directos. O

Muestre que la Proposicién 3.64 es verdadera. Convénzase de que es verdadera usando su inter-
pretacién como operaciones por filas.

Proposicion 3.65. La transpuesta de una matriz elemental n X n es nuevamente una matriz
elemental. Mds precisamente, para j,k =1,...,n con j # k se cumple lo siguiente:

(1) (Sj(c))" = Sj(c) for ¢ #0.
(1) (Qjr(c))" = Qxj(c).
(1) (Pj)' = Pjg.

Demostracion. Célculos directos. O
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Ejercicio 3.66. Muestre que Q,(c) = Sk(c™1)Q;x(1)Sk(c) para ¢ # 0. Interprete la férmula en
términos de operaciones por filas.

Ejercicio. Muestre que Pj; se puede escribir como producto de matrices de la forma Q;x(c) y
Sj (C)

Volvamos a la relacién entre las matrices elementales y el proceso de eliminacién de Gauf-Jordan.

Proposicién 3.67. Sea A € M(n x n) y sea A" una forma escalonada por filas de A. Entonces
existen matrices elementales E1, ..., Ey tales que

A=EEy - ELA.

Demostracion. Sabemos que podemos llegar a A’ aplicando operaciones por filas adecuadas a A. Por
la Proposicién 3.62, estas corresponden a multiplicar A por la izquierda por matrices elementales
adecuadas Fy, Fy_1, ..., Iy, F1, es decir,

A =FF_ - - FyF A
Sabemos que todas las F}; son invertibles; por lo tanto, su producto es invertible y obtenemos
A= [FFyy BB A =F ' Fy N FTAL
Sabemos que la inversa de toda matriz elemental F; es nuevamente una matriz elemental; asi, si

ponemos F; = F;l para j =1,...,k, la proposicion queda demostrada. O

Corolario 3.68. Sea A € M(n x n). Entonces existen matrices elementales Ey,...,Ey y una
matriz triangular superior U tales que

A=FE\Es--- E,U.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicién 3.67 si recordamos que toda forma
escalonada reducida por filas de A es una matriz triangular superior. O

El siguiente teorema muestra que toda matriz invertible estda “compuesta” de matrices elementales.

Teorema 3.69. Sea A € M(n x n). Entonces A es invertible si y solo si se puede escribir como
producto de matrices elementales.

Demostracion. Supongamos que A es invertible. Entonces la forma escalonada reducida por filas
de A es id,. Por lo tanto, por la Proposicién 3.67, existen matrices elementales E, ..., Ej tales
que A=Fy---Eyid, = E; - E}.

Si, por otro lado, sabemos que A es el producto de matrices elementales, digamos, A = F} - -- Fy,
entonces claramente A es invertible, ya que cada matriz elemental F}; es invertible y el producto de
matrices invertibles es invertible. O

Terminamos esta seccién con un ejercicio en el que escribimos una matriz invertible 2 x 2 como
producto de matrices elementales. Observe que hay infinitas formas de escribirla como producto de
matrices elementales; asi como hay infinitas formas de realizar reduccién por filas para llegar a la
matriz identidad.
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Ejemplo 3.70. Escriba la matriz A = (3 4

1 2 .
> como producto de matrices elementales.

Solucién. Usamos la idea de la demostracién del Teorema 3.44: aplicamos el proceso de elimina-
cién de GauB-Jordan y escribimos las transformaciones por filas correspondientes como matrices
elementales.

1 2\ Ry—»R:—3R:_ (1 2\ Ri—Ri+R: 1 0 R2——3R2 10
R Bl e B R —_—2
3 4 Q21(—3) 0 -2 Q12(1) 0 -2 Sa(—1 0 1
—_——— —_——— ———
=Q21(—-3)A =Q12(1)Q21(-3)A =82(—3)Q12(1)Q21(—3)A

Asi obtenemos que

idy = 52(—%)Q12(1)Q21(—3)A- (3.28)
Como las matrices elementales son invertibles, podemos despejar A y obtener
A= [S2(—3)Q12(1)Q21(=3)] 7V ide = [S2(—3)Q12(1)Q21(=3)]
= [Q21(=3)] 7 [Q12(1)] ! [S2(— )]~
= Q21(3)Q12(—1)S2(—-2). o
Observe que de (3.28) obtenemos gratis la factorizacién de A~!. Claramente, debemos tener
A7 = 85 (=5)Q12 (1)1 (-3). (3.29)

Si quisiéramos, ahora podriamos usar (3.29) para calcular A~1. No es en absoluto una sorpresa que
en realidad obtengamos primero la factorizacién de A~!, porque la eliminacién de Gauf-Jordan
conduce a la inversa de A. Asi, A~! es la composicién de las matrices que llevan de A a la matriz
identidad. (Para pasar de la matriz identidad a A, necesitamos invertir estos pasos.)

Ahora deberia haber entendido

= la relacién de las matrices elementales con el proceso de Gaufl-Jordan,
= por qué una matriz es invertible si y solo si es producto de matrices elementales,

= etc.
Ahora deberfa ser capaz de

= expresar una matriz invertible como producto de matrices elementales,

= etc.
Ejercicios.
1. Determine cuéles de las siguientes son matrices elementales:
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100
10 -1 0
(a) (2 1) (b) -1 1 0 (c) (?61>
2 0 1 3
100 0 1000
010
01 10 1100
(d) (1)85 © o 0 1 0 ® 1o o010
0001 0011

2. Muestre que cada una de las siguientes matrices es invertible y factoricela como un producto
de matrices elementales:

> 1 2 0 4 32 40 3

(a) , ({0 1 1), (o ., (@ (o2 4

32 5 11 00 -2 1 00 1
00 01

3. Escriba cada matriz como producto de matrices elementales y una matriz triangular superior:

2 -2 2 1 3 100 0 0
(a) (—2 6>’ w o 3 1), @/[s500] @ <2 0)'
10 2 -2 1 3

4. En los siguientes problemas, encuentre una matriz elemental F tal que FA = B:

1 2 12
(a)A—(i ;),B:<i’ g) ) A= (3 4|, B=[3 4],
5 6 1 -2
1 4 7 8 1 -2 53 -3 0 5 -5
(c) A=([5 6|, B=|5 6], (d A=[|2 -1 04],B=( 2 -1 0 4
78 1 4 5 1 -32 5 1 -3 2
5 1 2 0 11 2
(e) A:(i ?),B—(_? ?) (f) A=|-1 3 4|,B=[-1 3 4
1 -2 0 1 -2 0

5. (a) Sea A € M(3 x 3) una matriz triangular superior (inferior) tal que las entradas de su
diagonal son todas distintas de 0. Muestre que A se factoriza como producto de a lo mas
seis matrices elementales.

(b) Sean A, B € M(3 x 3) matrices triangulares superiores (inferiores). Muestre que AB es
una matriz triangular superior (inferior).

(c) Sea A € M(3 x 3) una matriz triangular superior (inferior) tal que las entradas de su
diagonal son todas distintas de 0. Muestre que A~! es triangular superior (inferior).
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3.9. Resumen

Operaciones elementales por filas (= operaciones que conducen a un sistema equiva-
lente) para resolver un sistema lineal.

Operacién elemental Notacion Operacién inversa
(D Intercambiar las filas j y k. Rj < Ry, R; < Ry,
(2@ Multiplicar la fila j por algiin A € R\ {0} R; — AR; R; = 1R;

(3 Reemplazar la fila k por la suma de lafila ky | Ry — Ry + AR; | Ry = Ry, — AR;
A veces R, y dejar la fila j sin cambios (j # k)

Sobre las soluciones de un sistema lineal.

= Un sistema lineal tiene o bien ninguna, exactamente una o infinitas soluciones.

= Si el sistema es homogéneo, entonces tiene o bien exactamente una solucién o infinitas solu-
ciones. Siempre tiene al menos una solucién, a saber, la solucién trivial.

= El conjunto de todas las soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales es un
espacio vectorial.

= El conjunto de todas las soluciones de un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales es un
espacio vectorial afin.

Para A € M(m x n) y b € R™, considere la ecuacién A% = b. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Ninguna solucién <= La forma escalonada reducida por filas del siste-

-,

ma aumentado (A|b) tiene una fila de la forma
(0---0|8) con algiin 8 # 0.
(2) Al menos una solucién <= La forma escalonada reducida por filas del siste-

-,

ma aumentado (A|b) no tiene ninguna fila de la
forma (0---0|8) con algin 8 # 0.

En el caso (2), tenemos los siguientes dos subcasos:

(2.1) Exactamente una solucién <=  # pivotes= # columnas.

(2.2) Infinitas soluciones <=  # pivots< # columns.

Algebra con matrices y vectores

Una matriz A € M (m x n) puede verse como una funcién 4 : R™ — R™.

Definicién.
a1 a2 - Qlp T 1121 + @122 + -+ G1pTy
~ G21 Qg2 d2p T2 (2171 + GA22%2 + -+ A2pTn
AZ = - ,
Am1 Am2 tee Amn Tn Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn
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ail a2 - Qin b11 bia -+ bin
a21 a2 -+ G2n ba1 bag -+ ban
A+ B= . . . +
aAml Am2 - Qmn b1 bm2 -+ bmn
a1 +bi1 app+biz - ay +bin
a1 + bay azy +baa - agn 4 boy
= . . . B
Am1 + bml Am2 + bm2 o Omn + bmn
a11 @12 -t Gln b11 bio -+ bin
a1 Gy - Q2p bor b2 --- bon
AB =
Am1 Am?2 e Amn bml me e bmn
a11b11 + a12b21 + -+ apbp <o a1big F arebor + - F bk
a21b11 + azaba1 + -+ - + aznbpy <o agibig + agebor + - -+ aspbpk
amlbll + am2b21 R amnbnl e a'mlblk + am2b2k: + -+ amnbnk
= (cje)je

with

n
cjr = E ajnbhe.
h=1

= Suma de matrices: componente a componente,

= Producto de matriz con vector o de matriz con matriz: “multiplicar fila por columna™.

Propiedades. Sean A1, A2, A3 € M(m xn), B € M(nx k), C € M(kx r) matrices, &,§ € R",
7eRFyceK.

w A+ A=A+ Ay,

(A1 + A2) + Az = Ay + (A2 + A3),
- (AB)C = A(BC),

« en general, AB # BA,

w A(Z + cf) = AZ + cAy,

(A + cAy)T = A1 7+ cAsT,

« (AB)Z = A(B?),
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132 3.9. Resumen

Transposicién de matrices
Sea A = (aij)i=1,...,m € M(m x n). Entonces su transpuesta es la matriz A* = (a;;):

i=1,...
j=l....n j=l..m
M(n x m) with @;; = a;;.

Para A,B € M(m xn)y C € M(n x k) tenemos

(AN =
(A+B) = A"+ B,

= (AC)E =AY,
(

AT, y) = (&, A'Y) para todo Z € R" y todo i € R™.

Una matriz A se llama simétrica si A® = A y antisimétrica si A* = —A. Observe que solo las
matrices cuadradas pueden ser simétricas.

Una matriz A = (aij)i j=1,...n € M(n X n) se llama
= upper triangular if a;; = 0 whenever 7 > j,
= lower triangular if a;; = 0 whenever i < j,
= diagonal si a;; = 0 siempre que i # j.

Claramente, una matriz es diagonal si y solo si es triangular superior e inferior. La transpuesta de
una matriz triangular superior es triangular inferior, y viceversa. Toda matriz diagonal es simétrica.

Invertibilidad de matrices

Una matriz A € M(n x n) se llama invertible si existe una matriz B € M(n x n) tal que AB =
BA = id,,. En este caso, B se llama la inversa de A y se denota por A~!. Si A no es invertible,
entonces se llama singular.

= La inversa de una matriz invertible A es tnica.
= Si A es invertible, entonces A~! también loes y (A71)~! = A.
» Si A es invertible, entonces A* también lo es y (AY)~! = (A71)L.

» Si Ay B son invertibles, entonces AB también lo es y (AB)~! = B~1A~L.

Teorema. Sea A € M(n X n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es invertible.

)

(11) Para todo be R", la ecuacion AZ = b tiene ezactamente una solucion.

(1) La ecuacion AT = 0 tiene ezactamente una solucion.

(tv) Toda forma escalonada reducida por filas de A tiene n pivotes.
)

(V) A es equivalente por filas a id,,.
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Célculo de A~! usando eliminacién de Gauf3-Jordan

Sea A € M(n x n). Form the augmented matrix (4] id,) and use the Gauf-Jordan elimination to
reduce A to its reduced row echelon form A’: (4]id,) — --- — (A’|B). Si A’ = id,,, entonces A es
invertible y A=! = B. Si A’ # id,,, entonces A no es invertible.

Inversa de una matriz 2 x 2

Sea A = (CCL Z) Entonces det A = ad — be. Si det A = 0, entonces A no es invertible. Si det A # 0,
s Aesi ibley A=1 = 1 d —b
entonces A es invertible y =TAl\_¢ 4 )

Matrices elementales

Tenemos los siguientes tres tipos de matrices elementales:

» S;(c) = (Sik)ik=1...n para ¢ # 0, donde s;, = 0sii #k, spr, =1 para k # j and s;; =c,
v Qir(c) = (qie)ie=1..n paraj # k, donde ¢;r = ¢, goge = 1 forall £ =1,...,n y todos los demas
coeficientes son iguales a cero,

» Pj = (pit)ie=1...n para j # k, donde pyy = 1 for all £ € {1,...,n}\ {j,k}, pjr =pr; =1y
todos los demads coeficientes son iguales a cero.

col. k col. k
columna k 1 ) : :
1 : --- 0 ****** i*** fila k
1... oc---}- filaj e :
S](C): AC ) Q]k(c): 3 ij: : :
1 ’1 ,,,,1,””:0”, fila j
l L1
Relaciéon matriz elemental — operacién elemental por filas
Matriz elemental | Operacién elemental Notacion
P; Intercambiar la fila j con la fila k | R; <+ Ry,
Si(c), c#0 Multiplicar la fila j por ¢ R; — cRy,
Qjx(c),) j #k Sumar c veces la fila k alafila j | Ry — Ri + cR;

3.10. Ejercicios

1. Vuelva al Capitulo 1 y haga los ejercicios otra vez utilizando los conocimientos adquiridos en
este capitulo.
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222 — 4z + 14

2. Encuentre las fracciones parciales de
x(x —2)?

3. Encuentre un sistema lineal 2 x 3 cuya solucién sea
1 4
214+tl5], teR.
3 6

(Existen sistemas 3 X 3 y 4 X 3 con las mismas soluciones? Dé ejemplos o diga por qué no
existen.

(Existe un sistema 4 x 3 con las mismas soluciones? Dé ejemplos o diga por qué no existen.

4. Encuentre un sistema lineal 4 x 4 cuya solucion sea

, s, t € R.

=N W

5. Considere el sistema lineal

$1+2$2+31’3:b1,
3x1 — xy + 223 = by,
4r1 + 19 +2x3 = bs.

Encuentre todo los posibles by, bo, b3, 0 diga por qué no hay, para que el sistema tenga

(a) exactamente una solucién,
(b) ninguna solucién,

(c) infinitas soluciones.

6. Calcule todas las posibles combinaciones “matriz por vector”:

1 0 3 6 1 3 6
A4810,B‘fi,0410,0(_é_;;>,
1 4 4 3 ) 1 4 3
1
1 4
. |o L (2 L g R L (-3 L 7;
T_37 U_37 w = 7x_ 57 y_ 5) z =
6 5 —1
-1
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10.

11.

12.

2 6 -1 17
SeanA=[1 -2 2|y b= | 6 |.Encuentre todos los vectores Z € R3 tal que AT = b.
1 2 =2 4

1 1
Sea M = (_1 3>.
(a) Demuestre que no existe § # 0 tal que My L 3.

(b) Encuentre todos los vectores & # 0 tal que M7 || . Para cada tal Z, encuentre A € R tal
que MZ = \Z.

Calcule todas las posibles combinaciones (matriz)(matriz):

1036 4112 13 6
A={4 8 v o), B=|] |, o=[41 0],
1 4 4 3 S 1 4 3

-1 2 7 10
D_<3 -2 2)’ E_(?) 6)'

Determine si las matrices son invertibles. Si lo son, encuentre su matriz inversa.

1 3 6 1 4 6
A:G 72), B:<1124 _2118>, D=4 1 0], E=[2 1 5
1 4 3 3 5 11

Determine si las siguientes matrices son invertibles. Si lo son, encuentre su matriz inversa y
escribelas como producto de matrices elementales.

1 3 6

1 0 5 2 4 10
a=(50) 8=(03) c=(315). o=[s10
3 6 8 6 6 15 1 4 3

Una tienda vende dos tipos de cajitas de dulces:
Tipo A contiene 1 chocolate y 3 mentas, Tipo B contiene 2 chocolates y 1 menta.

(a) Dé una ecuacién de la forma AZ = b que describe lo de arriba. Diga que significan los
vectores £ y b.

(b) Calcule, usando el resultado de (a), cuantos chocolates y cuantas mentas contienen:

(i) 1 caja de tipo A y 3 de tipo B, (iii) 2 caja de tipo A y 6 de tipo B,
(ii) 4 cajas de tipo A y 2 de tipo B, (iv) 3 cajas de tipo A y 5 de tipo B.

(c) Determine si es posible conseguir

(i) 5 chocolates y 15 mentas, (iii) 21 chocolates y 23 mentas,
(ii) 2 chocolates y 11 mentas, (iv) 14 chocolates y 19 mentas.
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comprando cajitas de dulces en la tienda. Si es posible, diga cudntos de cada tipo se

necesitan.
1 3 . .
13. Sea Ay = 9 )Y considere la ecuacion

Apit = (8) . (%)

a) Encuentre todos los k € R tal que (x) tiene exactamente una solucién para Z.

(a)
(b)
)
)

Encuentre todos los k& € R tal que (x) tiene infinitas soluciones para Z.

Encuentre todos los k € R tal que (x) tiene ninguna solucién para &.

(c
(d) Haga lo mismo para A& = <§> en vez de (x).

(e) Haga los mismo para Ax@ = <Zl> en vez de (x) donde (Zl) es un vector arbitrario
2 D

distinto de (8> .

14. Escriba las matrices invertibles de los Ejercicios 10. y 11. como producto de matrices elemen-

tales.
15. Para las siguientes matrices encuentre matrices elementales E1, ..., E, talque Fy-Fs-...-E, A
es de la forma triangular superior.
74 1 4 —4 1 2 3
A:<35>, B=|21 0], C=11 220
3 5 3 2 4 3

16. Sea A € M(m x n) y sean Z,¢ € R™, A € R. Demuestre que A(Z 4+ \j) = AT + \Ay.

17. Demuestre que el espacio M (m xn) es un espacio vectorial con la suma de matrices y producto
con \ € R usual.

18. Sea A € M(n x n).

(a) Demuestre que (AZ, %) = (Z, A'y) para todo T € R™.
(b) Demuestre que (AA'Z, Z) > 0 para todo T € R™.

19. Sea A = (a;j) i=1,....n € M(mxn)y sea € el k-ésimo vector unitario en R™ (es decir, el vector
Jj=1,...m
en R" cuya k-ésima entrada es 1 y las demds son cero). Calcule A&), para todo k=1,...,ny

describa en palabras la relacién del resultado con la matriz A.
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20. (a) Sea A € M(m x n) y suponga que AT = 0 para todo Z € R”. Demuestre que A = 0 (la
matriz cuyas entradas son 0).

(b) Sea x € R™ y suponga que AZ = 0 para todo A € M (n x n). Demuestre que & = 0.
(c) Encuentre una matriz A € M(2 x 2) y @ € R?, ambos distintos de cero, tal que A7 = 0.
(d) Encuentre matrices A, B € M (2 x 2) tal que AB =0y BA #0.

I L (-1
21. Seanv—(5>yw—< 3>.

(a) Encuentre una matriz A € M (2 x 2) que mapea el vector & a ¥y el vector & a .

(b) Encuentre una matriz B € M (2 x 2) que mapea el vector ¥ a & y el vector W a €.

22. Sean A € M(m,n), B,C € M(n,k), D € M(k,I).

(a) Demuestre que A(B+C) = AB+ AC.
(b) Demuestre que A(BD) = (AB)D.

23. Sean R, S € M(n,n) matrices invertibles. Demuestre que

RS=SR <= R 'S '=87"1R1

11 0 2 9 6 .
24. Sean A = <1 2), B = (2 0) yC = (_7 11). Encuentre X € M (2 x 2) que satisface la

ecuacion

AX +3X -B=C.

25. ;Falso o verdadero? Pruebe sus respuestas.

Si A es una matriz simétrica invertible, entonces A~! es simetrica.
Si A, B son matrices simétricas, entonces AB es simetrica.

Si AB es una matriz simétrica, entonces A, B son matrices simétricas.

Si A + B es una matriz simétrica, entonces A, B son matrices simétricas.

Si A es una matriz simétrica, entonces A’ es simetrica.

AAt = ATA.

)
)
)
(d) Si A, B son matrices simétricas, entonces A + B es simetrica.
)
)
)

26. Sea A € M(m x n). Demuestre que AA! y A*A son matrices simétricas.

27. Sea A € M(n x n). Demuestre que A + A? es simétrica y que A — A? es antisimétrica.
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138 3.10. Ejercicios

28. Sea A € M(n x n) tal que A% = O:

(a) Muestre que id,, —A es invertible y encuentre su inversa. (Indicacién: Considere id,, —A2.
;Por qué en este caso es correcto factorizar por medio de diferencia de cuadrados? Ver
Seccién 3.4, Ejercicio 8.).

(b) Si A € R, X # 0, muestre que Aid, —A es invertible.

(c) ;Cémo se pueden generalizar los incisos anteriores si en lugar de suponer que A2 = O

suponemos que A™ = O para algiin m € N?

29. Caleule (S;(c))t, (Qij(c))t, ().

30. (a) Sea Pia = (9%) € M(2 x 2). Demuestre que Pj2 se deja expresar como producto de
matrices elementales de la forma Q;;(c) y Sk(c).

(b) Pruebe el caso general: Sea P;; € M(n x n). Demuestre que P;; se deja expresar como
producto de matrices elementales de la forma Qp;(c) y Sm(c).

Observacion: El ejercicio demuestra que en verdad solo hay dos tipos de matrices elementales
ya que el tercero (las permutaciones) se dejan reducir a un producto apropiado de matrices
de tipo Qi;(c) y S;(c).
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Chapter 4. Determinantes 139

Capitulo 4

Determinantes

En esta seccién definiremos el determinante de matrices en M (n X n) para n arbitrario y recono-
ceremos el determinante para n = 2, definido en la Seccién 1.2, como un caso especial de nuestra
nueva definicién. Discutiremos las propiedades principales del determinante y mostraremos que una
matriz es invertible si y solo si su determinante es distinto de 0. También daremos una interpreta-
cién geométrica del determinante y tendremos una primera idea de su importancia en geometria y
en la teoria de la integracion. Finalmente usaremos el determinante para calcular la inversa de una
matriz invertible y demostraremos la regla de Cramer.

4.1. Determinante de una matriz

Recordemos que en la Seccién 1.2, en la pagina 20, definimos el determinante de una matriz 2 x 2
por

ail a2
det = a11a22 — A12021.
Qg1 Q22

Ademids, sabemos que una matriz A de 2 x 2 es invertible si y solo si su determinante es distinto
de 0, porque ambas afirmaciones son equivalentes a que el sistema homogéneo asociado tenga solo
la solucién trivial.

En esta seccién definiremos el determinante para matrices arbitrarias n X n y veremos que de
nuevo el determinante nos dice si una matriz es invertible o no. Daremos varias férmulas para el
determinante. Como definicion usaremos la férmula de Leibniz porque, en contraste a la férmula
de Laplace en Teorema 4.6, no es recursiva. Primero necesitamos saber qué es una permutacion.

Definicién 4.1. Una permutacion de un conjunto M es una biyeccion M — M. El conjunto de
todas las permutaciones del conjunto M = {1, ..., n} se denota por S,. Los elementos o € S,, se
pueden escribir como

1 2 e n—1 n
o(l) o(2) -+ on-=1) on)|"’
El signo (o paridad) de una permutacién o € S,, es

sign(a) _ (_1)#invcrsioncs de o
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140 4.1. Determinante de una matriz

donde una inversion de o es un par ¢ < j con o (i) > o(j).
Observe que S,, consta de n! permutaciones.
Ejemplos 4.2. (1) S; consta de dos permutaciones:
” {1 2} {1 2}
1 2 2 1

sign(o) ‘ 1 ‘ -1

(11) S5 consta de seis permutaciones:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
7 1 2 3 2 3 1 3 1 2 2 1 3 1 3 2 3 2 1

sign (o) ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ -1 ‘ -1 ‘ -1

Por ejemplo, la segunda permutacién tiene dos inversiones (1 < 3 pero o(1) > 0(3) y 2 < 3
pero o(2) > 0(3)), la tercera permutacién tiene dos inversiones (1 < 2 pero (1) > ¢(2),1 < 3
pero o(1) > o(3)), etc.

Definicién 4.3. Sea A = (aij)i j=1,..n € M(n x n). Entonces su determinante se define por

det A = Z Sigl’l(O’) A15(1)320(2) """ Ano(n)- (41)
ocES,

La férmula en la ecuacién (4.1) se llama la formula de Leibniz.
Observacién. Otra notacién para el determinante es |A|.

Observacion 4.4. Observe que, segin la férmula,

(a) el determinante es una suma de n! términos,
(b) cada término es un producto de n componentes de A,
(c) en cada producto hay exactamente un factor de cada fila y de cada columna, y todos esos

productos aparecen en la férmula.

Asi que, claramente, la férmula de Leibniz es una pesadilla computacional ...

iIgualdad de derechos para filas y columnas!

Muestre que

det A = Z Sign(cr) U5(1)186(2)2 " Qo(n)n- (42)
0ESy

Esto significa: en lugar de poner la permutacion en el indice de columna, también podemos ponerla
en el indice de fila.
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Veamos si esta nueva definicién coincide con nuestra definicién antigua en el caso n = 2. Para ello,
calculamos

air  ai2 ;

det = E Sign(o) a1,(1)G20(2) = 11022 — 21012
a1 a2

€Sy

que coincide con nuestra definicién antigua en Definicién 1.12.

Ahora veamos qué nos da la férmula en el caso n = 3. Usando nuestra tabla con las permutaciones
en Ss, encontramos

a1l a2 ais
det A=det | as; a2 as3 | = E 51gn(a) (15(1)A25(2) 30 (3)
a31 asz Ga33 oES3
= 011022033 + A12023031 + Q130210432 — A12021G33 — Q11023032 — A13A22031- (4'3)

Agrupemos ahora los términos con coeficientes de la primera fila de A.
det A =ayy [a22a33 - azga:sz] — a12 [a21a33 - a23a31} + ais [a21a32 ~ a22a31]. (4~4)
Vemos que los términos entre corchetes son nuevamente determinantes:

= q11 se multiplica por el determinante de la matriz 2 x 2 que se obtiene de A al eliminar la fila
1 y la columna 1.

= a1o se multiplica por el determinante de la matriz 2 x 2 que se obtiene de A al eliminar la fila
1 y la columna 2.

= a13 se multiplica por el determinante de la matriz 2 x 2 que se obtiene de A al eliminar la fila
1 y la columna 3.

Si hubiéramos agrupado los términos por coeficientes de la segunda fila, habriamos obtenido algo
similar: cada término ao; estaria multiplicado por el determinante de la matriz 2 x 2 que se obtiene
de A al eliminar la fila 2 y la columna j. Por supuesto, también podriamos agrupar los términos
por coeficientes todos de la primera columna. Entonces la formula se convertiria en una suma de
términos donde los a;; estdn multiplicados por los determinantes de las matrices que se obtienen
de A al eliminar la fila j y la columna 1.

Esto motiva la definicién de los llamados menores de una matriz.

Definicién 4.5. Sea A = (a;5)i j=1,...n € M(n x n) y sea M;; la matriz (n — 1) x (n — 1) que se
obtiene de A al eliminar la fila 7 y la columna j. Entonces los nimeros det M;; se llaman menores
de Ay Cjj == (—1)"7 det(M;;) se llaman cofactores de A.

Observacién. Algunos libros usan una notacién ligeramente distinta. Llaman menores de A (o
matrices menores de A) a las matrices (n — 1) x (n — 1) M;; que se obtienen de A al eliminar la
fila 7 y la columna j de A. Sin embargo, parece que la mayoria de los textos usa la convencién de

la Definicién 4.5.

Con estas definiciones podemos escribir (4.3) como

3 3
det A = Z(—1)1+ja1j det Mlj = Zale’lj.
j=1 j=1
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142 4.1. Determinante de una matriz

Esta formula se llama la expansion del determinante de A a lo largo de la primera fila. También
vimos que podemos expandir a lo largo de la segunda o tercera fila, o a lo largo de columnas, asi
que

3 3
det A= (=1)"ay; det My; = > ax;Cij, para k = 1,2, 3,
j=1 j=1
3 3
det A = Z(—l)iJrkaik det M, = ZaikOik., para k =1,2,3.
=1 =1

La primera férmula se llama expansion a lo largo de la k-ésima fila, y la segunda férmula se llama
expansion a lo largo de la k-ésima columna. Con un poco méas de esfuerzo se puede mostrar que
una férmula andloga es verdadera para n arbitrario.

Teorema 4.6. Sea A = (aij)ij=1,.n € M(n xn) y sea M;; la matriz de sus menores. Entonces

det A = Z(—l)kﬂakj det My; = Zakjckj, para k=1,2, ..., n, (4.5)
j=1 j=1
n n
det A = Z(_l)i+kai’f det M;;, = ZaikCik, para k=1,2,..., n. (4.6)
i=1 i=1

Las férmulas (4.5) y (4.6) se llaman ezpansién de Laplace del determinante. Mas precisamente, (4.5)
se llama exzpansion a lo largo de la k-ésima fila, (4.6) se llama expansion a lo largo de la k-ésima
columna.

Demostracion. Primero demostremos (4.5) para el caso k = 1. Sea A € M(n x n). Observe que
por definicién det A es la suma de productos de la forma sign(c)ais(1) - - - @p o (n), véase la Observa-
cion 4.4. Asi que los términos son exactamente todos los productos posibles de entradas de la matriz
A con exactamente un término de cada fila y exactamente un término de cada columna, multipli-
cados por +1 o —1. Lo mismo ocurre para la férmula (4.5): a1; se multiplica por det A1, pero este
dltimo consta de productos con exactamente un factor en cada fila y cada columna de A;1, es decir,
exactamente un factor de las filas 2 a n y de las columnas 2 a n de A; a2 se multiplica por det A2,
pero este ultimo consta de productos con exactamente un factor en cada fila y cada columna de
Aqs, es decir, exactamente un factor de las filas 2 a n y de las columnas 1, 3, hasta n de A; etc. Asi,
todos los productos que aparecen en la férmula de Leibniz (4.1) aparecen también en la férmula de
Laplace (4.5) y viceversa. Por lo tanto, solo queda mostrar que aparecen con el mismo factor 1 o —1
en ambas férmulas. Sea o € S, y pongamos ¢ : {2,3,...,n} = {1,2,...,n}\ {c(1)}, a(j) = o(y).
Entonces

#(inversiones de o) = #(pares (,7) tales que i < j y o(i) > o(j))
= #(pares (i,7) tales que 2 <i < jy o(i) > a(j))
+ #(pares (1,7) tales que 1 < j y o(1) > o(j))
= #(inversiones de &) + #(pares (1,7) tales que 1 < jy o(1) > o(j))
= #(inversiones de &)+ o(1) — 1,
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de donde sign (o) = (—1)#(inversiones de &)+ (1)~1 — gion(5)(—1)7M =1 = sign(7)(—1)M*! y por lo
tanto
Sign(a)a'la(l)a2a(2) *Qpo(n) = (_1)0(1)+1a10(1) [Sign<5)a20(2) t an,a(n)] .

El término entre corchetes es uno de los términos que aparecen en el determinante de A;,(1), luego
el producto del lado derecho aparece en la férmula (4.5) (cuando j = o(1)) y es el dnico término
que contiene los factores aq1,a12,...,a1,. En consecuencia, cada término de la férmula de Leibniz
aparece exactamente una vez en la férmula de Laplace con exactamente el mismo signo, y no hay
otros términos en la férmula de Laplace. Por lo tanto, ambas férmulas son iguales.

El razonamiento para k > 1 es el mismo. Solo necesitamos tomar o como la restriccién de o a
{1,2,...,n}\ {k} y observar que sign(c) = sign(s)(—1)?*®)+¥, Esto es cierto porque

#(inversiones de o) = #(pares (i,7) tales que i < j y o(i) > o(j))
= #(pares (4,7) tales que i,j £ k, 1 <i<jyo(i) >oa(j))
+ #(pares (i, k) tales que i < ko j =k y o(i) > o(k))
+ #(pares (k,j) tales que k < j, o j =k y o(k) > o(j))
= #(inversiones de &) + #(pares (1,7) tales que 1 < jy o(1) > o(j))
= #(inversiones de &)+ o(k) — k + 2¢.

Por lo tanto obtenemos

Sign(0)a15(1y020(2) * * * An,o(n)

= ( )U(k)+kak (k) [Slgﬂ( )ala(l) © o 0k—1,0(k—1)0k+1,0(k+1) - --an1,a(n)] .
El término entre corchetes aparece en el determinante de la submatriz Ay, (1), luego aparece en la
suma de la expansién a lo largo de la k-ésima fila (en el término con j = o(k)).

Para demostrar (4.6), podemos usar los mismos argumentos anteriores aplicados a la “versién por
columnas” (4.2) de la férmula de Leibniz. O

Observe que para calcular, por ejemplo, el determinante de una matriz 5 x 5, tenemos que calcular
cinco determinantes 4 x 4, para cada uno de los cuales tenemos que calcular cuatro determinantes
(3x3), etc. Computacionalmente, es tan largo como la férmula de Leibniz, pero al menos no tenemos
que encontrar primero todas las permutaciones en S,,.

Maés adelante veremos cémo calcular el determinante usando eliminacién gaussiana. Esto es compu-
tacionalmente mucho mas eficiente; véase la Observacién 4.12.

Ejemplo 4.7. Usamos expansion a lo largo de la segunda columna para calcular

3.2 1 321 321 321
det {5 6 4| =—2det |5 6 4|+ 6 det [H—~6-—4] — 0 det |5 6 4
8 0 7 8 0 7 8 0 7 8 0 7
5 4 31
= —2det (8 7>—|—6det (8 7) Odet( )
—2[5-7—4-8/+6[3-7—1-8 =—2[35-32]+6[21 — 8] = -6+ 78 = T72.
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Obtenemos el mismo resultado si expandimos el determinanto, por ejemplo, a lo largo de la primera
fila:

=3[6-7-4-01—-2[5-7—4-8+[5-0-6-8]
=3-42—2[35—32] — 40 = 126 — 6 — 48 = 72.

Ejemplo 4.8. Damos un ejemplo de calcular el determinante de una matriz 4 x 4. Las flechas en
rojo indican en cudl fila o columna expandimos.

¥ ¥
(1) 2 ?) le 6 0 1 0 01 6 1 0 6 0
det 2907 0l= det |0 7 0] —2det |2 7 0] +3de 0 O —4det |2 0 7
03 0 1 3 01 0 0 1 3 1 0 3 0

0
2
0
6 1 0 1 6
= 7det <3 1)—2[7det (O )]+3[—2det <3

— 7[6 — 3] — 14[0 — 0] — 6[6 — 3] +24[0 — 0] = 21 — 1

—_

Ahora calculamos el determinante de la misma matriz pero escogimos una fila con més ceros en
el primer paso. La ventaja es que hay solo dos menores 3 x 3 cuyos determinatnes tenemos que
calcular (los otros dos se multiplican por cero, razén por la cuél no tenemos que calcularlos).

det

w o o
o N we
o N RE

2 3
=—0det [0 7
3 0

— O

1 4 1 2 4
+ 6det | 2 0] —0det {2 0 O] +det
0 1 0 3 1

“ofraan (2 ) ar (3 D] (S 7) -2ae (3 3)]

=6[-64+7+[-21+18]=6—-3=3.

W O N
S N W

o O
SO N o w
— O

Regla de Sarrus

Terminamos esta seccién con la llamada regla de Sarrus. De (4.3) sabemos que
det A = ay1a22a33 + a12a23a31 + aizaz1a32 — [a12a21a33 + ai1azazs + a13a22a31]
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lo cual se puede memorizar como sigue: Escriba la matriz A y anddale su primera y segunda columna.
Luego sumamos los productos de los tres términos que estén en diagonales de arriba a la izquierda
hacia abajo a la derecha, y restamos los productos de los términos que estan en diagonales de arriba
a la derecha hacia abajo a la izquierda, como en la siguiente imagen:

a11 a12 ai3 a11 a12

a1 ><C&23 azi a2
Pt P

a31 a32 a33 a31 a32

iLa regla de Sarrus funciona solo para matrices 3 x 3!

Convénzase de que también se podrian anadir la primera y la segunda fila debajo de la matriz y
hacer cruces.

Ejemplo 4.9 (Regla de Sarrus).

12 3
det [4 5 6| =1-57+2-6-0+3-4-8—[3-5-0+6-8 1+7-2-4]
08 7

=354 96 — [48 + 56] = 131 — 106 = 27.

Ahora deberia haber entendido

= qué es una permutacion,

= como derivar la formula de expansién de Laplace a partir de la férmula de Leibniz,
= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular el determinante de una matriz n x n,

= etc.

Last Change: Di 23. Jun 15:48:14 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



146 4.2. Propiedades del determinante

Ejercicios.

1. Calcule los determinantes de las siguientes matrices:

-2 3 1 0 1 4 6 3 5
(a) 02 1 b (-2 0 -6 (c) 3 -1 4
4 6 5 2 1 0 —2 —6
-1 10 35 -1 :i g 8 8
(d) 1 4 (e) 0 1 -2 (f)
15 6 00 2 > 10 o
2 3 —-11 6
2 3 -1 20 7
01 v2 —11 10 _f g _? Z
& |00 4 -1 5 (h)
3 0 -1 5
0 0 0 -2 50 4 9 3 0
00 0 0 6
1 1 1
2.SeaA=|a b ¢ |.Muestre que det A= (b—a)(c—a)(c—0b).
a’® b
0 a b
3.SeaA=|—-a 0 c|.Muestre que det A = 0.
-b —c O

4.2. Propiedades del determinante

En esta seccién mostraremos propiedades del determinante y demostraremos que una matriz es
invertible si y solo si su determinante es distinto de 0.

(D1) El determinante es lineal en sus filas.

Esto significa lo siguiente. Sean 7, ...,7, los vectores fila de la matriz A y supongamos que
7 = 55 4+ ~yt;. Entonces

— — — —

1 1 1 1
det A = det T =det | 85 +7t; | =det 55 + v det t_;
Tn Tn Tn T

Esto se demuestra facilmente expandiendo el determinante a lo largo de la fila j-ésima, o también
se puede ver a partir de la férmula de Leibniz.
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(D1’) El determinante es lineal en sus columnas.

Esto significa lo siguiente. Sean ¢i, ..., ¢, los vectores columna de la matriz A y supongamos que
¢; = 55 +~t;. Entonces

det A = det(@] - ||+ |&) = det(@] --- |8 + 1,1 -+~ |)
= det(G o[- 1) + 7 det@ ] ) o1,
Esto se demuestra facilmente expandiendo el determinante a lo largo de la columna j-ésima, o
también se puede ver a partir de la férmula de Leibniz.
(D2) El determinante es alternante en sus filas.

Si se intercambian dos filas de una matriz, entonces el determinante cambia de signo. Esto significa:

Sean 71, ...,7, los vectores fila de la matriz Ay i # 5 € {1,...,n}. Entonces
det A = det : = —det :

Esto es facil de ver cuando las dos filas que se van a intercambiar son adyacentes. Por ejemplo,
supongamos que j = i + 1. Sea A la matriz original y sea B la matriz con las filas i e i + 1
intercambiadas. Expandimos el determinante de A a lo largo de la fila i-ésima y el determinante
de B a lo largo de la fila (i + 1)-ésima. Note que en ambos casos lo menores son iguales, es decir,

Mi’;‘C = M(]f 1)k (usamos los superindices A y B para distingir los menores de A y de B). Notamos
que
det B = Z (Z+1 Jrk]w-(z+l)k Z(_l)( )Z+kMzk - Z( )’LJrkMzk = —det A.
k=1 k=1

Esto se puede ver también con la férmula de Leibniz.

Veamos ahora qué ocurre si ¢ y j no son filas adyacentes. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que i < j. Entonces primero intercambiamos la fila j-ésima (j —4) veces con la fila superior
hasta que quede en la fila i-ésima. La fila i-ésima original estd ahora en la fila (¢ + 1). Ahora la
intercambiamos hacia abajo con sus filas vecinas hasta que se convierta en la fila j. Para hacerlo,
necesitamo j — (¢ + 1) intercambios. En total intercambiamos [j —i]+ [j — (i +1)] =25 — 20+ 1
veces filas adjacentes, asi que el el determinante de la matriz nueva es

(=1) - (=1) -+ (=1)-det A = (=1)* 72" det A = — det A.

2j—2i+41 veces (un factor por cada intercambio)

(D2’) El determinante es alternante en sus columnas.

Si se intercambian dos columnas de una matriz, entonces el determinante cambia de signo. Esto
significa: Sean &, ..., ¢y, los vectores columna de la matriz A y i # j € {1,...,n}. Entonces

det A =det(---|G|---|&]--+) = —det(--- || - |&] - ).
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148 4.2. Propiedades del determinante

Esto se sigue de la misma manera que la propiedad alternante para filas.

(D3) detid, = 1.

La expansién en la primera fila muestra
detid, = 1detid,—; = 1*detid, o =---=1" = 1.

Observacién 4.10. Se puede mostrar: Toda funcién f : M (n xn) — R que satisface (D1), (D2)
and (D3) (o (D1’), (D2’) and (D3)) necesariamente es det.

Veamos ahora algunas propiedades mas del determinante.

(D4) det A = det A*.

Esto se sigue facilmente de la férmula de Leibniz o de la expansién de Laplace (si se expande A
a lo largo de la primera fila y A? a lo largo de la primera columna, se obtienen exactamente los
mismos términos). Esto también muestra que (D1’) se sigue de (D1) y que (D2’) se sigue de (D2),
y viceversa.

(D5) Si una fila de A es miultiplo de otra fila, o si una columna es maultiplo de otra
columna, entonces det A = 0. En particular, si A tiene dos filas iguales o dos columnas
iguales, entonces det A = 0.

Sean 7, ..., 7y las filas de la matriz A y supongamos que 7 = cij. Entonces
i 7 7
D2 D1
det A = det = det (:)—det : (:)—cdet
7 7 e T
C’Fj ’r_'}g
D1
(:)—det = —det = —det A.
T 7
Esto demuestra que det A = — det A, y consecuentemente det A = 0. Si A tiene una columna que

es multiplo de otra, entonces su transpuesta tiene una fila que es multiplo de otra fila y, con ayuda
de (D4), se sigue que det A = det A* = 0.
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(D6) El determinante de una matriz triangular superior o inferior es el producto de
sus entradas diagonales.

Sea A una matriz triangular superior y expandamos su determinante en la primera columna. Enton-
ces solo el primer término de la expansion de Laplace es distinto de 0, porque todos los coeficientes
de la primera columna son iguales a 0, excepto posiblemente el de la primera fila. Repetimos esto
y obtenemos

c1 Co Cc3
c2. >k €3 sk s k

= ¢ det = c1co det

0o . 0o . 0 .

det A = det

Cn—1

0
:~--:clcg---cn_2det< 0 o | =cic2 it

n

La afirmacién para matrices triangulares inferiores se sigue de (D4) y de lo que acabamos de
mostrar, porque la transpuesta de una matriz triangular superior es triangular inferior y las entradas
diagonales son las mismas. Or we could repeat the above proof but this time we would expand always
in the first row (or last column).

A continuacién calculamos el determinante de matrices elementales.

(D7) El determinante de matrices elementales.
(1) detS;(c) =c,
(H) det Qij(c) =1,
(1) det Py = —1.
La afirmacién sobre S;(c) y Q;;(c) se sigue de (D6), ya que son matrices triangulares. La afirmacién

para P;; se sigue de (D2) y (D3), porque al intercambiar la fila ¢ y la fila j en P;; obtenemos la
matriz identidad, de modo que det P;; = —detid = —1.

Ahora calculamos el determinante del producto de una matriz elemental con otra matriz.

(D8) Sea F una matriz elemental y sea A € M(n x n). Entonces det(EA) = det E det A.

Sea E una matriz elemental y denotemos las filas de A por 71, ..., 7,. Tenemos que distinguir entre
los tres tipos diferentes de matrices elementales.

’Caso 1. E = Sj(c). ‘ Sabemos por (D6) que det E = det S;(c) = c. Usando la Proposicién 3.62 y

(D1), encontramos que

det(EA) = det (Sj(c)A) =det | ¢ | =cdet | 7 = cdet A = det Sj(c) det A.
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150 4.2. Propiedades del determinante

’Caso 2. E = Qijc). ‘ Sabemos por (D6) que det E = det Q;;(c) = 1. Usando la Proposicién 3.62,
(D1) y (D5), encontramos que

3
bﬂ.i .
3

i + cf ;
det(EA) = det (Qi;(c)A) = det : = det ; + cdet : = det
,’ij

SH
- SH
SH

= det A = det Q;;(c) det A.

’Caso 3. E = P;;. | Sabemos por (D6) que det E = det Pj; = —1. Usando la Proposicién 3.62 y

(D2), encontramos que

SH
3.
Eal
<
<

det(EA) = det (ijA) =det | P; = det : = —det

<
!
SN
=
Ead

= —det A = det Pj, det A.

Si repetimos (D8), obtenemos
det(E; - - ExA) = det(Ey) - - - det(Ey) det(A)

for elementary matrices Eq, ..., Fj.

(D9) Sea A € M(n x n). Entonces A es invertible si y solo si det A # 0.

Sea A’ la forma escalonada reducida por filas de A. Por la Proposicién 3.67 existen matrices ele-
mentales F1, ..., Ey tal que A= FE;--- E,A’, y por ende

det A =det(E; - ExA") = det(FEy) - - det(Ey) det A'. (4.7)

Recordemos que el determinante de una matriz elemental es distinto de cero; por eso (4.7) muestra
que det A = 0 si y solo si det A’ = 0.

Si A es invertible, entonces A’ = id, luego det A’ =1 # 0 y por lo tanto también det A # 0. Si A no
es invertible, entonces la tltima fila de A’ debe ser cero, luego det A’ = 0 y por lo tanto también
det A = 0.

A continuacién mostramos que el determinante es multiplicativo.
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(D10) Sean A, B € M(n x n). Entonces det(AB) = det Adet B.

Como antes, sea A’ la forma escalonada reducida de A. Por la Proposicién 3.67 existen matrices
elementa.es Ey, ..., Ey tal que A= Fy--- EA’. De (D9) se sigue que

det(AB) = det(E, - -- EyA'B) = det(Ey) - - det (Ey ) det(A'B). (4.8)
Si A es invertible, entonces A’ = id y (4.7) muestra que
det(AB) = det(E) - - - det(Ey) det(B) = det(Ey - - - Ey) det(B) = det(A) det(B).

Si, por otro lado, A no es invertible, entonces det A = 0. Admeds, la ltima fila de A’ es cero,
entonces también la dltima fila de A’B es cero, por lo tanto A’ B no es invertible y consecuentemente
det A’B = 0. Luego det(AB) = 0 por (4.7), y también det(A)det(B) = 0det(B) = 0, entonces
también en este caso tenemos que det(AB) = det A det B.

(D11) Sea A € M(n x n) una matriz invertible. Entonces det(A™!) = (det A)~1.
Si A es invertible, entonces det A # 0 y se sigue de (D10) que

1 = det(id,,) = det(AA™") = det(A) det(A™1).
Despejando det(A~!) obtenemos la férmula deseada.

Sea A € M(n x n). Dé dos demostraciones de det(cA) = ¢ det A usando una de las siguientes
ideas:

(1) Apply (D1) or (D1’) n times.
(11) Utilice que cA = diag(c,c,...,c)A y aplique (D10) y (D6).
iEl determinante no es aditivo!

Recordemos que det(AB) = det Adet B. Pero en general

| det(A + B) # det A+ det B.

Por ejemplo, si A = <(1) 8) vy B= (8 (1)>, entonces det A+det B=0+0 =0, but det(A+ B) =
det 1d2 =1.

El siguiente teorema es el Teorema 3.44 junto con (D9).

Teorema 4.11. Sea A € M(n x n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es invertible.
(11) Para todo b € R™, la ecuacidn AT = b tiene exactamente una solucion.
(1) La ecuacion AT = 0 tiene ezactamente una solucion.

(tv) Toda forma escalonada reducida por filas de A tiene n pivotes.
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4.2. Propiedades del determinante

(V) A es equivalente por filas a id,,.
(vi) det A # 0.

On the computational complexity of the determinant.

Observacion 4.12. Las propiedades anteriores proporcionan una manera eficiente de calcular
el determinante de una matriz n x n. Note que ambas la férmula de Leibniz y la expansion de
Laplace requieren O(n!) pasos (O(n!) significa el “de orden de n!”. Se puede pensar de ello como
“aproximadamente n!” o “salvo un multiplo constante es mas o menos igual a n!”. Algo como
0(2(n!)) todavia es lo mismo que O(n!)).
En contraste, reducir una matriz con la eliminacién de GauB-Jordan requiere solamente O(n?)
pasos hasta que llegamos a una forma escalonada. Dado que ella siempre es una matriz triangular
superior, su determinante es facil de caluclar.

Si n es grande, entonces n® también es grande, pero n! es mucho més grande; por eso la elimina-
cién de GauB-Jordan es computacionalmente mucho mas eficiente que la férmula de Leibniz o la

expansion de Laplace.

Tlustremos esto con un ejemplo.

2
det

—_ = =

3
7
5

3
4
8
3

4
6

9
4

@

= det

[

O O O

oo o

wWw O O N

W ot =N

_ O W

0

O Ot = W

— = s

0

O U

@ 5det

@ —bdet

oS o o

O O =

o

W = =N

OO W N

O = = W

O = O W

4 1 2 3 4
2| ® 00 1 2
1] =24ty o 1 1
0 030 0
4

0l ®

Vs

1

(D Restamos la primera fila de todas las demés filas. El determinante no cambia.

(2 Factorizamos 5 en la tercera fila.

(3 Restamos 1/3 de la dltima fila a las filas 2 y 3. El determinante no cambia.

(@ Restamos la fila 3 de la fila 2. El determinante no cambia.
() Intercambiamos las filas 2 y 4. Esto da un factor —1.
(6) Célculo sencillo.

Ahora deberia haber entendido

s las diferentes propiedades del determinante,

= por qué una matriz es invertible si y solo si su determinante es distinto de 0,

= por qué la eliminacién de Gauf3-Jordan es computacionalmente mas eficiente que la férmula
de expansién de Laplace,

= etc.

Ahora deberia ser capaz de
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= calcular determinantes usando sus propiedades,
= calcular determinantes abstractos,

= usar la factorizacién de una matriz para calcular su determinante,

= etc.
Ejercicios.
a —2b ¢
1. Suponga que sabemos que det [ 1 3 —1| = —1. Calcule
0 5 2
—3a 6b —3c a —2b c 1 3 -1
det | —1 -3 11, det|142a 3—4b —1+2c]|, det 2 11 0
0 1 % —a 5+20 2-—c a+1 —-2b+3 c—1

a1 aiz2  Ga13
2. Suponga que det | az;  ass as3 | = 6. Calcular:
asy asz as3
as1 a32 a33
det 3@11 — 5&31 3@12 — 5(132 3@13 — 5(133

a21 422 a23

3. (Para cudles valores de a la matriz:

2—a -2 0
0 1 1+a
a 2 2a

no tiene inversa?

1 4

4. SeaA_<O y

>. Halle todos los A € R tal que Aids —A es no invertible.

5. (Falso o verdadero? Sean A, B € M(n x n).

) Sin es impar, entonces det(—A) = — det(A).

) Sin esimpary A es antisimétrica, entonces A es no invertible.

) Sidet A =0 entonces A = O.

(d) Sidet A =0 entonces una fila 6 columna de A consta de solo ceros.
) Sidet A =0 entonces por lo menos una entrada de A debe ser 0.
) Si P es invertible y A = PBP~! entonces det A = det B.
)

Se dice que A € M(n x n) es una matriz ortogonal si su inversa es su transpuesta. Sea
A € M(3 x 3) ortogonal. ;Cudles son las posibilidades para det A?
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154 4.3. Interpretacion geométrica del determinante

(b) Se dice que A € M(n x n) es una matriz idempotente si A2 = A. Sea A € M(3 x 3)
idempotente. ;Cuales son las posibilidades para det A?

7. Sean A, B € M (3 x 3) tales que AB = O y suponga que det A # 0. Muestre que B = O.

8. Sean A, B,C € M(3 x 3) tales que AB = AC'y suponga que det A # 0. Muestre que B = C.
. Es cierto también si det A = 07

9. Sea A € M(3 x 3) tal que la suma de sus vectores filas (columnas) da como resultado 0.
Muestre que A no es invertible.

4.3. Interpretacion geométrica del determinante

En esta breve seccién mostramos una interpretaciéon geométrica del determinante. Esto es, por
supuesto, solo una pequena parte de la verdadera importancia del determinante. Escuchard mas
sobre esto en un curso de célculo vectorial, cuando se discuta la férmula de transformacién (la
regla de sustitucién para integrales de dimensién superior), o en un curso de teorfa de la medida o
geometria diferencial. Aqui nos contentamos con dos hechos bésicos.

Area en R2

-

S > b . : ~ .
Sean @ = (Zl> yb= <b1> vectores en R? y considere la matriz A = (@|b), la matriz cuyas columnas
2 2

son los vectores dados. Entonces
Aéy =d, A8 =b.

Esto significa que A transforma el cuadrado unitario generado por los vectores unitarios €; y € en
el paralelogramo generado por los vectores a y b. Sea area(d, 5) el area del paralelogramo generado
poray b. Podemos ver @ y b como vectores en R3 simplemente anadiendo una tercera componente.
Entonces la férmula (2.9) muestra que el drea del paralelogramo generado por @ y b es igual a

ay by a1by — azby
ag X b2 = 0 = |a1b2 — a2b1| = |det A|,
0 0 0
por lo tanto obtenemos la formula
area(d, b) = | det A. (4.9)

Es decir, mientras A nos dice como se transforma la forma del cuadrado unitario, | det A| nos dice
como cambia su area, vea Figure 4.1.

También deberia notar lo siguiente: El drea de la imagen del cuadrado unitario bajo A es cero siy
solo si los dos vectores imagen d y b son paralelos. Esto concuerda con el hecho de que det A =0siy
solo si las dos rectas descritas por las ecuaciones lineales asociadas son paralelas (o si una ecuacién
describe todo el plano).

Last Change: Di 23. Jun 15:48:14 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter 4. Determinantes 155

FI1GURA 4.1: La figura muestra cémo se transforma el drea del cuadrado unitario bajo la transformacién
lineal A. El drea del cuadrado del lado izquierdo es 1; el area del paralelogramo del lado derecho es
| det Al.

Voliimenes en R3

aq b1 C1
Sean @ = [az |, b= b2 | y &= | c2 | vectores in R3 y considere la matriz A = (@|b|¢) cuyas
as b3 C3

columnas son los vectores dados. Entonces
Aéy =d, A8 =0b, A& =27

Esto significa que A transforma el cubo unitario generado por los vectores unitarios €1, €; and €3 a
un paralelepipedo generado por los vectores @, b y ¢ Sea vol(d, b, €) el volumen del paralelepipedo
generado por los vectores @, b y ¢. According to formula (2.10), vol(a, b, ¢) = |(a@, b x €)|. Calculamos

. ai by C1 ay bacz — bsca
|(Ez’,b><é)|: < a2 9 bg X Co > = < as s b301763b1 >

as bg C3 as b1€2 — b201

|a1(b203 — b382) — a2(03b1 — bgCl) + ag(b162 — bgcl)‘
= | det A|,

por lo tanto
vol(@, b, @) = | det A (4.10)

ya que reconocemos la peniltima linea como la expansién de det A a lo largo de la primera columna.
Es decir, mientras A nos dice como se transforma la forma del cubo unitario, | det A| nos dice como
cambia su volumen,

También deberia notar lo siguiente: El volumen de la imagen del cubo unitario bajo A es cero si y
solo si los tres vectores imagen estan en el mismo plano. Veremos mas adelante que esto implica que
la imagen de A no es todo R?, por lo tanto A no puede ser invertible. For details, see Section 6.2.

Lo que vimos para n = 2 y n = 3 se puede generalizar a R con n > 4: Una matriz A € M(n x n)
transforma el cubo unitario en R™ generado por los vectores unitarios €1, ..., €, en un paralelepipe-
do en R™ y | det A| nos dice cémo cambia su volumen.
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156 4.3. Interpretacion geométrica del determinante

z
A A z
/_\ A
53 1 :
y I Yy
€1 “7@;

X

FIGURA 4.2: La figura muestra c6mo se transforma el volumen del cubo unitario bajo la transformacién
lineal A. El volumen del cubo del lado izquierdo es 1; el volumen del paralelepipedo del lado derecho
es | det Al.

Ejercicio. Dé dos demostraciones de las siguientes afirmaciones: Una usando la férmula (4.9) y
la linealidad del determinante en sus columnas; y otra usando geometria.

Yy

(1) Muestre que el drea del paralelogramo azul es el 0

doble del area del paralelogramo verde.

20
. x
—43
)
3w

(11) Muestre que el drea del paralelogramo azul es seis

veces el area del paralelogramo verde.

7 20
x
—u
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(1) Muestre que el drea del paralelogramo azul y del
paralelogramo rojo es igual al area del paralelo-
gramo verde.

(S
S

Ahora deberia haber entendido

= la interpretacién geométrica del determinante en R? y R3,

= la estrecha relacién entre el determinante y el producto cruz en R3, y que esta es la razén
por la cual el producto cruz aparece en las formulas para el drea de un paralelogramo y el
volumen de un paralelepipedo,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular el area de un paralelogramo y el volumen de un paralelepipedo usando determinan-

tes,
n etc.
Ejercicios.
1 2 4
1. Calcule el volumen del paralelepipedo generado por los vectores 31,1014, |4
-5 1 4
1 0 2
2. Sea A= |0 —1 =2]. Calcule el volumen del paralelepipedo generado por Aé;, Aé; y A€s.
2 -2 0

;, Cémo interpreta geométricamente el resultado obtenido?

3. Sean P = (1,1),Q = (2,2), R=(0,3) y W = (-1, 2). Muestre que los puntos PQRW forman
un paralelogramo y calcule su éarea.

4. Sean P = (x1,91) ,Q = (22,y2) y R = (x3,y3) puntos de R2. Muestre que el drea de tridngulo
APQR esta dada por la férmula:

1 1 r1 U1
—|det |1 =zo yo
2 1

T3 Y3
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158 4.4. Inversa de una matriz

;Cudndo este determinante serd igual a cero?

4.4. Inversa de una matriz

En esta seccién demostramos un método para calcular la inversa de una matriz cuadrada invertible
usando determinantes. Aunque la formula puede verse bonita, computacionalmente no es eficiente.
Aqui esta.

Sea A = (aij)i j=1,..n € M(nxn)ysean M;; sus menores; véase la Definicién 4.5. Ya sabemos por
(4.5) que para todo k € {1, ..., n} fijo

det A =" "(=1)"ay; det My;. (4.11)
j=1

Ahora queremos ver qué ocurre si el k en ax; y en My; son diferentes.

Proposicién 4.13. Sea A = (a;j)i j=1,..n € M(nxn) yseank,l € {1, ..., n} conk # (. Entonces
> (=1)*ay; det My; = 0. (4.12)
j=1

Demostracion. Construimos una nueva matriz B a partir de A reemplazando su fila /-ésima por
la fila k-ésima. Entonces B tiene dos filas iguales (la fila ¢ y la fila k), por lo tanto det B = 0.
Observe que las matrices A y B son iguales en todas partes excepto posiblemente en la fila /-ésima,
de modo que sus menores a lo largo de la fila £ son iguales: M, 5 =M g;‘- (ponemos superindices A, B
para distinguir los menores de A y los de B). Si expandimos det B a lo largo de la fila (-ésima,

encontramos
n

0=det B=Y (—1)"b;det M} = (—1)"ay; det M;}. O
j=1

j=1

Usando los cofactores C;; de A (véase la Definicion 4.5), las formulas (4.11) y (4.12) se pueden
escribir como

R . ~ detA ifk=1¢
Z(_l)f-‘rjakj det MéA = Zakjcfj = { . ’ (4.13)
= J = 0 if k# 0.

Definicién 4.14. Para A € M(n x n) definimos su matriz adjunta adj A como la transpuesta de
su matriz de cofactores:

Cll 012 to Cln Cll C’21 e Cnl

. C'21 022 to CQn Cl? 022 e Cn2
adjA = ) ) . = . . .

Cnl CnQ e Cnn Cln O2n e Cnn

Last Change: Di 23. Jun 15:48:14 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter 4. Determinantes 159

Atencién. Esta matrix no se debe confundir con la “matriz adjunta definida” en Definicién 8.8.
La matriz adjunta segun la Definicién 4.14 en inglés se llama “adjugate matrix” o “classical adjoint
of A7, y sirve para calcular la inversa de A (tipicamente es dificil calcularla).

Por otro lado, la matriz adjunta segun la Definicién 8.8 en inglés se llama “adjoint matrix of A”,
y tiene que ver con ¢cémo se comporta A en un producto interno (es muy fécil calcularla).
Ambas matrices tienen nomobres diferentes en inglés, pero tienen el mismo nombre en espa’ nol.

Teorema 4.15. Sea A € M(n x n) una matriz invertible. Entonces

L1

= adjA. 414
det A Y (4.14)

Demostracion. Calculemos Aadj A. Por definicién de adj A, el coeficiente ¢y en el producto de
matrices A adj A es exactamente cgy = Z;;l(—l)”]akj det My;, asi que por (4.13) se sigue que

det A 0 e 0
0 detA ... 0
AadjA = . ) = (det A)id,, .
0 0 ... detA
Reordenando, obtenemos que A~ = dei + adj Aid,, - det + adj A. O

Observacién 4.16. Observe que la demostracién del Teorema 4.15 muestra que A adj A = (det A) id,,
es cierto para todo A € M (nxn), incluso si no es invertible (en este caso, ambos lados de la férmula
son iguales a la matriz cero).

La férmula (4.14) puede verse bastante bonita e inocente; sin embargo, tenga presente que para
calcular A~! con ella hay que calcular un determinante n x n y n? determinantes de los menores
(n—1) x (n — 1) de A. Esto es mucho méds que los O(n?) pasos necesarios en la eliminacién de
GauB-Jordan.

Finalmente, demostramos la regla de Cramer para encontrar la solucién de un sistema lineal si la
matriz correspondiente es invertible.

Teorema 4.17. Sea A € M (n X n) una matriz invertible y sea b € R™. Entonces la solucién inica
X de AZ = b estd dada por

xr1 det AZE
R 1 | det A} 15
v TdetA | (4.15)
Tn det AY

donde A? es la matriz que se obtiene de A reemplazando su columna j-€sima por el vector b,

Demostracion. Como de costumbre, escribimos C;; para los cofactores de A y M;; para sus menores.
Como A es invertible, sabemos que ¥ = A~'b = madj Ab. Por lo tanto, para j = 1,...,n
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160 4.4. Inversa de una matriz

encontramos que

1 <& 1 & ) 1 .
= ) O = ——— > (=1)"0,Chj = —— det A}.
YT et A kzz:l RITk T det A kzz:l( ) FERT T et A L

La dltima igualdad es cierta porque la peniltima suma es la expansion del determinante de A? a
lo largo de la columna j-ésima. O

Observe que, aunque (4.15) pueda verse bastante bonita, implica el cdlculo de n 4+ 1 determinantes
de matrices n X n, asi que requiere O((n + 1)!) pasos.

1 2 3
Ejemplo 4.18. Calculemos la inversa de la matriz A = |4 5 6 | from Example 4.9, but this
0 8 7

time using Theorem 4.17. Ya sabemos que det A = 27. Sus cofactores son

5 6 4 6 4 5
Cll = det <8 7) = 7137 Clg = —det <O 7> = 728, 013 = det <0 8> = 327
2 3 1 3 1 2
021 = —det <8 7) = 10, 022 = det <0 7) = 7, 023 = —det <0 8) = —8,

2 3 1 3 1 2
Cgl—det (5 6)——3, ng——det <4 6)—6, ng—det <4 5)——3.

Por lo tanto

y 1 011 021 031 1 —13 10 -3
A7 = —— ad_] A= —— 012 C22 032 = — —28 7 6
det A det A Cis Chs Ca 27 39 _8 _3

Ejemplo 4.19. Usemos la regla de Cramer para resolver el siguiente sistema lineal:

r+y+ z= 8
dy — z =-2
3xr—y+2z= 0.

Escribimos el sistema anterior en la forma AZ = b:

1 1 1 T 8
0 4 -1 y|l=1-2
3 -1 2 z 0
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Entonces, por la regla de Cramer:
8 1 1 1 8 1
det | —2 4 -1 det |0 —2 -1
0 -1 2 62 31 3 0 2 —-22 11
T = =— =—_— = — -
1 1 1 R 11 -8 ’
det | O 4 -1 det | O 4 -1
3 -1 2 3 -1 2
1 1 8
det | O 4 -2
3 -1 0 —104
1 1 1 -8
det | O 4 -1
3 -1 2
Ahora deberia haber entendido
= qué es la matriz adjunta y por qué se puede usar para calcular la inversa de una matriz,
= ete.
Ahora deberia ser capaz de
» calcular A~! usando adj A.
= resolver sistemas de ecuaciones lineales usando la regla de Cramer.
= etc.
Ejercicios.
1. Usando la regla de Cramer, resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
(a) 2z+3y=-—1, (b) 3z —2y —22=-2, (¢) 2x+3y—2z= -5, d) z—w=7,
—Tx +4y =5, r4+y+2z=4, 2x + 4y + 62 = 2, 2042 =2,
20 +y+ 2z =6, x4+ 22 =0, dr —y = -3,
3z —bw = 2.

2. Calcular la inversa de las siguientes matrices usando el método de cofactores:

4 2 2
3 5
@ (53 012

1
(© |3
1

3 —-12 -2 —6

1 -3 0 -2

(d) -1 6 1 3
-2 10 2 5

= o=
= O N
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3. Sea
1 -2 3 1
-1 5 0 2
A= 0 3 1 -2
-2 1 2 4

Calcule la entrada ass de A™1.
4. El siguiente ejercicio tiene como objetivo demostrar la ley del coseno usando dlgebra lineal.

(a) Considere el siguiente tridngulo cuyos lados tienen longitudes a, b, c:

«

bcos o acos
I ]

r T 1

C

Usando trigonometria elemental, deduzca las siguientes relaciones:

bcosa + acos B =c,
cCcos o +acosy = b,

ccos 3+ bcosy = a.

(b) Cousidere las relaciones anteriores como un sistema de ecuaciones con cos «, cos 'y cos
como incégnitas. Calcule el determinante del sistema.

(c) Use la regla de Cramer para despejar cos(y) y concluya la ley del coseno:
= a® + b — 2abcos(v).
5. Sea A € M(n x n).

(a) Muestre que si A no es invertible entonces Aadj A = O.
(b) Muestre que det(adj A) = (det A)"~1.

6. Sea A € M(n x n) simétrica e invertible. Muestre que adj A es simétrica. ;Sigue siendo cierta
la afirmacion si no suponemos que A es invertible?

4.5. Resumen
El determinante es una funcién de las matrices cuadradas a los nimeros reales. Mdas adelante
también consideraremos matrices con entradas complejas. En este caso, el determinante es una

funcién de las matrices cuadradas a los niimeros complejos. Sea A = (a;;)}';_1 € M(n x n).
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Foérmulas para el determinante

det A = Z sign (o) 14(1)020(2) * * * Ano(n) férmula de Leibniz
oceSy

= Z(—l)kﬂakj det My, = Z arjCr; expansién de Laplace a lo largo de la fila k-ésima
j=1

<
Il
-

n
(—1)7+kaik det M, = Z a;xCir expansion de Laplace a lo largo de la columna k-ésima
i=1

|

Il
s

con la siguiente notacion
= S, es el conjunto de todas las permutaciones de {1, ..., n},

= M;; son los menores de A (matrices (n — 1) x (n — 1) obtenidas de A eliminando la fila i y la
columna j),

» C;; = (—1)"7 det M;; son los cofactores de A.

Inversa de una matriz usando la matriz adjunta

Si A € M(n x n) es invertible, entonces

Ci1 Co -+ Cn
1 1 Ciz2 Cy - Cpa
Al = — adjd= —
det A ad] det A : : :
Cln CQn e Cnn

Interpretacién geométrica

El determinante de una matriz A da el volumen orientado de la imagen del cubo unitario bajo A.
» en R?: 4rea del paralelogramo generado por @ y b= | det A,

= en R3: volumen del paralelepipedo generado por @, b y €= |det Al.

Propiedades del determinante

= El determinante es lineal en sus filas y columnas.

s El determinante es alternante en sus filas y columnas.
s detid, = 1.

s det A = det A,

= Si una fila de A es multiplo de otra fila, o si una columna es miltiplo de otra columna,
entonces det A = 0. En particular, si A tiene dos filas iguales o dos columnas iguales, entonces
det A = 0.
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s El determinante de una matriz triangular superior o inferior es el producto de sus entradas
diagonales.

= Los determinantes de las matrices elementales son

det Sj(c) =¢, detQy;(c) =1, detP;; =—1.
» Sea A € M(n x n). Entonces A es invertible si y solo si det A # 0.
» Sean A, B € M(n x n). Entonces det(AB) = det Adet B.

» Si A€ M(n x n) es invertible, entonces det(A~1) = (det A)~!.
Observe, sin embargo, que en general det(A + B) # det A + det B.

Teorema. Sea A € M(n X n). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) det A #0.
(1) A es invertible.

(1) Para todo b € R™, la ecuacion AZ = b tiene exactamente una solucion.

(v

)
)
) —
(1v) La ecuacidn AT =0 tiene exactamente una solucidn.
) Toda forma escalonada reducida por filas de A tiene n pivotes.
)

(vi) A es equivalente por filas a id,,.

4.6. Ejercicios

1. De las siguientes matrices calcule el determinante. Determine si las matrices son invertibles.
Si lo son, encuentre su matriz inversa y el determinante de la inversa.

1 3 6 1 4 6
A:G _72> B:(_1124 _2118>. D=4 1 0], E=[(2 1 5
1 4 3 3 5 11
2. Sea
3 583 1
A=10 24+t 0
—t 10—t* 2
s
Determine ¢ € R tal que el sistema A% = | /2 | tiene exactamente una tnica solucién.
V2
1+ Y z w r
x 1+y z w r
3. Sea A = x y 142 w r , muestre que det A=14+z+y+z+w-+r.
T Y z 14w r
T Y z w 147

(Indicacién: es més sencillo si usa la propiedad D1 de la seccién 4.2).
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4. De las siguientes matrices calcule el determinante. Determine si las matrices son invertibles.
Si lo son, encuentre su matriz inversa y el determinante de la inversa.

-3 123 01 s o
A:<52y B = ig é’ =114 0 3
115 4

5. Encuentre por lo menos cuatro matrices 3 X 3 cuyo determinante es 18.

6. Use las factorizaciones encontradas en los Ejercicios 14. y 14. en el capitulo 3 para calcular
sus determinantes.

1 2 3
7. Escriba la matriz A = | 1 2 6 | como producto de matrices elementales y calcule el
-2 -2 -6

determinante de A usando las matrices elementales encontradas.

8. Determine todos los z € R tal que las siguientes matrices son invertibles:

. 9 r x 3 11—2 5 —50
A:(l m—3>’ B=|1 2 6 |, c= 3 —x =15
-2 2 —6 2 1 —x-9
9. Suponga que una funcién y satisface y! = b,_1y" = + ... b1y + boy donde b, ..., b,_1 son

coeficientes constantes y yl denota la derivada j-ésima de .

Verifique que Y’ = AY donde

01 0 0 0
0 0 1 0 0 v
y
A — 7 v — y//
1 0 :
00 0 ... 0 1 yln—1
by by ... .o e bug

y calcule el determinante de A.

10. Sin usar férmulas de expansion para determinantes, encuentre para cada una de las matrices
dadas parametros x,y tales que el determinante de las siguientes matrices es igual a cero y
explique por qué los parametros encontrados sirven.

N; =

w N R

2 6
5 1], No=
4 y

=88
8 oo R
< W
o € N
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4.6. Ejercicios

11. (a) Calcule det B,, donde B,, es la matriz en M (n x n) cuyas entradas en la diagonal son 0
y todas las demés entradas son 1, es decir:

0
By =0, Bgz<0 1), By= |1
1

By =

—_ O =

10

== O
== O =
= O = =

;Cémo cambia la respuesta si en vez de 0 hay x en la diagonal?

(b) Calcule det B, donde B,, es la matriz en M(n x n) cuyas entradas en la diagonal son 0
y todas las demds entradas satisfacen b;; = (—1)""7| es decir:

0 1 01l (1) é 1 —}
B1 =0, By = . Bys=[ 1 0 1|,Bi= ,
(1 0) 11 0 -1 1 0 1
1 -1 1 0
0 1 -1 1 -1
1 0 1 -1 1
Bs=| -1 1 0 1 —11, ete.
1 -1 1 0 1
-1 1 -1 1 0

;,Coémo cambia la respuesta si en vez de 0 hay x en la diagonal? Compare con el Ejerci-

cio 12..
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Capitulo 5

Espacios vectoriales

En lo que sigue, K siempre denota un campo. En este capitulo, siempre puede pensar en K = R,
aunque casi todo es cierto también para otros campo, como C, Q o F,, donde p es un niimero
primo. Més adelante, en el Capitulo 8, serd mas util trabajar con K = C.

En este capitulo trabajaremos con espacios vectoriales abstractos. Primero discutiremos sus pro-
piedades basicas. Luego, en la Seccién 5.2, definiremos subespacios. Estos son subconjuntos de
espacios vectoriales que son, a su vez, espacios vectoriales. En la Seccién 5.4 introduciremos bases
y la dimensién de un espacio vectorial. Estos conceptos son fundamentales en el algebra lineal, ya
que nos permiten clasificar todos los espacios vectoriales de dimensién finita. En cierto sentido,
todos los espacios vectoriales de dimensién n sobre el mismo campo K son iguales. En el Capitulo 6
estudiaremos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.

5.1. Definiciones y propiedades basicas

Primero recordamos la definicién de espacio vectorial abstracto de Chapter 2 (p. 31).

Definicién 5.1. Sea V un conjunto junto con dos operaciones

suma de vectores +:V xV =V, (v,w)+— v+ w,
producto de un escalar y un vector -:KxV — V, (A v) — A-v.

Observe que usualmente escribiremos Av en lugar de A - v. Entonces V (o, mds precisamente,
(V,+,-)) se llama un espacio vectorial sobre K si para todos u,v,w € V' y todos A, u € K se cumple
lo siguiente:

(a) Asociatividad: (v +v) +w = u + (v + w) para todo u,v,w € V.
(b) Conmutatividad: v +w = w + v para todo u,v € V.

(c) Elemento neutro de la suma: Existe un elemento O € V| llamado la identidad aditiva, tal
que O+v=v+ 0O =v paratodov € V.
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(d)
()

(f)
(2)

Elemento inverso: Para todo v € V, existe un elemento inverso v’ tal que v +v' = O.

Elemento neutro de la multiplicacién por escalar: Para todo v € V, tenemos que
lv =w.

Compatibilidad: Para todo v € V' y A, u € K, tenemos que (Ap)v = A(pw).

Leyes distributivas: Para todos v,w € V' y A\, u € K, tenemos

A+pv=x+pv and Av+w)= v+ Iw.

Ya sabemos que R™ es un espacio vectorial sobre R.

Observacién 5.2. (1) Observe que usamos la notacién ¢ con flecha solamente para el caso es-

(1)

pecial de vectores en R™ o C". Los vectores en espacios vectoriales abstractos usualmente se
denotan sin flecha.

Si K = R, entonces V' se llama un espacio vectorial real. Si K = C, entonces V se llama un
espacio vectorial complejo.

Antes de dar ejemplos de espacios vectoriales, mostramos primero algunas propiedades bésicas de
los espacios vectoriales.

Propiedades 5.3. (1) El elemento neutro es tnico. (Observe que en los axiomas de espacio

(1)

(1)

vectorial solo pedimos la existencia de un elemento neutro aditivo; no pedimos unicidad. Asi,
se podria pensar que puede haber varios elementos que satisfacen (c) en la Definicién 5.1. Sin
embargo, esto no es posible, como muestra la siguiente demostracion.)

Demostracién. Supongamos que hay dos elementos neutros © y O’. Entonces sabemos que
para todo v y w en V se cumple lo siguiente:

v=v+0, w=w+ 0"
Ahora tomemos v = O’ y w = O. Entonces, usando la conmutatividad, obtenemos

O=0'+0=0+0"=0. O
Sean x,y,z € V. Six+y = x+ z, entonces y = z.

Demostracién. Sea z’ un inverso aditivo de x (esto significa que 2’ + = O, el cual debe
existir ya que V' es un espacio vectorial). Esto se sigue de

y=0+y=0C'+2)+y=2"4+@+y)=2"+(x+2)=@" +2)+2=0+2=2 O

Para todo v € V, su elemento inverso es tnico. (Observe que en los axiomas de espacio
vectorial solo pedimos la existencia de un inverso aditivo para cada elemento z € V; no
pedimos unicidad. Asf, se podria pensar que puede haber varios elementos que satisfacen (d)
en la Definicién 5.1. Sin embargo, esto no es posible, como muestra la siguiente demostracion.)
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Demostracion. Sea v € V y supongamos que hay elementos v/, v” en V tales que
v+0 =0, v+ =0.

Ahora se sigue de (11) que v/ =" (tome z = v, y =v' y z = 0" en (11)). O
(1v) Para todo A € K tenemos AO = O.

Demostracion. Observe que AO = A0 + O and that AO = A(O 4+ O) = AO + \O, por lo
tanto
A0 + O = 20 + 2\O.

Ahora se sigue de (11) que O = AO (tome z = A0, y = O y z = AO en (11)). O
(v) Para todo v € V tenemos que Ov = O.

Demostracion. La demostracién es similar a la anterior. Observe que Ov = Ov + OO0 and
Ov = (04 0)v = Ov + Ov, por lo tanto

0v + O = 0v + Ov.

Ahora se sigue de (11) que O = 0v (tome x = 0v, y = O y z = Ov en (11)). O
(vi) Si Av = O, entonces o bien A =0 or v = O.

Demostracion. Si A = 0, entonces no hay nada que demostrar. Supongamos ahora que A\ # 0.
Entonces v es O porque

v =

(W) = %(D =0. O

> =

(vir) Para todo v € V, su inverso es (—1)v.

Demostracion. Sea v € V. Observe que por (VI), tenemos que Ov = O. Por lo tanto
O=0w=>010+(-1))v=v+ (-1

Por lo tanto, (—1)v es un inverso aditivo de v. Por (111), el inverso de v es tinico; por lo tanto,
(=1)v es el inverso de v. O

Observacion 5.4. De ahora en adelante, escribimos —v para el inverso aditivo de un vector. Esta
notacién estd justificada por la Propiedad 5.3 (viI).

Ejemplos 5.5. Damos algunos ejemplos importantes de espacios vectoriales.

= R es un espacio vectorial real. Mas generalmente, R™ es un espacio vectorial real. La demos-
tracién es la misma que para R? en el Capitulo 2. La asociatividad y la conmutatividad son
claras. El elemento neutro es el vector cuyas entradas son todas iguales a cero: 0 = (0,...,0)%.
El inverso de un vector dado Z = (z1,...,2,)" es (—z1,..., —x,)". Las leyes distributivas son
claras, al igual que el hecho de que 1Z = & para todo & € R™.
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C es un espacio vectorial complejo. Mas generalmente, C™ es un espacio vectorial complejo.
La demostracion es la misma que para R™.

C también puede verse como un espacio vectorial real.

R no es un espacio vectorial complejo con la definicion usual de las operaciones algebraicas. Si
lo fuera, entonces los vectores serian ntimeros reales y los escalares serian niimeros complejos.
Pero entonces, si tomamos 1 € R e i € C, el producto il tendria que ser un vector, es decir,
un numero real, lo cual no es el caso.

R puede verse como un espacio vectorial sobre Q.
Para todo n,m € N, el espacio M (m x n) de todas las matrices m x n con coeficientes reales

es un espacio vectorial real.

Demostracion. Observe que en este caso los vectores son matrices. La asociatividad y la
conmutatividad son faciles de verificar. El elemento neutro es la matriz cuyas entradas son

todas iguales a cero. Dada una matriz A = (ajj)i=1,...,m, su inverso (aditivo) es la matriz
j=1,....n
—A = (—ajj)i=1,....m-. Las leyes distributivas son claras, al igual que el hecho de que 14 = A

j=1,...,n
para todo A € M(m x n). O

Para todo n,m € N, el espacio M(m x n,C) de todas las matrices m X n con coeficientes
complejos es un espacio vectorial complejo.

Demostracion. Como en el caso de las matrices reales. O

Sea C(R) el conjunto de todas las funciones continuas de R en R. Definimos la suma de dos
funciones f y ¢ de la manera usual como la nueva funcién

fH9:R=R, (f+9)(z) = f(z) + g(2).
El producto de una funcién f por un nidmero real A da la nueva funcién Af definida por
A R=R, (Af)(x) =Af(z).

Entonces C(R) es un espacio vectorial con estas operaciones.

Demostracion. Es claro que estas operaciones satisfacen asociatividad, conmutatividad y dis-
tributividad, y que 1f = f para toda funcién f € C(R). La identidad aditiva es la funcién
cero (la funcién que es constantemente cero). Para una funcién dada f, su inverso (aditivo)
es la funcion —f. O

Sea P(R) el conjunto de todos los polinomios. Con la suma usual y el producto usual por
escalares, forman un espacio vectorial.
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Demuestre que C es un espacio vectorial sobre R y que R es un espacio vectorial sobre Q.

Observe que los conjuntos M (m x n) y C'(R) admiten més operaciones; por ejemplo, podemos
multiplicar funciones, o podemos multiplicar matrices, o podemos calcular det A para una matriz
cuadrada. Sin embargo, todas estas operaciones no tienen nada que ver con la pregunta de si son
espacios vectoriales o no. Es importante observar que para un espacio vectorial solo necesitamos
la suma de dos vectores y el producto de un escalar por un vector, y que estos satisfagan los
axiomas de la Definicién 5.1.

Damos mas ejemplos.
Ejemplos 5.6. » Considere R2, pero cambiamos la suma usual por la nueva suma @ definida
por
T a T+ a
()= () -5°)
Con esta nueva suma, R? no es un espacio vectorial. La razén es que no hay identidad aditiva.

. . . . . @
Para ver esto, supongamos que tuviéramos una identidad aditiva, digamos ( ﬁ>' Entonces

(”3) + <a) = <x> for all <‘”) € R2.
y B Y y
Sin embargo, por ejemplo,

0 o o 0

1)+ ()=0)#0):

= Considere R?, pero cambiamos la suma usual por la nueva suma @ definida por

x a r+b
@ = .
()=()- ()
Con esta nueva suma, R% no es un espacio vectorial. Una de las razones es que la suma no es
conmutativa. Por ejemplo

)+ (=)= @) e )+ ()= () -)

Muestre que no hay una identidad aditiva © que satisfaga & ® O = & for all ¥ € R2.

deberiamos tener

» Sea V = Ry = (0,00). Convertimos a V en un espacio vectorial real con las siguientes
operaciones: Sean z,y € V y A € R. Definimos
ThHy =2y and Aoz =zt

Entonces (V,®,®) es un espacio vectorial real.
Demostracion. Sean u,v,w € V y sea A € R. Entonces:

Last Change: Di 23. Jun 15:40:32 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



172 5.1. Definiciones y propiedades basicas

) Asociatividad: (u ®v) ®w = (w) B w = (uwv)w = u(vw) =ulw B w) =ud (v O w).

) Conmutatividad: v ® w = vw = wv = w D v.

(c¢) La identidad aditiva de @ es 1 porque para todo x € V tenemos que 1 ® z = 1z = z.
)

Elemento inverso: Para todo 2 € V, su elemento inverso es 2~ porque z @ z~! =

xz~1 =1, que es el elemento neutro. (Observe que esto estd de acuerdo con las Propie-
dades 5.3 (VI), ya que (=1) @z =z~ 1.)

(e) Elemento neutro de la multiplicacién por escalar: Para todo = € V, tenemos que
1oz =1z ==

(f) Compatibilidad: Para todo 2 € V y A\, u € R, tenemos que
M) ©v=oM= () =po () =20 (o).
(g) Leyes distributivas: For all z,y € V and A, u € R, we have
A+p)or=2"" =" =A0v)(HOv)=A0v)® (LOv)
and

AOwow) =waw=@ww?=v = =\ov)d (\ow). O

= El ejemplo anterior se puede generalizar: Sea f : R — (a,b) una funcién inyectiva. Entonces
el intervalo (a,b) se convierte en un espacio vectorial real si definimos la suma de dos vectores
x,y € (a,b) por
&y =f(f =)+ 7))

y el producto de un escalar A € R y un vector = € (a,b) por
A©z =[O @),

Observe que en el ejemplo anterior tenfamos (a,b) = (0,00) y f = exp (es decir: f(x) = e”).

Deberia haber entendido

= el concepto de espacio vectorial abstracto,
= que los espacios R” son ejemplos de espacios vectoriales, pero hay muchos més,

= que los “vectores” no necesariamente pueden escribirse como columnas (piense en el espacio
vectorial de todos los polinomios, etc.)

n ete.
Ahora deberia ser capaz de

= dar ejemplos de espacios vectoriales distintos de R™ o C”,

s verificar si un conjunto dado con una suma dada y una multiplicacién por escalares dada es
un espacio vectorial,
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= recitar los axiomas de espacio vectorial si lo despiertan en medio de la noche,

= etc.

Ejercicios.

En los siguientes ejercicios, diga si el conjunto dado es un espacio vectorial sobre R. Si no lo es,
determiné cuales propiedades de espacio vectorial no se cumplen.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

{(x,y) € R? : y <0} con la suma y producto escalar usuales.
{(z,22,3z) : € R} con la suma y producto escalar usuales.
{(z,y,2) € R?: 2y = 0} con la suma y producto escalar usuales.
{(x,y) € R? : z € R,y € Q} con la suma y producto escalar usuales.

El conjunto de puntos de R3 que estdn sobre la recta x =¢t+ 1, y =2t y 2 = 0 con la suma y
producto escalar usuales en R3.
{(8 7‘,‘)) ta,be R} con la suma y multiplicacién por escalar de matrices.

El conjunto de polinomios de grado < 3 con término independiente cero con la suma y
multiplicacién por escalar de polinomios.

El conjunto de polinomios de grado < 2 con coeficiente que acompaifia a X no negativo.

El conjunto de las funciones derivables en todo R con la suma y multiplicacién por escalar de
C(R).

R™ con las siguientes operaciones:
suma: @®b:=a
producto con escalar: A\ ® d := \d.
R? con las siguientes operaciones:
suma: (a,b) ® (¢,d) == (a+¢,—b—d),
producto con escalar: A G (a,b) := (Aa, \b)
R? con las siguientes operaciones:
suma: (a,b) ® (¢,d) :=(a+c+1,b+d),
producto con escalar: A© (a,b) := (a, A\b)

Sea V = {a} (note que V solo tiene un elemento), sobre V' defina las siguientes operaciones:

suma: ada:=a,

producto con escalar: A ® a := a.
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5.2. Subespacios

En esta seccién trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todos los enunciados también son verdaderos para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar R por C y la palabra real por complejo en todas partes.

En esta seccion investigaremos cuando un subconjunto de un espacio vectorial dado es, él mismo,
un espacio vectorial.

Definicién 5.7. Sea V un espacio vectorial y sea W C V un subconjunto de V. Entonces W
se llama un subespacio de V si W mismo es un espacio vectorial con la suma y el producto por
escalares heredados de V. Un subespacio W se llama un subespacio propio si W # {O} y W £ V.

Primero observamos los siguientes hechos bésicos.

Observacién 5.8. Sea V un espacio vectorial.

» V siempre contiene los siguientes subespacios: {O} y el propio V. Sin embargo, no son subes-
pacios propios.

= Si V' es un espacio vectorial, W es un subespacio de V y U es un subespacio de W, entonces
U es un subespacio de V.

Demuestre estas afirmaciones.

Observacién 5.9. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V. Sea O el elemento neutro en
V. Entonces O € W y es el elemento neutro de W.

Demostracion. Como W es un espacio vectorial, debe tener un elemento neutro Oy . De entrada,
no es claro que Oy = O. Sin embargo, como Oy € W C V, sabemos que 00y = O. Por
otro lado, como W es un espacio vectorial, es cerrado bajo el producto por escalares; por lo tanto
O = 00w € W. Claramente, O es un elemento neutro en W. Por lo tanto, se sigue que O = Oy
por la unicidad del elemento neutro de W; véanse las Propiedades 5.3(1). O

Supongamos ahora que tenemos un espacio vectorial V' y, dentro de él, un subconjunto W C V|
y queremos verificar si W es un espacio vectorial. En principio tendriamos que verificar los siete
axiomas de espacio vectorial de la Definicién 5.1. Sin embargo, si W es un subconjunto de V', en-
tonces algunos de los axiomas de espacio vectorial se obtienen automaticamente. Mas precisamente,
los axiomas (a), (b), (e), (f) and (g) se cumplen autométicamente. Por ejemplo, para demostrar
(b), tomamos dos elementos wy,ws € W. También pertenecen a V', ya que W C V', y por lo tanto
conmutan: wi + wy = wo + w;q.

Incluso podemos demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 5.10. Sea V' un espacio vectorial real y sea W C V' un subconjunto. Entonces W es
un subespacio de V' si y solo si se cumplen las siguientes tres propiedades:

(1) W # @, es decir, W no es vacio.
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(1) W es cerrado bajo sumas, es decir, si tomamos w1 y wy en W, entonces su suma wy + wa
pertenece a W.

(1) W es cerrado bajo el producto por escalares, es decir, si tomamos w € W y X € R, entonces
2w e W.

Observe que (11) y (111) se pueden resumir en lo siguiente:

(iv) W es cerrado bajo sumas y producto por escalares, es decir, si tomamos wi,ws € Wy A € R,
entonces \wi + wy € W.

Demostracion de Proposicidn 5.10. Supongamos que W es un subespacio; entonces claramente (11)
and (111) se cumplen. (I) se cumple porque todo espacio vectorial debe contener al menos la identidad
aditiva O.

Supongamos ahora que W es un subconjunto de V' tal que las propiedades (1), (11) and (111) se
satisfacen. Para mostrar que W es un subespacio de V', necesitamos verificar los axiomas de espacio
vectorial (a) - (f) de la Definicién 5.1. Por las hipdtesis (11) y (111), la suma y el producto por
escalares estdn bien definidos en W. Ademds, ya nos convencimos de que (a), (b), (e), (f) and (g)
se cumplen. Ahora, para la existencia de una identidad aditiva, tomamos un w € W arbitrario
(tal w existe porque W no es vacio por la hipétesis (1)). Por lo tanto O = 0w € W, donde O es
la identidad aditiva en V. Esta es entonces también la identidad aditiva en W. Finalmente, dado
w € W C V, sabemos por las Propiedades 5.3 (vI) que su inverso aditivo es (—1)w, el cual, por
nuestra hipdtesis (111), pertenece a W. As{ hemos verificado que W satisface todos los axiomas de
espacio vectorial, por lo tanto es un espacio vectorial. O

La proposicién también es verdadera si V' es un espacio vectorial complejo. Solo tenemos que

reemplazar R por C en todas partes.

Para verificar que un W C V' dado es un subespacio, solo hay que verificar (1), (11) and (111) de la
proposicién anterior. Para verificar que W no es vacio, tipicamente se comprueba si contiene a O.

Veamos ejemplos de subespacios.

Ejemplos 5.11. Sea V un espacio vectorial. Suponemos que V' es un espacio vectorial real, pero
todo funciona también para un espacio vectorial complejo (solo tenemos que reemplazar R por C
en todas partes).

(1) {0} v V son subespacios de V. Se llaman los subespacios triviales de V.
(1) Fijemos v € V. Entonces el conjunto W := {\v : A € R} es un subespacio de V.
(1) Més generalmente, si fijamos v1,...v, € V, entonces el conjunto
W={agvs + - ago t a1,...,a € R}

es un subespacio de V. Este conjunto se llama el subespacio generado por vy, ..., vg. Se
mostrara en el Teorema 5.24 que, en efecto, es un espacio vectorial.
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(tv) P(R), el conjunto de todos los polinomios reales, es un subespacio de C(R), el conjunto de
todas las funciones continuas sobre R.

(v) Para todo n, los polinomios de grado a lo sumo n, P,(R), forman un subespacio de P(R) y
también de C'(R).

(vi) Si W es un subespacio de V, entonces V' \ W no es un subespacio. Esto se ve facilmente si
recordamos que W debe contener a O. Pero entonces V' \ W no puede contener a ©O; por lo
tanto, no puede ser un espacio vectorial.

Algunos ejemplos més:
Ejemplos 5.12. (1) El conjunto de todas las soluciones de un sistema homogéneo de ecuaciones

lineales es un espacio vectorial.

(11) El conjunto de todas las soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea es un espacio
vectorial.

Demostracion. Demostramos solamente (I), ya que la demostracién de (II) es similar. Supongamos
que el sistema de ecuaciones est dado en forma matricial A% = 0 para alguna matriz A € (m x n).
Denotamos por U el conjunto de todas las soluciones, es decir, U := {Z € R" : AT = 6} Claramente,
0 € U. Ahora sean §, Z € U y A € R. Tenemos que mostrar que entonces también ¢+ AZ € U. Esto
es cierto porque

A+ A2) = Af+AAZ=0+X0=0.

Por lo tanto, el vector ¢+ A2 resuelve la ecuacién homogénea, asi que pertenece a U, como queriamos
mostrar. O

Observe, sin embargo, que el conjunto de todas las soluciones de una ecuaciéon no homogénea no es
un espacio vectorial. Consideremos un sistema de ecuaciones lineales dado en forma matricial por

AZ=1b
donde A € M(m xn)y beR™ con b =+ 0. Denotamos su conjunto de soluciones por
U:={7eR": A7 = b}.

Claramente, 0 ¢ U porque A0 =0 # b. Esto va es suficiente para concluir que U no es un espacio
vectorial. Pero también podemos ver que U no es cerrado bajo sumas ni bajo multiplicaciéon por
escalares. Para ello, sean ¢, Z€ U y A € R\ {0}. Then

- —

A+ AD) = A+ MNAZ=b+ o= (1 + \)b #b.

Sin embargo, U es “casi” un espacio vectorial. Recordemos que si escribimos las soluciones de AZ = b
en forma vectorial, siempre son de la forma

T=Zo+ht + -+t
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donde k es el ntimero de variables libres y 71, . . ., 4 son soluciones del sistema homogéneo AZ = 0.
Véase la Observacién 3.12. Por lo tanto podemos escribir
U={ZecR?: AT = b}
={f=Z+t1h + - +ter : t1, ..., tx €R}
To =t + -+t sty ..., ty ER}
e R?: AT = 0}.

50+{
Zo+ 1

Esto muestra que U es igual al espacio vectorial W = {Z € R? : A% = 6}, pero desplazado por el
vector Zy.

Llamaremos a tales conjuntos subespacios afines. Son muy importantes en muchas aplicaciones. La
definicion formal es la siguiente.

Definicién 5.13. Sea V un espacio vectorial y sea W C V un subconjunto. El conjunto W se
llama un subespacio afin si existe un zp € V' y un subespacio Wy C V tal que

W = 20 + W().
En otros palabras: W es un subespacio si existe un vector vy € V tal que
vo+ W ={vo+w:weW}

es un subespacio de V' (podemos tomar vy = —zg y Wy = vo + W).

Veamos ejemplos de subespacios afines.

Ejemplos 5.14. Sea V un espacio vectorial. Suponemos que V' es un espacio vectorial real, pero
todo funciona también para un espacio vectorial complejo (solo tenemos que reemplazar R por C
en todas partes).

(1) Todo subespacio de V' es también un subespacio afin con vg = O.

(1) Sifijamos zp y v1,...vx € V, entonces el conjunto W := {zg + aqvy + -+ apvg : @1, ..., 0 €
R} = z0 + {aqvg + - - agvg : @, ..., ax € R} es un subespacio afin de V. En general no serd
un subespacio.

Ejercicio. Muestre que W := {29+ aqv1 + - avg : a1, ..., ar € R} es un subespacio afin
de V. Muestre que es un subespacio si y solo si zg € spanf{vy, ..., vg}.

(11) Si W es un subespacio de V, entonces V' '\ W no es un subespacio afin.
Algunos ejemplos més:

Ejemplos 5.15. = El conjunto de todas las soluciones de un sistema no homogéneo de ecua-
ciones lineales es un espacio vectorial afin si no es vacio.

= El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion diferencial lineal no homogénea es un
espacio vectorial afin si no es vacio.

Last Change: Di 23. Jun 15:40:32 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier
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Ahora damos varios ejemplos y no ejemplos de subespacios de R? y R3. Deberfa intentar generali-
zarlos a ejemplos en R*, R®, etc., y también intentar proponer sus propios ejemplos.

Ejemplos 5.16 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios de R?).

s W= {(3) WS IR} es un subespacio de R2. Este es, de hecho, un subespacio de la forma

. . 1 L .
(11) del Ejemplo 5.11 with z = ( ) Observe que geométricamente W es una recta (es el eje

0

» Para vy, vy € R fijos, sea U = (51> and let W = {\7: XA € R}. Entonces W es un subespacio
2

de R%. Geométricamente, W es el subespacio trivial {6} si ¥ = 0. De lo contrario, es la recta
en R? que pasa por el origen y es paralela al vector ¥.

F1GurA 5.1: El subespacio W generado por el vector 7.

ai
a2
W = {d+ M\ : X € R}. Entonces W es un subespacio afin. Geométricamente, W representa
una recta en R? paralela a @ que pasa por el punto (a1, az). Observe que W es un subespacio
si y solo si @ y ¥ son paralelos.

s Para fijos a1, ag, v1, v € Rlet d = ( > and v = <21> Supongamos que ¥ # 0 y pongamos
2

S

S

FIGURA 5.2: Bosquejos de W = {d@ + AU : A € R}. En la figura del lado izquierdo, @ |J ¥, asi que W es
un subespacio afin de R?, pero no un subespacio. En la figura del lado derecho, @ || ¥y por lo tanto
W es un subespacio de R?.
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» U={ZecR?:|Z| >3} no es un subespacio de R? ya que no contiene a 0.

- - . . - 1
» V ={F e R?: ||Z|| <2} no es un subespacio de R?. Por ejemplo, tome 7 = (O> Entonces
Z € W, sin embargo 37 ¢ V.

== {(;> rr > O}- Entonces W no es un espacio vectorial. Por ejemplo, 7 = (3) <

pero (—1)7 = (g) ¢wW.

Observe que geométricamente W es un semiplano derecho en R2.

i 374V —Z¢W

FIGURA 5.3: Los conjuntos V y W en las figuras no son subespacios de RZ.

Ejemplos 5.17 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios de R?).

Zo
= Para 9,90, 20 € R fijos, sea W =< A [ yo | : A €R ». Entonces W es un subespacio de R3.
20
Zo
Geométricamente, W es una recta en R? que pasa por el origen y es paralela al vector | yo
20
x
s Para a,b,c € R fijos, el conjunto W = y | :ax +by+cz=0p es un subespacio de R3.
z

Demostracion. Usamos la Proposicién 5.10 para verificar que W es un subespacio de R3.

I T2
Claramente, 0 € W ya que 0a + 0b + 0c = 0. Ahora sean Wy = | y1 | and Wo = | y2 | in W
z1 z9

vy sea A € R. Entonces w; + Wy € W porque
a(r1 + m2) +b(y1 + y2) + c(21 + 22) = (az1 + by1 + cz1) + (aw2 + by + cz2) =0+ 0= 0.
También A\w; € W porque

a(Az1) + b(Ay1) + c(Az1) = AMaxy + byr + cz1) = N0 = 0.
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Por lo tanto, W es cerrado bajo suma y producto por escalares, asi que es un subespacio de
R3. O

Observacion. Observe que W es el conjunto de todas las soluciones de un sistema lineal
homogéneo de ecuaciones (una ecuacién con tres incégnitas). Por lo tanto, W es un espacio
vectorial por el Teorema 3.22, donde se muestra que la suma y el producto por un escalar de
dos soluciones de un sistema lineal homogéneo son nuevamente una solucién.

Observacién. Sia =b=c =0, entonces W = R3. Si al menos uno de los nimeros a,b,c € R
es distinto de cero, entonces W es un plano en R? que pasa por el origen y tiene vector normal
a
n=|b
c

Para a,b,c,d € R fijos, con d # 0 y al menos uno de los nimeros a,b, ¢ distinto de 0, el
x

conjunto W = y | :ax +by+cz=d ) no es un subespacio de R?; véase la Figura 5.4,
z

pero si es un subespacio afin.

T L2
Demostracion. Veamos que W no es un espacio vectorial. Let w; = | y1 | and we = | yo
21 %)

en W. Entonces W + Wy ¢ W porque
a(ry +x2) +b(y1 +y2) +c(z1 + 22) = (ax1 +bys + c21) + (aw2 + by +c22) = d+d = 2d # d.

(Alternativamente, podriamos haber mostrado que si W € W y A € R\ {1}, entonces A\ ¢ W;
o podriamos haber mostrado que 0 ¢ W.)

Sabemos que W es un plano en R? que tiene vector normal 7 = (a, b, c)!, pero no pasa por
el origen. Esto muestra que W es un espacio vectorial afin porque puede escribirse como
W = vy + Wy, donde Wy es el plano paralelo a W que pasa por el origen y ¥y es un vector
arbitrario desde el origen hasta un punto del plano W. (Observe que Wy es el plano descrito
por ax + by + ¢z = 0.)

Observe que ya mostramos en el Corolario 3.23 que W es un espacio vectorial afin. O

Observacion. Sia=b=c =0, entonces W = &.
W = {Z € R®: ||Z|| > 5} no es un subespacio de R? ya que no contiene a 0.

W = {Z € R?: ||Z|| <9} no es un subespacio de R?. Por ejemplo, tome Z= [ 0 |. Entonces
Z € W; sin embargo, por ejemplo, 72 ¢ W (or: Z+ 2 ¢ W).
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FIGURA 5.4: El plano verde pasa por el origen y es un subespacio de R3. El plano rojo no pasa por el
origen y por lo tanto es un subespacio afin de R2.

T 1
= W= 22 | 2 € R ;. Entonces W no es un espacio vectorial. Por ejemplo, @ = | 1| € W,
x5 1
2
pero2d= (2| ¢ W.
2

Ejemplos 5.18 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios de M(m x n). Los siguientes
conjuntos son ejemplos de subespacios de M (m x n):

= El conjunto de todas las matrices con ay; = 0.

= El conjunto de todas las matrices con ai; = baqs.

= El conjunto de todas las matrices cuya primera fila es igual a su ultima fila.
Si m = n, entonces también los siguientes conjuntos son subespacios de M (n x n):

= El conjunto de todas las matrices simétricas.

= El conjunto de todas las matrices antisimétricas.

= El conjunto de todas las matrices diagonales.

= El conjunto de todas las matrices triangulares superiores.

= El conjunto de todas las matrices triangulares inferiores.
Los siguientes conjuntos no son subespacios de M (n x n):

= El conjunto de todas las matrices invertibles.
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= El conjunto de todas las matrices no invertibles.

= El conjunto de todas las matrices con determinante igual a 1.

Ejemplos 5.19 (Ejemplos y no ejemplos de subespacios del conjunto de todas las fun-
ciones de R en R). Sea V el conjunto de todas las funciones de R en R. Entonces V' claramente
es un espacio vectorial real. Los siguientes conjuntos son ejemplos de subespacios de V:

= El conjunto de todas las funciones continuas.

= El conjunto de todas las funciones diferenciables.

= El conjunto de todas las funciones acotadas.

= El conjunto de todos los polinomios.

= El conjunto de todos los polinomios de grado < 5.

» El conjunto de todas las funciones f con f(7) = 0.

= El conjunto de todas las funciones pares.

= El conjunto de todas las funciones impares.

Los siguientes conjuntos no son subespacios de V:

= El conjunto de todos los polinomios de grado 3.
= El conjunto de todos los polinomios de grado > 3.
s El conjunto de todas las funciones f con f(7) = 13.

= El conjunto de todas las funciones f con f(7) > 0.

Demuestre las afirmaciones anteriores.

Definicién 5.20. Para n € Ny, sea P, el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual
que n.

Observacion 5.21. P, es un espacio vectorial.

Demostracion. Claramente, la funcién cero pertenece a P, (es un polinomio de grado 0). Para
polinomios p,q € P, y nimeros A\ € R, claramente tenemos que p + ¢ y Ap son nuevamente
polinomios de grado a lo sumo n, asi que pertenecen a P,. Por la Proposiciéon 5.10, P, es un
subespacio del espacio de todas las funciones reales; por lo tanto es un espacio vectorial. O

Deberia haber entendido

= el concepto de subespacio de un espacio vectorial dado,

= por qué solo tenemos que verificar si un subconjunto dado de un espacio vectorial es no
vacio, cerrado bajo suma y cerrado bajo multiplicaciéon por escalares si queremos ver si es
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un subespacio,

= etc.

Ahora deberia ser capaz de

= dar ejemplos y no ejemplos de subespacios de espacios vectoriales,
= verificar si un subconjunto dado de un espacio vectorial es un subespacio,

= etc.

Ejercicios.

En los Ejercicios 1 al 13 diga si el subconjunto W es subespacio del espacio vectorial V.

1.

2.

3
4

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

Sea Ac M(mxn),V=R'yW={FecR": AT=0}.
Seaz €R", V=Mnxn)yW={AcV:AZ =0}

.SeaAe M(nxn),V=Mnxn)yW={BeV:AB=BA}

. Sea w € R™ un vector nonulo, V=R"y W ={Z eV :Z L w}.

Sea Ae M(nxn),V=Mnxn)yW={BeV:AB = 0}.

. V:R3yW={(ZiZ§Z) :z,yeR}.

V =M(nxn)y W el conjunto de todas las matrices con determinante cero.

V:M(2><2)yW:{(g “31> :a,beR}.

V =R3 y W el plano zy.

V=P, yW={peP,:p"(0) =0}

V=CR)y W ={fe€V:fa®=2f(2)}.
V=CR)yW={feV:fa®)=(f(x)>.
V=CR)yW={feV: [, f=0}

V = Cl(R) (funciones diferenciables en R) y W ={f eV : f(0) = f'(1)}.

Sea V=R'yW ={ZeV: (x,61)+ (x,8)+ -+ (x,8,) = 0}. Muestre que W es
subespacio vectorial de V.

Sea V = R3:
(a) Sea E un plano que pasa por el origen y W = {# € V : & L E}. Muestre que W es un
subespacio vectorial de V. ;Puede decir quién es W?

(b) Sea w € R® y W = {# € V : proy,, @ = 0}. Muestre que W es un subespacio vectorial
de V. jPuede decir quién es W?
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184 5.3. Combinaciones lineales e independencia lineal

(c) Sea W € R? y W ={Z eV :&xw=0}. Muestre que W es un subespacio vectorial de
V. {Puede decir quién es W?

17. EHV:M(2X2),SGRHW1:{AEVZ(IQQZO}yWQZ{(_2 2):a,b€R}.

(a) Muestre que W7 y Ws son subespacios vectoriales de V.

(b) Determine W7 N Wy y muestre que también es un subespacio de V.

5.3. Combinaciones lineales e independencia lineal

En esta seccion trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todos los enunciados también son verdaderos para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar R por C y la palabra real por complejo en todas partes.

Comenzamos con una definicién.

Definicién 5.22. Sea V un espacio vectorial real y sean vy,...,vx € V y aq,...,ar € R. Entonces
todo vector de la forma
V= v + - QUL (5.1)

se llama una combinacion lineal de los vectores vy, ..., v € V.

1 4 9 3
Ejemplos 5.23. s SeaV=R3yseanvi= (2], th=|(5]|,a=]12],b=1(3

3 6 15 3

Entonces @ y b son combinaciones lineales de U1 y U porque @ = ¥y + 2Us y b= —01 + Us.

10 0 1 57 L2
-SeaV—M(2x2)ybeanA—<0 1>aB_(_1 0)’R_<_7 5)’S_<—2 3>'

Entonces R es una combinacién lineal de Ay B porque R = 5A+7B. S no es una combinacién
lineal de A y B porque claramente toda combinacién lineal de A y B es de la forma

aA+ BB = <a5 g)

de modo que nunca puede ser igual a .S, ya que S tiene dos ntimeros diferentes en su diagonal.

Definicién y Teorema 5.24. i Sea V un espacio vectorial real y sean vy, ...,vi € V. Entonces
el conjunto de todas sus posibles combinaciones lineales se denota por

span{vy, ..., vk} = {oqvr + -+ v o, ..., 0 € R}
Es un subespacio de V y se llama el span lineal o el subespacio generado por los vectores vy, ..., V.
Los vectores vy, ..., v se llaman generadores del subespacio span{vy,...,v}.
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Observacion. Por definicién, el espacio vectorial generado por el conjunto vacio es el espacio
vectorial que consiste solamente en el vector cero, es decir, span{} := {O}.

Observacién. Otros nombres para “linear span” que se usan cominmente son subespacio generado

por vi,...,v 0 subespacio generado por vi,...,vk. En lugar de span{vi,..., v} se usa frecuen-

temente la notacién gen{vi,...,v;}. Todos estos nombres y notaciones significan exactamente lo

mismo.

Demostracion del Teorema 5.2/. Tenemos que mostrar que W := span{vy, ..., vx } es un subespacio
K )

de V. Para ello usamos nuevamente la Proposicién 5.10. Claramente, W no es vacio, ya que al menos
O € W (solo tenemos que escoger todos los o; = 0). Ahora sean u,w € W y A € R. Tenemos que
mostrar que A\u+w € W. Como u,w € W, existen nimeros reales oy, ...,a y B1,--., Bk tales que
U=a101 +...,Q U ¥y W= 101 + - + Brvi. Entonces

)\u+w=)\(a1v1+-~-+akvk)+ﬁlv1+-~-+ﬂkvk
= daqv1 + - - + Aagvg + Brvr + -+ Bruk
= (Aay + Br)vr + -+ (Ao + Br)v

lo cual pertenece a W, ya que es una combinacién lineal de los vectores vy, ..., vg. O

Observacion. Los generadores de un subespacio dado no son unicos.

. 10 0 -1 1 -1
Por ejemplo, sean A = (O 1) , B= (1 0> , C'= (1 1). Entonces

span{A, B} = {aA+ 3B : a,3 € R} :{(% _(f) :a,ﬂeR},
span{A, B,C} = {aA+ B +~C : a,f,7y € R} = {(giz _(()zﬁ—:_'yw) : a,ﬂ,’yeR},
span{A,C} = {aA+~C : o,y € R} :{<a?;7 a+ﬁyﬁy) :a,’yER}.

Vemos que span{A, B} = span{A, B,C} = span{A, C} (en todos los casos consiste exactamente
en aquellas matrices cuyas entradas diagonales son iguales y cuyas entradas fuera de la diagonal
difieren por un signo menos). Asi vemos que ni los generadores ni su niimero son unicos.

Observacion. Si un vector es una combinacién lineal de otros vectores, entonces los coeficientes
en la combinacién lineal no son necesariamente tinicos.

Por ejemplo, si A, B,C son las matrices anteriores, entonces A + B+ C = 2A + 2B = 2C or
A+2B+3C=4A+5B = B+4C, etc.

Observacién 5.25. Sea V un espacio vectorial y sean v1,...,v, y wi,..., W, vectores en V.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) span{vy,...,v,} =span{wi, ..., wp}.
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(11) v; € spanf{ws,...,wy,} for every j =1,...,ny wy € spanf{vy,...,v,} forevery k =1,...,m.

Demostracion. (1) = (11) es claro.

(11) = (1): Observe que v; € span{ws, ..., wy} para todo j = 1,...,n implica que todo v; puede
escribirse como una combinacién lineal de los wy,...,w,,. Entonces también toda combinacién
lineal de vy, ..., v, es una combinacién lineal de wy, ..., w,,. Esto implica que span{vy,...,v,} C
span{wi, ..., wy,}. La inclusién reciproca span{ws,...,wy} C spanf{vy,...,v,} se puede mostrar
de manera andloga. Ambas inclusiones juntas muestran que debe haber igualdad. O

Ejemplos 5.26. (1) P, =span{l, X, X? ..., X"~} X"} ya que todo vector en P, es un polino-
mio de la forma p = @p X" 4+ 1 X" 14+ 4+ o1 X + g, por lo tanto es una combinacién
lineal de los polinomios X™, X»~! ... X, 1.

Ejercicio. Muestre que {1, 1+ X, X + X2 ..., X" !+ X"} es también un conjunto de

generadores de P,.

(11) El conjunto de todas las matrices antisimétricas 2 x 2 estd generado por { (? 0) }

(111) Sea V = R? y sean ¥, € R?\ {0}.

= span{¢} es una recta que pasa por el origen y es paralela a ¥.

= Si ¥ | W, entonces span{¥, W} es un plano que pasa por el origen y es paralelo a ¥ y .
Si ¥ || W, entonces es una recta que pasa por el origen y es paralela a v.

Ejemplo 5.27. Sean p; = X2 — X +1,ps = X2 —2X +5 € P, y sea U = span{py, p2}. Verifique
siq=2X%2—-X—-2yr=X?+ X — 3 pertenecen a U.

Solucion. = Verifiquemos si ¢ € U. Para ello tenemos que verificar si podemos encontrar «, /3
tales que ¢ = ap; + Bp2. Sustituyendo las expresiones de p1, ps, ¢ obtenemos

2X?2 - X —2=a(X? - X+ 1)+ B(X? - 2X +5) = X?(a+B) + X(—a —28) + a +585.

Comparando coeficientes de las distintas potencias de X, obtenemos el sistema de ecuaciones

a+ =2
—a — 20 =-1,
a—+ 58 =-2.

Usamos el proceso de Gaufl-Jordan para resolver el sistema:

1 1 2 1 1 2 1 0 3
A=|-1 -2 -1] — [0 -1 1] — (0 1] -1
1 5] =2 0 41 —4 0 0 0
Se sigue que @« = 3 y = —1 es una solucién, y por lo tanto ¢ = 2p; — p2, lo cual muestra

que g € U.
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Verifiquemos si » € U. Para ello tenemos que verificar si podemos encontrar «, 8 tales que
r = apy + Bpe. Sustituyendo las expresiones de pi, p2, ¢ obtenemos

X2+ X -3=a(X? - X+1)+B(X?>-2X+5)=X*(a+ )+ X(—a—28) +a+5p.

Comparando coeficientes de las distintas potencias de X, obtenemos el sistema de ecuaciones

a+ p=1,
—a— 28 =1,
o+ 5p8 = —3.

Usamos el proceso de Gaufl-Jordan para resolver el sistema:

1 1 1 1 1 2 1 0 2
A=|-1 -2 1] — |0 -1 2] — |0 1] -2
5| —3 0 41 -4 0 0 4

Vemos que el sistema es inconsistente. Por lo tanto r no es una combinacién lineal de p; y p2,
de modo que r ¢ U. o

Definicién 5.28. Un espacio vectorial V se llama finitamente generado si tiene un conjunto finito
de generadores.

Ejemplos 5.29. Los siguientes espacios vectoriales son finitamente generados.

El espacio vectorial trivial {O} es finitamente generado.
R™ porque claramente R™ = span{é1, ..., €,}, donde €; es el j-ésimo vector unitario.

M (m x n) porque estd generado por el conjunto de todas las matrices posibles que son 0 en
todas partes excepto por un 1 en exactamente una entrada.

P, es finitamente generado, como se mostré en el Ejemplo 5.26.

Sea P el espacio vectorial de todos los polinomios reales. Entonces P no es finitamente gene-
rado.

Demostracion. Supongamos que P es finitamente generado y sea ¢, ..., gr un sistema de
generadores de P. Observe que los ¢; son polinomios. Denotaremos sus grados por m; = deg g;
y ponemos M = méx{mj, ..., my}. Entonces cualquier combinacién lineal de ellos serd un
polinomio de grado a lo sumo M, sin importar cémo escojamos los coeficientes, Sin embargo,
hay elementos en P que tienen grado mayor, por ejemplo X™*1. Por lo tanto ¢, ..., g no
pueden generar todo P. O

Otra demostracién usando el concepto de dimensién se dara en el Ejemplo 5.56 (f).

Mas adelante, en el Lema 5.53, veremos que todo subespacio de un espacio vectorial finitamente
generado es nuevamente finitamente generado.

Ahora nos preguntamos cudl es el menor nimero de vectores que necesitamos para generar R"™.
Sabemos, por ejemplo, que R™ = span{&,...,&,}. Asi que en este caso tenemos n vectores que
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generan R"™. ;Podria ser que fueran suficientes menos vectores? Claramente, si quitamos uno de
los €;, entonces el sistema restante ya no genera R", ya que “falta una coordenada”. Sin embargo,
jpodriamos quiza encontrar otros vectores de modo que n — 1 o menos vectores sean suficientes
para generar todo R™? La siguiente proposicion dice que esto no es posible.

Proposicién 5.30. Sean 4, ...,0 vectores en R™. Si span{vy,...,0;} = R"™, entonces k > n.

Demostracion. Sea A = (¥4]...|0;) la matriz cuyas columnas son los vectores dados. Sabemos que
existe una matriz invertible E tal que A’ = EA estd en forma escalonada reducida (la matriz E
es el producto de matrices elementales que corresponden a los pasos del proceso de GauB-Jordan
para llegar a la forma escalonada reducida). Ahora, si k < n, entonces sabemos que A’ debe tener
al menos una fila que consiste solamente en ceros. Si podemos encontrar un vector W tal que se
transforme en €, bajo el proceso de GauB-Jordan, entonces tendriamos que AZ = w0 es inconsistente,
lo que significa que W ¢ span{vy,...,0}. ;Cémo encontramos tal vector w? Bueno, solo tenemos
que comenzar con €, y “hacer el proceso de GauBi-Jordan al revés”. En otras palabras, podemos
tomar w = E~',. Ahora, si aplicamos el proceso de Gaufi-Jordan a la matriz aumentada (A|@),
llegamos a (EA|EwW) = (A’|€,), que ya sabemos que es inconsistente.

Por lo tanto, £ < n no es posible y, por lo tanto, debemos tener que k£ > n. O

Observe que la demostracién anterior es bédsicamente la misma que la de la Observacién 3.37.
Observe que el sistema de vectores ULy vy Uk € R™ es un conjunto de generadores de R" si y solo
si la ecuacién Ay = b tiene solucién para todo beR" (como arriba, A es la matriz cuyas columnas
son los vectores 1, ..., Uk).

Ahora responderemos la pregunta de cuando los coeficientes de una combinacién lineal son tnicos.
La siguiente observacion nos muestra que solo tenemos que responder esta pregunta para el vector
cero.

Observacién 5.31. Sea V un espacio vectorial, sean v1,...,v; € V y sea w € span{vy,..., vy}
Entonces existen unicos (i, ..., 8r € R tales que

Brvr + -+ Brog = w (5.2)
si y solo si existen tnicos ag,...,ar € R tales que

avy + - Fagu = O. (5.3)

Demostracion. Primero observe que (5.3) siempre tiene al menos una solucién, a saber, ay = - - -
ag = 0. Esta solucion se llama la solucion trivial.

Supongamos que (5.2) tiene dos soluciones distintas, de modo que existen 71, ...,y € R tales que
para al menos un j =1,...,k tenemos 5; # v; y
Y1iv1 + o+ YRV = W (527)

Restando (5.2) y (5.2’) obtenemos
(Br—y)vi 4+ (B —)os =w—w=0
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donde al menos un coeficiente es distinto de cero. Por lo tanto, (5.3) también tiene mds de una
solucién.
Por otro lado, supongamos que (5.3) tiene una solucién no trivial, es decir, al menos uno de los «;
en (5.3) es distinto de cero. Pero entonces, si sumamos (5.2) y (5.3), obtenemos otra solucién para
(5.2) porque

(a1+51)v1+---+(ak+ﬁk)vk:(D+w:w. O

La demostracién muestra que hay tantas soluciones de (5.2) como de (5.3).
También debe observarse que si (5.3) tiene una solucién no trivial, entonces automéaticamente tiene

infinitas soluciones, porque si aq,...,a; es una solucién, entonces también cay, ..., cop es una
solucién para ¢ € R arbitrario, ya que

caivr + -+ capvg = c(avr + - -+ agvg) = cO = O.

De hecho, la discusion anterior deberia recordarle la relacién entre las soluciones de un sistema no
homogéneo y las soluciones de su sistema homogéneo asociado en el Teorema 3.22. Observe que,
tal como en el caso de los sistemas lineales, (5.2) podria no tener solucién. Esto ocurre si y solo
si w ¢ span{vy,...,vg}.

Si V = R", entonces la observacién anterior es exactamente el Teorema 3.22.

Asi vemos que solo puede ocurrir uno de los dos casos siguientes: (5.4) tiene exactamente una
solucién (la trivial) o tiene infinitas soluciones. Observe que esto es andlogo a la situacién de las
soluciones de sistemas lineales homogéneos: o bien tienen solamente la solucién trivial, o bien tienen
infinitas soluciones. La siguiente definicién distingue entre los dos casos.

Definicién 5.32. Sea V un espacio vectorial. El conjunto de vectores vy,...,vx en V se llama
linealmente independiente si

a1 + -+ apvy =0 (5.4)

tiene solamente la solucién trivial. Se llaman linealmente dependientes si (5.4) tiene més de una
solucién.

Observacion 5.33. El conjunto vacio es linealmente independiente, ya que O no puede escribirse
como una combinacién lineal no trivial de vectores del conjunto vacio.

Antes de continuar con la teorfa, damos algunos ejemplos.

Ejemplos. (1) Los vectores v7

(é) y U3 = (_g) € R? son linealmente dependientes porque

407 + v3 = 0.

(11) Los vectores v7 = (1) y U2 = (g) € R? son linealmente independientes.
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Demostracion. Consideremos la ecuaciéon avi + Sv; = 0. Esta ecuacién es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones lineales para a y 3:

a4+ 38=0,
2a 4+ 08 = 0.
Podemos usar el proceso de GauB-Jordan para obtener todas las soluciones. Sin embargo, en
este caso vemos facilmente que o = 0 (de la segunda linea) y luego que 8 = —%a = 0. Observe
. , 3 . .
que también podriamos haber calculado det 9 o) = —6 # 0 para concluir que el sistema
homogéneo anterior tiene solamente la solucién trivial. Observe que las columnas de la matriz
son exactamente los vectores dados. O]
1 2
(1) Los vectores v7 = [ 1| y 73 = | 3 | € R son linealmente independientes.
1 4
Demostracion. Consideremos la ecuacién avi + fvz = 0. Esta ecuacién es equivalente al

siguiente sistema de ecuaciones lineales para a y 3:

a+ 28 =0,

a+368=0,

a+ 48 =0.
Si restamos la primera ecuacién de la segunda, obtenemos 8 = 0 y luego a = —28 = 0. Asi,
nuevamente, este sistema tiene solamente la solucién trivial y por lo tanto los vectores v7 y
¥5 son linealmente independientes. O

1 -1 0 0

(tv) Sean vy = | 1|, v3 = 2| v3=|0] yva=|6] € R? Entonces
1 3 1 8

(a) El sistema {7, 5,03} es linealmente independiente.

(b) El sistema {t7,7s,7,} es linealmente dependiente.

Demostracion. (a) Consideremos la ecuacién avi + fv3 + yv3 = 0. Esta ecuacién es equiva-
lente al siguiente sistema de ecuaciones lineales para a, 8y v:

a—18+0y =0,
a+ 28+ 0y=0,
a+38+1y=0.

Usamos el proceso de Gau-Jordan para resolver el sistema. Observe que las columnas
de la matriz asociada al sistema anterior son exactamente los vectores dados ¥, ¥, U3.

A=

— = =
W N =
S O =
>~ QL
_— o O
O O =

-1
1
4

_— o O
O O =
o = O
_— o O

0
0] —
1
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Por lo tanto, la tinica solucién es &« = f = v = 0 y, en consecuencia, los vectores v, Uz, U3
son linealmente independientes.

Observe que también podriamos haber calculado det A = 3 # 0 para concluir que el
sistema homogéneo tiene solamente la solucién trivial.

(b) Consideremos la ecuacién avy + Sv3 + 6v;y = 0. Esta ecuacién es equivalente al siguiente
sistema de ecuaciones lineales para «, 8 y ¢:

a— 18+ 00 =0,
a+26+65=0,
a+ 38+ 85 =0.

Usamos el proceso de Gauf-Jordan para resolver el sistema. Observe que las columnas
de la matriz asociada al sistema anterior son exactamente los vectores dados.

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
A=11 2 61 —10 3 6] —10 1 2] —10 1 2
1 3 8 0 4 8 0 1 2 0 0 0
1 0 2
— {0 1 2
0 0 O
Asi que hay infinitas soluciones. Si tomamos § = ¢, entonces « = f = —2t. En con-

secuencia, los vectores ¥7,7s,7s4 son linealmente dependientes, porque, por ejemplo,
—29 — 22Uy + ¥4 = 0 (tomando ¢t = 1).

Observe que también podriamos haber calculado det A = 0 para concluir que el sistema
tiene infinitas soluciones. O

(v) Las matrices (8 (1)) and (é 8) son linealmente independientes en M (2 x 2).

0 1 0 1 0 0
M(2 x 2) porque A— B —C =0.

(vi) Las matrices A = (1 1) , B= (1 0) and C = (0 1> son linealmente dependientes en

Después de estos ejemplos, continuaremos con algunos hechos sobre la independencia lineal. Co-
menzamos con el caso especial en el que tenemos solamente dos vectores.

Proposiciéon 5.34. Sean v, vy vectores en un espacio vectorial V.. Entonces v1,ve son linealmente
dependientes si y solo si un vector es multiplo del otro.

Demostracion. Supongamos que vy, v2 son linealmente dependientes. Entonces existen aq,as € R
tales que a1v1 + apvy = 0 y al menos uno de oy y as es distinto de cero, digamos o1 # 0. Entonces
tenemos vy + 3—?1}2 =0, de donde v; = fz—fvg.

Ahora supongamos, por otro lado, que, por ejemplo, v; es un multiplo de vo, es decir, v1 = Avsy for
some A € R. Entonces v; — Avy = 0, lo cual es una solucién no trivial de ayvy + apve = 0, porque
podemos tomar a; =1 # 0y as = —\ (observe que A puede ser cero). O
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192 5.3. Combinaciones lineales e independencia lineal

La proposiciéon anterior no puede extenderse al caso de tres o mas vectores. Por ejemplo, los
1\ » 0\ .

1 . . 7 L =
o) b= 1) €= 1) son linealmente dependientes porque @ + b — ¢ = 0, pero

ninguno de ellos es multiplo de alguno de los otros dos vectores.

vectores @ = (

Proposicién 5.35. Sea V un espacio vectorial.

(1) Todo sistema de vectores que contiene a O es linealmente dependiente.

(1) Seanvy,...,vx €V y supongamos que existen aq, ..., ar € R tales que aqvy +- - -+ agvg = O.
Si o # 0, entonces vy es una combinacion lineal de los otros v;.

(1) Si los vectores vy,...,v; € V son linealmente dependientes, entonces para todo w € V, los
vectores vy, ..., Vg, w son linealmente dependientes.
(tv) Siwvy,...,vx son vectores en V. y w es una combinacién lineal de ellos, entonces vy, ..., vk, w

son linealmente dependientes.

(V) Si los vectores vy,...,vr € V son linealmente independientes, entonces todo subconjunto de
ellos es linealmente independiente.

Demostracion. (1) Sean vy,...,vx € V. Claramente 10+ 0v; +- - - +0v, = O es una combinacién
lineal no trivial que da ©. Por lo tanto, el sistema {O, vy,...,v;} es linealmente dependiente.
. . Q. «

(11) Siay # 0, entonces podemos despejar ve: vy = _%Ul — i—[lvg,l — é;l Vpgp—+-— %Uk~

(1) Si los vectores vy,...,v, € V son linealmente dependientes, entonces existen ag,...,a; € R

tales que al menos uno de ellos es distinto de cero y ajvy + -+ - + agvr = O. Pero entonces

también ajv1+- - -+ agvE+0w = O lo cual muestra que el sistema {v1, ..., v, w} es linealmente
dependiente.

(1v) Supongamos que w es una combinacién lineal de vy, ..., v;. Entonces existen aq,...,a; € R

tal que w = aqvy + - - - + agvg. Por lo tanto obtenemos w — ajv; — - - - — agvr, = O que es una

combinacién lineal no trivial, ya que el coeficiente de w es 1.

(V) Supongamos que un subsistema de v1,...,v; € V es linealmente dependiente. Entonces, por
(111), todo sistema que lo contiene también debe ser linealmente dependiente. En particular,
el sistema original de vectores debe ser linealmente dependiente, lo cual contradice nuestra
hipotesis. Observe que también el conjunto vacio es linealmente independiente por la Obser-

vacién 5.33. 0
Ahora nos especializamos al caso en que V = R™. Tomemos vectores 9y, ..., U, € R y escribamos
(1] -+ |Uk) para la matriz n X k cuyas columnas son los vectores 71, ..., U.

Lema 5.36. Con la notacion anterior, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) 71, ..., son linealmente dependientes.

(1) Ezisten oy, ..., ak, no todos iguales a cero, tales que a1y + -+ - + ay Uy = 0.
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ai ag
(1) Eziste un vector | = | # 0 tal que (3] - |t)) =0.
Qg Qg
(1v) El sistema homogéneo correspondiente a la matriz (U1|-- - |Uk) tiene al menos una solucién no

trivial (y por lo tanto infinitas soluciones).

Demostracion. (1) = (11) es simplemente la definicién de dependencia lineal. (11) = (111) es
solamente reescribir la ecuacién vectorial en forma matricial. (1v) solo dice con palabras lo que
significa la ecuacién en (111). And finally (1v) == (1) holds because every non trivial solution the
inhomogeneous system associated to (¥ ] - - - |0;) gives a non-trivial solution of a9 +- - -+ a0y, O

Como sabemos que un sistema lineal homogéneo con mas incégnitas que ecuaciones tiene infinitas
soluciones, obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.
Corolario 5.37. Sean vy,...,0; € R™.
(1) Sik > n, entonces los vectores v, ..., Uy son linealmente dependientes.
(11) Si los vectores ¥y, . .., U son linealmente independientes, entonces k < n.
Observe que (11) no dice que si k < n, entonces los vectores ¥, . . ., U, son linealmente independien-

tes. Solo dice que tienen la posibilidad de ser linealmente independientes, mientras que un sistema
con mas de n vectores siempre es linealmente dependiente.

Ahora nos especializamos aun més al caso en que k = n.

Teorema 5.38. Sean v1,...,vU, vectores en R™. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
(1) ¥1,...,0, son linealmente independientes.
(o751 (671
(11) La inica solucion de (T1]---|vn) | ¢ | = 0 es el vector cero = 0.
(67% 75
(1) La matriz (V1] - |U,) es invertible.

(1v) det(@y] - |T,) # 0.

Demostracion. La equivalencia de (1) y (11) se sigue del Lema 5.36. La equivalencia de (11), (111) y
(1v) se sigue del Teorema 4.11. O

Formule un teorema andlogo para vectores linealmente dependientes.

Ahora podemos enunciar cudndo un sistema de n vectores en R™ genera R".

Teorema 5.39. Sean v, ..., 0, vectores en R"™. y let A = (1] ---|¥,) be the matriz whose columns
are the given vectors vy, -+ ,U,. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) ¥1,...,0, son linealmente independientes.
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194 5.3. Combinaciones lineales e independencia lineal

(1) R™ = span{dy,...,0,}.
(mm1) det A # 0.

Demostracion. (1) <= (111) se muestra en el Teorema 5.38.

(11) <= (111): Los vectores 1, ..., 7, generan R™ si y solo si para todo @ € R™ existen nimeros
B1

B1,..., By, tales que 810 + - - -+ Brv, = W. En forma matricial, esto significa que A( : ) = . Por
B

el Teorema 3.44 sabemos que esto tiene una solucién para todo vector  si y solo si A es invertible

(porque si aplicamos Gauf-Jordan a A, debemos llegar a la matriz identidad). O

La demostracion del teorema anterior procede basicamente asi: Consideramos la ecuacién AS = .

;Cuando son linealmente independientes los vectores 7, ..., 7,7 — Son linealmente independientes
si y solo si para @ = 0 el sistema tiene solamente la solucién trivial. Esto ocurre si y solo si la forma
escalonada reducida de A es la matriz identidad. Y esto ocurre si y solo si det A # 0.

;,Cuando generan R”™ los vectores v7, ..., 0,7 — Lo hacen si y solo si para todo vector dado w € R™
el sistema tiene al menos una solucién. Esto ocurre si y solo si la forma escalonada reducida de A
es la matriz identidad. Y esto ocurre si y solo si det A # 0.

Como una matriz cuadrada A es invertible si y solo si su transpuesta A¢ es invertible, el Teorema 5.39
conduce inmediatamente al siguiente corolario.

Corolario 5.40. Para una matriz A € M(n x n) las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A es invertible.
(11) Las columnas de A son linealmente independientes.

(1) Las filas de A son linealmente independientes.
Terminamos esta seccién con mas ejemplos.

Ejemplos. = Recordemos que P, es el espacio vectorial de todos los polinomios de grado < n.
En Ps, consideramos los vectores p1 = X> — 1, po = X2 — 1, p3 = X — 1. Estos vectores son

linealmente independientes.

Demostracion. Sean g, s, as € R tales que aip; + asps + azps = 0. Esto significa que

0=a;(X®—1)+a(X?—1)+az(X —1)
= OleB + 042X2 + azX — (041 —+ g + 013).
Comparando coeficientes, se sigue que vy = 0, ag = 0, a3 = 0y a1 + as + ag = 0 lo cual

muestra que pp, p2 ¥ p3 son linealmente independientes. O

Si ademds tomamos py = X> — X2, entonces el sistema p1, p2, p3 v ps es linealmente depen-
diente.
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Demostracion. Como antes, sean a1, as, as, gy € R tales que a1p1 + asgps + asps + aaps = 0.
Esto significa que

0=01(X3—1)+aa(X?—1) +az(X — 1)+ au(X® - X?)
= (o1 4+ ) X3+ (ap — ) X? + a3 X — (a1 + az + as).

Comparando coeficientes, esto es equivalente a a1 +ay = 0, as—ay =0, a3 = 0y a3 +as+ag =
0. Este sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones. Estan dadas por as = ay = —ay € R,
ag = 0 (jverifique esto!). Por lo tanto pi, p2, ps v psa son linealmente dependientes. O

Ejercicio. Muestre que p1, p2, p3 v ps son linealmente independientes si p5 = X3 + X2.

= En P,, consideramos los vectores p; = X2 +2X —1, ps =5X +2, p3 = 2X? — 11X — 8. Estos
vectores son linealmente dependientes.

Demostracion. Sean aq, az, as € R tales que a1p; + aops + agps = 0. Esto significa que

0=a;(X?+2X — 1)+ a2(5X +2) + az(2X? — 11X — 8)
= (041 + 20(3)X2 + (20&1 + 5ag — 11043)X — a1 + 209 — 8043).

Comparando coeficientes, se sigue que a; +2a3 = 0, 2a1 +bas—11lag = 0, —a;+2a5—8az = 0.
Escribimos esto en forma matricial y aplicamos Gauf3-Jordan:

1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2
25 ~-11)|—1(0 5 -15] — [0 1 3] — (|0 1 -3
-1 2 =8 0 2 -6 01 =3 0 0 0

Esto muestra que el sistema tiene soluciones no triviales (jencuéntrelas!) y por lo tanto p1, pa
v ps son linealmente dependientes. O

-EnV:M(ZxZ)considereA:(é ?),B: 1 2),02(0 5).EntoncesA,B,C’son
A—B—%C:O.

3 2 2 2 1 2 2
6>’B_<1 1 1>,C—<2 1 1).Entonces

linealmente dependientes porque

1
4
A, B, C son linealmente independientes.

» En V = M(2 x 3) considere A = (

(G200 \V]

Ejercicio. jDemuéstrelo!

= Encuentre un conjunto de generadores para el espacio vectorial

x
V= y|leR3:z+2y=0
z
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Solucién. Claramente, V es un subespacio de R3 (es un plano). Sean ¥ = (é) € V. Por

definicién de V', tenemos que = + 2y = 0. Podemos despejar x o y en la ecuacién anterior;

obtenemos z = —2y. So
x —2y -2 0
r=|y| = Yyl =vy 11+=2(0
z z 0 1
-2 0
Por lo tanto 11,10 es un conjunto de generadores para V. o
0 1

Deberia haber entendido

= qué es una combinacion lineal,
= ¢l concepto de independencia lineal,

= el concepto de subespacio generado y que este consiste o bien solamente en el vector cero o
bien en infinitos vectores,

= geométricamente el concepto de independencia lineal en R? y R3,
= que los coeficientes en una combinaciéon lineal no son necesariamente tinicos,

= qué dice el nimero de soluciones de A% = 0 sobre la independencia lineal de las columnas
de A vistas como vectores en R™,

= qué dice la existencia (o no existencia) de soluciones de AZ = b para todo b € R™ sobre el
subespacio generado por las columnas de A vistas como vectores en R™,

= por qué una matriz A € M(n x n) es invertible si y solo si sus columnas son linealmente
independientes,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= verificar si un vector dado es una combinacion lineal de un conjunto dado de vectores,

= verificar si un vector dado pertenece al subespacio generado por un conjunto dado de vec-
tores,

= verificar si un conjunto dado de vectores es un generador de un espacio vectorial dado,
= encontrar un conjunto de generadores para un espacio vectorial dado,
= verificar si un conjunto dado de vectores es linealmente independiente,

= etc.

Ejercicios.
En los ejercicios 1 al 10, encontrar un conjunto generador para el espacio dado. Antes de hacerlo,

asegurese que los conjuntos dados efectivamente son espacios vectoriales.
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1. {TeR:z+y+2=0}

2. {TeR¥:z+y+2=0 z—y—2z=0}

3. Matrices antisimétricas de tamano 3 x 3.

4. Polinomios de grado < 3 tal que p”(0) = 0.

5. Polinomios de grado < 3 tal que fol xp(z)dz = 0.
6. {p € P3:p(0) =p(1), p'(0) =p'(1)}.
7. La recta en R? dada por 2z +y = 0.
8. El plano 3z +2y — z = 0 en R3.

9. La recta en R? dada por £=%=3z

3
10. {p € P3 : p(x) = az® + cx® + a — 2c}.

1

—_

. Muestre € span

O = = =
== = O
OO = =

1
5
3
4

12. Muestre que el conjunto {z* + 1,23 — 5,22, 22 — 1} genera todos los polinomios de grado < 3
tales que su primera derivada evaluada en cero vale cero.

2 1 0
13. Muestre que [ 1 | no pertenece al generado de 11,11
3 1 1
14. En los siguientes ejercicios, diga si los vectores dados son linealmente independientes o depen-
dientes.
2 —4 (d) En P3; 23 +1, 2% -5, 22 y 22 — 1.
3.
(a) En R3: —le ; ; (e) En Py; 1 — 2, 1+ o, 22
(f) En Ps; 2z, 233, 1+2—423, 23+182—9.
0 1 1 _ . 9 5
) Enr3: (1], (o], |1 (g) En C(R); cos2t, sin“t, cos®t.
1 1 0

(c) En M(2x2); <i_(1)), <2‘§> (‘;_é)

. . . . 1-—
15. jPara qué valores de ¢ son linealmente independientes los vectores ( _CC) y ( ¢ >?

1+c¢
1 0 2
16. Determine si el siguiente conjunto 21,111, (3 es linealmente independiente y
1 1 1

describa su generado.
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1 2 3
17. ;Para qué valores de « son linealmente independientes los vectores | 2], | -1], |a|?
3 4 4
1 1 1
18. Determine condiciones sobre a, b, ¢ para que los vectores | a |, b |, | ¢ | sean lineal-
a? b? c?
mente independientes (ver Seccién 4.1, Ejercicio 2.).
2 —4 1
19. ;Para qué valores de « son linealmente dependientes los vectores | —5 | , 0], [a]?
3 —6 0

20. Falso o verdadero:

a) Cinco vectores de R* pueden ser linealmente independientes.

Un espacio vectorial puede tener infinitos conjuntos generadores.

(c

(a)
(b) Dos vectores de R? pueden generar todo el espacio R3.
)
(d)

Sea V un espacio vectorial y W = span{vy, ...,v,}. Entonces W = span{vy, ..., v,, w}
para todo w € W.

(e) En R™, si 47, .., 2} son linealmente independientes y A es una matriz invertible entonces
los vectores Az1, .., A2}, son linealmente independientes.
) )

5.4. Base y dimension

En esta seccién trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todos los enunciados también son verdaderos para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar R por C y la palabra real por complejo en todas partes.

Definicién 5.41. Sea V un espacio vectorial. Una base de V' es un conjunto de vectores {v1, ..., v,}
en V que es linealmente independiente y genera V.

La siguiente observacion muestra que una base es un sistema minimal de generadores de V' y, al
mismo tiempo, un sistema mazximal de vectores linealmente independientes.

Observacién. Sea {vi,...,v,} una base de V.

(1) Sea w € V. Entonces {v1,...,v,,w} no es una base de V, porque este sistema de vectores ya
no es linealmente independiente por la Proposicién 5.35 (1v).

(11) Si quitamos uno de los vectores de {v1,...,v,}, entonces ya no es una base de V, porque
el nuevo sistema de vectores ya no genera V. Por ejemplo, si quitamos vy, entonces v; ¢
span{va,...,v,} (de lo contrario, vy, ..., v, serfan linealmente dependientes), y por lo tanto

span{va, ..., v, # V.
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Observacién 5.42. Por definicién, el conjunto vacio es una base del espacio vectorial trivial {O}.

Observacion 5.43. Toda base de R" tiene exactamente n elementos. Para ver esto, observe que
por el Corolario 5.37, una base puede tener a lo sumo n elementos, porque de lo contrario no puede
ser linealmente independiente. Por otro lado, si tuviera menos de n elementos, entonces, por la
Observacion 5.30, no podria generar R™.

1 0 0
Ejemplos 5.44. » Una base de R3 es, por ejemplo, 0], (1], 10 . Los vectores de es-
0 0 1
ta base son los vectores unitarios estandar. La base se llama la base estdndar (o base candnica)
de R3.
Otros ejemplos de bases de R? son
1 1 1 1 4 0
o], (1], (1]}, 2], (5], [2
0 0 1 3 6 1

Ejercicio. Verifique que los sistemas anteriores son bases de R3.

Los siguientes sistemas no son bases de R3:

1 4 3 1 4 1 1 1 0
201, 5], [2]5%. 20, 5] %, of, (1], 1], (o
3 9 5 3 6 0 0 1 1

Ejercicio. Verifique que los sistemas anteriores no son bases de R3.

= La base estandar en R™ (o base candnica en R™) es {&1,...,€,}. Recordemos que los &; son
los vectores unitarios estandar cuya j-ésima entrada es 1 y todas las demds entradas son 0.

Ejercicio. Verifique que forman una base de R™.
» La base estdndar en P, (o base candnica en P,) es {1,X, X2, ..., X"}.
Ejercicio. Verifique que forman una base de P,.

» Sean p; = X, pp = 2X?+5X — 1, p3 = 3X2 + X + 2. Entonces el sistema {p1,pa,p3} es una
base de Ps.

Demostracion. Tenemos que mostrar que el sistema es linealmente independiente y que genera
el espacio P. Sea ¢ = aX? + bX + ¢ € P,. Queremos ver si existen a1, as, az € R tales que
q = a1p1 + aaps + asps. Si desarrollamos esta ecuacién, encontramos
aX? +bX +c=a X +a(2X? +5X — 1) + a3(3X? + X +2)
= (2042 + 30&3)X2 + (041 + bag + Oég)X — o + 2as3.
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Comparando coeficientes, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales para los o;:

200 + 303 =a 0o 2 3 a1 a
a1+ Das+ az=2> en forma matricial: 1 5 1 as | =1b
—ag + 203 = ¢ 0 —1 2 o3 c
Ahora aplicamos Gauf-Jordan a la matriz aumentada:
0 2 3|a 1 5 11% 1 0 11| b+5¢
1 5 1|b6] —10 -1 2 c|]— (0 1 -2 c
0 -1 2] ¢ 0 2 3]a 0 0 7| a+2c

Asi vemos que hay exactamente una solucién para cualquier ¢ dado. La existencia de tal
solucién muestra que {p1,p2, p3} genera P,. También vemos que para cualquier ¢ € P> dado
hay exactamente una manera de escribirlo como combinacion lineal de p1, p2, p3. Si tomamos
el caso especial ¢ = 0, esto muestra que el sistema es linealmente independiente. En resumen,
{p1,p2, p3} es una base de P;. O

Seanp; = X +1, po = X2+ X, p3 = X3+ X?, py = X2+ X%+ X + 1. Entonces el sistema
{p1,p2,p3,ps} NO es una base de Ps.

Ejercicio. jMuestre esto!

En los espacios M(m x n), el conjunto de todas las matrices A;; forma una base, donde A;;
es la matriz con a;; = 1 y todas las demds entradas iguales a 0. Por ejemplo, en M (2 x 3)
tenemos la siguiente base:

1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 0 0)7\0 0 0/7\0 O O/”\1 0 0/”\0 1 0/>\0 0 1)°

1 0 1 0 1 0 1 1
LetA-(O 0>,B—<1 O),C—(l 1),D—(1 1).Entonces{A7B7C’,D}esuna

base de M (2 x 2).

., a b . . . . .,
Demostracion. Sea M = c d) una matriz arbitraria 2 x 2. Consideremos la ecuacion

M = a1 A+ asB + asC + ayD. Esto conduce a

a b\ (10 10 10 11
e d) =90 o) T2(1 o) T\ 1) T\

_ a1 + Qo + a3+ oy QY
g + a3+ ay ag+ay )’

Asf obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para los «;:

a1 + as +az +ag = a 1 1 1 1 aq a
ag=0b D 0 0 0 1 ar | | b

g +s -+ = C en forma matricial: 001 1 1 as | = | e

ag +ay =d 0 0 1 1 oy d
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Ahora aplicamos Gauf-Jordan a la matriz aumentada:

1 1 1 1| a 1 1 1 1| a 1 1 1 0]a-—0
0001b_>01116_>01108—b
01 1 1] c¢ 0 01 1]|d 0 01 0|d-b»b
0 01 1]|d 0 00 1|59 0 0 0 1 b
1 1 0 0] a—d 1 0 0 0fa—c
_)01006—d_>01000—d
0 01 0 d-—bd 0 01 0|d-b»b
0 0 01 b 0 0 0 1 b

[\)

Vemos que hay exactamente una solucién para cualquier M € M (2 x 2) dado. La existencia
de la solucién muestra que las matrices A, B,C, D generan M (2 x 2) y la unicidad muestra
que son linealmente independientes si escogemos M = 0. O

El siguiente teorema es muy importante. Dice que si V tiene una base que consiste en n vectores,
entonces toda base consiste exactamente en n vectores.

Teorema 5.45. Sea V' un espacio vectorial y sean {vi,...,vn} and {wy,...,w,} bases de V.
Entonces n = m.

Demostracion. Supongamos que m > n. Mostraremos que entonces los vectores wyq, ..., W, No
pueden ser linealmente independientes; por lo tanto, no pueden ser una base de V. Como los
vectores v1,...,V, son una base de V, todo w; puede escribirse como combinacién lineal de ellos.
Por lo tanto, existen nimeros a;; tales que

w1 = a11V1 + G12V2 + -+ G1pUn,
W = G21V1 + G22V2 + -+ + G2pVn,

(5.5)
Wiy = Gm1V1 + GmavV2 + - + AmpUn-
Ahora consideramos la ecuacién
Qw1 + -+ CpWiy = 0. (56)
Silos wy, . .., wy, fueran linealmente independientes, entonces deberia seguirse que todos los ¢; son
0. Sustituimos (5.5) en (5.6) y obtenemos
O = ci(anvi +a12vs + -+ + a1nvy) + c2(a21v1 + ageva + - - + agnvn)
+--+ Cm(amlvl + amav2 + - + amnvn)
= (c1a11 + €2a21 + -+ + Cm@m1)V1 + -+ - + (C1@1n + C2a20 + <+ F CmGimn ) Vn.
Como los vectores vy, . . ., v, son linealmente independientes, las expresiones entre paréntesis deben
ser iguales a cero. Asi encontramos
c1a11 + c2a21 + -+ + Cpam1 =0,
c1a12 + C2a22 + -+ + Cpam2 = 0, (57)
5.7

C1Q1p + C2a2, + -+ + Crmm = 0.
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Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones para las m incégnitas c1,. . ., ¢, Como n < m, debe
tener infinitas soluciones. As{ que el sistema {wi,...,w,,} no es linealmente independiente y, por
lo tanto, no puede ser una base de V. Por lo tanto, m > n no puede ser cierto y se sigue que n. > m.

Si suponemos que n > m, entonces el mismo argumento anterior, con los papeles de los v; y los w;
intercambiados, conduce a una contradiccion y se sigue que n < m.

En resumen, mostramos que tanto n > m como n < m deben ser ciertos. Por lo tanto m =n. [0

Definicién 5.46. = Sea V un espacio vectorial finitamente generado. Entonces tiene una base
por el Teorema 5.47 de abajo y, por el Teorema 5.45, el nimero n de vectores necesarios para
una base no depende de la base particular escogida. Este niimero se llama la dimension de V.
Se denota por dim V.

= Si un espacio vectorial V no es finitamente generado, entonces ponemos dim V' = oo.

» El conjunto vacio es una base del espacio vectorial trivial {O}; por lo tanto, dim{O} = 0.

A continuacién mostramos que todo espacio vectorial finitamente generado tiene una base y, por lo
tanto, una dimension bien definida.

Teorema 5.47. Sea V un espacio vectorial y supongamos que existen vectores wi,..., Wy, € V
tales que V = span{ws, ..., wn,}. Entonces el conjunto {wy,...,w,} contiene una base de V. En
particular, V tiene una base finita y dimV < m.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que todos los vectores w; son distintos
de O. Comenzamos con el primer vector. Si V = span{w;}, entonces {w1} es una base de V' y
dimV = 1. De lo contrario, ponemos V; := span{w; } y observamos que V; # V. Ahora verifica-
mos si wy € span{ws }. Si lo estd, lo descartamos porque en este caso span{w;} = span{w,ws},
asl que no necesitamos wy para generar V. Luego verificamos si ws € span{wj}. Si lo estd, lo
descartamos, etc. Procedemos asi hasta encontrar un vector w;, en nuestra lista que no pertenez-
ca a span{wj }. Tal i debe existir, porque de lo contrario ya tendriamos que V; = V. Entonces
ponemos Vo := span{w;,w;,}. Si Vo = V, entonces hemos terminado. De lo contrario, procede-
mos como antes: Verificamos si w;,+1 € Va. Si este es el caso, entonces podemos descartarlo porque
span{wi, w;, } = span{wy, w;,, w;,+1}. Luego verificamos w;, 12, etc., hasta encontrar un w;, tal que
w;, ¢ span{wy, w;, } vy ponemos V3 := span{wy, w;,, w;, }. Si V3 = V, entonces hemos terminado.
Si no, repetimos el proceso. Observe que, después de a lo sumo m repeticiones, esto termina. Esto
muestra que podemos extraer del sistema de generadores una base {wy, w;,, ..., w;, } de V. O

El siguiente teorema complementa el anterior.

Teorema 5.48. Sea V' un espacio vectorial finitamente generado. Entonces todo sistema wy, ..., Wy, €
V' de vectores linealmente independientes puede ser completado a una base {w1, ..., W, Vm41,---,Un}
de V.

Demostracion. Observe que dim V' < oo por el Teorema 5.47 y pongan = dim V. Se sigue que n > m
porque tenemos m vectores linealmente independientes en V. Si m = n, entonces wy, . .., W, ya es
una base de V' y hemos terminado.
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Sim < n, entonces span{ws, ..., wy, } # V y escogemos un vector arbitrario vy, 1 ¢ span{ws, ..., wn,}
and we define V,,, 11 := span{wy, ..., Wn, Vmi1}. Entonces dimV,,,11 = m+1. Sim+1 = n, en-
tonces necesariamente V,,11 = V' y hemos terminado. Si m + 1 < n, entonces escogemos un vector
arbitrario vy,42 € V \ Ving1 ¥y ponemos Vi, yo := span{wi, ..., Wm, Um41,Vm42}. S m+ 2 = n,
entonces necesariamente V,,102 = V y hemos terminado. Si no, repetimos el paso anterior. Observe
que después de n — m pasos hemos encontrado una base {w1, ..., W, Vmt1,-..,Vn} of V. O

En resumen, los dos teoremas anteriores dicen lo siguiente:

= Si el conjunto de vectores vy, ... v, genera el espacio vectorial V', entonces siempre es posible
extraer un subconjunto que sea una base de V' (necesitamos eliminar m — n vectores).

= Si tenemos un conjunto de vectores linealmente independientes vy, ... v,, en un espacio vec-
torial finitamente generado V', entonces es posible encontrar vectores vy, 41, ..., v, tales que
{v1,...,v,} sea una base de V (necesitamos agregar dim V' — m vectores).

Corolario 5.49. Sea V' un espacio vectorial.

s Si los vectores vy,...,vp € V son linealmente independientes, entonces k < dim V.
s Si los vectores vy,...,v, €V generan V, entonces m > dim V.
. 1 0 1 1
Ejemplo 5.50. s Let A= 0 o) B = 1 1) € M(2 x 2) y supongamos que queremos

completarlas a una base de M (2 x 2) (es claro que A y B son linealmente independientes, asi
que esto tiene sentido). Como dim(M (2 x 2)) = 4, sabemos que necesitamos 2 matrices mas.

0 1 .
0 0). Finally we need a

(1) 8) Entonces A, B,C, D

Tomamos cualquier matriz C' ¢ span{A, B}, por ejemplo C' = (

matrix D ¢ span{A, B,C}. Podemos tomar, por ejemplo, D = (
es una base de M(2 x 2).

Verifique que D ¢ span{A, B,C}

Encuentre otras matrices C’ y D’ tales que {4, B,C’, D’} sea una base de M (2 x 2).

1 4 1 0 0 2
= Dados los vectores o7 = |0 |, o= (0|, 05=1[2], 0= |2]|,U5=(0], 0sg=1]1
1 4 3 1 2 5

y queremos encontrar un subconjunto de ellos que forme una base de R3.

Observe que, de entrada, no es claro que esto sea posible, porque sin calculos adicionales no
sabemos si los vectores dados realmente generan R3. Si no lo hacen, entonces por supuesto es
imposible extraer de ellos una base.

Comencemos. Primero observe que necesitamos 3 vectores para una base, ya que dim R? = 3.
Asi que comenzamos con el primer vector no nulo, que es v;. Vemos que U5 = 4v7, asi
que lo descartamos. Conservamos U3 ya que U3 ¢ span{¥;}. Luego, ¥y = U3 — 71, asi que
U4 € span{¥y, U3} y lo descartamos. Un pequeno calculo muestra que ¥5 ¢ span{vy, v3}. Por
lo tanto, {#, 73, U5} es una base de R3.
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204 5.4. Base y dimension

Observacion 5.51. Presentaremos una manera mads sistemaética de resolver ejercicios de este
tipo en el Teorema 6.34 y en la Observacién 6.35.

Teorema 5.52. Sea V' un espacio vectorial con base {v1,...,v,}. Entonces todo x € V puede
escribirse de manera unica como combinacion lineal de los vectores vy, ..., Up.

Demostracion. Tenemos que mostrar la existencia y unicidad de niimeros cq, ..., c, tales que w =
C1U1 + -+ CcpUp.

La existencia es clara, ya que el conjunto {vq,...,v,} es un conjunto de generadores de V (jincluso
es una basel!).

La unicidad se puede mostrar como sigue. Supongamos que hay ntumeros ci,...,¢, v di,...,d,

tales que w = c1v1 + -+ - cpv, and w = dyvy + - - - dpvy,. Entonces se sigue que

O=w—-—w=cv1 4+ cpv, — (d1v1 + - -dpvy) = (1 —di)vy + -+ - (¢ — dp)Vn.

Entonces todos los coeficientes ¢; — dy, ...,c, — d, deben ser cero porque los vectores vy,...,v,
son linealmente independientes. Por lo tanto se sigue que ¢; = dy, ..., ¢, = dn, lo cual muestra la
unicidad. Observe que el teorema también es verdadero si V = {O}, porque por definicién la suma
vacia es igual a cero. O

Si tenemos un espacio vectorial V' y un subespacio W C V', entonces podemos preguntarnos cudl
es la relacion entre sus dimensiones, porque W mismo es un espacio vectorial.

Lema 5.53. Sea V un espacio vectorial finitamente generado y sea W un subespacio. Entonces W
es finitamente generado y dimW < dim V.

Demostracion. Sea V un espacio vectorial finitamente generado con dimV = n < co. Sea W un
subespacio de V' y supongamos que W no es finitamente generado. Entonces podemos construir un
sistema arbitrariamente grande de vectores linealmente independientes en W como sigue. Clearly,
W cannot be the trivial space, so we can choose w; € W \ {O} y ponemos W7 = span{ws}.
Entonces Wj es un subespacio finitamente generado de W; por lo tanto W; C W y podemos es-
coger wy € W \ Wj. Claramente, el conjunto {wi,ws} es linealmente independiente. Let us set
Wy = span{ws, w2 }. Como W5 es un subespacio finitamente generado de W, se sigue que Wo C W
y podemos escoger wg € W \ Wa. Then the vectors wi,ws,ws are linealmente independientes y
ponemos W3 = span{w;, we, ws}. Continuando con este procedimiento podemos construir subes-
pacios W1 C Wy € --- C W con dim W), = k para todo k. En particular, podemos encontrar un
sistema de n + 1 vectores linealmente independientes en W C V', lo cual contradice el hecho de que
cualquier sistema de méas de n = dim V' vectores en V' debe ser linealmente dependiente, véase el
Corolario 5.49. Esto también muestra que cualquier sistema de mas de n vectores en W debe ser
linealmente dependiente. Como una base de W consiste en vectores linealmente independientes, se
sigue que dim W < n =dimV. O

Teorema 5.54. Sea V un espacio vectorial finitamente generado y sea W C V' un subespacio.
Entonces se cumple lo siguiente:

(1) dimW < dimV.

(1) dimW =dimV if and only if W = V.
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Demostracion. (1) se sigue inmediatamente del Lema 5.53.

(1) Si V =W, entonces claramente dim V' = dim W. Para mostrar el reciproco, suponemos que
dimV = dim W y tenemos que mostrar que V = W. Como antes, sea {w, ..., wy} una base
de W. Entonces estos vectores son linealmente independientes en W y, por lo tanto, también
en V. Como dim W = dim V', sabemos que estos vectores forman una base de V. Por lo tanto
V =span{wy,...,wy}t =W. O

Observacién 5.55. Observe que (1) es verdadero incluso cuando V' no es finitamente generado,
porque dimW < oo = dimV cualquiera que sea dim W. Sin embargo, (1I) no es verdadero en
general para espacios vectoriales de dimensién infinita. In Example 5.56 (f) and (g) mostraremos
que dim P = dim C(R) a pesar de que P # C(R). (Recordemos que P es el conjunto de todos los
polinomios y que C(R) es el conjunto de todas las funciones continuas. Asi, tenemos P C C(R).)

Ahora damos algunos ejemplos de dimensiones de espacios.

Ejemplos 5.56. (a) dimR™ =n, dimC" = n.

(b) dim M (m x n) = mn. Esto se sigue porque el conjunto de todas las matrices m x n A;; que
tienen un 1 en la i-ésima fila y la j-ésima columna y todas las demads entradas iguales a cero
forma una base de M (m X n), y hay exactamente mn matrices de este tipo.

(c) Sea Mgy, (n x n) el conjunto de todas las matrices simétricas n x n. Entonces dim My, (n x
n) = @ Para ver esto, sea A;; la matriz n X n con a;; = aj; = 1 y todas las demads
entradas iguales a 0. Observe que A;; = Aj;. No es dificil ver que el conjunto de todos los A;;
con i < j forma una base de Mgy, (n % n). La dimensién de Mgy, (n X n) es el nimero de
matrices distintas de este tipo. ;Cuantas hay? Si fijamos j = 1, entonces solo i = 1 es posible.
Si fijamos j = 2, entonces ¢ = 1,2 es posible, etc., hasta que para j = n los valores permitidos
para i son 1,2,...,n. En total tenemos 1 +2+---+n = nnt+l) posibilidades. Por ejemplo,

2
en el caso n = 2, las matrices son

1 0 0 1 0 0
A11:(0 O)7A12:(1 O);AQQZ(O 1)

En el caso n = 3, las matrices son

100 010 00 1
An=1(0 0 o], Ap,=(1 0 0], Az=[0 0 o],
00 0 00 0 100
00 0 00 0 000
Ap=10 1 0], Apz=10 0 1|, Asz=1[0 0 0
00 0 010 00 1

Convénzase de que los A;; forman una base de Mgy, (n X n).

(d) Sea M,sym (nxn) el conjunto de todas las matrices antisimétricas nxn. Entonces dim My gym (1 X
n(n—1)

n) = . Para ver esto, para i # j sea A;; la matriz n X n con a;; = —a;; = 1 y todas las
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demads entradas iguales a 0. No es dificil ver que el conjunto de todos los A;; con ¢ < j forma
una base de Musym(n x n). {Cudntas de estas matrices hay? Si fijamos j = 2, entonces solo
i = 1 es posible. Si fijamos j = 3, entonces i = 1,2 es posible, etc., hasta que para j = n los
valores permitidos para i son 1,2,...,n — 1. En total tenemos 1 +2+---+ (n—1) = w

posibilidades. Por ejemplo, en el caso n = 2, la inica matriz es

0 1
me=(1 5)-

En el caso n = 3, las matrices son

010 00 1 0 00
Ap=|-1 0 0], Asz=( 0 0 0], Ayp=[(0 o0 1
00 0 ~1.0 0 0 -1 0

Convénzase de que los A;; forman una base de Mysym (n X n).
Observacién. Observe que dim Mgy, (n X n) + dim Masym(n x n) = n? = dim M(n x n).
Esto no es una coincidencia. Observe que toda matriz n x n M puede escribirse como

M = 3(M + M) + 3(M — M*)

y que 5(M+M") € Myym(nxn)y (M —M") € Mysym(nxn). Ademas, es fécil verificar que
Meym (nXn)NMasym(nxn) = {0}. Por lo tanto M (nxn) es la suma directa de Mgy (nxn)y
Masym(n xn). (Para la definicién de la suma directa de subespacios, véase la Definicién 5.59).

(e) dim P, =n+1yaque {1,X,..., X"} es una base de P,, y consiste en n + 1 vectores.

(f) dim P = oco. Recordemos que P es el espacio de todos los polinomios.

Demostracion. Sabemos que para todo n € N, el espacio P, es un subespacio de P. Por lo
tanto, para todo n € N, debemos tener que n + 1 = dim P,, < dim P. Esto solo es posible si
dim P = . O

(g) dim C(R) = oco. Recordemos que C(R) es el espacio de todas las funciones continuas.

Demostracidn. Como P es un subespacio de C(R), se sigue que dim P < dim(C(R)), luego
dim(C(R)) = oo. O

Ahora usamos el concepto de dimensién para, clasificar todos los subespacios de R? y R3. Ya sabemos

que

, por ejemplo, las rectas y los planos que pasan por el origen son subespacios de R*. Ahora

podemos mostrar que no hay otros subespacios propios.

Subespacios de R2?. Sea U un subespacio de R?. Entonces U debe tener una dimensién. Asi
tenemos los siguientes casos:

= dimU = 0. En este caso U = {0} es el subespacio trivial.
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= dimU = 1. Entonces U es de la forma U = span{# } con algiin vector #; € R?\ {0}. Por lo
tanto U es una recta paralela a ¢, que pasa por el origen.

» dimU = 2. En este caso dimU = dimR?. Por lo tanto se sigue que U = R? por el Teore-
ma 5.54 (11).

» dimU > 3 no es posible porque 0 < dim U < dimR? = 2.
En conclusién, los tinicos subespacios de R? son {6}, las rectas que pasan por el origen y el propio
R2.
Subespacios de R3. Sea U un subespacio de R3. Entonces U debe tener una dimensién. Asi
tenemos los siguientes casos:

» dimU = 0. En este caso U = {0} es el subespacio trivial.

= dimU = 1. Entonces U es de la forma U = span{# } con algiin vector #; € R3\ {0}. Por lo
tanto U es una recta paralela a ¢, que pasa por el origen.

» dimU = 2. Entonces U es de la forma U = span{#}, v} con vectores linealmente indepen-
dientes @1, ¥2 € R3. Por lo tanto U es un plano paralelo a los vectores ¥ v U2 que pasa por el
origen.

» dimU = 3. En este caso dimU = dimR3. Por lo tanto se sigue que U = R? por el Teore-
ma 5.54 (11).

= dimU > 4 no es posible porque 0 < dim U < dim R3 = 3.
En conclusién, los tnicos subespacios de R3 son {6}, las rectas que pasan por el origen, los planos
que pasan por el origen y el propio R3.

Concluimos esta seccién con la definicién formal de rectas y planos.

Definicién 5.57. Sea V un espacio vectorial con dim V' = n y sea W C V un subespacio. Entonces
W se llama una

= recta si dimW =1,
= plano si dimW = 2,
= hiperplano si dimW =n — 1.

Observe que en R? los hiperplanos son exactamente los planos.

Deberia haber entendido

= el concepto de base de un espacio vectorial de dimensién finita,

= que un espacio vectorial dado tiene infinitas bases, pero el nimero de vectores en cualquier
base del espacio es el mismo,

= por qué y céomo el concepto de dimension ayuda a clasificar todos los subespacios de un
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espacio vectorial dado,

» por qué una matriz A € M(n x n) es invertible si y solo si sus columnas son una base de
R™,

= ete.

Ahora deberia ser capaz de

= verificar si un sistema de vectores es una base de un espacio vectorial dado,

= encontrar una base para un espacio vectorial dado,

= extender un sistema de vectores linealmente independientes a una base,

= encontrar la dimensién de un espacio vectorial dado,

= etc.

Ejercicios.
1. Encuentre bases para los espacios dados en los ejercicios del 1 al 10 de la seccién 5,3.

2. Determine la dimension de los siguientes espacios:

x
(a) En R*, los vectores Z tales que w = x +y.
w
a—+c
a—>b
(b) Todos los vectores de la forma .
—a+b

(©) {AeM(?xQ):AG :;>:(8 8)}

(d) Las soluciones del sistema homogéneo

z—5y =0,
2x — 3y = 0.
(e) Las soluciones del sistema homogéneo
r—3y—z2=0,

—2x+2y—32=0,
4 — 8y + 5z =0.

(f) Las soluciones del sistema homogéneo
—x+ 3y —22=0,
2z — 6y +42 =0,
-3z + 9y — 62 =0.
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3.

10.

11.

(g) V = span{cos 2t,sin®t, cos® t}.

En los siguientes ejercicios, determine si el conjunto de vectores dado es una base para el
espacio vectorial indicado.

s (3.6 2206 9
(b) En W = {(2,) € R2: 3z — y = 0}; (;)

(c) En Ry;

= =0 O
O R
S O = =
NN

(d) En Py; 5— a2, 3z.

() En P3; 23—, 23+ 22, 22 +1, 2 — 1.

En R*, encontrar una base para el subespacio U = {# € R* : (¥, (2,—3,0,4)) = 0}. (Observe
que U es un hiperplano en R%.)

Y

En R3, considere la recta L : § = § = 2z. Encuentre una base para L y complétela a una

base de R3.

Encuentre una base para el plano E : 2z + y — 5z = 0 y complétela a una base de R3.
Represéntela graficamente (Existe una forma natural de hacerlo. ;Cudl?).

-1

1

Encuentre una base para R* que contenga a los vectores y 0
1

O = O

Muestre que los vectores forman una base de R? si ab # 0. Muestre también que

)+ ()

Demuestre que {1 — 22,1 + 22} es una base del subconjunto de P, cuya primera derivada
evaluada en cero vale cero. Complete esta base a una base de todo Ps.

a
b/’

a’ «a 3—«
Para qué valores de « los vectores [ 14+« |, | 0], 0 generan todo R3?
0 2 1

a) En n X n), muestre que n° matrices tales que en todas su entrada a,, vale cero no
En M t 2 matrices tal tod trad 1
pueden ser linealmente independientes.

(b) En P,, muestre que n + 1 polinomios cuya primera derivada evaluada en cero se anula
no pueden ser linealmente independientes.

(¢) En P,, jexisten n + 1 polinomios linealmente independientes tales que el coeficiente de
0
z” es 17
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5.5. Intersecciones y sumas de espacios vectoriales

En esta seccién construiremos nuevos subespacios a partir de subespacios dados. Veremos que la
interseccién de dos espacios vectoriales es nuevamente un espacio vectorial, mientras que la unién
en general no lo es.

Proposicion 5.58. Sean U, W subespacios de un espacio vectorial V. Entonces su interseccion
UNW es un subespacio de V.

Demostracion. Claramente, U N W # & porque © € Uy O € W, de donde © € U N W. Ahora
sean z1,290 € UNW y ¢ € K. Entonces 21,292 € U y por lo tanto z; + czo € U, porque U es un
espacio vectorial. Andlogamente se sigue que z1 + czo € W, de donde z1 +czo € UNW. O

Observe que U N W es el subespacio méas grye que esté contenido tanto en U como en W.

Por ejemplo, la interseccién de dos planos en R que pasan por el origen es o bien ese mismo
plano (si los dos planos originales son el mismo plano), o bien una recta que pasa por el origen. En
cualquier caso, es un subespacio de R3.

Observe, sin embargo, que en general la uniéon de dos espacios vectoriales no es un espacio vectorial.
Por ejemplo, en R? las rectas L : y = 0 (este es el eje z) y G : z = 0 (este es el eje y) son
subespacios y su unién L UG consiste exactamente en ambos ejes. Esto claramente no es un espacio
vectorial, porque no es cerrado bajo sumas. Por ejemplo, €, € L C LUG y €3 € G C L UG, pero
€1+62 ¢ LUG. Para convertirlo en un espacio vectorial, necesitamos incluir todas las combinaciones
lineales que faltan. El espacio que obtenemos de esta manera se llama una suma directa; véase la
Definicién 5.59.

Ejercicio. = Dé més ejemplos de dos subespacios cuya unién no sea un espacio vectorial.

= Dé un ejemplo de dos subespacios cuya unién sea un espacio vectorial.

Question 5.1. Unién de subespacios.

;Puede encontrar un criterio que deban satisfacer los subespacios para que su unién sea un subes-
pacio?
, 08 v ales.
Definamos la suma y la suma directa de espacios vectoriales

Definicién 5.59. Sean U, W subespacios de un espacio vectorial V. Entonces la suma de los
espacios vectoriales U y W se define como

U4+W={ut+w:uelU weW} (5.8)

Si ademds UNW = {0}, entonces la suma se llama la suma directa de U 'y W,y se escribe U @ W
en lugar de U + W.

Observacion. Sean U, W subespacios de un espacio vectorial V. Entonces U + W es nuevamente
un subespacio de V.
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Demostracion. Claramente, U + W # @ porque O €e Uy O € W,dedonde O+ O =0 € U+ W.
Ahora sean z1, 20 € U+ W y ¢ € K. Entonces existen uy,us € U y wy,ws € W tales que z1 = u;+w;
y 2o = ug + ws. Por lo tanto

z1 4 cza = ug +wy + c(ug + w2) = (ug + cug) + (wy +cwz) e U+ W
y U + W es un subespacio por la Proposicién 5.10. O

Observe que U + W consiste en todas las combinaciones lineales posibles de vectores de U y de W.
Obtenemos inmediatamente las siguientes observaciones.

Observacién 5.60. (1) Suponga que U = span{uq, ..., ux} y que W = span{ws, ..., w;},
entonces U + W = spanf{ui, ..., ug, w1, ..., w;}.

(1) El espacio U 4+ W es el espacio vectorial més pequefio que contiene tanto a U como a W.

Ejemplos 5.61. (1) Sea V un espacio vectorial y sea U C V un subespacio. Entonces siempre
tenemos:
(a) U+{O}=Ua{0} =1,
() U4V =V.

Si U y W son subespacios de V', entonces

() UCU+WyWCU+W.
b)) U+W=Uifyonlyif WCU.

(11) Sean U y W rectas en R? que pasan por el origen. Entonces son subespacios de R? y tenemos
que U + W = U si las rectas son paralelas y U + W = R? si no son paralelas.

(111) Sean U y W rectas en R? que pasan por el origen. Entonces son subespacios de R? y tenemos
que U + W = U si las rectas son paralelas; de lo contrario, U + W es el plano que contiene
ambas rectas.

(1v) Sea U una recta y sea W un plano en R?, ambos pasando por el origen. Entonces son subes-
pacios de R? y tenemos que U + W = W si la recta U est4 contenida en W. Si no, entonces
U+ W =R3.

Demuestre las afirmaciones de los ejemplos anteriores.

Recordemos que la interseccién de dos subespacios es nuevamente un subespacio; véase la Propo-
sicién 5.58. La férmula para la dimensién de la suma de dos espacios vectoriales en la siguiente
proposicién se puede entender como sigue: Si sumamos las dimensiones de los dos espacios vecto-
riales, entonces contamos dos veces la parte que es comun a ambos espacios; por lo tanto, tenemos
que restar su dimensién para obtener la dimensién correcta de la suma de los espacios vectoriales.
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Proposicién 5.62. Sean U, W subespacios de un espacio vectorial V. Entonces
dim(U 4+ W) =dimU + dim W — dim(U N W).
En particular, dim(U + W) =dimU +dimW si UNW = {O}.

Demostracion. Sean dimU = k y dim W = m. Recordemos que U NW es un subespacio de V' y que

UNnW CUyUNW CW. Seawvy, ..., vy una base de U NW. Por el Teorema 5.48, podemos com-
pletarla a una base vi, ..., vy, Ugt1, ..., up of U. De manera similar, podemos completarla a una
base v1, ..., Vg, Wey1, .., Wy of W. Ahora afirmamos que vy, ..., Vg, Ups1, -, Uk, Wetl, -« Wiy

es una base de U + W.

» Primero mostramos que los vectores vy, ..., Vg, Upq1, - ..y Uk, Wetl, - ., Wy generan U + W,
Esto se sigue de la Observacién 5.60 y de

U+ W =span{vy, ..., Vg, Upy1, ..., Uk} +span{vy, ..., Vg, W1, -« -y W}
= Span{uy, ..., Vg, Upt1y vy Uy V1y <oy Uy Wet1y « -y Win }
=span{vi, ..., V¢, Ugg1, -y Uk, Wegl, - -5 Wi}
» Ahora mostramos que los vectores vy, ..., Vg, Upst1, - . Uk, Wet1, - - -, Wy son linealmente
independientes. Sean aq, ..., &, Bet1, - ., Bm € R tales que

vy + - F v+ it + o agg + Bepwepr + -+ Bwn = O.
Se sigue que

QU1 + - F apve + auprtprr + -0+ apur = —(Berawetr1 + 0+ BrnWim) (5.9)
eU ew

y por lo tanto —(Ber1wes1 + + -+ + Bmwim) € U NW; de aqui que debe ser una combinacién
lineal de los vectores vy, ..., vg, porque estos son una base de U N W. Asi podemos encontrar
Y1,---,7 € R tales que y1v1 + -+ - + Ypve = —(Beg1wer1 + -+ - + Bmwim ). Esto implica que

Y101+ o v+ Bepwer + -+ Bt = O.

Como los vectores vy, ..., vy, Wet1, .., Wy, forman una base de W, son linealmente inde-
pendientes, y concluimos que y1 = -+ = vy = fp41 = -+ = B = 0. Sustituyendo en (5.9),
obtenemos

a1 + - v+ oy + - -+ agug = O,

de donde oy = -+ = a5 = 0.

Se sigue que

dim(U + W) = #{v1, ..., Vo, Ups1,y -« oy Uk, Wot1, - -, Win}
=0+ (k—0+(m—1)
=k+m-—1¢

=dimU + dim W — dim(U N W)

porque los vectores v, ..., vg, Upy1, .-, Uk SON una base de U. O
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Ejemplos 5.63. En R3 considere los subespacios E, F,G dados por E : 2z —y + 32 =0, F =
span{v,w} y G = span{d} donde

0 1 4
i=[(1], @w=[o|, a=| 3
2 1 2

Encuentre ENF, E+F, ENG, E+Gy FNG, F+ G,y sus dimensiones.

Solucién. Claramente, E y F son planos en R? y G es una recta.
Observe que los vectores normales 7ig de E'y 7ip de F' son

2 1
ﬁE: -1 s ﬁF:ﬁXZE: 2
3 -1

Solucidn 1. La forma normal de F es F : x + 2y — z = 0. Un punto («,y, z) pertenece a ENF siy
solo si sus coordenadas satisfacen simultaneamente las ecuaciones de £ y F'. Por lo tanto obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:
20 — y+3z2=0,
r+2y— z=0.

Un célculo corto (GauB-Jordan) muestra que el conjunto de soluciones es larecta H : x = —y = —z,
0, en forma vectorial,
-1
H = span{b} donde b= 1. (%)
1

Solucion 2. También podemos usar las formas vectoriales de E y F. Para escribir E en forma
vectorial, solo necesitamos escoger dos vectores 7, § que sean paralelos a E, por ejemplo

1 1
E =span{r, 5} donde 7= (2], §=15
0 1

Un vector Z = (z,y, 2)! pertenece a E N F si y solo si ¥ es una combinacién lineal de 4, y una
combinacién lineal de 7, §, es decir, si y solo si existen «, 3,7, € R tales que av'+ S = v+ §5, o
av + i — 47— 05 = 0.

Escribiendo esto como un sistema para las incégnitas «, 3,7,6 € R, obtenemos

6 - 7 - 5 = 07
a —2v =55 =0,
2a+ — 6=0.
Un célculo directo muestra que la solucion general es a = ¢, § = —t, v = —2t¢,§ = t. Por lo tanto

ENF={tt—t&:teR} = {t(T — @) : t € R} = span{¥ — &} = span{b} = H
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o equivalentemente
ENF ={-2tF+1t5:t € R} = {t(~=2F — 5) : t € R} = span{—2F — 5} = span{b} = H
con by H como en (x).

Solucion 1. Sabemos que E + F = span{¥, o, 7, §}. Ahora, de manera similar al Ejem-
plo 5.50, vemos que los vectores ¥/, w, ¥ son linealmente independientes; por lo tanto, la dimensién
de E + F es mayor o igual que 3. Como es un subespacio de R3, debe ser igual a R?. (También
podriamos usar el Teorema 6.34 y la Observacién 6.35 para encontrar un sistema de generadores
de E+F.)

Solucion 2. Sabemos que
dm(E+ F)=dmFE+dmF —dim(ENF)=2+2-1=3.
Como E + F C R3, se sigue que E + F = R3.

Sustituimos la forma paramétrica de G en la forma normal de E y obtenemos como con-
dicién para la intersecciéon que

0=2(—4t) =3t +3-(—t) = —14t.
La tnica solucién es t = 0, lo cual implica que ENG = {O}.

Es facil ver que los tres vectores 7, §, @ son linealmente independientes; por lo tanto generan
R? y de ahi E + G = span{7, 5,d} = R3.

Alternativamente, podriamos usar que dim(E + G) = dim E+ dimG —dim(ENG)=24+1-0=3
para concluir que E + G = R3.

Es facil ver que los tres vectores ¥, W, @ son linealmente dependientes. De hecho, @ = 20—440.
Por lo tanto G C F' y, en consecuencia, GN F = G.

De lo anterior se sigue que F + G = span{v, w, a} = span{v,w} = F.
De lo anterior, es claro que dim(E N F) = 1, dim(E 4+ F) = 3, dim(E N G) = 0, dim(F + G) = 3,
dim(F N G) = 2, dim(F + G) = 3.

o

Ejemplo 5.64. En R® considere los subespacios U = {(z,y,2,7,8) : 20 +y + 5z +4s = 0} y
W ={(z,y,z,r,8) :x+y+42+3s=0, 3z +y+ 62+ 4r+ 6s=0}. Encuentre UNW, U+ Wy
sus dimensiones.

Solucién. Es facil ver que dimU =4 y dimW = 3.
Solucion 1. Un punto (z,y, z,r,s) pertenece a U N W si y solo si satisface el siguiente sistema de

ecuaciones lineales
2x+y+5z+4s =0,

r+y+4z+3s =0,
3x+y+ 62+ 4r 4 65 =0.
Esto se puede resolver con eliminacién de Gauf-Jordan

21 5 0 4 0 -1 -3 0 -2 0 -1 -3 0 -2 1 01 01
1140 3] —11 1 4 0 3] — |1 0 1 0 1]— (0 1 3 0 2
31 6 4 6 0 -2 -6 4 -3 0 0 0 4 1 0 00 41
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Por lo tanto, dim(UNW) =2y
—4 -1
r+24+s=0 -8 -3
UnWwW =< (z,y,2,7,8): y+32+2s=0p, =span 0], 1 ) (5.10)
dr4+s=0 -1 0
4 0

Solucion 2. Podemos usar formas vectoriales de U y W. Escogemos cualquier conjunto de vectores li-
. . L U, .
nealmente independientes 1, Ua, U3, @y in U y Wy, Wa, Wz en W. Entonces U = span{i;, Uz, Us, U4}

y W = span{w, Wy, Ws}. Por ejemplo, podemos tomar

1 0 0 0 -3 -2 -1
—2 -5 —4 0 -3 2 -3
=1 0],idy= 1l,d3=| O0|,tds=|0],d1=| 0 o= 0|, 3= 1
0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 2 0 0
Entonces £ € U N W si es una combinacién lineal tanto de los @; como de los wj;, es decir,
T = a1ty + aotls + agiiz + ugtiy
= p1Wy + Bowa + B33
para algunos o, 3; € R. Si tomamos la diferencia de los lados derechos, obtenemos
aq
1 0 00 -3 —2 -1 o)
-2 -5 -4 0 -3 2 -3 as
0= 041171 + 042’112 + 043113 + 044174 - ﬁlwl - 621172 — 531173 = 0 1 00 0 0 1 Qg
o o0 o1 0 1 o0 051
O 0 10 2 0 O B2
B3
Resolvemos este sistema usando eliminacién de Gauf3-Jordan:
1 0 00 -3 -2 -1 100 0 -3 -2 -1
-2 -5 —4 0 -3 2 -3 o100 o0 0 1
0 1 0 0 0 0 1{—---—10 0 1 0 2 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 01 0 1 0
0 0 1 0 2 0 0 000 0 -1 -2 0
La solucién general es
aq -1 —4
9 1 0
Qa3 0 4
ag | =t 0]l +s| —1
B1 0 -2
(B2 0 1
B3 1 0
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y por lo tanto

UNW = {(—t —4s)ty + tis + 4stls — sty : t,s € R}
= {t(—ﬂ;l + 122) + S(—4ﬁ1 + 4l — 124) 1t,8 € R}
= Span{—ﬁl —+ 712, —41_[1 + 417:3 — L_L'4}

0 equivalentemente
UNW = {—2sw; + s + tws : t,s € R} = {s(—2w; + W) + tws : t, s € R}
= span{—2; + Wa, Ws}.
Este es, por supuesto, el mismo resultado que en (5.10).
Sabemos que dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W) = 4+ 3 — 2 = 5 = dim R,
por lo tanto U + W = R>. o
Ahora deberia haber entendido

= el concepto de suma y suma directa de dos subespacios,
» por qué la férmula dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W) tiene sentido,

= ctc.
Ahora deberia ser capaz de

= encontrar la interseccion de dos espacios vectoriales y su dimension,
= encontrar la suma de dos espacios vectoriales y su dimension,

= decidir si la suma de dos espacios vectoriales es una suma directa,

= etc.
Ejercicios.
1 -3
1. En R?, sean U = span g , le
-5 -3
V={7eR: (¥ (1,2,-2,-1)") =0, (¥,(2,5,-5,1)!) = 0}. Determine UNV, U +V y
dim(U + V).

2. En R? muestre que si E, F son planos no paralelos que pasan por el origen, entonces
E+F=R3

3. Sea V el subespacio de las matrices triangulares superiores y W el subespacio de las matrices
triangulares inferiores. Muestre que M(n x n) =V + W. ;Es directa esta suma?

4. Muestre que M (3 x 3) = Mgym (3 X 3) @ Masym (3 X 3). (Pista: Basta demostrar que
Mym (3 X 3) N Mysym (3 x 3) = {O} jPor qué es suficiente mostrar esto?).
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5. Sean U,V subespacios de R", responda las siguientes preguntas.
(a) SidimU + dimV = n jse sigue que U + V = R"?
(b) SiR*=U+V yn=dimU +dimV jse sigue que U NV = {0}?

6. Sea V C R"™ un subespacio de dimensién k. Demuestre que existe V'’ subespacio de R" tal
que R" =V @V’ (Hint: Escoja una base de V' y complétela a una base de R™, ;jcémo se debe

tomar V'7).

7. Sean U,V C R" subespacios. Muestre que 0 se escribe de forma tnica como la suma de un
elemento de U con un elemento de V' siy solosi UNV = {0}. (EntalcasoU+V =UagV.)

8. Suponga que U,V,W C R’ con dimU = 2, dimV =3 y dim W = 4.

(a) ;Cuéles son las posibilidades para dimU NV y dim U + V7 Dé ejemplos para cada caso.
(b) ¢Cudles son las posibilidades para dim UNW y dim U + W? Dé ejemplos para cada caso.
(¢) ¢Cuales son las posibilidades para dim VNW y dim V + W? Dé ejemplos para cada caso.

5.6. Resumen

Sea V un espacio vectorial sobre K y sean vy, ..., v, € V.

Combinaciones lineales e independencia lineal

= Un vector w se llama una combinacion lineal de los vectores vy, ..., v si existen escalares

ag, ..., ap € K tales que
w = V1 + -+ V.

= El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores v1, ..., v, es un subespacio
de V, llamado el espacio generado por los vectores vy, ..., vi 0 el subespacio generado por los
vectores vy, ..., V. Notacién:
span{vy, ..., vg} :=span{vy, ..., v} := {w € V : w es combinacién lineal de vy, ..., v}

={av1 + -+ agvk : ai, ..., € K}

= Los vectores vy, ..., v; se llaman linealmente independientes si la ecuacién
v+ -+ agv =0

tiene solamente la solucién trivial a3 = --- = a, = 0.

Base y dimension
= Un sistema vy, ..., v, de vectores en V se llama una base de V si es linealmente independiente
y span{vy, ..., v} = V.
= Un espacio vectorial V' se llama finitamente generado si tiene una base finita. En este caso,

toda base de V tiene el mismo numero de vectores. El niimero de vectores necesarios para
una base de un espacio vectorial V' se llama la dimension de V.
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5.6. Resumen

= Si V no es finitamente generado, ponemos dim V' = co.

» Para vy, ..., vy € V, se sigue que dim(span{vy, ..., vx}) < k con igualdad si y solo si los
vectores vy, ..., vx son linealmente independientes.

= Si V es finitamente generado, entonces todo sistema linealmente independiente de vectores

v, ...,V €V se puede extender a una base de V.
» Si V = span{vy, ...,vr}, entonces V tiene una base que consiste en un subsistema de los
vectores dados vy, ..., Vg.

= Si U es un subespacio de V', entonces dimU < dim V.

= Si V es finitamente generado y U es un subespacio de V', entonces dim U = dim V si y solo si
U = V. Esta afirmacién es falsa si dim V' = co.

» dim{O} =0y {O} tiene la base tnica 0.

Ejemplos de dimensiones de algunos espacios vectoriales:

» dim{O} =0,
s dimR"” =n, dim C" = n,

s dim M(m X n) = mn,

v dim Mgym(n X n) = @,
v dim Mpgym(n X n) = #,

s dmP, =n+1,
= dim P = oo,

s dim C(R) = oo.

Independencia lineal, propiedad generadora y bases en R” y C"

Sean ¥, ...,Ux € R” 0 C" y sea A = (¢4]...|0;) € M(n x k) la matriz cuyas columnas son los
vectores dados.

» span{v, ..., 0} = R™ si y solo si el sistema AZ = b tiene al menos una solucién para todo
beR™
= Los vectores 7, ..., U son linealmente independientes si y solo si el sistema AT = 0 tiene

solamente la solucion trivial & = 0.
= Los vectores ¥y, ..., T, son una base de R™ si y solo si k = n y A es invertible.
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Intersecciones y sumas de subespacios

Sea V un espacio vectorial y sean U, W subespacios de V. Entonces

UnNnW:={veV:ivelUyveW}
UUuW:={veV:velUoveW},
U+W:={u+w:velUweW}

Observe que UNW CUCUUW CU+Wand WNUCWCUUWCU+W.
« UNW y U+ W son subespacios de V
= UUW en general no es un subespacio.
» La suma de U y W se llama una suma directa y se denota por U ® W si UNW = {O}.
v dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).

5.7. Ejercicios

1. Sea X el conjunto de todas las funciones de R a R. Demuestre que X con la suma y producto
con numeros en R es un espacio vectorial.

De los siguientes subconjuntos de X, diga si son subespacios de X.

Todas las funciones acotadas de R a R.

—~

a

—
=

) Todas las funciones constantes.
) Todas las funciones continuas.

—
o

d

—~

Todas las funciones continuas con f(3) = 0.
4.

)
) Todas las funciones continuas con f(3)

) Todas las funciones con f(3) > 0.

)
)

@

—_—
L)

g) Todas las funciones pares.

—~
=

Todas las funciones impares.
(i) Todos los polinomios.

(j) Todas las funciones no negativas.
(k) Todos los polinomios de grado > 4.

2. Sean A € M(m x n) y sea @ € R¥.

(a) Demuestre que U = {AZ : ¥ € R"} es un subespacio de R™.

(b) ;Los conjuntos R = {# € R" : AT = (1,1,...,1)'} y S = {Z € R" : AT # 0} son
subespacios de R™?

3. Sean A € M(m x n) y sea @ € R¥,
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(a) (El conjunto T' = {# € R* : (¥,d@) = 0} es un subespacio de R¥?

(b) ¢{Los conjuntos
S;={ZecR": 7| =1}, Bi={FcR":|&| <1}, F={FcR": |z >1}

son subespacios de RF?

4. Considere el conjunto R? con las siguientes operaciones:

®:R? x R? 5 R?, T g (V) = (T
T2 Y2 T2+ Y1

©:RxR25 R, 2O (zl) _ (Azl).
T2 )\{L’Q
.Es R? con esta suma y producto con escalares un espacio vectorial?

5. Considere el conjunto R? con las siguientes operaciones:

B :R? x R? - R?, (”31) B <y1> - (“”1 +y1) 7
T2 Y2 0

O:RxR25R2  AD (ml) = (Ml).
T2 )\CEQ
;Es R? con esta suma y producto con escalares un espacio vectorial?
6. (a) SeaV = (—%, 7)ydefina suma @ :V xV — V y producto con escalar © : R xV =V
por
x @y = arctan(tan(x) + tan(y)), A ©® z = arctan(\ tan(x))

para todo z,y € V, A € R. Demuestre que (V,®,®) es un espacio vectorial sobre R.

(b) Una generalizacién de la construccion en (a) es lo siguiente:

Sea V un conjunto y f : R®™ — V una funcién biyectiva. Entonces V es un espacio
vectorial con suma y producto con escalar definido asi:

coy=ffTH@)+ ),  Aoz=fAfT(2)
para todo x,y € V, A € R.
7. Sea U un subespacio de R™. Demuestre que R™ \ U no es un subespacio de R™.

8. Sean m,n € N. Demuestre que M (m x n,R) con la suma y producto con nimeros en R es un
espacio vectorial.

De los siguientes subconjuntos de M (n X n), diga si son subespacios.
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Todas las matrices con ai; = 0.

)

b) Todas las matrices con a;; = 3.
) Todas las matrices con ajs = pay; para un y € R fijo.
)

Todas las matrices cuya primera columna coincide con la iltima columna.
Para los siguientes numerales supongamos que n = m.

Todas las matrices simétricas (es decir, todas las matrices A con A® = A).
Todas las matrices que no son simétricas.
Todas las matrices antisimétricas (es decir, todas las matrices A con A* = —A).

Todas las matrices diagonales.
Todas las matrices triangulares inferiores.

Todas las matrices invertibles.

)
)
)
)
(i) Todas las matrices triangulares superiores.
)
)
) Todas las matrices no invertibles.
)

Todas las matrices con det A = 1.

9. Demuestre que

i
v o | T + a0 — 203 — x4 =0,
N 3 ' Ty —To+ 23+ 704 =0

T4

es un subespacio de R%.
10. Demuestre que

1
W= To . 3%1—%2—2%3—%4:3,
€3 ' 4:171+172+1‘3+7£174:5

T4

es un subespacio affn de R%.

11. Considere los sistemas de ecuaciones lineales

z+2y+ 32 =0, T+ 2y+ 3z =3,
(1) 4z +5y+62=0, ;, (2) 4z + 5y + 62 =9,
Tr+8y+92=0 Txr+8y+9z=15

Sea U el conjunto de todas las soluciones de (1) y W el conjunto de todas las soluciones de
(2). Note que se pueden ver como subconjuntos de R3.

(a) Demuestre que U es un subespacio de R? y describalo geométricamente.
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(b) Demuestre que W no es un subespacio de R3.

(c) Demuestre que W es un subespacio afin de R? y describalo geométricamente.

12. (a) Sean vy = <1> , Vg = (2) € R2. Escriba v = (g) como combinacion lineal de v; y

2 )
V2.
1 1 1
(b) (Esv=[2] combinacién lineal de vy = [ 7|, vo = |5 ]?
) 2 2

(c) (Es A= (é?) _2> combinacién lineal de

1 2 3
13. (a) (Los vectoresv; = [ 2|, va= | 2|, v3 = | 0| son linealmente independientes en R3?
3 5 1
1 1 1
(b) ¢Los vectores v;1 = | =2 |, va = | 7], v3 = [ 5| son linealmente independientes en
2 2 2

R3?

(c) ;Los vectores p; = X2 — X +2, pp = X +3, p3 = X2 — 1 son linealmente independientes
en P»,? ;Son linealmente independientes en P, para n > 37
. (131 (1 7 3 (1 -1 0 .

(d) ¢Los vectores 41 = (_2 9 3), Ay = (2 1 2), Az = (5 9 8) son lineal-
mente independientes en M (2 x 3)?

14. Sean ¥y, ..., U, @ € R™. Suponga que @ # 0 y que @ € R™ es ortogonal a todos los vectores
¥;. Demuestre que @ ¢ span{1, ..., ¥y, }. ;Se sigue que el sistema @, 7, . . ., Up, es linealmente
independiente?

15. Determine si span{ai, as, as, aq} = spanf{vy,ve, v3} para

0 1 1 2 5 1 1
al = 1 , g = 0 , ag = 2 , Q4 = 1 , U1 = -3 , U2 = 1 , U3 = -1
b 3 13 11 0 8 —2

16. (a) ¢(Las siguientes matrices generan el espacio de todas las matrices simétricas 2 x 27
2 0 13 0 0 3
A1_<O 7>7 A2_(O 5)7 A3_<3 0)7
Si no lo hacen, encuentre un M € Mgy, (2 x 2) \ span{A4;, Ay, As}.
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(b) ¢Las siguientes matrices generan el espacio de todas las matrices simétricas 2 x 27

2 0 13 0 0 3
B1_<O 7)7 B2_<0 5)3 B3_<_3 0)7

(c) ¢Las siguientes matrices generan el espacio de las matrices triangulares superiores 2 x 27

6 0 0 3 10 -7
a-(@5) -3 e-(07)
Si no, encuentre una matriz M triangular superior que no pertenece a span{Ci, Csy, C3}.

17. Sean € Ny sea V el conjunto de las matrices simétricas n X n con la suma y producto con
A € R usual.

(a) Demuestre que V' es un espacio vectorial sobre R.

(b) Encuentre matrices que generan V. ;Cudl es el nimero minimo de matrices que se
necesitan para generar V7

18. Determine si los siguientes conjuntos de vectores son bases del espacio vectorial indicado.

(a) U1=<§),v2=<§); R2.
(b)Az(; i’),B:G’ ;’),O=<_g ;),D:(g é); M(2 % 2).

(¢) pi=1+z, pp=x+a® ps=a’+2° pp=1+z+a>+2% P

19. (a) Es F el plano dado por F : 2z — 5y + 3z = 0. Demuestre que F' es subespacio de R3 y
encuentre vectores @ y w € R? tal que F' = span{u, @}

1 -5
(b) Sean vy = [7], va=| 1 | € R3 Sea E el plano E = span{vy,vs}. Escriba E en la
3 2

forma F : ax + by + cz = d.
(c) Encuentre un vector w € R3, distinto de v; y vq, tal que span{vy, v, w} = E.

(d) Encuentre un vector vz € R3 tal que span{vy,va,v3} = R3.

20. (a) Encuentre una base para el plano E :  — 2y + 3z = 0 en R3.

(b) Complete la base encontrada en (i) a una base de R3.

21. Sea F := {(w1, 72,73, 74)" : 221 — 2 + 423 + 14 = 0}.
(a) Demuestre que F' es un subespacio de R?

(b) Encuentre una base para F'y calcule dim F'.
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(c) Complete la base encontrada en (ii) a una base de R*.

22. Sea G := {(w1, T2, w3, 74)" : 201 — X9 + 4x3 + 14 = 0,21 — T3 + T3 + 224 = 0}.

(a) Demuestre que G es un subespacio de R*
(b) Encuentre una base para G y calcule dim G.

(c) Complete la base encontrada en (ii) a una base de R%.

1 0 4 2 1
23. Seanwv; = 2], vo=[4]|,v3=(2],v4a=1[8],vs=1{0
3 1 5 3 1

Determine si estos vectores generan el espacio R3. Si lo hacen, escoja una base de R3 de los
vectores dados.

6 0 6 3 6 —3 12 -9
24. Sean01:(0 7), Cz=<0 12)7 03:(0 Q)a 04:(0 1)'

Determine si estas matrices generan el espacio de las matrices triangulares superiores 2 x 2.
Si lo hacen, escoja una base de las matrices dadas.

25. Sean p; = 22 + 7,p2s = x + 1,p3 = 32% + 7x. Determine si los polinomios pi, ps2, p3 son
linealmente independientes. Si lo son, complételos a una base en Ps.

26. Para los siguientes conjuntos, determine si son espacios vectoriales. Si lo son, calcule su di-
mension.

(a) My ={A € M(n xn): A es triangular superior}.

(b) My ={A € M(n xn): A tiene ceros en la diagonal}.

(c) M3 ={A€ M(nxn): A" =—A}.

(d) My = {pe P5:p(0)=0}.

27. Para los siguientes sistemas de vectores en el espacio vectorial V', determine la dimensién del
espacio vectorial generado por ellos y escoja un subsistema de ellos que es base del espacio
vectorial generado por los vectores dados. Complete este subsistema a una base de V.

1 3 3
(a) V:Rg,ﬁlz 2 s 172: 2 y ’1732 2
3 7 1

(b) V=P, pi=a3+x, pp=a%—22+3x, p3 =22 +2x -5, ps = 2% + 3z + 2.

(c)V:M(2><2),A:(_12 ;1)73:(‘1’ Z),C:(_O7 3),17:(190 _112).
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28. Sea V un espacio vectorial. jFalso o verdadero?

(a) Suponga v1,...,vk,u,z € V tal que z es combinacién lineal de los vy, ..., v;. Entonces

z es combinacion lineal de vy, ..., vg, u.

(b) Si u es combinacién lineal de vq,...,vr € V, entonces vy, ...,v;,u es un sistema de

vectores linealmente dependientes.

(¢) Siwvg,...,vp € V es un sistema de vectores linealmente dependientes, entonces vy es

combinacién lineal de los va, ..., vk.

;Es C™ un espacio vectorial sobre R?
(Es C™ un espacio vectorial sobre Q7

Es R™ un espacio vectorial sobre C?

)
)

(c)

(d) ¢(Es R™ un espacio vectorial sobre Q7
) ¢Es Q™ un espacio vectorial sobre R?
)

;Es Q™ un espacio vectorial sobre C?

30. Sea V un espacio vectorial y sean U, W C V subespacios.
(a) Demuestre que U N W es un subespacio.
(b) Demuestre que dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W).
(¢) Suponga que U NW = {0}. Demuestre que dim(U @ W) = dim U + dim W.
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Capitulo 6

Transformaciones lineales y cambio
de bases

En la primera seccién de este capitulo definiremos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales
y discutiremos sus propiedades. Estas son funciones que “se comportan bien” con respecto a la
estructura de espacio vectorial. Por ejemplo, las matrices m x n pueden verse como aplicaciones
lineales de R™ a R™. Demostraremos la llamada formula de la dimension para aplicaciones lineales.
En la Seccién 6.2 estudiaremos el caso especial de las matrices. Uno de los resultados principales sera
la férmula de la dimensién (6.4). En la Seccién 6.4 veremos que, después de escoger una base, toda
aplicacion lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita puede representarse como una matriz.
Esto nos permitird trasladar resultados sobre matrices al caso de las transformaciones lineales.

Como en capitulos anteriores, trabajamos con espacios vectoriales sobre R o C. Recordemos que K
siempre denota R o C.

6.1. Transformaciones lineales

Definicién 6.1. Sean U,V espacios vectoriales sobre el mismo campo K. Una funcién T : U — V
se llama una transformacion lineal si para todos x,y € U y A € K se cumple lo siguiente:

Tx+y)=Te+Ty, T(\x)= . (6.1)
Otros términos para transformacion lineal son funcion lineal, aplicacion lineal u operador lineal.

Observacién. Observe que muy a menudo se escribe Tz en lugar de T'(z) cuando T es una funcién
lineal.

Observacién 6.2. (1) Claramente, (6.1) es equivalente a

T(x+ Ay) =Tz + Ty para todos z,y € U y A € K. (6.17%)

(11) Se sigue inmediatamente de la definicién que

T(Avp + -+ Mgvg) = M Ty + -+ AN Tog

227



228 6.1. Transformaciones lineales

para todos v1,..., v €V y A1,..., s € K.

(1) La condicién (6.1) dice que una aplicacién lineal respeta las estructuras de espacio
vectorial de su dominio y de su espacio de llegada.

Ejercicio 6.3. Sean U,V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C). Denotemos por
L(U,V) el conjunto de todas las aplicaciones lineales de U en V. Muestre que L£(U,V) es un
espacio vectorial sobre K. Esto significa que debe mostrar que la suma de dos aplicaciones lineales
es una aplicacién lineal, que un multiplo escalar de una aplicacién lineal es una aplicacién lineal
y que se cumplen los axiomas de espacio vectorial.

Ejemplos 6.4 (Aplicaciones lineales). (a) Toda matriz A € M(m x n) puede identificarse
con una aplicacién lineal R™ — R™.

(b) La derivacién es una aplicacién lineal, por ejemplo:

(1) Sea C(R) el espacio de todas las funciones continuas y sea C(R) el espacio de todas las
funciones continuamente diferenciables. Entonces

T:C'R) = C(R), Tf=f
es una aplicacion lineal.

Demostracion. Primero observe que f' € C(R) si f € C*(R), asi que la aplicacién T'
estd bien definida. Ahora queremos ver que es lineal. Tomamos entonces f,g € C1(R) y
A € R. Obtenemos

TOf+9)=Af+9)' =) +g =A"+g =XTf+Ty. O

(1) Las siguientes aplicaciones también son lineales. Observe que su accién es la misma que
la de T anterior, pero cambiamos los espacios vectoriales sobre los que actia.

R:P,— P,_1, Rf:flv S Py — Py, S.f:f/~

(¢) La integracién es una aplicacién lineal. Por ejemplo:
I:C([0,1]) = C([0,1]), fw1If donde (If)(z) :/ f() dt.
0

Demostracion. Claramente, I estd bien definida, ya que la integral de una funcién continua es
nuevamente continua. Para mostrar que I es lineal, fijamos f,g € C(R) y A € R. Obtenemos
para todo x € R:

(10f +0)@ = [ 0+ dt= [ A0+ ar=x [ e a+ [ o ar
= AIf)(z) + (Ig)().
Como esto es verdadero para todo x, se sigue que I(\f + g) = AL f) + (Ig). O
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(d) Como ejemplo de una aplicacién lineal de M (n x n) en si mismo, consideramos

T:M(nxn)— Mnxn), T(A)=A+ A"

Demostracion de que T es una aplicacion lineal. Sean A, B € M(nxn)y sea ¢ € R. Entonces

T(A+cB)=(A+cB)+(A+cB)=A+cB+ A"+ (cB)' = A+ ¢B + A + cB?
= A+ A"+ ¢(B + B") =T(A) + ¢I'(B). O

(e) Un primer ejemplo de una transformacién no lineal. Sea

T:R? SR, T(ayc):a:y.

1 0 1 1 0
Entonces T (O) =T <1> =zy =0, pero T (1> =1#£T (O) +T (1>

(f) Un segundo ejemplo de una transformacién no lineal. Sea

TR SR Ty —(3”32)
' 2yl /-

z
0 0 0 0 0 0 0
Entonces T [ 1| = (2>, peroT | =3 (1 =T|-3|= (6> #+ (—6) =-3T(1
0 0 0 0

El siguiente lema muestra que una aplicacion lineal siempre envia el vector cero al vector cero.
Lema 6.5. Si T es una aplicacion lineal, entonces TO = O.
Demostracion. TO =T(O —0O)=T0O —-TO = O. O
Definicién 6.6. Sea T : U — V una aplicacién lineal.

(1) T se llama inyectiva (o uno a uno) si

zyel £y = Tx#Ty.

(1) T se llama sobreyectiva si para todo v € V existe al menos un z € U tal que Tz = v.
() T se llama biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
(tv) El kernel de T (o nicleo de T o espacio nulo de T') es

ker(T) :={z € U : Tx = 0}.

A veces se usan las notaciones N(T') o N para ker(T).
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(v) La imagen de T (o rango de T') es
Im(T) :={y € V:y =Tz para algin z € U}.

A veces se usan las notaciones Rg(T'), R(T) o T(U) para Im(T).

Atencién. Es preferible usar “imagen” en lugar de “rango” porque “rango” también tiene otro
significado, vea Definicion 6.12.

Observacién 6.7. (1) Observe que ker(7') es un subconjunto de U y Im(7) es un subconjunto
de V. En la Proposicién 6.11 mostraremos que incluso son subespacios.

(1) Claramente, T es inyectiva si y solo si para todos z,y € U se cumple lo siguiente:

Te=Ty = z=y.

(111) Si T es una aplicacién lineal inyectiva, entonces su inversa T~ : Im(T) — U existe y también
es lineal.

Ejercicio 6.8. Sean U, V, W espacios vectoriales sobre K (con K =R o K = C).

= Supongaque T : U — V y S:V — W son funciones lineales. Muestre que su composicién
ST : U — W también es una funcién lineal.
Al comparar Im(ST) y Im(S), jqué puede concluir?
Al comparar ker(ST) y ker(S), ;qué puede concluir?

= Suponga que 7' : U — V es una funcién lineal invertible, de modo que podemos definir su

funcién inversa 71 : Im(T") — U. Muestre que esta también es una funcién lineal.

El siguiente lema es muy ttil.

Lema 6.9. Sea T : U — V una aplicacion lineal.

(1) T es inyectiva si y solo si ker(T) = {O}.
(1) T es sobreyectiva si y solo si Im(T) = V.

Demostracion. (1) Por el Lema 6.5, sabemos que O € ker(T'). Supongamos que T es inyectiva.
Entonces el dnico vector v € U que satisface Tv = O es v = O. Por lo tanto ker(7) contiene
solamente a O, de donde ker(T) = {O}.

Ahora supongamos que ker(T") = {O} y sean z,y € U con Tx = Ty. Por la Observacién 6.7, es
suficiente mostrar que x = y. Por hipétesis, O = Te—Ty = T(z—y), de donde x—y € ker(T) = {O}.
Por lo tanto x —y = O, lo cual significa que x = y.

(1) se sigue directamente de las definiciones de sobreyectividad y de imagen de una aplicacién
lineal. O

Ejemplos 6.10 (Ntcleos e imagenes de las aplicaciones lineales de los Ejemplos 6.4).

(a) Discutiremos el caso de las matrices al comienzo de la Seccién 6.2.
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(b)

SiT:CHR) — C(R), Tf = f', entonces es facil ver que el nticleo de T consiste exactamente
en las funciones constantes. Ademds, T' es sobreyectiva porque toda funcién continua es la
derivada de otra funcién, pues para cada f € C(R) podemos poner g(z) = foz f(t) dt. Entonces
g€ CYR) y Tg =g = f, lo cual muestra que Im(7T) = C(R).

Para el operador de integracién del Ejemplo 6.4(c), tenemos que ker(I) = {0} y Im(J) =
C'(R). En otras palabras, I es inyectiva pero no sobreyectiva.

Demostracion. Primero demostramos la afirmacién sobre la imagen de I. Supongamos que
g € Im(I). Entonces g es de la forma g(z) = [ f(t) dt para alguna f € C(R). Por el teorema
fundamental del célculo, se sigue que g € C*(R), asi que hemos demostrado Im(I) C C*(R).
Para mostrar la otra inclusién, sea g € C1(R). Entonces g es diferenciable y ¢’ € C(R) v,
de nuevo por el teorema fundamental del célculo, tenemos que g(x) = f: g'(t) dt, asi que
g € Im(I) y se sigue que C*(R) C Im(1).

Ahora supongamos que Ig = 0. Si derivamos, encontramos que 0 = (Ig)’'(z) = d%c Jy 9(t) dt =
g(z) para todo = € R; por lo tanto, g = 0 (la funcién cero), de donde ker(I) = {0}. O

Sea T : M(n xn) = M(nxn), T(A) = A+ A". Entonces kerT = Mugym(n x n) (= el
espacio de todas las matrices antisimétricas n x n) y ImT = Mgym(n X n) (= el espacio de
todas las matrices simétricas n x n).

Demostracion. Primero demostramos la afirmacion sobre la imagen de T'. Claramente, Im(7") C
Mgym(n x n) porque para toda A € M(n X n) tenemos que T(A) es simétrica, ya que
(T(A)! = (A+ A"t = A" + (A")! = A' + A = T(A). Para demostrar Mgy (n x n) C Im(7)
tomamos alguna B € Mgy (n x n). Entonces T(3B) = +B+ (1B)! = 1B+ 1B = B, donde
usamos que B es simétrica. En resumen, mostramos que Im(7") = Msym(n X n).

La afirmacién sobre el nucleo de T' se sigue de

AckaT < T(A)=0 < A+A'=0 <= A=-A" < A€ Mygym(nxn). O

Proposicion 6.11. Sea T : U — V una aplicacion lineal. Entonces

(1)
(1)

ker(T) es un subespacio de U.

Im(T) es un subespacio de V.

Demostracion. (1) Por el Lema 6.5 tenemos que O € ker(T). Sean z,y € ker(T) y A € K.

(11)

Entonces z + Ay € ker(T') porque
Tx+y)=Tz+Ty=0+X0=0.

De ahi concluimos que ker(T") esk un subespacio de U por la Proposicién 5.10.

Claramente, © € Im(T). Sean v,w € Im(T) y A € K. Entonces existen z,y € U tales
que Tz = vy Ty = w. Entonces v + A\w = Tx + XTy = T(z + \y) € Im(T), de donde
v+ Aw € Im(T). Por lo tanto, Im(7") es un subespacio de V por la Proposicién 5.10. O

Como ahora sabemos que ker(T) y Im(T") son subespacios, la siguiente definicién tiene sentido.
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Definicién 6.12. . Sea T : U — V una aplicacién lineal. Definimos
dim(ker(T)) = nulidad de T, dim(Im(T")) = rango de T.

A veces se usan las notaciones v(T) = dim(ker(T)) y p(T) = dim(Im(T)).

Atencidén. El “rango” de la Definicién 6.6 es un subescpacio (en inglés es “range”), mientras el
“rango” de la Definicién 6.12 es la su dimensién, o sea, es un ndmero (en inglés es “rnk”).

Ejemplo. Sea T : P; — P; definida por Tp = p’. Entonces Im(T") = {q 6 cdegg < 2}y
ker(T) = {q € P53 : degq = 0}. En particular, dim(Im(7")) = 3 y dim(ker(T)) =

Demostracion. = Primero mostramos la afirmacién sobre la imagen de T'. Sabemos que la deri-
vacién disminuye en 1 el grado de un polinomio. De ahi que Im(T") C {q € P5 : degq < 2}.
Por otro lado, sabemos que todo polinomio de grado < 2 es la derivada de un polinomio de
grado < 3. Asi se sigue la afirmacion.

» Ahora mostramos la afirmacién sobre el niicleo de T'. Recordemos que ker(T) = {p € P; : Tp =
0}. Asi, el niicleo de T consiste exactamente en aquellos polinomios cuya primera derivada es
0. Estos son exactamente los polinomios constantes, es decir, los polinomios de grado 0. [

Lema 6.13. Sea T : U — V wuna aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales U,V y sea
{ug,...,ur} una base de U. Entonces ImT = span{Tuy, ..., Tuy}.

Demostracion. Claramente, Tuq, ..., Tu; € ImT. Como la imagen de T es un espacio vectorial,
todas las combinaciones lineales de estos vectores también deben pertenecer a Im T, lo cual muestra
que span{Tuy, ..., Tux} € Im7T. Para mostrar la otra inclusién, sea y € Im7. Entonces existe
x € U tal que y = Tz. Expresemos & como combinacion lineal de los vectores de la base: ©z =
aiuy + ... agug. Entonces we obtain

y=Tzr=T(aquy + ... opur) = ac;Tus + ... Tuy, € span{Tuq, ..., Tug}.
Como y era arbitrario en Im 7', concluimos que ImT C span{Tuy, ..., Tuy}. Asi, en resumen,
hemos demostrado la afirmacion. O

Proposicién 6.14. Sean U,V espacios vectoriales sobre K y sea T : U — V una aplicacion lineal.

Sean x1,...,x, € U y pongamos yy :=Txq, ..., yr := Txr. Entonces se cumple lo siguiente.
(1) Siz1,...,z, son linealmente dependientes, entonces yi,...,yx también son linealmente de-
pendientes.
1) Si yi,...,yx son linealmente independientes, entonces x1,...,x) también son linealmente
Yy Y p
independientes.
(1) Suponga ademds que T es invertible. Entonces x1, ...,z son linealmente independientes si y
solo si Y1, ...,yx son linealmente independientes.
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En general, la implicacion “Si x1, ...,z son linealmente independientes, entonces y1, ..., yx son
linealmente independientes.” es falsa. jPuede dar un ejemplo?

Demostracion de la Proposicion 6.1/4. (1) Supongamos que los vectores 1, ...,z son linealmente
dependientes. Entonces existen Ap,...,\; € K tales que Ajz1 4+ -+ + \gzp, = O y at least one
Aj # 0. Pero entonces
O=T0 = T()\llL’l + -t )\k:ck) =Tz + -+ M\ Txp,
=My + -+ MYk,

de donde los vectores y1,...,y, son linealmente dependientes.
(11) se sigue directamente de (I).

(1) Supongamos que los vectores y1, ...,y son linealmente independientes. Entonces también lo
son x1,...,2, por (I). Ahora supongamos que z1,. ..,z son linealmente independientes. Observe
que T es invertible, asf que T~! existe. Por lo tanto, podemos aplicar (1) a T~! para concluir que
el sistema y1, ..., Y, es linealmente independiente. (Observe que z; = T 'y;.) O

Ejercicio 6.15. Suponga que T : U — V es una aplicacién lineal inyectiva y que {uq,...,ug}
es un conjunto de vectores linealmente independientes en U. Muestre que {Tuq,...,Tus} es un
conjunto de vectores linealmente independientes en V.

La siguiente proposicién es muy 1til y se usa en la demostracion del Teorema 6.18.

Proposiciéon 6.16. Sean U,V espacios vectoriales sobre K con dimU = k < oo.

(1) SiT:U —V es una transformacion lineal, entonces dimIm(7T) < dimU.
() SiT:U —V es una transformacion lineal inyectiva, entonces dimIm(T) = dimU.

() SiT:U — V es una transformacion lineal biyectiva, entonces dimU = dim V.

Demostracion. Sea uq,...,u una base de U.

(1) Por el Lema 6.13, sabemos que ImT" = span{Tu1, ..., Tug}. Porlo tanto dimIm7T < k = dim U
por el Teorema 5.47.

(1) Supongamos que T' es inyectiva. Mostraremos que T'uy, ..., Tuy son linealmente independien-
tes. Sean ay, ..., ap € K tales que ay;Tuy + - -+ + aipTur, = O. Entonces

O=a1Tus + -+ apTup =T(rug + - + apug).

Como T es inyectiva, se sigue que aju; + -+ + agur = O, de donde a; = -+ = a = 0, lo cual
muestra que los vectores Tuq, ..., Tu son efectivamente linealmente independientes. Por lo tanto
son una base de span{Tu1, ..., Tup} = ImT y concluimos que dimIm7T = k = dim U.

(1) Como T es biyectiva, es sobreyectiva e inyectiva. La sobreyectividad significa que Im7T =V,
y la inyectividad de T implica que dimIm 7 = dim U por (11). En conclusidn,

dimU =dimIm7T = dim V. ]
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La proposicién anterior nos dice, por ejemplo, que no existe una aplicacién lineal inyectiva de R® a
R3; 0 que no existe una aplicacién lineal sobreyectiva de R a M (2 x 2).

Observacién 6.17. La Proposicién 6.16 también es verdadera para dimU = oco. En este caso,
(1) se cumple claramente cualquiera que sea dim Im(7'). Para demostrar (11), debemos mostrar que
dimIm(T") = oo si T es inyectiva. Observe que para todo n € N podemos encontrar un subespacio
U,, de U con dim U,, = n y definimos T,, como la restriccién de T" a U,,, es decir, T}, : U, — V. Como
la restriccién de una aplicacion inyectiva es inyectiva, se sigue de (11) que dim Im(7},) = n. Por otro
lado, Im(7},) es un subespacio de V; por lo tanto dimV > dimIm(7,,) = n por Theorem 5.54 y
Remark 5.55. Como esto es verdadero para todo n € N, se sigue que dim V' = co. La demostracién
de (111) es la misma que en el caso de dimensién finita.

Teorema 6.18. Sean U,V espacios vectoriales sobre K y sea T : U — V una aplicacion lineal.
Ademds, sean E : U — U, F : V. — V aplicaciones lineales biyectivas. Entonces se cumple lo
stguiente:

(1) Im(T) = Im(TE), in particular dim(Im(T)) = dim(Im(TE)).
) ker(TE) = E~(ker(T)) y dim(ker(T)) = dim(ker(TE)).
) ker(T) = ker(FT), in particular dim(ker(T)) = dim(ker(FT)).
(v) Im(FT) = F(Im(T)) y dim(Im(T)) = dim(Im(FT)).

En resumen tenemos

ker(FT) = ker(T), ker(TE) = E~*(ker(T)), 6o
Im(FT) = F(Im(T)),  Im(TE) = Im(T). (6.2)
and
dimker(T') = dimker(FT) = dimker(TFE) = dimker(FTE), 6.3
dimIm(7) = dimIm(F7T) = dimIm(TFE) = dim Im(FTE). (6:3)

Demostracion. (1) Sea v € V. Si v € Im(T), entonces existe © € U tal que Tz = v. Pongamos
y = E~lz. Entonces v = Te = TEE 'z = TEy € Im(TE). Por otro lado, si v € Im(TE), entonces
existe y € U tal que TEy = v. Pongamos = = Fy. Entonces v = TEy = Tz € Im(T).

(11) Para mostrar que ker(TE) = E~!ker(T'), observe que
ker(TE) = {x € U : Ex € ker(T)} = {F"'u: u € ker(T)} = E~* (ker(T)).

Se sigue que
E~':kerT — ker(TE)

es una biyeccién lineal y por lo tanto dimker T = dimker(TE) por la Proposicién 6.16(111) (o la
Observacién 6.17 en el caso de dimensién infinita), tomando E~! como T', ker(T') como U y ker(TE)
como V.
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(1) Sea z € U. Entonces x € ker(FT) siy solo si FTx = O. Como F es inyectiva, sabemos que
ker(F) = {0}, de donde se sigue que Ta = O. Pero esto es equivalente a x € ker(T).

(rv) Para mostrar que Im(FT) = F Im(T'), observe que
Im(FT)={yeV:y=FTzparaalgin z € U} = {Fv:v € Im(T)} = F(Im(T)).
Se sigue que
F:ImT — Im(FT)

es una biyeccién lineal y por lo tanto dimIm7T = dim Im(F'T) por la Proposicién 6.16(111) (o la
Observacién 6.17 en el caso de dimensién infinita), tomando F como T, Im(T") como U y Im(FT)
como V. O]

Observacién 6.19. En general, ker(T) = ker(TE) y ker(T son afirmaciones falsas.

k
. 9 1 0 1
Tomemos por ejemplo U =V =R*, T = 0 0)Y E=F= 0 . Entonces claramente se
satisfacen las hipétesis del teorema y

ity = { ()}, otz oo { ()},
km@@:ﬂm{(@}, IMFD:ww{G>}

Dibuje una figura para visualizar el ejemplo anterior, teniendo en cuenta que T representa la
proyeccién sobre el eje z vy que F y F' son una rotacién de 45° y un “estiramiento” por el factor

V2.

pero

Terminamos esta seccién con uno de los teoremas principales del dlgebra lineal. En la siguiente
seccién volveremos a demostrarlo para el caso especial en que T estd dada por una matriz, en
el Teorema 6.33. El teorema siguiente puede considerarse una version libre de coordenadas del
Teorema 6.33.

Teorema 6.20. Sean U,V espacios vectoriales con dimU = n < oo y sea T : U — V wuna
aplicacion lineal. Entonces

dim(ker(T)) + dim(Im(T)) = n. (6.4)
Demostracion. Sea k = dim(ker(T)) y sea {uy,...,u;} una base de ker(T). La completamos a
una base {u1, ..., Uk, Wkt1,...,wy} of U y ponemos W := span{wgy1,...,w,}. Observe que por

construccién ker(T) N W = {O}. (jDemuestre esto!) Consideremos T = T'|w, la restriccién de T' a
w.

Se sigue que T es inyectiva porque si Tz = O para algin x € W entonces también Tx = Tx = O,
de donde = € ker(T) N W = {O}. Se sigue de la Proposicién 6.16(11) que

dimImT = dim W =n — k. (6.5)
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Para completar la demostracion, basta mostrar que Im T = ImT. Recordemos que, por el Lema 6.13,
la imagen de una aplicacién lineal estd generada por las imagenes de una base del espacio vectorial
inicial. Por lo tanto encontramos que

ImT = span{Tuy, ..., Tug, Twgy1, ..., Tw,} =span{Twg11, ..., Tw,}
= span{T w1, ..., Tw,}
=ImT
donde en el segundo paso usamos que Tu; = -+ = Tux = O y por lo tanto no contribuyen al
subespacio generado, y en el tercer paso usamos que Tw; = Tw; para j = k+1,...,n. Asi

mostramos que Im7T = Im T'; en particular, sus dimensiones son iguales y la afirmacién se sigue de
(6.5) porque, recordando que k = dimker(7"),

n=dimImT + k = dimIm T + dim ker 7. O

Observe que una forma alternativa de demostrar el teorema anterior es demostrar primero el Teo-
rema 6.33 para matrices y luego usar los resultados sobre representaciones de aplicaciones lineales
de la Seccién 6.4 para concluir la férmula (6.4).

Ahora deberia haber entendido
= qué es una aplicacién lineal y por qué son las aplicaciones naturales que se consideran en
espacios vectoriales,
= qué significan inyectividad, sobreyectividad y biyectividad,
= qué son el nicleo y la imagen de una aplicacién lineal,
s por qué la férmula de la dimensién (6.4) es verdadera,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= dar ejemplos de aplicaciones lineales,
» verificar si una funcién dada es una aplicacién lineal,
= encontrar bases y la dimensién de nicleos e imagenes de una aplicacién lineal dada,

= etc.

Ejercicios.

De los ejercicios 1 al 14 determinar si la funcién dada es una transformacién lineal. Si lo es de-
muéstrelo, en caso contrario dé un ejemplo donde no se cumpla la linealidad.

x4+ 2y
= |3y -5z
w

1. T:R* S R3, T

SRS
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

X
T:R* SR, T g = |w|
w
v T —y+2z4+3w
T:RY SRS, T Z = y+4z+3w
w x + 6z + 6w

T:P3— Py, T(p) = fOI p(t)dt.
a
T:R>— P35, T|b|=(a—3b)a>+ (b+ 2c).

c

T:M(3x3) — M3 x3), T(A) = A* — A.

T M(2x2) = M(2x2), T(A)_A(S ‘f)

Sea g € C*(R) y T : CY(R) — C(R) dada por: T(f) = (gf)’.
air a2 a3

TM(?)XS)—)R,T a21 Q22 Q93 | = aii + asz + ass.
az a2 a33

Sea Zp € R" y T : M(m x n) — R™ dada por T'(A) = AZy.

T:M(nxn)—= R, T(A) =det A.

De los ejercicios anteriores, (excepto el Ejercicio 11.) determine Im T, ker Ty sus dimensiones.

Sea w € R™ un vector no nulo y 7' : R™ — R dada por T(%) = (Z,w). Demuestre que T es
una transformacién lineal y determine las dimensiones de kerT" e ImT'.

Sea @ € R™ un vector no nulo y T : R — R™ dada por T(Z) = proy,; Z. Demuestre que T es
lineal, encuentre Im 7', ker T" y sus dimensiones.
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1

18. Sea T : R?* — R? dada por T(Z) = Z x | 2], ;T es una transformacién lineal? En caso
3

afirmativo encuentre ker 7 e Im7T y sus dimensiones. (Pista: Sale muy sencillo si lo piensa

geométricamente).
19. Sea T : R? — R3 una transformacion lineal tal que:
3

1 _
(()-) -3
3 -9

encontrar T’ < > y aun mas general, determinar T’ (y) T es inyectiva?. ; Como cambia la

11

3 0
respuesta si T( ) =\|1]7?
2 0

20. ;Existe una transformacién lineal T : R?® — R* tal que

Ny (] e y
T|-1] = . T -3 = T -14] = ?
5 1 | -1 < 0
1 -3 -5

6.2. DMatrices como aplicaciones lineales

En esta seccién trabajaremos principalmente con espacios vectoriales reales, para fijar ideas. Sin
embargo, todas las afirmaciones también son verdaderas para espacios vectoriales complejos. Solo
tenemos que reemplazar en todas partes R por C y la palabra real por complejo.

Sea A € M(m x n). Ya sabemos que podemos ver A como una aplicacién lineal de R” en R™. Por
lo tanto, ker(A) y Im(A), asi como los términos inyectividad y sobreyectividad, estan definidos.

Estrictamente hablando, deberiamos distinguir entre una matriz y la aplicaciéon lineal inducida por
ella. Asi, deberfamos escribir Ty : R™ — R™ para la aplicacién x — Ax. La razén es que, si vemos
A directamente como una aplicacién lineal, esto implica que tacitamente ya hemos escogido una
base en R™ y en R™; véase la Seccién 6.4 para més detalles. Sin embargo, usualmente abusaremos
de la notacién y escribiremos A en lugar de T'4.

Si vemos una matriz A como una aplicacién lineal y al mismo tiempo como un sistema de ecuaciones
lineales, entonces obtenemos lo siguiente.

Observacién 6.21. Sea A € M(m X n) y denotemos las columnas de A por dy, ..., d, € R™.
Entonces se cumple lo siguiente.

(1) ker(A) = todas las soluciones & del sistema homogéneo A% = 0.
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(11) Im(A) = todos los vectores b tales que el sistema AZ = b tiene solucién
= span{dy, ..., dn}.

En consecuencia,

(111) A es inyectiva <= ker(A) = {0}
<= el sistema homogéneo AT = 0 tiene solamente la solucién trivial & = 0.
(1v) A es sobreyectiva <= Im(4)=R™
<= para todo b € R™, el sistema AZ = b tiene al menos una solucién.

Demostracion. Todas las afirmaciones deberian ser claras, excepto quizds la segunda igualdad en
(11). Esto se sigue de

x1 X1
ImA={AZ:ZeR"}=q(@]...|a,) | : |:] : | €R"
T T
={x1a1 + -+ xpdyn) : 21,..., T, € R}
= span{dy, ..., dn},
véase también la Observacién 3.19. O

Para practicar un poco, demostramos las dos observaciones siguientes de dos maneras.
Observacién 6.22. Sea A € M(m x n). Si m > n, entonces A no puede ser sobreyectiva.

Demostracion con Gaufs-Jordan. Sea A’ la forma escalonada reducida por filas de A. Entonces debe
existir una matriz invertible E tal que A = FA’ y la tltima fila de A’ debe ser cero porque puede
tener a lo mas n pivotes. Pero entonces (A’|€,,) es inconsistente, olo que significa que (A|E~1E,,)
es inconsistente. De ahi que E~'&,, ¢ Im A, por lo que A no puede ser sobreyectiva. (Basicamente
estamnos diciendo que claramente A’ no es sobreyectiva porque podemos encontrar ficilamente
un lado derecho tal que A’# = b’ es inconsistente. Es suficiente escoger cualquier & cuya tltima
coordenada es diferente de 0. El vector mds fdcil es €,. Ahora haga el proceso de Gauf-Jordan
hacia atréas sobre este vector para obtener un lado derecho b tal que AZ = b sea inconsistente. ) O

Demostracion usando el concepto de dimension. Ya vimos que Im A es el subespacio generado por
sus columnas. Por lo tanto dimIm A < #columnas de A = n < m = dimR™, por lo tanto Im A C
R™. O

Observacién 6.23. Sea A € M(m X n). Si m < n, entonces A no puede ser inyectiva.

Demostracion con Gaufs-Jordan. Sea A’ be la forma escalonada reducida por filas de A. Entonces
A’ can have at most m pivots. Como A’ tiene mds columnas que pivotes, el sistema homogéneo
Az = 0 tiene infinitas soluciones; entonces también ker A contiene infinitos vectores y, en particular,
A no puede ser inyectiva. O

Demostracion usando el concepto de dimension. Ya vimos que Im A es el subespacio generado por
sus n columnas en R™. Como n > m, se sigue que los vectores columna son linealmente dependientes
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en R™ de donde AZ = 0 tiene una solucién no trivial. Por lo tanto ker A no es trivial y se sigue
que A no es inyectiva. O

Observe que las observaciones no implican que A sea sobreyectiva si m < n, ni que A sea inyectiva
si n < m. jEncuentre ejemplos!

Del Teorema 3.44 obtenemos el siguiente teorema muy importante para el caso especial m = n.

Teorema 6.24. Sea A € M(n x n) una matriz cuadrada. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(1) A es invertible.
(11) A es inyectiva, es decir, ker A = {0}.

(1) A es sobreyectiva, es decir, Im A = R™.

En particular, A es inyectiva si y solo si A es sobreyectiva si y solo si A es biyectiva.

Definicién 6.25. Sea A € M(m X n) y sean ¢y, ...,¢, las columnas de Ay 71, ..., 7, las filas de
A. Definamos
(1) Cy4 :=span{ci, ..., } =: espacio columna de A C R™,

(1) R4 :=span{ry,...,"m} =: espacio fila de A C R",
La siguiente proposicién se sigue inmediatamente de la definicién anterior y de la Observacién 6.21(11).

Proposicién 6.26. For A € M(m x n) it follows that
(I) RAZCAt Yy CAZRAt,
(1) Ca =Im(A) y Ra=Im(A").

La siguiente proposicion se sigue directamente de la teoria general de la Seccién 6.1. Daremos otra
demostracién al final de esta seccién.

Proposicién 6.27. Sea A€ M(mxn), E€ M(nxn), F € M(mxm) y supongamos que E y F
son tnvertibles. Entonces

(I) Ca=0Cyg.
(1) Ra = Rpa.

Demostracion. (1) Observe que Cy = Im(A) = Im(AE) = Cxyg, donde en la primeara y en la
tercera ecuacion usamos la Proposicion 6.26, y en la segunda ecuacién usamos el Teorema, 6.18.

(11) Recuerde que, si F es invertible, entonces F'* también es invertible. Con la Proposicién 6.26(1)
y lo que ya probamos en (1), obtenemos Rrs = C(pay = Carpt = Cge = Ra. O

Obtenemos inmediatamente la siguiente proposicion.
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Proposicién 6.28. Sea A, B € M(m x n).
(1) Si A y B son equivalentes por filas, entonces

dim(ker(A)) = dim(ker(B)), dim(Im(A)) = dim(Im(B)), Im(A') = Im(B'), Ru = Rp.

(1) Si A y B son equivalentes por columnas, entonces

dim(ker(A4)) = dim(ker(B)), dim(Im(A4)) =dim(Im(B)), Im(A)=Im(B), Cu=Cp.

Demostracion. Solo demostraremos (1). La afirmacién (11) se puede demostrar de manera similar
(o se puede deducir ficilmente de (1) aplicando (1) a las matrices transpuestas). Que A y B sean
equivalentes por filas significa que podemos transformar B en A mediante transformaciones por filas.
Como las transformaciones por filas se pueden representar mediante multiplicacién por matrices
elementales por la izquierda, existen matrices elementales Fy, ..., Fy € M(m x m) tales que A =
Fy ... F;.B. Observe que todas las F; son invertibles, consecuentemente F' := F} ... F}; es invertible

y A = FB. Por lo tanto, todas las afirmaciones en (1) se siguen del Teorema 6.18 y Proposicién 6.27.
O

La proposicién anterior es muy 1itil para calcular el niicleo de una matriz A: sea A’ la forma
escalonada reducida por filas de A. Entonces podemos aplicar la proposicién a A y a A’, y vemos
que ker(A) = ker(A4").

De hecho, sabemos esto desde el primer capitulo de este curso, pero entonces no teniamos a nuestra,
disposicion palabras elegantes como “nticleo”. No dice otra cosa que: las soluciones de un sistema
homogéneo no cambian si aplicamos transformaciones por filas, que es exactamente la razén por
la cual funciona la eliminacién de Gauf3-Jordan.

En los Ejemplos 6.36 y 6.37 calcularemos el nicleo y la imagen de una matriz. Ahora demostraremos
dos lemas técnicos.

Lema 6.29. Sea A € M(m x n). Entonces existen matrices elementales E1,...,E, € M(n x n)
and Fy,...,F; € M(m x m) tales que

Fy - F,AE; - E,= A"

donde A" es de la forma

T n—r
1 .
A" = o g (6.6)
1.
| m—r
0 0
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Demostracion. Sea A’ be la forma escalonada reducida por filas de A. Entonces existen Fy, ..., Fy €
M(m x m) tales que Fy --- FyA= A"y A’ es de la forma

*
A/: ******** 1

Ahora claramente podemos encontrar transformaciones por columnas “permitidas” tales que A’ se
transforme en la forma A”. Si observamos que aplicar transformaciones por columnas es equiva-
lente a multiplicar A’ desde el lado derecho por matrices elementales, entonces podemos encontrar
matrices elementales E1, ..., Ey tales que A'E) ... Ey es de la forma (6.6). O

Lema 6.30. Sea A" be as in (6.6). Entonces

(1) dim(ker(A)) =n —r = number of zero columns of A",
) = r = nidmero de pivotes de A”,

(1) dim(Im(A)
(IH) dim(CA//) = dim(RAu) =1r.
Demostracion. Todas las afirmaciones son claras si observamos que
ker(A”) = span{€.,1,...,8,} and Im(A”)=span{é,...,&.}

donde los €; son los vectores unitarios estdndar (es decir, su j-ésima componente es 1 y todas las
deméds componentes son 0). O

Proposicién 6.31. Sea A € M(m xn) y let A’ be its reduced row-echelon form. Entonces

dim(Im(A)) = nimero de pivotes de A’.

Demostracion. Sea Fi,...,Fy, E1,...,Er y A” be as in Lemma 6.29 y set F := Fy---F; and
E:=F;---E. Sesigue que A’ = FAy A” = FAE. Claramente, el nimero de pivotes de A’ y A”
coincide. Por lo tanto, con ayuda del Teorema 6.18, obtenemos

dim(Im(A)) = dim(Im(FAFE))
= ntmero de pivotes de A”

= nudmero de pivotes de A’. O

Proposicién 6.32. Sea A € M(m x n). Entonces
dim(Im(A)) = dim C4 = dim Ry4.
Esto significa:
dimension de la imagen de A = dimension del espacio fila

= dimension del espacio columna.
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Demostracion. Como Cy = Im(A) por la Proposicién 6.26, la primera igualdad es clara.

Now let Fy,...,Fy, Eq,...,E,y A", A” beasin Lemma 6.29 yset F' := Fy---Fyand E := E; - - - E},.
Entonces

dim(R,4) = dim(Rpag) = dim(Rar) = r = dim(Cyr) = dim(Cpag)
— dim(Cy). 0

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente teorema, que es un caso especial del Teore-
ma 6.20; véase también el Teorema 6.47.

Teorema 6.33. Sea A € M(m x n). Entonces
dim(ker(A4)) + dim(Im(A)) = n. (6.8)

Demostracion. Con la notaciéon anterior, obtenemos

dim(ker(A)) = dim(ker(A"”)) =n —r,
dim(Im(A)) = dim(Im(A")) = r

y se sigue la férmula deseada. O

Para el cdlculo de una base de Im(A), el siguiente teorema es ttil.

Teorema 6.34. Sea A € M(mxn) ylet A’ be its reduced row-echelon form con columns ¢, ..., ¢y
and &', ...,&, respectively. Suponga que las columnas con pivotes de A’ son las columnas j; <
... < ji. Entonces dim(Im(A)) = k y una base de Im(A) estd dada por las columnas ¢, , .. .,Cj, de

A.

Demostracion. Sea E una matriz invertible tal que A = EA’. Por hipdtesis sobre las columnas
con pivotes de la matriz A’, sabemsos que dim(Im(A’)) = k y que una base de Im(A4’) esta dada
por las columnas é,’,...,¢;, . Por el Teorema 6.18 se sigue que dim(Im(A)) = dim(Im(A4’)) = k.
Ahora observe que por la definicién de E tenemos que Ec¢,’ = ¢ para todo £ = 1,...,n; en
particular esto se tiene para las columnas con pivotes de la matriz A’. Adicionalmente, como E es
invertible y los vectores ¢;,’, ..., ¢,  son linealmente independientes, se sigue del Teorema 6.14 que
los vectores ¢, ..., ¢, son linealmente independientes. Claramente pertencen a Im(A), por lo que
span{cj,,..., G, } € Im(A). Como ambos espacios tienen la misma dimensién, necesariamente son
iguales. O

Observacion 6.35. El teorema anterior se puede usar para determinar una base de un subespacio
dado en la forma U = span{¥y, ..., U5} C R™ as follows: Defina la matriz A = (%] ... |Vx). Entonces

claramente U = Im A y podemos aplicar el Teorema 6.34 para encontrar una base de U.

Ejemplo 6.36. Encuentre ker(A), Im(A), dim(ker(A)), dim(Im(A)) y Ra para

11 5 1
3 2 13 1
A= 0 2 4 -1
4 5 22 1
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Solucién. Primero, reduzcamos por filas la matriz A:

5 1

L1 Q21(-1) 1 Q32(2) ! 1 5 1
A= 3 2 13 1| Qu(—4) 0 -1 -2 =21 Qa(1) 0o -1 -2 =2
1o 2 4 -1 0 2 4 -1 0 0 0 -5
4 5 22 1 0 1 2 -3 0 0 0 -5
Sa(—1) 1 1 5 1 S4(1/5) 1 0 3 -1 Qua(1) 1 0 3 0
Qaz(—1) 0 1 2 2| Qu2-1) 01 2 2| Q24(-2) 01 2 0 _. A
0 0 0 5 0 0 O 1 0 0 0 1| "7~
00 0 O 0 0 O 0 0 0 0 O

Ahora se sigue inmediatamente que dim R4 = dimCy =3y

dim(Im(A)) = # columnas con pivotes de A" = 3,
dim(ker(A4)) = 4 — dim(Im(A)) = 1

(0: dim(Im(A)) = #filas no nulas de A’ = 3, o: dim(Im(4)) = dim(R4) = 3 o: dim(ker(A4)) =
#columnas sin pivote de A" = 1).

Nicleo de A: Sabemos que ker(A) = ker(A’) por el Teorema 6.18 o Proposition 6.28. De la forma

explicita de A’ es claro que AZ = 0 si y solo si #4 = 0, x3 arbitrario, 7o = —2x3 y 1 = —3z3. Por
lo tanto
—3%3 -3
/ —2373 -2
ker(A) = ker(A") = y :x3 € R p =span 1
3
0 0

Imagen de A: Las columnas con pivotes de A’ son las columnas 1, 2 y 4. Por lo tanto, por el
Teorema 6.34, una base de Im(A) estd dada por las columnas 1, 2 y 4 de A:

1 1 1
3 2 1

Im(A) = span ol 12|21 (6.9)
4 ) 1

Método alternativo para calcular la imagen de A: Podemos usar operaciones por columnas de
A pare obtener Im A. (Se se siente mds cémodo con operaciones de filas, podria aplicar operaciones
por filas a la matriz A" y entonces transponer la matriz resultante.) Obtener (C; denota las “columna
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jésima de A):

11 5 1\ S2T8I (10 00 0\ oihoee, (10 00
A 3 2 13 1 Cy — Cy —C 3 -1 -2 =2 Cy — Cyq — 202 3 -1 0 0
= —_— —_—
0 2 4 -1 0 2 4 -1 0 2 0 -5
4 5 22 1 4 1 2 -3 4 1 0 -5
C4—>—1/5C4 1 O 0 O Cl—>01—3C4 1 O O 0
C1 — C1 +3C 0 -1 0 0 C2—C2—2C, 0O -1 0 O
R _—
3 2 0 1 0 0 0 1
7 1 0 1 4 -1 0 1
Cs 5 Ca 1 0 0 O
Cy — —Cy 01 0 0 _'AV
00 1 o 77
4 1 1 0
Se sigue que
1 0 0
~ 0 1 0 )
Im(A) = Im(A) = span ol ol |1 (6.9
4 1 1

= Explique por qué funciona el método con operaciones por columnas.

= Muestre mediante un célculo explicito que los espacios en (6.9) y (6.9’) son iguales.

Ejemplo 6.37. Encuentre una base de span{pi, p2,ps,ps} C P5 y su dimensién para

po=axd — 2%+ 2z 42, p2 = 2% + 222 + 8z + 13,
p3 = 33 — 622 — b, pa = 5x® + 422 4 262 — 9.

Solucién. Primero identificamos P3 con R* mediante a3 +bz?+cx+d = (a, b, ¢,d)*. Los polinomios
p1, P2, P3, P4 corresponden a los vectores

1 1 3 5
L -1 L ]2 . | -6 L 4
1= 2 9 2 = 8 , Us = 0 , Vg = 26
2 13 -5 -9
Ahora usamos la Observacién 6.35 para encontrar una base de span{vy, ve, v3,v4}. Para ello consi-
deramos la matriz A cuyas columnas son los vectores vy, ..., vUs:
1 1 3 5
-1 2 —6 4
A= 2 8 0 26
2 13 -5 -9
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Claramente, span{vy, 2, U3, U4} = Im(A), por lo tanto es suficiente encontrar una base de Im(A).
Aplicando transformaciones por filas a A, obtenemos

1 1 3 5 1045
-1 2 -6 4 o1 2 3|
A=19 5 0 2| 7 7l oo o o =4
2 13 —5 —9 000 0

Las columnas con pivotes de A’ son la primera y la segunda columna; por lo tanto, por el Teore-
ma 6.34, una base de Im(A) estd dada por sus primeras dos columnas, es decir, los vectores 7] y
Us.

Se sigue que {p1,p2} is una base de span{p1, p2, p3,pa} C P3, por ende dim(span{pi, p2, ps, pa}) = 2.

Observacién 6.38. Usemos la abreviatura m = span{pi, p2, p3, p4}- El célculo anterior muestra de
hecho que cualesquiera dos vectores de p1, p2, p3, ps forman una base de w. Para ver esto, observe
que claramente cualesquiera dos de ellos son linealmente independientes, de modo que la dimensién
del espacio que generan es 2. Por otro lado, este espacio generado es un subespacio de m que tiene
la misma dimensién 2. Por lo tanto deben ser iguales.

Observacién 6.39. Si quisiéramos completar pj, ps a una base de Ps, tenemos (al menos) las dos
opciones siguientes:

(1) Para encontrar gs,qs € P3 tales que p1,pe,qs,qs forman una base de P3, podemos usar el
proceso de la reduccién que aplicamos para encontrar A’. Suponga que F es una matriz
invertible tal que A = FA’. Podemos encontrar tal E al recordar las operaciones de filas que
transforman A en A’. Sean €; los vectores unitarios estdndar de R*. Entonces ya sabemos que
U1 = E€; y Uy = E€;. Si ponemos ws = FE€3 y wy = Fé€4, entonces v, U2, W3, W, forman una
base de R*. Esto se debe a que &1, ...,&,; son linealmente independientes y F es inyectiva. De
ahi que E@j,..., F&, are linealmente independientes too (by Proposition 6.14).

(11) Si ya tenemos algunos conocimientos sobre complementos ortogonales, como se discute en el
Capitulo 7, entonces sabemos que cualquier base del complemento ortogonal de span{, v5}
los completa a una base de R?*, que luego solo tenemos que traducir de nuevo a vectores en
Ps3. Para encontrar two linealmente independientes vectors which are orthogonal to v} y ¥s
tenemos que encontrar soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo de dos
ecuaciones con cuatro incégnitas

r1— To+2x3+2x4 =0,
r1+2x9—6x3+4x4 =0
0, en notacién matricial, P¥ = 0 donde P es la matriz 2 x 4 cuyas filas son 77 y v5. Como

claramente Im(P) C R2, se sigue que dim(Im(P)) < 2 y consecuentemente dim(ker(P)) >
4—-2=2.

Observacién 6.40. En la Seccién 7 definiremos el complemento ortogonal UL of a subspace
U C R™ (Definition 7.18). Consiste en todos los vectores W que son ortogonales a todo @ € U.
Mostraremos en el Teorema 7.22 que para toda matriz A € M(m X n)

ker(A) = (Ra)™ .
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Como R(A) = Im A?, esto muestra la relacién importante
ker(A) = (Im A")*.

Ejemplo 6.41. Sea T : R® — R* dada por

x 3x + 2y — br
T Z | 2yt z—w

w 5T + 2y —w

N w + 3r

Queremos escribir 7" en la forma AZ. Observe que T se puede expresar en la forma

Z” 3200—59;
0210 -1
T1=1=15 2 0 0 <1||? |
w 0001 3/)\|"
T T

Y1
Esta forma de expresar T no es arbitraria, ya que si <§j§) € Im T entonces:

Ya
T+ 2y — o7 =1,
Y+ z— w = Y2,
5x + 2y - w = ys,
w+ 3r =y,

y sabemos por la Seccién 3.3 que este sistema se puede escribir en la forma:

3200 -5\ (" n
0210 —1||Y [w
5 200 1|27 |y
000137“: Y

Ahora deberia haber entendido
= cudl es la relacion entre las soluciones de un sistema homogéneo y el nicleo de la matriz de
coeficientes asociada,

= cudl es la relacion entre los lados derechos admisibles de un sistema de ecuaciones lineales y
la imagen de la matriz de coeficientes asociada,

s por qué la férmula de la dimensién (6.8) se cumple y por qué es solo un caso especial de
(6.4),

= por qué funciona el proceso de Gauf3-Jordan,
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= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular una base del niicleo de una matriz y su dimension,
= calcular una base de la imagen de una matriz y su dimension,

n etc.

Ejercicios.

1. Encuentre una base para el espacio generado de los siguientes conjuntos:

0 1G) (1) 6))

2 —4 10
m =1, [-2],[-5]}
1 2 5
1 2 1 3
(c) o, —-21],12], 13
1 0 3 5

—_

10 -1 4 0 31
@ {G 06 )6 ol 1))
(e) {X?—X24+X+2, 2X3+4X+2, 2X3+ X?>+5X +1, X3 +2X%24+4X —1}.

2. En los siguientes ejercicios, exprese T del Ejemplo 6.41 de la forma AZ. Determine Im T, ker T’
y sus dimensiones.

1
(a) T:R® R}, T(@H) =ax | 0
—2
K Tty
(b) T:R* 5 R3, T 'Z = z—2
A 2y +w
r—y
T 5 + 4y + 9z
) T:RE=R,T|y|=|220-3y—=
z x+z
2y + 2z
1
(d) Seaw= [ 3| yT:R*— R?dada por T(Z) = proy; .
—1

3. Encuentre una matriz A(3 x 3) tal que su niicleo es el plano E : x + 2y — z = 0.
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4. Encuentre una matriz A(3 x 3) tal que su imagen es el plano F : 2z — y + 3z = 0.

5. Sea A € M(m x n) tal que para todo b € R™, el sistema AT = b tiene solucién. {,Cudnto vale
dim(Im A)?, jqué se puede decir de ker A?

6. Sean A€ M(mxn)y Be M(n x k).

< dimIm A.
< dimIm B.
> dim ker B.
> dim ker A.

(a) Muestre que dim(Im AB)
(b) Muestre que dim(Im AB)
(¢) Muestre que dim(ker AB)
(d) Muestre que dim(ker AB)

;Cuando se tiene igualdad en los ejercicios anteriores? Encuentre ejemplos para igualdad y
ejemplos donde hay desigualdad estricta.

7. Sea A € M(n x n) tal que A2 = A, muestre que ker A ® Im A = R". (Pista: Basta mostrar
que ker ANTIm A = {0} ;Por qué?)

6.3. Cambio de bases

En esta seccién, trabajamos principalmente con espacios vectoriales reales para fijar ideas. Sin em-
bargo, todos los enunciados también son validos para espacios vectoriales complejos. Solo tenemos
que reemplazar en todas partes R por C y la palabra real por complejo.

Usualmente representamos los vectores en R™ como columnas de niimeros, por ejemplo

3
U= 2
-1

, 0, més generalmente, w =

(6.10)

I S

Tales columnas de ntimeros se interpretan usualmente como las coordenadas cartesianas del extremo
del vector si su punto inicial estd en el origen. Asi, por ejemplo, podemos visualizar ' como el vector
que obtenemos cuando nos movemos 3 unidades a lo largo del eje x, 2 unidades a lo largo del eje y
y —1 unidad a lo largo del eje z.

Si tomamos €, €3, €3 como los vectores unitarios que son paralelos a los ejes z, y y z, respectiva-
mente, entonces podemos escribir ¥ como una suma ponderada de ellos:

3
U= 2| =36 + 26, —€5. (6.11)
-1

Asi, la columna de ndmeros que usamos para describir ¥ en (6.10) puede verse como una manera
conveniente de abreviar la suma en (6.11).

Sin embargo, a veces puede tener mas sentido describir cierto vector no mediante sus coordenadas
cartesianas. Por ejemplo, pensemos en un tablero de ajedrez infinitamente grande (esto es R?).
Entonces la torre se mueve a lo largo de los ejes cartesianos, mientras que el alfil se mueve a lo
largo de las diagonales, es decir, a lo largo de by = (1), by = (*%) y el caballo se mueve en
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Yy Yy
P(3,5)
5 -
bo
it (1)
1) 5
3 -
by
2 —— N
.52 1+
by
} } } i } T
—=1 0 1 2 3 4

FIGURA 6.1: Las figuras muestran el punto (3, 5) en coordenadas de “alfil” y de “caballo”. Los vectores
para el alfil son by = (1), b2 = (7]) y @ = (). Los vectores para el caballo son k1 = (%), ka = (1) 5

1
37K

direcciones paralelas a ki = (3), ky = (3). Suponemos que en nuestro juego de ajedrez imaginario
la torre, el alfil y el caballo pueden moverse en multiplos arbitrarios de sus direcciones. Supongamos
que las tres piezas estan situadas en el origen del tablero y queremos moverlas a la casilla (3,5).
Para la torre, esto es muy facil. Solo tiene que moverse 3 pasos a la derecha y luego 5 pasos hacia
arriba. Denotarfa su movimiento como vr = (g)R donde ponemos el indice R para indicar que
los nimeros en este vector columna corresponden al sistema de coordenadas natural de la torre. El
alfil no puede hacer esto. Solo puede moverse a lo largo de las diagonales. Entonces, jqué tiene que
hacer? Tiene que moverse 4 pasos en la direccién de by v 1 paso en la direccién de bo. Asi, denotarfa
su movimiento con respecto a su sistema de coordenadas de alfil como U = (})4. Finalmente, el
caballo tiene que moverse % pasos en la direccién de K y % pasos en la direccién de Ko para alcanzar

el punto (3,5). Asi, denotarfa su movimiento con respecto a su sistema de coordenadas de caballo

como U = (;jg)lc Véase la Figura 6.1.

Ejercicio. Verifique que o = (%), = 4by +1ba = (2) y que 7 = (%g))c = 1/3k1 +7/3ky = (3).

Aunque los tres vectores ¥, Ug y Ux se ven muy diferentes, describen el mismo vector, solo desde
tres perspectivas distintas (la perspectiva de la torre, del alfil y del caballo). Debemos recordar que
tienen que interpretarse como combinaciones lineales de los vectores que describen sus movimientos.
Lo que acabamos de hacer fue realizar un cambio de bases en R?: en lugar de describir un punto
del plano en coordenadas cartesianas, usamos coordenadas de “alfil” y de “caballo”.

También podemos ir en la otra direccién y transformar de coordenadas de “alfil” o de “caballo” a
coordenadas cartesianas. Supongamos que sabemos que el alfil se mueve 3 pasos en su direccién by y
—2 pasos en su direccién by; jdénde termina? En su sistema de coordenadas, se desplaza mediante

Last Change: Di 23. Jun 15:39:50 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter 6. Transformaciones lineales y cambio de bases 251

Yy Yy
34 34
o1 ‘3b_1 —9%, 0l ko :
DB
L b 3 k1
by i1 01 -2/ 14

L
L
8
L

FIGURA 6.2: Las figuras muestran los vectores (_3)8 y (_%)K.

el vector 4 = ( %)B. En coordenadas cartesianas este vector es

(3,55 0)o()-0)

Si movemos el caballo 3 pasos en su direccién k1 y —2 pasos en su direccion ko, es decir, si lo
movemos a lo largo de W = (,%) « Segun su sistema de coordenadas, entonces, en coordenadas

cartesianas, este vector es

o (), o)+ (- ()

;Pueden el alfil y el caballo alcanzar todos los puntos del plano? Si es asi, ;de cudntas maneras? La
respuesta es si, y pueden hacerlo exactamente de una manera. La razon es que, tanto para el alfil
como para el caballo, cada conjunto de vectores de direccién forma una base de R? (jverifiquelo!).

Precisemos el concepto de cambio de base. Supongamos que se nos da una base ordenada B =
{b1,...,b,} de R™. Si escribimos

Ty
z= (6.12)
In/
entonces lo interpretamos como un vector expresado con respecto a la base By
x
T = = 21by + - + Tpby. (6.13)
T,

B

Si el vector columna no lleva ningiin indice, entonces lo interpretamos como un vector con respecto a
la base candnica €1, . . . , €, de R™. Ahora queremos encontrar una manera de calcular las coordenadas
cartesianas (es decir, aquellas con respecto a la base candnica) si se nos da un vector en coordenadas
respecto a B, y viceversa.
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Resultara que la siguiente matriz sera muy util:

—

Ap_can = (V1] .- . |U0,) = matriz cuyas columnas son los vectores de la base B.

Explicaremos el indice “B — can” en un momento.
Transicion de la representacion con respecto a una base dada a coordenadas cartesia-
nas.

Supongamos que se nos da un vector como en (6.13). ;Cémo obtenemos sus coordenadas cartesianas?

Esto es bastante directo. Solo necesitamos recordar qué significa la notacién (-)g. Denotaremos por
Zp la representacién del vector con respecto a la base B y por Z su representacién con respecto a
la base estandar de R™.

€ x1 €
X= :xlbl —|—$(}2b2 ++xnbn = (b1|b2| |bn) :AB—)can = AB%canfo
Tn) g Tp Ty
es decir
Y
= AB_canB = . (6.14)
yn can
El dltimo vector (el que contiene yi,...,y,) describe el mismo vector que ¥, pero lo hace con

respecto a la base estandar de R™. La matriz Ag_.cqn se llama la matriz de transicion de la base B
a la base candnica (lo cual explica el subindice “B — can”). La matriz también se llama la matriz
de cambio de coordenadas

Transicion de coordenadas cartesianas a la representaciéon con respecto a una base
dada.

Supongamos que se nos da un vector & en coordenadas cartesianas. ;Cémo calculamos sus coorde-
nadas g con respecto a la base B?

Solo necesitamos recordar que la relacién entre & y 5, de acuerdo con (6.14), es
z= ABHcanf3~

En este caso, conocemos las entradas del vector Z. Asi que solo necesitamos invertir la matriz
Ap_can para obtener las entradas de Za:

rB = AB—)can‘r'
Esto requiere, por supuesto, que Ag_,.qn sea invertible. Pero esto estd garantizado por el Teore-
ma 5.39, ya que sabemos que sus columnas son linealmente independientes. Asi se sigue que la
matriz de transicién de la base candnica a la base B estd dada por

—1
AC’“L*B = ABcan:
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Y1
Observe que también podriamos hacer esto “a mano”: Senosda @ = | : y queremos encontrar
- . . Yn can . ’
las entradas z1, ..., x, del vector Tz que describe el mismo vector. Es decir, necesitamos niimeros
i, ..., Ty tales que
f:x1b1++bnmn

Si conocemos los vectores by, ..., b,, entonces podemos escribir esto como un sistema de ecuaciones
lineales de tamano n x n y luego resolverlo para x1, ..., T,, lo cual, por supuesto, en realidad es lo

Y1
mismo que aplicar la inversa de la matriz Ag_.cqn al vector & =

yn can
Ahora supongamos que tenemos dos bases ordenadas B = {by,...,b,} yC={é,...,¢,} deR" y

que se nos da un vector £y con respecto a la base B. ;Cémo podemos calcular su representacién
Ze con respecto a la base C? La manera mas sencilla es usar la base candénica de R™ como base
auxiliar. Entonces primero calculamos el vector dado Zp con respecto a la base candnica; llamamos
a este vector Z. Luego pasamos de & a Z¢. De acuerdo con las férmulas anteriores, esto es

Ze = AcanoscT = Acan—sc AB—scanTs.
Por lo tanto, la matriz de transicién de la base B a la base C es
Ap—c = Acan—scAB—scan-
Ejemplo 6.42. Volvamos a nuestro ejemplo del tablero de ajedrez imaginario. Tenemos la “base de

alfil” B = {51, 52} donde b; = (), by = (_%) y la “base de caballo” K = {El, Eg} k= (2), ky =
(1). Entonces las matrices de transicién a la base canénica son

1 -1 2 1
AB—>can N (1 1) ; AIC—>ca’rL = (1 2) ’

1 1 1 1 2 -1
AcanﬁB - 5 (_1 1> ) Acan%lC = g <_1 2)

y las matrices de transicién de B a K y de K a B son

1/1 -3 1 1 3

= Dado un vector & = (%), en coordenadas de alfil, jcudles son sus coordenadas de caballo?

sus inversas son

Solucién. (f);c = AB%ICQ_?’B = %(% _g)(g) = %(_ég)lC o

= Dado un vector ¢ = (9 ), en coordenadas de caballo, ;cudles son sus coordenadas de alfil?
Solucién. ()5 = Ax-sic = 5(-13)(3) = (1) o
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» Dado un vector Z = (}) en coordenadas estandar, ;cudles son sus coordenadas de alfil?

=

Solucién. () = AcansZ=3(_11)(3)=(3)z o
Ejemplo 6.43. Recordemos el ejemplo de la pagina 109, donde teniamos una tienda que vendia
distintos tipos de paquetes de comida. El paquete de tipo A contiene 1 durazno y 3 mangos, y el
paquete de tipo B contiene 2 duraznos y 1 mango. Planteamos dos tipos de preguntas:

Pregunta 1. Si compramos a paquetes de tipo A y b paquetes de tipo B, jcudntos duraznos y
mangos obtendremos? Podriamos reformular esta pregunta para que sea més similar a la Pregunta
2: jcuantos duraznos y mangos necesitamos para llenar a paquetes de tipo A y b paquetes de tipo
B?

Pregunta 2. ;Cudntos paquetes de tipo A y de tipo B tenemos que comprar para obtener p
duraznos y m mangos?

Recordemos que teniamos la relacién

a\ _[(m 1 (m\ _ fa (1 2 o 1/=1 2
w(5)=G) v ()= () e =G 1) v =55 )
(6.15)
Podemos ver estos problemas en dos sistemas de coordenadas distintos. Tenemos la “base de frutas”

F = {p,m} y la “base de paquetes” P = {4, B} donde

i=(o) 7=(3). 4-(5). 5-(7)

Observe que A = i + 37, B = 2/ + P, y que 1 = %(»/T+ 3§) yp= %(217 E) (esto significa,
por ejemplo, que un mango es tres quintos de un paquete B menos un quinto de un paquete A).

Un ejemplo para la primera pregunta es: ;Cuantos duraznos y mangos necesitamos para obtener 1
paquete de tipo A y 3 paquetes de tipo B? Claramente, necesitamos 7 duraznos y 6 mangos. Asi,

. 1
el punto que queremos alcanzar estd en “coordenadas de paquetes” <3) y en “coordenadas de
P

frutas” (g) . Esto se esquematiza en la Figura 6.3.
F

Un ejemplo para la segunda pregunta es: ;cudntos paquetes de tipo A y de tipo B tenemos que
comprar para obtener 5 duraznos y 5 mangos? Usando (6.15), encontramos que necesitamos 1
paquete de tipo A y 3 paquetes de tipo B. Asi, el punto que queremos alcanzar estd en “coordenadas

5
y en “coordenadas de frutas” 5
P F

1 . .
de paquetes” 9 . Esto se esquematiza en la Figura 6.4.
En el resto de esta seccién aplicaremos estas ideas para introducir coordenadas en espacios vectoria-
les abstractos (finitamente generados) V' con respecto a una base dada. Esto nos permite identificar,

en cierto sentido, V' con R™ o C™ para un n apropiado.

Supongamos que se nos da un espacio vectorial real V' con una base ordenada B = {vy, ..., v, }. Da-
do un vector w € V, sabemos que existen nimeros reales determinados de manera tnica aq, ..., o,
tales que

W= 01U + -+ QpUn.
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mangos
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(b)

F1curA 6.3: jCudntos duraznos y mangos necesitamos para obtener 1 paquete de tipo A y 3 paquetes
de tipo B? Respuesta: 7 duraznos y 6 mangos. La Figura (a) describe la situacién en el “plano de
frutas”, mientras que la Figura (b) describe la misma situacién en el “plano de paquetes”. En ambas
figuras vemos que A+3B= 7P+ 6m.
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mangos Tive B
ipo
6 -+

e

+ duraznos

H
y
ool

OV s e ek e e e e e

F1cura 6.4: ; Cudntos paquetes de tipo A y de tipo B necesitamos para obtener 5 duraznos y 5 mangos?
Respuesta: 1 paquete de tipo A y 2 paquetes de tipo B. La Figura (a) describe la situacién en el “plano
de frutas”, mientras que la Figura (b) describe la misma situacién en el “plano de paquetes”. En ambas
figuras vemos que A+2B= 50 + 5m.

Asi, si se nos da w, podemos encontrar los numeros «j, ..., a,. Por otro lado, si se nos dan los
nimeros ajq, . . ., &y, podemos reconstruir facilmente el vector w (basta sustituir en el lado derecho
de la ecuacién anterior). Por lo tanto, tiene sentido escribir

aq

OénB

donde nuevamente el indice B nos recuerda que la columna de nimeros debe entenderse como
los coeficientes con respecto a la base B. De esta manera, identificamos V' con R™, ya que cada
vector columna da un vector w en V' y cada vector w da un vector columna en R™. Observe que si
comenzamos con algin w en V', calculamos sus coordenadas con respecto a una base dada y luego
regresamos a V, recuperamos nuestro vector original w.

Ejemplo 6.44. En P,, considere las bases B = {p1, p2, p3}, C = {q1, ¢2, g3}, D = {r1, ra, 73}
donde

m=lp=Xp=X a=X,@e=X¢g=1 n=X+2X,r=5X+2 =1L
Queremos escribir el polinomio m(X) = aX? + bX + ¢ con respecto a la base dada.

c
= Base B: Claramente, m = ¢p; + bps + aps, por lo tanto 7 = | b
a

B
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a
= Base C: Claramente, m = aqy + bgs + cq3, por lo tanto m = | b
¢ ¢
= Base D: Esto requiere algunos célculos. Recordemos que necesitamos nameros «, 3,7 € R
tales que
@
T=|p = ary + Bro + rs3.
7/ p

Esto conduce a la siguiente ecuacién
aX?+bX +c=a(X?+2X)+B6BX +2)+7=aX?+ (2a+58)X +28+7.

Comparando coeficientes obtenemos

« = a, 1 0 0 « a
2a + 50 =b, en forma matricial: 2 5 0 Bl =10b]. (6.16)
26+y=c 0 2 1 y c

Note que las columnas de la matriz en el lado derecho son exactamente las representaciones

. a
vectoriales de 71, 12, 73 con respecto a la base C y el vector columna (b) es exactamente la
C

representacion vectorial de m con respecto a la base C. La solucién del sistema es

a=a, B=-2a+3ib, y=2a—1tb+c,
por lo tanto
a
™= —%a—i—%b
2 1
sa—5b+c/p

También podriamos haber encontrado la solucién haciendo una vuelta por R? de la siguiente
manera: Identificamos los vectores q1, ¢o, g3 con los vectores de la base candnica €7, €, €3 de
R3. Entonces los vectores 71, ra, r3 y 7 corresponden a

1 0 0 a
m=l2|. m=|5|. #=[0o]., #=|»
0 2 1 c

Sea R = {7, 7, 7 }. Para encontrar las coordenadas de 7 con respecto a la base 7, 7, T
1» "2» '3 1> "2y 13
observamos que
=/ =/
™ = AR—>can7TR

donde AR_scqn €s la matriz de transicién de la base R a la base canénica de R, cuyas columnas
consisten en los vectores 7, 74, F’é Asi vemos que esta es exactamente la misma ecuacién que
la de (6.16).

Damos un ejemplo en un espacio de matrices.
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Ejemplo 6.45. Considere las matrices

(1) s=s) r=(0) 260

(1) Muestre que B = {R,S,T} es una base de My, (2 x 2) (el espacio de todas las matrices
simétricas de tamafio 2 x 2).

(11) Escriba Z en términos de la base B.

Solucién. (1) Claramente, R, S, T € Mgy (2 x 2). Como ya sabemos que dim My, (2 x 2) = 3,
basta mostrar que R, .S,T son linealmente independientes. Entonces consideremos la ecuacion

a+p oz—i—v).

0=aR+B8S++T = (a—i—’y o+ 38

Obtenemos el sistema de ecuaciones

a+ =0, 1 1 0 « 0
o) +v =0, en forma matricial: 1 01 Bl=10]. (6.17)
a+ 38 =0 1 30 ki 0

Haciendo algunos célculos, se sigue que @ = 8 = v = 0. De ahi mostramos que R,S,T son
linealmente independientes y por lo tanto son una base de Mgym (2 X 2).

(11) Para escribir Z en términos de la base B, necesitamos encontrar «, 3, € R tales que

_ _(a+pB o+
Z—O‘R+BS+7T_<Q+7 a+35>'

Obtenemos el sistema de ecuaciones

a+ B =2, 1 1 0 « 2
@ +v=3, en forma matricial: 1 0 1 8l1=1(3]. (6.18)
a+38 =0 13 0/ \» 0
=A
Por lo tanto
a 2 1 3 0 —1 2 3
Bl =4A"13]|= A R
~ 0 32 1) \o 0
dedondeZ:BR—S:(—§> . o
0/ B

Ahora damos una solucién alternativa (que es esencialmente la misma que la anterior) haciendo

1 0 0 0 0 1
un rodeo por R3. Sea C = {A;, A, A3} donde A; = <0 0), Ay = <0 1), Az = <1 0).
Esta es claramente una base de Mgy, (2 x 2). La identificamos con la base estdndar &, &>, de R3.

Entonces los vectores R, S, T en esta base se ven como

1 1 0 2
rR=[1], s=[o], 1=[1 y 7' =13
1 3 0 0
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(1)

(1)

Para mostrar que R, S,T son linealmente independientes, solo tenemos que mostrar que los
vectores R', S" y T’ son linealmente independientes en R?. Para ello, consideramos la matriz A
cuyas columnas son estos vectores. Observe que esta es la misma matriz que apareci6 en (6.18).
Es facil mostrar que esta matriz es invertible (jya calculamos su inversa!). Por lo tanto los
vectores R, S’, T’ son linealmente independientes en R?, por lo tanto R, S, T son linealmente
independientes en Mgy, (2 x 2).

Ahora, para encontrar la representacién de Z en términos de la base B, solo necesitamos

encontrar la representacién de Z’ en términos de la base B’ = {R’, S’,T'}. Esto se hace de la
siguiente manera:

Z/B’ = Acan—)B’Z/ - A_lz/ =

o w

Ahora deberia haber entendido

el significado geométrico de un cambio de bases en R",

c¢émo un espacio vectorial abstracto de dimensién finita puede representarse como R™ o C"
y que la representacién depende de la base elegida de V,

como cambia la representacién vectorial si se reordena la base elegida,

etc.

Ahora deberia ser capaz de

realizar un cambio de base en R™ y C™ dada una base,

representar vectores en un espacio vectorial de dimensién finita V' como vectores columna
después de elegir una base,

n etc.
Ejercicios.
1 1 0 0 0 0 1 0

1. Sea B = {(0 0) , <1 1> , (1 0) , (0 4) } Muestre que B es una base de M (2 x 2)
y encuentre [A]p para A = <Z 2)

2. Sea B={X%2—-1, X?+ X +1, X?}. Muestre que B es base de P,. Encuentre [p(X)]g para
p(X)=a+bX +cX2

3. Sea B={1, €*, e *} y V =span{l, €%, e "}.

(a) Muestre que sinhz,coshz € V.
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(b) Encuentre A € M (3 x 3) tal que

_ T —x
1=ai1 +aee” +aze™,

. _ N ﬂ
sinhz = as1 + agee” + asge™ ™,

coshx = a3y + asze” + azze™".

(¢) Muestre que B’ = {1, sinhz, coshz} es base de V.
(d) Encuentre Ag_,p' y Ap 5.
4. Muestre que B = {1, X — 1, (X — 1)?} es base de P, y escriba a + bX + cX? en términos

de B. Atin més general, muestre que B= {1, X — 1, (X —1)%,...(X —1)"} es base de P, y
obtenga Ag_can, Acanp donde can = {1, X2 ... X"}.

-1 1 0 2 -1 3
5. Sean By = 11, 0],(1 y By = 1], 41,1 -2
0 -1 1 3 5 4

(a) Muestre que B; y Bs son bases de R3.

T
(b) Sea ¥ = | y |. Encuentre [0]p, ¥ [U]g,.
z

(c) Obtenga Ap, 5, v AB,—5;-

6. Sea ¥ € (—m,m]. Muestre que By = {(Z?ﬁg) , (;cs)lsnﬂﬁ)} es una base de R2. Encuentre

ABy—scan Y Acan—B,- {COmo se interpreta geométricamente By?

7. Sean a,b tal que ab # 0.

(a) Muestre que B = {\/a?lﬁ (Z) , \/JW <_2>} es base de R?.

(b) Muestre que existe ¢ € (—m, 7] tal que B = By. (Hint: Interpretacién geométrica de B)

8. Sea By como en Ejercicio 6..

(a) Siv =

jus
6

, escriba (3\3/3) en términos de By.

. . 1 o .
(b) Si ¥ = 7, escriba (_1) en términos de la base candnica.
By

9. Sean ¥;,92 € (—m, 7], jcémo se interpreta geométricamente Ag, 5,7
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6.4. Transformaciones lineales y sus representaciones matri-
ciales

Sean U,V espacios vectoriales sobre K y sea T : U — V una transformacion lineal. Recordemos que
T satisface

T()\L’Cl —+ e+ )\kxk) = >\1T<l‘1) + o4 /\kT(xk)

para todo 1, ..., xx € U y A1, ..., A\x € K. Esto muestra que, para conocer T, en realidad basta
conocer cémo actia T sobre una base de U. Supongamos que se nos da una base B = {uy, ..., up}
de U y tomemos un vector arbitrario w € U. Entonces existen A1, ..., Ay € K determinados de
manera Unica tales que w = A\jui + - - - + Apu,. Por lo tanto

Tw=T(Aus + -+ Aun) = MTur + -+ A Tuy,. (6.19)

Asi, Tw es una combinacién lineal de los vectores Tuy, ..., Tu, € V y los coeficientes son exacta-
mente Aj,..., \n.

Supongamos que se nos da una base C = {v1, ..., v, } de V. Entonces sabemos que, para cada
Jj =1,...,n, el vector T'u; es una combinacién lineal de los vectores de la base vi,...,v,, de V.
Por lo tanto, existen ndmeros a;; € K determinados de manera tnica (i = 1,...,m, j =1,...n)
tales que Tu; = a;j1v1 + - -+ + ajmUm, €s decir

Tuy = a11v1 + a21v2 + -+ + Am1Vm,

Tup = a12v1 + a2V + « -+ + A2V,
(6.20)

TUp = a1pV1 + G2,V2 + -+ + A Upm.

Definamos la matriz A7 y el vector X por

a1 ai2 - Q1n A

a21 Az . G2n - A2 n
Ar=| . . |l eMmxn), X=| |ern

Am1 am?2 o Gmn )\n

Observe que la primera columna de A7 es la representacién vectorial de Tu; con respecto a la base
V1,...,Um, la segunda columna es la representacion vectorial de T'ugy, y asi sucesivamente.
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Ahora volvamos al célculo de Tw y a su conexién con la matriz Ap. De (6.19) y (6.20) obtenemos
Tw = )\1T’U,1 + )\QTUQ —+ 4 )\nTun

= Ai(a11v1 + a1v2 + -+ - + A1)
+ Aa(a12v1 + agov2 + - - + Am2Um)
+ .........

+ )\n(alnvl + A2nV2 + -+ amnvm)

= (a11A1 + @122 + - + arpAn)v1
+ (@211 + agad2 + -+ + a2pAn)v2
+ .........
+ (@m1A1 + amade + - + A An ) U

El calculo muestra que, para cada k, el coeficiente de vy, es la k-ésima componente del vector ATX!
Ahora podemos ir un paso més alld. Recordemos que la eleccién de la base B de U y de la base C
de V nos permite escribir w y T'w como vectores columna:

A 111 + G122 + -+ a1y
A2 21 A1 + ag2Ag + -+ + agn Ay

w=1wg | . , Tw =

aml)\l + am2)\2 +---+ amn)\n I

Esto muestra que
(Tw)c = ATﬂ_)'B.

Por razones que ahora esperamos sean claras, la matriz Ar se llama la representacion matricial de
T con respecto a las bases B y C.

Asi, toda transformacién lineal T': U — V puede representarse como una matriz Ar € M(m x n).

Por otro lado, toda matriz A(m x n) induce una transformacion lineal Ty : U — V.

Observaciéon muy importante. Esta identificacién de matrices de tamano m x n con transfor-
maciones lineales U — V' depende de la eleccién de la base! Véase el Ejemplo 6.48.

Resumamos lo que hemos encontrado hasta ahora.

Teorema 6.46. Sean U,V espacios vectoriales de dimensidn finita y sea B = {uy, ..., u,} una base
ordenada de U, y sea C = {v1, ..., vy} una base ordenada de V. Entonces se cumple lo siguiente:

(1) Toda transformacion lineal T : U — V puede representarse como una matriz Ay € M(m x n)
tal que
(T’w)c = AT’LUB

donde (Tw)c es la representacion de Tw € V' con respecto a la base C y Wy es la representacion
de w € U con respecto a la base B. Las entradas a;; de Ar pueden calcularse como en (6.20).
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(1) Toda matriz A = (a;j)i=1,...m € M(m x n) induce una transformacion lineal T : U — V
Jj=1,...,n
definida por

T(uj) = a1v1 + . .. QmjVm, j=1...,n.

(1) T =Ty, and A = Ar,. Esto significa: Si comenzamos con una transformacion lineal T : U —
V', calculamos su representacion matricial Ar y luego la transformacion lineal Ty, : U — V
inducida por A, entonces recuperamos nuestra transformacion original T. Si, por otro lado,
comenzamos con una matriz A € M (m xn), calculamos la transformacion lineal Ty : U — V
inducida por A y luego calculamos su representacion matricial Ar,, entonces recuperamos
nuestra matriz original A.

Demostracion. Ya mostramos (1) y (11) en el texto anterior al teorema. Para ver (111), comencemos
con una transformacioén lineal T : U — V y sea Ar = (a;;) la representacién matricial de 7' con
respecto a las bases By C. Para Ty, la transformacién lineal inducida por Ar, se sigue que

TAru; = a1v1 + - . . GmjVm = Ty, ji=1,...,n

Como esto es cierto para todos los vectores de la base y tanto 7' como T4, son lineales, deben ser
iguales.

Si, por otro lado, se nos da una matriz A = (a;j)i=1,....m € M(m x n), entonces la transformacién

j=1,....n
lineal T4 inducida por A actiia sobre los vectores de la base uq, ..., u, como sigue:

Tauj =Tapuj = a1jv1 + ... QrjUm-
Pero entonces, por definicién de la representacion matricial Ap, de T4, se sigue que Ap, = A. O

Veamos esta “identificacién” de matrices con transformaciones lineales de manera un poco mas
formal. Al elegir una base B = {u1, ...,u,} en U e identificar asi U con R", en realidad estamos
definiendo una biyeccién lineal

A1
v:U — R", U(Auy + -+ Auy) = |
An
Recordemos que denotamos el vector del lado derecho por ig.
Lo mismo ocurre si elegimos una base C = {v1, ..., v} de V. Obtenemos una biyeccién lineal
H1
(I)ZV*)Rm7 @(,Uﬂ)l‘i""‘i’,ufm,vm) =
fm

Con estas transformaciones lineales, encontramos que

Ap=doT oW ! and Ty=d loAoW.
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Las transformaciones ¥ y ® “traducen” los espacios U y V a R™ y R™, donde las bases elegidas
sirven como “diccionario”. De esta manera, “traducen” transformaciones lineales U : U — V a
matrices A € M(m x n) y viceversa. En un diagrama esto se ve asi:

v—2L v

v |o
R™ Ar R™

Asi, parair de U a V, podemos hacer el rodeo por R™ y R™. El diagrama anterior se llama diagrama
conmutativo. Esto significa que no importa qué camino tomemos para ir de una esquina del diagrama
a otra, siempre que nos movamos en las direcciones de las flechas. Observe que en este caso incluso
podemos ir en las direcciones opuestas de las flechas que representan W y @, porque son biyecciones.

;Cudl es la utilidad de una representacién matricial de una transformacién lineal? A veces los
calculos son mas faciles en el mundo de las matrices. Por ejemplo, sabemos cémo calcular la imagen
y el kernel de una matriz. Por lo tanto, usando el Teorema 6.18:

= Si queremos calcular Im T, solo necesitamos calcular Im A7 y luego usar ® para “traducir de
regreso” a la imagen de 7. En férmula: Im 7T = Im(® ' A7 V) = Im(® "1 Ar) = &~ 1(Im A7).

= Si queremos calcular ker T, solo necesitamos calcular ker A y luego usar ¥ para “traducir de
regreso” al kernel de T. En férmula: ker T = ker(® 1 Ar¥) = ker(Ar V) = U~ (ker A7).

s SidimU = dimV, es decir, si n = m, entonces T es invertible si y solo si Ay es invertible.
Esto ocurre si y solo si det Ay # 0.

Resumamos. Del Teorema 6.24 obtenemos de nuevo el siguiente teorema muy importante, vea
Teorema 6.20 y Proposicién 6.16.

Teorema 6.47. Sean U,V espacios vectoriales y sea T : U — V wuna transformacion lineal.

FEntonces
dim U = dim(ker T') 4+ dim(Im T'). (6.21)

SidimU = dim V', entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es invertible.
() T es inyectiva, es decir, kerT = {O}.

(1) T es sobreyectiva, es decir, InT =V.

Observe que si T es biyectiva, entonces necesariamente se tiene dim U = dim V.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 6.48. Consideramos el operador de derivaciéon
TZP3—>P3, Tp:p/

Observe que, en este caso, los espacios vectoriales U y V' son ambos iguales a Ps.
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(1) Represente T' con respecto a la base B = {p1,p2,p3,p4} y encuentre su kernel donde p; =

(1)

17p2:X7p3:X23p4:X3-

Solucién. Solo necesitamos evaluar T' en los elementos de la base y luego escribir nuevamente
el resultado como combinacion lineal de la base. Como en este caso las bases son “sencillas”,
los calculos son bastante simples:

Tp1=0, Tpo=1=py, Tp3=2X=2py, Tps=3X>=3ps.

Por lo tanto, la representacién matricial de T es

01 00
00 2 0
B _
Ar = 0 00 3
0 00O
El kernel de Ar es claramente span{& }, de donde ker T" = span{p; } = span{1}. o

Represente T' con respecto a la base C = {qi1,¢2,43,q4} y encuentre su kernel donde ¢; =
X37 q2 :X27 q3 :X7 qa = 1.

Solucién. Nuevamente solo necesitamos evaluar T en los elementos de la base y luego escribir
el resultado como combinacién lineal de la base.

Tqu =3X?>=3q, Tq=2X=2q5, Tqs=X=qs, Tqu=0.

Por lo tanto, la representacién matricial de T es

0 0 0O
30 00
c _
Ar = 0 2 00
0 010
El kernel de Ar es claramente span{€,}, de donde ker T = span{gs} = span{1}. o

Represente T' con respecto a la base B en el dominio de T (en el Ps en el “lado izquierdo”) y
en la base C en el espacio de la salida (en el P; en el “lado derecho”).

Solucién. Calculamos
Tpr =0, Tpy=1=q, Tps=2X=2q5, Tps=3X"=3q.

Por lo tanto, la representacién matricial de T es

0 00O
sc_ [0 0 0 3
Ar” = 00 2 0
01 00
El kernel de Ar es claramente span{& }, de donde ker T = span{p; } = span{1}. o
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(1v) Represente T con respecto a la base D = {ry,r9,73,74} y encuentre su kernel donde

m=X34X, ro=2X34+X%242X, rm=3X+X244X+1, r=4X3+X>4+4X+1.

Solucién 1. Nuevamente solo necesitamos evaluar 7' en los elementos de la base y luego
escribir el resultado como combinacion lineal de la base. Esta vez los cdlculos son un poco
més tediosos.

Tri=3X2+1 = —8r + 2ry + 14,
Tro=6X24+2X +2 =—14r, + 47y + 2rs,
Trs =9X2 42X 44 =—24r + 5r9 + 2r3 + 214,

Try=12X%+2X +4 = — 30r, + 8r2 + 2r5 + 2ry.
Por lo tanto, la representacién matricial de T es

-8 —-14 -24 -30

» | 2 4 5 8
Ar=1 0 2 2
10 2 2

Para calcular el kernel de Ar, aplicamos el proceso de GauB3-Jordan y obtenemos

8 —14 —24 —30 100 2
» |2 4 5 s 010 1
Ar o 2 2 2| 7 1o o1 0

1 0 2 2 00 0 0

El kernel de Ar es claramente span{—2&; — €2 +8&4}, de donde ker T' = span{—2r; —ro+74} =
span{1}. o

Solucién 2. Ya tenemos la representacién matricial AS. y podemos usarla para calcular AZ.
Para ello definamos los vectores

1 2 3 4
- 10 L |1 L |1 L |1
1 —= 1 y P2 — 2) » P3 — 4 y P4 — 4
0 0 1 1
Observe que estos vectores son las representaciones de nuestros vectores de base r1,...,74 en

la base C. La matriz de cambio de bases de C a D y su inversa son, en coordenadas,

1 2 3 4 0 -2 1 -2
01 1 1 _ 0 1 0 -1
Spse=11 9 4 4| Sep = Sple = -1 0 1 0
00 11 1 0 -1 1
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Se sigue que

A? = SC%DA(IZ“SD—W

0 -2 1 -2 0 0 0 O 1 2 3 4 -8 —14 -24 -30
_ 0 1 0 -1 3 0 00 01 1 1) 2 4 5 8
-1 0 1 0 0 2 00 1 2 4 4| 0 2 2 2
1 0 -1 1 0 010 0 011 1 0 2 2

Veamos cémo se ve esto en diagramas. Definimos las dos biyecciones de P3; con R* dadas por
la eleccién de las bases C y D mediante Ve vy Up:

Ve : Py — RY, Ve(q1) = €1, Yelge) = €2, Ye(gs) = €3, Yel(qs) = €a,
Up : Py — RY, Up(ri) =€, Up(ry) =€, Up(rs) = €3, Up(ry) = €.

Entonces tenemos los siguientes diagramas:

Py _r . Py Py W T Py
‘I/CJ, J{‘I’c ‘IJDJ/ J{‘l’v
AS AR
R —— X L R* | T3 R*

Ya conocemos todo en el diagrama de la izquierda y queremos calcular AR en el diagrama de
la derecha. Podemos juntar los diagramas de la siguiente manera:

Py 4 - P

Ve Ve

También podemos ver que las transformaciones de cambio de base Sp_¢ v S¢c—p son
—1 -1
SD%C:‘I'CO‘I'D > SC—)D:\I/DO\IIC .

Para AL obtenemos

AR =UpoTo¥s! = SpcoAf o Seosp.
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Otra manera de dibujar el diagrama anterior es

T
P - B3
Ve Ve
AS,
Vp R* ! R* Vp
g &
) J2
A AD
R4 oo . » R4

o

. B.C . . .
Observe que las matrices A5, AS., AR y AZ" se ven todas diferentes, pero describen la misma
transformacién lineal. La razén por la que se ven diferentes es que en cada caso usamos bases
distintas para describirlas.

Ejemplo 6.49. El siguiente ejemplo no es muy aplicado, pero sirve para practicar un poco maés.
Consideramos el operador dado por
T:M2x2) =P, T(2))=>@@+c)X’+(a—b)X+a—b+d.

Muestre que T es una transformacién lineal y represente T con respecto a las bases B = { By, Ba, B3, By}
de M(2 x 2) y C = {p1,p2,p3} de P, donde

1 0 0 1 0 0 0 0
Bl—<0 0)7 BZ_<0 0)’ B3_<1 0>7 B4_<0 1>a

p=1 p=X, p3=X>

y

Encuentre bases para ker Ty Im T, y sus dimensiénes.

Solucién. Primero verificamos que T es efectivamente una transformacion lineal. Para ello, toma-
mos matrices A; = (‘“ b ) y Ay = (a2 b2) y A € R. Entonces

c1 dy c2 da

roma)=T( (0 1)+ (2 2)) =T Cate i)
= (Aay +az + ey + o) X2+ (Nay +ag — Aby — ba) X + Aag + ag — (Aby + ba) + Ady + do
= AM(a1 +c1) X%+ (a1 — b1)X + a1 — by +d1)] + [(az + c2) X + (a2 — b2) X + as — by + da)]
= AT(A;) + T(As).

Esto muestra que T is a transformacion lineal.
Ahora calculamos su representacién matricial con respecto a las bases dadas.

TBy =X?*+ X +1=p; +p2+ps,
TBy; = —-X = —p»,

TB3 = X? = ps,

TBy=1=p;.
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B S T S1.2.0.8 0405

2
21 A R i

FIGURA 6.5: La figura muestra la reflexién R respecto de la recta L. El vector ¥ es paralelo a L, de
modo que R¥ = 9. El vector W es perpendicular a L, de modo que R = —.

Por lo tanto, la representacion matricial de T es

0 1
0 0
1 0

Para determinar el kernel y la imagen de A, aplicamos el proceso de Gauf-Jordan:

1 0 0 1 1 0 0 1 1 00 1
Ar=|1 -1 0 0 — |0 -1 0 -1] — ({0 1 O 1
1 01 0 0 01 -1 0 01 -1

Asi, la imagen de A7 es R? y su kernel es ker Ap = span{€; + €2 — 3 — €s}. Por lo tanto, ImT =
Py y kerT = span{B; + By — Bs — By} = span{(_{ _{)}. Para sus dimensiénes encontramos
dim(Im7T) = 3 y dim(ker T) = 1. o

Ejemplo 6.50 (Reflexién en R?). En R?, considere la recta L : 3z — 2y = 0. Sea R : R? — R?
la transformacién que toma un vector en R? y lo refleja respecto de la recta L, véase la Figura 6.5.
Encuentre la representacién matricial de R con respecto a la base estandar de R2.

Observacién. Observe que L es la recta que pasa por el origen y es paralela al vector 7 = (3).

Solucién 1 (usar coordenadas adaptadas al problema). Claramente, hay dos direcciones que
son especiales en este problema: la direccién paralela y la direccion ortogonal a la recta. Por lo tanto,
una base adaptada al ejercicio es B = {0, @} donde 7 = (%) y & = (’3) Claramente, RV = Uy
R = —d. Por lo tanto, la representaciéon matricial de R con respecto a la base B es

5 (1 0
4 _(0 1).
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Para obtener la representaciéon Agr con respecto a la base estdndar, solo necesitamos realizar un
cambio de base. Recordemos que las matrices de cambio de bases estan dadas por

. 2 -3 _ 1 /2 3
SBHcan = (1)|’LU) = (3 9 ) s SCGHHB = SBican = T3 (_3 2) .

Therefore

1 /2 -3 1 0 2 3 1 /(-5 12
A 48
R — SB—>can RSccm—>B - 13 (3 2) <0 _1> <_3 2) - 13 (12 5> . ¢

Solucién 2 (reducir el problema a una reflexién conocida). El problema seria ficil si se nos
pidiera calcular la representacion matricial de la reflexién respecto del eje x. Esta seria simplemente

0
manera que la recta L sea paralela al eje x; luego reflejamos respecto del eje x y finalmente rotamos
de regreso. El resultado es el mismo que reflejar respecto de L. Supongamos que Rot es la matriz
de rotacién. Entonces

1 . . .
Ay = ( ?) Ahora podemos proceder como sigue: primero rotamos R? alrededor del origen de

Ap = Rot™ ! o Ag o Rot. (6.22)

,C6émo podemos calcular Rot? Sabemos que Rot? = & y que Rotw = &. Se sigue que Rot™! =
(V)W) = (_% %) Observe que, salvo por un factor numeérico, esto es Sg_scqn. Podemos calcular

facilmente que Rot = (Rot™')~! = 75 (3 73). Si insertamos esto en (6.22), encontramos nuevamente

Ar=(33"3)- 0

Solucién 3 (cdlculo directo). Podemos formar un sistema de ecuaciones lineales para encontrar
Ar. Escribimos A = ( a 3) con numeros desconocidos a, b, ¢, d. Nuevamente usamos que sabemos
que Arv =7y Apw = —. Esto da las siguientes ecuaciones:

(5) === ) (5) = (50
(73) =m=ranm=- (2 0) (%) = (2 720)

20+3b=2 2+3d=3, 3a—2b=-3, 3c—2d=2.

lo cual da el sistema

Su solucién tdnica es a = —15—3, b=c= %, d= 1—53, entonces Ag = (_13 1?) o
Ejemplo 6.51 (Reflexién y proyeccién ortogonal en R3). En R3, considere el plano E :
x—2y+32=0.Sea R :R3 — R3 la transformacién que toma un vector en R? y lo refleja respecto
del plano E y sea P : R?> — R3 la proyeccién ortogonal sobre E. Encuentre la representacién
matricial de R con respecto a la base estdndar de R3.

1
Observaciéon. Observe que E es el plano que pasa por el origen y es ortogonal al vector 77 = ( —g )

. . — 2 - 0 . . .
Ademss, si tomamos U = ((1)) yw = (%), entonces es ficil ver que {7, W} es una base de E.
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z z
A
f 7’
N e
../
(" b
’ ..
E E .0
e .
4
so-----o- »
1 S~ Rx
1 S S -
1 S S
1 ~y
T x

FIGURA 6.6: La figura muestra el plano F : x — 2y + 3z = 0 y, para el vector Z, muestra su proyeccién
ortogonal PZ¥ sobre E y su reflexién RZ respecto de E; véase el Ejemplo 6.51.

Solucién 1 (usar coordenadas adaptadas al problema). Claramente, una base adaptada al
ejercicio es B = {#, W, 7i} porque para estos vectores tenemos RU = ¥, RW = W, Rii = —1, y
Pv =4, Pw =, Pri=0. Por lo tanto, la representacién matricial de R con respecto a la base B
es

10 0
Ag=10 1 0
00 -1

ylade P es
1 00
AB=10 1 0
00 0

Para obtener las representaciones Ag y Ap con respecto a la base estandar, solo necesitamos realizar
un cambio de base. Recordemos que las matrices de cambio de bases estan dadas por

2 0 L (1B 2 =3
SBsean = (WlW]A) = |1 3 =2, Scan_,B:Sgi,can=2—8 -3 6 5
02 3 2 —4 6
Por lo tanto
L (20 1\ /t o 0\ /13 2 -3
AR:SBHCMAIBQSCMHB:% 13 -2|(o1 o]|-3 6 5
0 2 00 -1 2 -4 6
L[ 6 2 =3
-3 6 -2
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y
;{20 2\ /t 00\ /13 2 -3
AstgﬁcanAgscanﬁgzﬁ 1 3 —1ffo 1 of|[-3 6 5
02 3/\0 00 2 -4 6
L (1B 2 -3
=l 210 6. o
-3 6 5

Solucién 2 (reducir el problema a una reflexién conocida). El problema seria fécil si se nos
pidiera calcular la representacién matricial de la reflexién respecto del plano xy. Esta seria simple-

1 0 O
mente Ag = [0 1 0 | . Ahora podemos proceder como sigue: primero rotamos R? alrededor del
00 -1

origen de manera que el plano F sea paralelo al plano zy; luego reflejamos respecto del plano xy y
finalmente rotamos de regreso. El resultado es el mismo que reflejar respecto del plano E. Dejamos
los detalles al lector. Un procedimiento andlogo funciona para la proyeccion ortogonal. o

Solucién 3 (cdlculo directo). Finalmente, podemos formar un sistema de ecuaciones lineales
a1l @12 a3

para encontrar Agr. Escribimos Ar = (221 a2 gzs) con incégnitas a;j. Nuevamente usamos que
31 @32 A33

sabemos que Art = U, Agw = W y Agrii = —7i. Esto da un sistema de 9 ecuaciones lineales para
las nueve incégnitas a;;, que puede resolverse. o

Observacién 6.52. Otra solucién més es la siguiente. Sea () la proyeccién ortogonal sobre 7i. Ya
sabemos como calcular su matriz de representacion:

1 -2 3 T

L (@A), x—2y+3z_ 1
Q¥ =-—=n= n=—|-2 4 —6 Y
II72|? 14 14 3 _6 9 .
1 1-2 3 oy - . .
Por lo tanto Ag = | -2 4 —6 |. Geométricamente, es claro que P = id—Q y R = id —2Q. De
Q 4\ 3_5 9

esto se sigue que

100 L1 -2 8 L (13 2 -3
Ap=id-Ag=0 1 0 -—|-2 4 —6)]=r7( 210 6
00 1 3 6 9 -3 6 5
1o oy /1 -2 3 /62 -3
Ap=id-24g=0 1 0)—-|-2 4 —6]=-| 23 6
00 1 3 6 9 -3 6 -2

Cambio de bases como representaciéon matricial de la identidad
Finalmente observemos que una matriz de cambio de bases no es otra cosa que la matriz identidad

escrita con respecto a bases distintas. Para ver esto, sean B = {¢4, ..., ¥),} y C = {@1, ..., ¥y}
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bases de R™. Definimos las biyecciones lineales ¥ y ¥ como sigue:

Uy :RH%R", \I’B(gl)zﬁla ceey \I]B<6n):77n;
e :Rn%Rn, qfc(é&)Zdﬁ, ceey \Ifc(én)zwn.

Ademas definimos las matrices de cambio de bases
SB—>can = ('(71‘

Observe que estas matrices son exactamente las representaciones matriciales de ¥ y We. Ahora
consideremos el diagrama

Por lo tanto

-1 . —1 —1
Aid = lI/C oidoW¥p = Pe o \DB = SC—)can © SBﬁcan = Scan—)C o SB—)can N SB—>C~

Ahora deberia haber entendido
= por qué toda transformacién lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita puede
escribirse como una matriz y por qué la matriz depende de las bases elegidas,
= cémo cambia la representacion matricial si cambian las bases elegidas,
= en particular, cémo cambia la representacion matricial si se reordenan las bases elegidas,

= etc.
Ahora deberia ser capaz de

= representar una transformacién lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita como
una matriz,

= usar la representacién matricial de una transformacién lineal para calcular su kernel y su
imagen,

= interpretar una matriz como una transformacién lineal entre espacios vectoriales de dimen-
sién finita,

n etc.

Ejercicios.

1. De los ejercicios 1 al 14 (exceptuando el 11.) de la seccién 6.1 obtenga la representacién
matricial de T en las respectivas bases candnicas.

2. Encuentre la representacién matricial en la respectiva base candnica de las siguientes trans-
formaciones. En P, tome la base {1, X, X?,... X"}

Last Change: Di 23. Jun 15:39:50 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



274 6.4. Transformaciones lineales y sus representaciones matriciales

3. Para cada transformacion lineal dada, encuentre su representaciéon matricial en las bases
indicadas:

(a) T:R* = R% T(z,y) = (y,0) de base candnica a By = { G) ’ (D }

x N /1\ /1
)T : R = R, Ty :($$y+z>de81: ol. (1], (o]} anB =
2 y -1 1 0
0\ (1
1):\o) [
1 2 2 0
() T:R3 =R T(Z¥)=Zx |2]| enlabase B=< (4], [-1], | -3
3 6 0 2
d) T: P >R TaX? 40X +¢) = (2207 e = (X241, X214 X, X2+ X+1
b—3c

() (1)

4. Sea V = span{cosz, sinz, xcosz, zsina}y B={cosz, sinx, xcosz,xsinx}.

(a) Demuestre que B es base de V.
(b) Para D :V — V dada por D(f) = f’, obtenga [D]g. ;D es invertible?

5. Sea V =span{l,e®, e}, By = {1,e%, e *} y By = {1, coshx,sinhz}. Considere D : V — V
dada por D(f) = f', obtenga [D]g;. ..D es invertible?

6. Sea 1 un vector no nulo y 7 : R? — R? dada por T'(¥) = proyz #. Encuentre una base B de

1 0 0
R3 tal que [T]s =10 0 0
0 00

7. EnR? sean E: 2+y+2z =0y T : R? - R3 dada por T(&) = reflexién de & con respecto a E.

1 0 O
(a) Encuentre una base B tal que [T]z= (0 -1 0
0 0 1

(b) Obtenga [T)cqn-

(¢) Describa T en las coordenadas usuales.
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8. (a) Sea S : R* — R una transformacién lineal tal que S¢; = 4, Sé3 = —3, Se3 = 0y S¢; = 7.
Muestre que existe @ € R* tal que ST = (¥, ) para todo ¥ € R*.
1 0 0
. o 1 0 0
(b) Sea S :R* — R una transformacién lineal tal que S ol = 1, § 1= -2, 8 | = 3
0 1 0
1
y S 8 = —1. Encuentre € R* tal que S& = (¥, w) para todo Z € R%.
4

9. Sea T': V — W una transformacién lineal y suponga que B = {v1,...v,} es una base de V.
Si para cada i € {1,2,...n} se tiene que T'(v;) = 0, muestre que T'= O (la transformacién que
a todo elemento de V' lo envia al vector cero de W).

10. Sea T : R™ — R™ transformacién lineal tal que T'(&;) = e;11 si 1 <4 < ny T(€,) = 0. Muestre
que T" = O ;Cémo es la representacién matricial de T, T?2,...,7" ! en la base canénica?

6.5. Resumen

Transformaciones lineales

Una funcion T : U — V entre dos espacios vectoriales sobre K, U y V, se llama transformacion
lineal (o funcidn lineal o aplicacion lineal) si satisface

T(uy 4+ Aug) = T(uy) + AT (ug) para todo wuy, us €U y A €K
El conjunto de todas las transformaciones lineales de U a V' se denota por L(U, V).

= La composicién de transformaciones lineales es una transformacién lineal.

= Si una transformacién lineal es invertible, entonces su inversa es una transformacion lineal.

» Si U,V son espacios vectoriales sobre K, entonces £(U,V') es un espacio vectorial sobre K.
Esto significa: si S, T' € L(U,V) y A € K, entonces S + AT € L(U,V).

Para una transformacion lineal T': U — V' definimos los siguientes conjuntos

kerT={ueU:Tu=0}CU,
ImT={Tu:ueU} CV.

ker T se llama kernel de T o kernel de T. Es un subespacio de U. ImT se llama imagenn de T o
imagenn de T. Es un subespacio de V.

La transformacion lineal T se llama inyectiva si Tu; = Tus implica u; = ug para todo uy,us € U.
La transformacion lineal T' se llama sobreyectiva si para cada v € V existe algin v € U tal que
Tu = v. La transformacion lineal T se llama biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Sea T : U — V una transformacion lineal.

= Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) T es inyectiva.
(11) Tu = O implica que u = O.
(1) kerT = {O}.
= Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) T es sobreyectiva.

(m) InT =V.

= Si T es biyectiva, entonces necesariamente dimU = dim V. En otras palabras: si dimU #
dim V', entonces no existe ninguna biyecciéon entre ellos.

Sean U,V espacios vectoriales sobre K y sea T': U — V una transformacién lineal. Adem4ds, sean
E:U— U, F:V — V transformaciones lineales biyectivas. Entonces

ker(FT) = ker(T), ker(TE) = E~ ! (ker(T)),
Im(FT) = F(Im(T)),  Im(TE) = Im(T),

and

dimker(T') = dimker(FT) = dimker(TF) = dimker(FTE),
dimIm(7T) = dimIm(FT) = dimIm(TFE) = dim Im(FTE).

Si dimU = n < oo, entonces

dim(ker(7")) + dim(Im(7")) = n.

Transformaciones lineales y matrices

Toda matriz A € Mg(m X n) representa una transformacién lineal de K™ a K™ mediante
Ta: K" - K™, I~ AZ

Muy a menudo escribimos A en lugar de T4.

Por otro lado, toda transformacién lineal T': U — V entre espacios vectoriales de dimension finita
U y V tiene una representacién matricial. Sea B = {uy, ..., up} unabase de U y C = {v1, ..., v}
una base de V. Supongamos que T'u; = a1;v1+- - -+ Gy ;jUm . Entonces la representacion matricial de
T con respecto a las bases By C es Ap = (aij)i=1,...m € M(m x n). Observe que la representacién

.....

Jj= n
matricial de T' depende de las bases elegidas en U y V.
Si definimos las funciones ¥ y ¢ como
Qi b1
V.U =K', Y(ogu+...apu,) = | 1 |, O:V K", OBivi+...Bpvm) =] |,
an Brm
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entonces estas funciones son lineales y ® o Ap o ¥ =T and U1 0T 0o ®~! = Ay. En un diagrama
esto es

Matrices
Sea A € M(m x n).

» El espacio columna C4 de A es el subespacio generado por sus vectores columna. Es igual a
Im A.

= El espacio fila R4 de A es el subespacio generado por sus vectores fila. Es igual al complemento
ortogonal de ker A.

» dimRy = dimCy = dim(Im A) = ndmero de columnas con pivotes en cualquier forma
escalonada de A.

Kernel e imagen de A:

» dim(ker A) = ntimero de variables libres = niimero de columnas sin pivotes en cualquier forma
escalonada por filas de A.
ker A es igual al conjunto solucién de AZ = 6, que puede determinarse, por ejemplo, con la
eliminacién de Gaufl o de Gauf-Jordan.

s dim(Im A) = dim C4 = ntimero de columnas con pivotes en cualquier forma escalonada por
filas de A.

Im(A) puede encontrarse por cualquiera de los siguientes dos métodos:

(1) Reduccién por filas de A. Las columnas de la matriz original A que corresponden a
las columnas de la forma escalonada reducida por filas de A son una base de Im A.

(1) Reduccién por columnas de A. Las columnas restantes son una base de Im A.

6.6. Ejercicios

1. Determine si las siguientes funciones son lineales. Si lo son, calcule el kernel y la dimensién
del kernel.

(a) A:R3>— M(2x2), A

S
I
T~

2z +y T —z
T+y—3z z )’

x
2xy Tr—z
. R3
(b) B:R* - M(2x2), A (x+y—32 . ),

NI
Il

(¢) D:P3s— Py, Dp=p +zxp,
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6.6. Ejercicios

0 a+d 0

a+b b+c c+d
0 a+d 3 )

(d) T: Py — M(2 x 3), T(ax3+bx2+cx+d):(a+b b+c c—|—d>’

(e) T: Py — M(2x3), T(ax3+bx2+cx+d)—<

Sean U, V espacios vectoriales sobre K (con K=R oK =C) yseaT : U — V una funcién li-
neal invertible. Entonces podemos considerar su funcién inversa 7= : Im(7") — U. Demuestre
que es una funcién lineal.

Sean U, V, W espacios vectoriales sobre K (con K=RoK=C)yseanT:U =V, S:V - W
funciones lineales. Demuestre que la composicién ST : U — W también es una funcién lineal.

Sean U,V espacios vectoriales sobre K (con K=R oK =C) yseaT : U — V una transfor-
macién lineal y ¢ un escalar diferente de 0. Demuestre que

(a) Im(cT) = Im(T),
(b) ker(cT) = ker(T).

Sean U,V espacios vectoriales sobre K (con K=R o K=C) y sean S,T : U — V transfor-
maciones lineales.

(a) Demuestre que ker S NkerT C ker(S + T).

(b) Encuentre ejemplos de S, T para que ker S NkerT = ker(S + 7).
(¢) Encuentre ejemplos de S, T para que ker S Nker T C ker(S + T).

(d) Demuestre que Im(S+7) C (Im S) + (ImT).
(e) Encuentre ejemplos de S, T para que Im(S +T) = (Im S) + (Im 7).
(f) Encuentre ejemplos de S, T para que Im(S+7) C (Im S) + (ImT).

Hay alguna relacién entre ker(S + T') y (ker S) + (ker T)?
Hay alguna relacién entre Im(S +7) y ImSUImT ?

Sean U,V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C). Con L(U,V) denotamos el
conjunto de todas las transformaciones lineales de U a V. Demuestre que L(U,V) es un
espacio vectorial sobre K. ;Qué se puede decir sobre dim £(U, V)?

Sean U,V espacios vectoriales sobre K (con K = R o K = C). Sabemos de Ejercicio 6. que
L(U, V) es un espacio vectorial. Fije un vector vy € V. Demuestre que la siguiente funcién es
una funcién lineal:

O, LUV)—=U, &,(T):=T(vo).
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I B 5 B )}

(a) Demuestre que E y F son invertibles. Describa como actuan geométricamente en R2.

(b) Calcule Im(A), ker(A) y sus dimensiones. Dibuja Im(A) y ker(A), diga qué objetos
geométricas son.

8. Sean

(c) Calcule Im(A), Im(FA), Im(AE) y sus dimensiones. Dibtijalos y diga cual es la relacién
entre ellos.

(d) Calcule ker(A), ker(F'A), ker(AE) y sus dimensiones. Dibtjalos y diga cual es la relacién
entre ellos.

9. De los siguientes matrices, calcule kernel, imagenn y las dimensiones correspondientes.

1 1
1 4 7 2 1 2 3
A=l2 5 84|, p=|22B 11 o_(1 23
36 9 6 I 1 2 9

4 5 25 1

10. Sea A € M(m x n). Demuestre:

(a) A inyectiva = m > n.
(b) A sobreyectiva = n > m.

Demuestre que la implicacién “<==" en (i) y (ii) en general es falsa.
11. Sea A € M(m x n) y suponga que A es invertible. Demuestre que m = n.
12. Sea A€ M(n x 1) y B € M(1 x n) ambas no nulas. Describa Im(AB).

13. Sean m,n € Ny A € M(m x n).

(a) ;Cuéles son las dimensiones posibles de ker A y Im A?

(b) Para cada j = 0,1,2,3 encuentre una matriz A; € M(2 x 3) con dim(ker A;) = j, es
decir: encuentre matrices Ag, A1, A2, As con dim(ker Ag) = 0, dim(ker 4;) =1, .... Si
tal matriz no existe, explique por qué no existe.

14. (a) Encuentre una transformacién lineal de M (5x5) a M (3 x 3) diferente de la transfomacién
nula.

(b) Encuentre por lo menos dos diferentes funciones lineales biyectivas de M (2 x 2) a Ps.

(¢) Existe una funcién lineal biyectiva S : M (2 x 2) — Py, para k € N, k # 37
15. Sean V' y W espacios vectoriales.

(a) Sea U C V un subspacio y sean uy,...,u; € U. Demuestre que gen{uy,...u;} C U.
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(b) Sean uq,...,uk, wi,...,w, € V. Demuestre que lo siguiente es equivalente:

1) gen{uy,...,ux} = gen{ws,...,wny}.

2) Para todo j = 1,...,k tenemos u; € gen{wn,...,wy,} y para todo £ = 1,...,m
tenemos wy € gen{uy, ..., ux}.
3) Sean vy, va,vs3,...,0;, €V y sea ¢ € R. Demuestre que
gen{vy, Ve, V3, ..., Uy} = gen{vy + cva, U2, V3, ..., Um }-
(¢) Sean vy,...,vx € V ysea A : V — W una funcién lineal invertible. Demuestre que
dim gen{vy, ..., v} = dimgen{Avy,..., Avg}. (Es verdad si A no es invertible?
1 0 1
16. (a) Seanvy = (4|, va=[1], U3=|0] ysea B={v),0,U3}. Demuestre que B es una
7 2 2
1 0
base de R3 y escriba los vectores £ = | 2|, ¥ = | 1 | en términos de la base B.
3 1

0 3 0o 7 0 1
del espacio de las matrices triangulares superiores y exprese las matrices

R (b )= DG 9)

en términos de la base B.

18. Sean a; = (;) , dy = (?) ,

(a) Demuestre qu A y B son bases de R%.

17. Sean R = (1 2) , S = (3 2) , T = (3 2). Demuestre que B = {R,S,T} es una base

51 = (_1> , 52 == (g) S R2 y sean .A == {61,62}, B= {51,52}.

b) Sea (Z)4 = ! . Encuentre () y & (en la representacién estandar).
8

—

(¢c) Sea () = <§) Encuentre ()4 y ¥ (en la representacién estandar).

19. Sea B = {51,52} una base de R? y sean ¥ = @)’ Ty = <_}>, T3 = <g) (dados en

coordenadas cartesianas).

1

(a) Si se sabe que ¥} = (?) , Ty = (g) , es posible calcular 51 y 52? Si si, calculelos. Si
B B
no, explique por qué no es posible.

(b) Si se sabe que ¥ = (i’) , X3 = (g) , es posible calcular by y bo? Si si, calculelos. Si
B B

no, explique por qué no es posible.
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(c) ;Existen by y by tal que 7 = (?) , T2

B

(g) 7 Si si, caletlelos. Si no, explique por
B

qué no es posible.

(d) ¢{Existen 51 y 52 tal que 71 = <i’) ,
B

St

= (?) 7 Si si, caletlelos. Si no, explique por
B

qué no es posible.

20. (a) Demuestre que la siguente funcion es lineal:
O:M(2x2) > M2x2), ®A) =A

(b) Sea B = {E, Es, E3, E4} la base estandar’ de M(2 x 2) . Encuentre la matriz que
representa a ® con respecto a esta base.

1 2 1 0 0 1 1 0
(c) SeaunR:(3 4)’5:(0 1>,T:(_1 0)7U:(1 O)yseaC:{R,S,ﬂU}.

Demuestre que C es una base de M (2 x 2) y escriba ® como matriz con respecto a esta
base.

21. (a) Demuestre que T : P; — P3, T'p = p’ es una funcién lineal.
(b) Determine ker(T"), Im(7T"), dim(ker(T")), dim(Im(T)).
(c) Sea B={1,X, X2 X3} la base estandar de P3. Encuentre la matriz que representa a T
con respecto a esta base.

(d) Seanq; = X+1, go = X1, g3 = X?+X, q4 = X3+1. Demuestre que C = {q1, ¢2,q3, qa }
es una base de Ps. .

(e) Encuentre la matriz con respecto a la base C que representa a 7.
22. Sean T : P; — P, dada por T'(p) = f; p(t)dt y D : Py — P53 dada por D(p) = p/

(a) Muestre que T, D son transformaciones lineales y para cada una encuentre su kernel, su
imagenn y las dimensiones del kernel y la imagenn.

(b) iSe cumple que T'(D(p)) = p para todo p € P47 En caso de que la respuesta sea negativa,
jen cudles casos se cumple?

(¢) Repetir lo del inciso anterior para D(T(p)) donde p € Ps.

23. Sea W € R™ un vector no nulo. Muestre que existe T : R™ — R tal que TW # 0. Calcule
dim(ker T') y dim(Im 7).

24. En R, sea ¢ : R™ — R una transformacién lineal diferente de la trivial.

a) Muestre que existe W/ € R"™ tal que ¢(Z) = (&,w) para todo &£ € R". ;Cual es la
q que ¢ ) p é
dimensién de ker ¢? jSin =2 6 n =3 como luce ker p?
b) Sean v; = ! , Vg = -2 y v3 = 2 . Encuentre algin ¢ : R2 — R tal que
1 0 -1 14

©(t1), ¢(U2) y ¢(¥s) son todos diferentes de 0.
(c) Sean @y, s, ..., U, vectores de R? todos distintos de 0. Muestre que existe p:R? 3R
tal que ¢ no se anula en ninguno de ellos.

10 0 1 00 0 0
1 — — — —
2= 0) 720 o) == 8) 2= (0 1)
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Capitulo 7

Bases ortonormales y proyecciones
ortogonales en R"

En este capitulo trabajaremos en R™ y no en espacios vectoriales arbitrarios, ya que queremos
explorar con mas detalle sus propiedades geométricas. En particular discutiremos la ortogonalidad.
Observe que en un espacio vectorial arbitrario no tenemos el concepto de dngulos ni de ortogona-
lidad. Todo lo que discutiremos aqui puede extenderse a espacios con producto interno, donde el
producto interno se usa para definir angulos. Recordemos que mostramos en el Teorema 2.21 que,
para vectores no nulos Z, § € R™, el dngulo ¢ entre ellos satisface la ecuacién

(Z,9)

COSY = 7= o -
12171

En un espacio con producto interno general (V, (-,-)), esta ecuacién se usa para definir el dngulo
entre dos vectores. En particular, se dice que dos vectores son ortogonales si su producto interno
es 0. Los espacios con producto interno son tutiles, por ejemplo, en fisica, y tal vez en un futuro no
tan lejano haya un capitulo en estas notas de clase sobre ellos.

Primero definiremos qué es el complemento ortogonal de un subespacio de R™ y veremos que la
suma directa de un subespacio y su complemento ortogonal nos da todo R™.

Ya sabemos qué es la proyeccién ortogonal de un vector # sobre otro vector § # 0 (véase la
Seccién 2.3). Como es independiente de la norma de ¢, también podemos considerarla como la
proyeccién ortogonal de & sobre la recta generada por ¢/. En este capitulo generalizaremos el concepto
de proyeccién ortogonal sobre una recta a la proyeccién ortogonal sobre un subespacio arbitrario.

Como aplicacién, discutiremos el método de minimos cuadrados para la aproximacion de datos.
7.1. Sistemas ortonormales y bases ortogonales

Recordemos que dos vectores & y ¢ son ortogonales (o perpendiculares) entre si si y solo si (Z,7) = 0.
En este caso escribimos & L .

283



284 7.1. Sistemas ortonormales y bases ortogonales

Definicién 7.1. (1) Un conjunto de vectores &1, ..., T, € R™ se llama un conjunto ortogonal si
son ortogonales dos a dos; en féormulas podemos escribir esto como

(Zj,%) =0 paraj # /.

(11) Un conjunto de vectores &1, ..., & € R™ se llama un conjunto ortonormal si son ortonormales
dos a dos; en formulas podemos escribir esto como

L1 paraj=t,
(T, @) = :
0 paraj#/£.

La diferencia entre un conjunto ortogonal y uno ortonormal es que en este tltimo requerimos ademds
que cada vector del conjunto satisfaga (Z; ,@;) = 1, es decir, que ||Z;|| = 1. Por lo tanto, un conjunto
ortogonal puede contener vectores de longitudes arbitrarias, incluyendo el vector 6, mientras que
en un conjunto ortonormal todos los vectores deben tener longitud 1. Observe que todo sistema
ortonormal también es un sistema ortogonal. Por otro lado, todo sistema ortogonal que no contenga
0 puede convertirse en uno ortonormal normalizando cada vector (es decir, dividiendo cada vector
por su norma).

Ejemplos 7.2. (1) Los siguientes sistemas son sistemas ortogonales, pero no sistemas ortonor-
males, ya que la norma de al menos uno de sus vectores es diferente de 1:

(-G {008 {6)-0) (-

(11) Los siguientes sistemas son sistemas ortonormales:

[\)

el sl ) %) %0

Lema 7.3. Todo sistema ortonormal es linealmente independiente.

= O
o

Demostracion. Sea Z1, ..., T} un sistema ortonormal y consideremos
0= Cvlfl + agfg + -+ anflfnfl + Oénfn.

Tenemos que mostrar que todos los o; deben ser cero. Para hacer esto, tomamos el producto interno
en ambos lados con los vectores ;. Comencemos con #. Obtenemos

<6,fl> = (1T + Zs + -+ + ap_1Zpn_1 + QT , T1)

=0 (Z1,T1) + 0B, T1) + - + A1 {Tp—1, Tn1) + an(Zn , T1).

N o - - n=n2 — — o = - = — o .
Como (0,%1) =0, (Z1,%1) = |1 =1y (Z2,%1) = -+ = (Tp_1,Tn-1) = (Tn,T1) = 0, se sigue
que
0=a14+0+---4+0=01.
Ahora podemos repetir este proceso con To, T3, ..., T para mostrar que ap = -+ =a,, =0. [
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Observacién. El lema muestra que todo sistema ortogonal de n vectores en R™ \ {6} es una base
de R™.

Definicién 7.4. Una base ortonormal de R™ es una base cuyos vectores forman ademds un conjunto
ortogonal. Ocasionalmente escribiremos ONB por “orthonormal basis”.

Ejemplos 7.5 (Bases ortonormales de R™).
(1) La base canénica &, ..., &, es una base ortonormal de R™.

(11) Los siguientes sistemas son ejemplos de bases ortonormaleses de R?:

() 50 w6 w0 G609}

(111) Los siguientes sistemas son ejemplos de bases ortonormaleses de R?:

1 1 -1 1 -3 1
1 1 1 1 1 1
1 — | -5

7_1a7 7717727707
V3l 1) V2l VB o VId\3) VIO 1] V35 3

Ejercicio 7.6. Muestre que toda base ortonormal de R? es de la forma { <c9sg0 , ( St 90) }
sin ¢ Cos ¢

o { (C(.)S 90) , ( St @ > } para algiun ¢ € R. Véase también el Ejercicio 7.13.
sin ¢ —cosp

Veremos en el Corolario 7.27 que todo sistema ortonormal en R™ puede completarse a una base
ortonormal. En la Seccién 7.5 mostraremos cémo construir una base ortonormal de un subespacio
de R™ a partir de una base dada. En particular se sigue que todo subespacio de R" tiene una base
ortonormal.

Las bases ortonormaleses son muy utiles. Entre otras cosas, es muy facil escribir un vector dado
W € R™ como una combinacién lineal de una base de este tipo. Recordemos que, si se nos da una
base arbitraria 27, ..., 2, de R™ y queremos escribir un vector £ como combinacién lineal de esta
base, entonces tenemos que encontrar coeficientes aq, ..., o, tales que & = @121 + -+ + ap 2y, lo
cual significa que debemos resolver un sistema de tamano n X n para determinar los coeficientes.
Sin embargo, si la base dada es una base ortonormal, entonces calcular los coeficientes se reduce a
evaluar n productos internos, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 7.7 (Representacién de un vector con respecto a una ONB). Sea 71, ..., T, una
base ortonormal de R™ y sea W € R™. Entonces

Demostracion. Como &1, ..., T, es una base de R", existen aq, ..., a, € R tales que
W= 1T1 + aoZo + -+ + apZyp.
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286 7.1. Sistemas ortonormales y bases ortogonales

Ahora tomemos el producto interno en ambos lados con &; para j = 1,...,n. Observe que
(T, Z;) = 0si k #jyque (T;,%;) = ||F]* = 1.

<7If,fj> = <041i"1 + ooy + - + Oén.fn ,fj>
= Ozl<fl ,fj> + 042<52,fj> + -+ Oén<3_fn ,fj)

:ij<(fj,fj>:aj. O

Note que la demostracién de este teorema es esencialmente la misma que la del Lema 7.3. De hecho,
el Lema 7.3 se sigue del teorema anterior si elegimos w = 0.

Ejercicio 7.8. Si 71, ..., T, es una base ortogonal, pero no necesariamente ortonormal, de R"™,
entonces para todo w € R™ tenemos que

22|

= @ AF ooo4F
12112

120 1>

(Puede usar una versién modificada de la demostracién del Teorema 7.7, o bien definir y; =
|Z;]| =%, mostrar que @, ..., ¥, es una base ortogonal y aplicar la férmula del Teorema 7.7.)

Ahora deberia haber entendido

= qué es un sistema ortogonal,

= qué es un sistema ortonormal,

= qué es una base ortonormal,

= por qué las bases ortogonales son 1tiles,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

» verificar si un conjunto dado de vectores es un sistema ortogonal/ortonormal,

» verificar si un conjunto dado de vectores es una base ortogonal/ortonormal del espacio dado,
= verificar si una base dada es una base ortogonal u ortonormal,

= dar ejemplos de bases ortonormaleses,

= encontrar los coeficientes de un vector dado con respecto a una base ortonormal u ortogonal

dada.

= etc.

Ejercicios.

1. De los ejercicios anteriores, verifique si el conjunto dado es una base ortonormal del espacio
vectorial V' al que se refiere.

oves {5 () ()
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v (1) ()

(c) En R? considerar V = la recta 3x — 2y = 0, {\/11*3 <§) }

1 -1 1 8
3 ; _ 1 1
(d) En R® considerar V' = span 21, 21 7, 7= 4], == -2
—1 3 0 —17
1\ /-1 1 1 1 ~1
(e) EnR3 considerar V = span 21,1 o), 6] ¢, L), L -1], L 1
3 4 17 vz 0 ve 2 V3 -1

2. ;Para qué valores de a, b es el conjunto es una base ortogonal de R3?

2 1 b—5a
0, (a], 4
-1 2 1

b

3. En R?, sea 7] = (a
7 existen? ;Cuédntas bases ortogonales {77, 72} de R? existen tales que ||¥|| = ||T2| ?

> un vector no nulo. ;Cudntas bases ortogonales de R? que contienen a

4. El siguiente ejercicio pretende obtener una base ortonormal del plano E : ax + by + cz = 0
con herramientas vistas hasta ahora.

(a) Considere un vector ¥ paralelo a E con U; # 0. Sea 7 algtn vector normal de E y

tome vy = v1 X 1. Demuestre {II%H’ ”g—z'l} es una base ortonormal de E, (observe que

o1 P2 ot es una base ortonormal de R?).
ol o=l Q4

i

W/

(b) Para el plano F : z + 2y + 3z = 0, obtenga una base ortonormal y complétela a una base
ortonormal de R3.
1
(c) Escriba | 2| en términos de la base que obtuvo del inciso anterior.

3
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(d) Sea L : 5 = ! = . (Puede obtener una base ortonormal de R3 que contenga algin
vector director de L?

—

5. Sea B cualquier base de R™ y sean ¢y, 72 € R™. Si ([th]5, [02]g) = 0 jse sigue que ¥ L 057

7.2. Matrices ortogonales

Ya vimos que es muy facil expresar un vector dado como combinacién lineal de los elementos de una
base ortonormal. En esta seccién queremos exploar las propiedades de las matrices de transicién
entre dos bases ortonormales de R”.

Sean B = {uy, ..., Un} y C = {, ..., W,} bases ortonormales de R". Sea @) = Ap_,¢ la matriz
de transicién de la base B a la base C. Sabemos que sus entradas ¢;; son los nimeros determinados
de manera tinica tales que

q11 qin

uy = | : = q11W1 + -+ + gn1Wn, = qipW1 + -+ + GnnWn.

S
3
Il

dn1 c dnn c

Como C es una base ortonormal, se sigue que ¢;; = (i, , W;); véase el Teorema 7.7. Por lo tanto

<_’1,w1> <ﬁ27ﬂ71> """" <17n71171>

<ﬁl ) w2> <U2 ) 1E2> """" <dn ) w2>
Apse = :

(U1, W) (a2, W) -~ (tp , Wn)

<151 ,171) <U/2,U1> """" <’wn,U1> <_‘17U11> <u1,w2> """" <U1,wn>

(W ,tz) (Wa,ta) -+ (W, , o) (tg 1) (tz,Wa) -~ (U , W)
Acp = =

<U71 ,ﬁn> <U72 ,ﬁn> """" <U7n ) ﬁn> <ﬁn ,IE1> <ﬁn ,152> """" <ﬁn 7“7n>

Esto muestra que Ac_,5 = (Ag_c)!. Si usamos que A¢_.5 = (Ap_c) !, entonces encontramos que
(Ap—e) ™! = (Apoe)

De estos cédlculos obtenemos el siguiente lema.

Lema 7.9. Sean B = {1, ..., U,} yC ={wy, ..., W,} bases ortonormales de R™ y sea Q = Ap_,¢c
la matriz de transicion de la base B a la base C. Entonces
Q' =Q".
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Definicién 7.10. Una matriz A € M (n x n) se llama matriz ortogonal si es invertible y A* = A~1.

Proposicién 7.11. Sea Q € M(n x n). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Q es una matriz ortogonal.
(11) Q! es una matriz ortogonal.

(1) Q=1 existe y es una matriz ortogonal.

Demostracion. (1) = (11): Supongamos que @ es ortogonal. Entonces es invertible; por lo tanto,
también Q! es invertible por el Teorema 3.51 y (Q*)~! = (Q~ 1)t = (Q!)! = Q se cumple. Por lo
tanto, Q! es una matriz ortogonal.

(11) = (1): Supongamos que Q* es una matriz ortogonal. Entonces (Q*)" = Q must be an ortogonal
matrix too by what we just proved.

(1) = (111): Supongamos que Q es ortogonal. Entonces es invertible y (Q71)~! = (Q")~! = (Q1)*
donde en el segundo paso usamos el Teorema 3.51. Por lo tanto, Q! es una matriz ortogonal.
(1) == (1): Supongamos que @' es una matriz ortogonal. Entonces its inverse (Q~1)~! = Q

must be an ortogonal matrix too by what we just proved. O

Por el Lema 7.9, toda matriz de transicién de una ONB a otra ONB es una matriz ortogonal. El
reciproco también es cierto, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 7.12. Sea Q € M(n x n). Entonces:

(1) @ es una matriz ortogonal si y solo si sus columnas son una base ortonormal de R™.
(1) Q es una matriz ortogonal si y solo si sus filas son una base ortonormal de R™.

() If Q es una matriz ortogonal, entonces |det Q| = 1.

Demostracion. (1) Supongamos que () es una matriz ortogonal y sean ¢; sus columnas. Ya sabemos
J

que foman una base de R™, ya que @ es invertible. Para mostrar que también son un sistema

ortonormal, calculamos

. 1 ,C1) (Ci,Ca) - - (C1,€n)
& Lo . .
<02 9 Cl> <CQ 702> """" <62 ) Cn>
id=QQ=|:[@l-la)=| L | (7.1)
‘, L T
<arl ) 51) <5’I’L 7€2> """" <5n ) €n>

Como el producto es igual a la matriz identidad, se sigue que todos los elementos de la diagonal
deben ser iguales a 1 y todos los demds elementos deben ser iguales a 0. Esto significa que (¢; , €;) =1

paraj=1,...,ny (¢, ) = 0 para j # k; por lo tanto, las columnas de @ son una base ortonormal
de R”™.
Ahora supongamos que las columnas ¢, ..., ¢, de @) son una base ortonormal de R™. Entonces

clearly (7.1) holds which shows that @ es una matriz ortogonal.
(11) Las filas de @ son las columnas de Q*; por lo tanto, son una base ortonormal de R™ por (1) y
la Proposicién 7.11 (11).
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(111) Recordemos que det Q* = det Q. Por lo tanto obtenemos

1 = detid = det(QQ") = (det Q)(det Q') = (det Q)?,

lo cual prueba la afirmacién. O

. . . . 11
Claramente, no toda matriz R con | det R| = 1 es una matriz ortogonal. Por ejemplo, si R = (0 ) ,

entonces det R = 1, pero R~! = (é 1) es diferente de R = (1 (1)>

Question 7.1

Suponga que di, ..., d, € R™ son ortogonales dos a dos y sea R € M(n x n) la matriz cuyas
columnas son estos vectores. ;Puede calcular R*R y RR!? ;Cudles son las condiciones sobre los
vectores para que R sea invertible? Si es invertible, jcudl es su inversa? (Deberfa poder responder
las preguntas anteriores méds o menos facilmente si ||@;|| = 1 para todo j = 1,...,n, poque en este
caso R es una matriz ortogonal.)

Ejercicio 7.13. Muestre que toda matriz ortogonal de tamano 2 x 2 es de la foma @Q =

(CF)S(‘D e 90) oQ= (Cf)S(‘O S e > Compare esto con el Ejercicio 7.6.
sing  cosgp sing —cosy

Ejercicio 7.14. Use los resultados de la Seccién 4.3 para probar que |det@| = 1 si Q es una
matriz ortogonal de tamano 2 x 2 o 3 x 3.

Se puede mostrar que toda matriz ortogonal representa una rotacién (si su determinantee es 1) o
la composicién de una rotacién y una reflexion (si su determinante es —1).

Matrices ortogonales en R?. Sea Q € M (2 x 2) una matriz ortogonal con columnas ¢, y C».
., ¥ . - - " cos

Recordemos que Q€1 = ¢ y Q€ = ¢3. Como ¢; es un vector unitario, es de la foma ¢; = <sin g)

para algin ¢ € R. Como ¢3 también es un vector‘ unitario y ademds debe ser ortogonal a ¢, solo

existen las dos opciones posibles ¢, = <_ St <‘O> 0C” = ( St 90), véase la Figura 7.1.
cos —Cos

cosp —singp
sin ¢ cos

= En el primer caso, det Q = det(ci|ca™) = det (
representa la rotacién por ¢ en sentido antihorario.

) =cos’p+sinfp=1yQ

cos sin .

s ) = —cos?p —sin2p = —1
sinp —cosg
y @ representa la rotacién por ¢ en el sentido antihorario, seguida por una reflexién en la
direccién dada por ¢; (o: reflexién en el eje x seguida por la rotacién por ¢ en el sentido
antihorario).

= En el segundo caso, det Q = det(c1|ca™) = det
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' /g\ Y
~ cos ¢
’ C1 — .
€24 €2+ _ (,((:1:1;9) (bmg;)
(a) . / m
€1
v /Q\ ,
s cos
€2ﬂ Cl:(smj)
(/%)
(b) o m
€
& = (fak,)

FIGURA 7.1: En el caso (a), Q representa una rotacién y det A = 1. En el caso (b), representa una
rotacién seguida de una reflexién y det Q@ = —1.

Ejercicio 7.15. Sea () una matriz ortogonal de tamano n x n. Muestre lo siguiente.

(1) @ preserva productos internos, es decir, (¥, 4) = (QZ, QYy) para todo Z,y € R™.
(11) @ preserva lengths, es decir, ||Z|| = ||QZ|| para todo & € R™.
(1) @ preserva angles, es decir, <(Z,¥) = <(Q%, QY) para todo &,y € R™ \ {6}

Ejercicio 7.16. Sea Q € M(n x n)

(1) Suponga que @) preserva productos internos, es decir, (Z, ) = (QZ, QY) para todo &, § € R™.
Muestre que @) es una matriz ortogonal.

(11) Suponga que @ preserva longitudes, es decir, ||Z|| = ||QZ]|| para todo vector. Muestre que Q
es una matriz ortogonal.

El Ejercicio 7.15, junto con el Ejercicio 7.16, muestra lo siguiente.

Una matriz () es una matriz ortogonal si y solo si preserva longitudes, si y solo si preserva dngulos.
Es decir,

Q esortogonal <<= Q'=Q°!
— (QZ,Qy)=(Z,y) foall ZyeR"
— ||QZ||=||¥|| foall ¥eR"

Definicién 7.17. Una transfomacién lineal T' : R™ — R™ se llama una isometria si [|TZ|| = ||Z]]
para todo ¥ € R™.
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Observe que toda isometria es inyectiva, ya que TZ = 0 si y solo si & = 0; por lo tanto, necesaria-
mente n < m.

Ahora deberia haber entendido

= que una matria es ortogonal si y solo si representa un cambio de bases entre dos bases
othonormales,

= que una matriz ortogonal representa una composicion de rotaciones y reflexiones,

= etc.
Ahora deberfa ser capaz de

» verificar si una matriz dada es una matriz ortogonal,
= construir matrices ortogonales,

n etc.

Ejercicios.

1. Verifique que las siguientes matrices son ortogonales.

1 0 0 costy 0 —sind costy —sind 0
0 cos? —sind |, 0 1 0 , sind  cosd 0
0 sind cosd singd 0 cos?d 0 0 1

(Cudl es la interpretacion geométrica de cada una? Ver 3.4 ejercicio 6..

2. Para el plano F : 2z + y — z = 0, obtenga una base B ortonormal de R? tal que sus dos
primeros vectores sean una base de E. Obtenga Ag_scan ¥ Acan—B-

3. Encuentre por lo menos seis isometrias distintas de R? a R3.
4. Sean A, B € M(n X n):

(a) Si AB es ortogonal. ;Se puede concluir que A y B deben ser matrices ortogonales?

(b) Si A,B son matrices ortogonales. ;Se puede concluir que AB es una matriz ortogonal?
5. SeaT:R" - R™ y Q € M(nxmn)

(a) Demuestre que T es una isometria si y solo si (Tz,Ty) = (z,y) para todo z,y € R"
(por ende T preserva dngulos). (Hint: Basta hacer lo mismo que en el ejercicio 7.16 parte

(ii)).
(b) Muestre que @ es una matriz ortogonal si y solo si ) es una isometria
(c) Sea By ={é1,...,€,} la base canénica de R™ y suponga que 7" es una isometria. Muestre

que {Té€y,...,T€,} es un sistema ortonormal de vectores.

6. Sea & € R™. Muestre que T(Z) = (xz,é1)Té1 + - + (x,€,)TéE,.
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7.3. Complemento ortogonal

En esta seccién aprenderemos cémo encontrar todos los vectores que son ortogonales a un subespacio
dado U de R™. Este conjunto se llama el complemento ortogonal de U. Comenzamos con su definicién
formal.

Definicién 7.18. Sea U un subespacio de R™.

(1) Sea U un subespacio de R™. Decimos que un vector & € R"™ es perpendicular a U si es
perpendicular a todo vector en U. En este caso escribimos & L U.

(11) El complemento ortogonal de U se denota por U+ y es el conjunto de todos los vectores que
son perpendiculares a todo vector en U, es decir

L—{ZeR":Z1LU}={ZcR":Z L @ paratodo @ € U}.
Comenzamos con algunas observaciones sencillas.

Observacién 7.19. Sea U un subespacio de R™.
(1) U+ es un subespacio de R™.
() UNU*L = {0}.

() (R*)* = {0} y {0} =R™.

En Teorema 7.25 se probaré que (U+)+ = U.

Demostracion. (1) Claramente, 0 € UL. Sean 7,7 € UL y sea ¢ € R. Entonces, para todo @ € U,
tenemos que (Z+cif, @) = (Z, ) +c(if, @) = 0, por lo tanto F+cij € U+ y UL es un subespacio
por el Teorema 5.10.

(11) Sea ¥ € UNU™L. Entonces se sigue que & 1 7, por lo tanto ||9U||2 (Z,%) = 0lo cual muestra
que £=0 y por lo tanto U N U+ contiene solamente el vector 0.

(1) La inclusién {0} C (R™)* es clara. Para mostrar igualdad, tome # € (R™)*. Entonces Z L
para todo § € R", en particular también & L . Por lo tanto 1Z]|? = (Z,Z) = 0, lo cual
muestra que Z = 0. Se sigue que (R")*- = {0}.

Es claro que (7, 6> = 0 para todo & € R™; por lo tanto R" C {6}l C R", lo cual prueba que
{0}+ =R, O

Ejemplos 7.20. (1) El complemento ortogonal de una recta en R? es de nuevo una recta; véase
la Figura 7.2.

(11) El complemento ortogonal de una recta en R? es el plano perpendicular a la recta dada. El
complemento ortogonal de un plano en R? es la recta perpendicular al plano dado; véase la
Figura 7.2.
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FIGURA 7.2: La figura de la izquierda muestra el complemento ortogonal de la recta L en R?, que es la
recta G. La figura de la derecha muestra el complemento ortogonal del plano U en R? que es la recta
H. Observe que el complemento ortogonal de H es U.

El siguiente objetivo es mostrar que dimU + dim U+ = n y establecer un método para calcular
U~L. Para ello, el siguiente lema es ttil. Nos dice que, para verificar que algin Z es perpendicular
a U, no tenemos que comprobar que ¥ L @ para todo @ € U, sino que basta comprobarlo para un
conjunto de vectores @ que genera U.

Lema 7.21. Sea U = span{iy, ..., @x} C R™. Entonces T € UL si y solo si T L @; para todo
i=1,..., k.

Demostracion. Supongamos que £ | U; entonces & | u para todo @ € U, en particular para los

vectores generadores 1, ..., Uy. Ahora supongamos que ¥ L i, paratodo j =1, ...,k Seat € U
un vector arbitrario en U. Entonces existen aq, ..., ai € R tales que 4 = a1ty + - -+ + U, Asi
obtenemos

(@, 0y = (T, 1@ + -+ + Upag) = (T, aq@1) + - - + ap{Z, ) = 0.
Como 4 puede elegirse arbitrariamente en U, se sigue que © 1 U. O
Teorema 7.22. Sea A € M(m x n). Entonces
ker(A) = (Ra)* = (Im A%)*.

Demostracion. Sean 7,...,7, las filas de A. Como Ry = span{r,..., 7}, basta mostrar que
T € ker(A) si y solosi & L 7 paratodo j=1,...,m.
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Por definicién, & € ker(A) si y solo si

Fl T <’F1 ,f>
0=AZ = —
Tm/) \Tm (T , T)
Esto ocurre si y solo si (;,Z) = 0 for all j = 1,...,m, es decir, si y solo si £ L 7; para todo
j=1,....,m. O

Demostracion alternativa del Teorema 7.22. Observe que Ry = Ca¢ = Im(A"). Asi que tenemos
que mostrar que ker(A) = (Im(A?))*. Recordemos que (Ax,y) = (x, Aty). Por lo tanto

x €ker(A) < Ax =0
<~ Az LR™
<= (Az,y) =0 para todo y € R™
<= (z,A'y) = 0 para todo y € R™
— z € (Im(A"))*. O

El teorema anterior conduce a un método para calcular el complemento ortogonal de un subespacio
dado U de R™ como sigue.

Lema 7.23. Sea U = span{dy, ..., U} C R™ y sea A la matriz cuyas filas son los vectores
U1, ..., Uy. Entonces

Ut =ker A. (7.2)

Demostracion. Sea ¥ € R™. Por el Lema 7.21 sabemos que & € U+ si y solo si L @; para todo
j=1, ..., k. Esto ocurre si y solo si

(U1,%) =0 i 0

< 2 l‘> =0 o) 0

lo cual se deja escribir en forma matricial como r=1.

Lo u, 0
(U, @) =0 Uk

que es lo mismo que A% = 0 por definicién de la matriz A. En conclusién, Z L U si y solo si AZ = 0,
es decir, si y solo si Z € ker A. O

En el Ejemplo 7.28 calcularemos el complemento ortogonal de un subespacio de R*.
Los siguientes dos teoremas son los resultados principales de esta seccién.
Teorema 7.24. Para todo subespacio U C R™ se tiene que

dimU + dim U+ = n. (7.3)
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Demostracion. Sea iy, ..., Uy una base de U. Observe que k = dim U. Entonces tenemos en par-
ticular U = span{dy, ..., tx}. Como en el Lema 7.21 consideramos la matriz A € M(k x n) cuyas
filas son los vectores 1, ..., @). Entonces U+ = ker A, as{ que

dim U+ = dim(ker A) = n — dim(Tm A).

Observe que dim(Im A) es la dimensién del espacio columna de A, que es igual a la dimensién del
espacio fila de A por la Proposicién 6.32. Como los vectores i1, ..., i son linealmente indepen-
dientes, esta dimensién es igual a k. Por lo tanto dimU+ = n — k = n — dimU. Reordenando
obtenemos la férmula deseada dim U+ + dim U = n.

(También podriamos haber dicho que la forma reducida de A no puede tener ninguna fila cero
porque sus filas son linealmente independientes. Por lo tanto la forma escalonada reducida debe
tener k pivotes y por ende

dim U+ = dim(ker A) = n — #(pivotes de la forma reducida de A) =n — k =n — dimU.

Bésicamente volvimos a probar la Proposicién 6.32.) O

Teorema 7.25. Sea U C R™ un subespacio de R™. Entonces se cumple lo siguiente.
(1) U U+ =R".
() (UHt=U.

Demostracion. (1) Recordemos que UNU+ = {6} por la Observacién 7.19, por lo tanto, la suma
es una suma directa. Ahora mostremos que U + U+ = R"™. Como U 4+ U+ C R", solo tenemos
que mostrar que dim(U + U+) = n porque el tinico subespacio de dimensién n de R es R™
mismo; véase el Teorema 5.54. De la Proposicion 5.62 y del Teorema 7.24 obtenemos

dim(U 4 Ut) = dim(U) + dim(U*) — dim(U N U*) = dim(U) + dim(U+) = n
donde usamos que dim(U N U~+) = dim{0} = 0.

(11) Primero mostremos que U C (U+)L. Para ello, fijemos # € U. Entonces, para todo 7 € U+,
tenemos que (i, %) = 0, por lo tanto ¥ | U™, that is, ¥ € (U1)*. Observe que dim(U+)+ =
n—dimU+ =n— (n —dimU) = dimU. Como ya sabemos que U C (U+)", se sigue que
deben ser iguales por el Teorema 5.54. O

La siguiente proposicién muestra que todo subespacio de R™ tiene una base ortonormal. Mas ade-
lante daremos otra demostracién de este hecho cuando introduzcamos el proceso de Gram-Schmidt
en la Seccion 7.5.

Proposicion 7.26. Todo subespacio U C R™ con dimU > 0 tiene una base ortonormal.

Demostracion. Sea U un subespacio de R” con dim U = k > 0. Entonces dim U+ = n—k y podemos
elegir una base W41, ..., w, de UL. Sea Ag € M((n — k) x n) la matriz cuyas filas son los vectores
Wet1, « -y Wy Como U = (UJ-)J-7 sabemos que U = ker Ay. Escojamos cualquier u; € ker Ay con
i, # 0. Entonces 4, € U. Ahora formamos la nueva matriz A; € M((n — k 4 1) x n) agregando
11 como nueva fila a la matriz Ag. Observe que las filas de A; son linealmente independientes,
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de modo que dimker(A;) =n—-(n—k+1) =k—1.Si k—1 > 0, escogemos cualquier vector
@y € ker A; con i, # 0. Este vector es ortogonal a todas las filas de Ay; en particular, pertenece a
U (ya que es ortogonal a wWgy1, ..., W,) v es perpendicular a @; € U. Ahora formamos la matriz
Az € M((n —k +2) x n) agregando el vector @z como fila a A;. Nuevamente, las filas de Ay son
linealmente independientes y por lo tanto dim(ker A3) =n—(n—k+2) =k—-2.Sik—2 >0,
escogemos cualquier vector w3 € ker Ay con i3 # 0. Este vector es ortogonal a todas las filas de As;
en particular, pertenece a U (ya que es ortogonal a W41, ..., W,) y es perpendicular a 41, iy € U.
Continuamos este proceso hasta obtener vectores 1, ..., u; € U que son ortogonales dos a dos y la
matriz Ay € M(nxn) consiste en filas linealmente independientes, de modo que su kernel es trivial.
Por construccién, w7y, ..., U es un sistema ortogonal de k vectores en U, ninguno de los cuales es
igual a 0. Por lo tanto, son linealmente independientes y por ello forman una base ortogonal de U,
va que dim U = k. Para obtener una base ortonormal solo tenemos que normalizar cada uno de los
vectores. O

Corolario 7.27. Todo sistema ortonormal en R™ se deja completar a una base ortonormal.

Demostracidn. Sea wy,. .., W un sistema ortonormal en R y sea W = span{w,...,ws}. Por la
Proposicion 7.26 podemos encontrar una base ortonormal 1, ... U, de wt (tome U = W+ en
la proposicién). Entonces 0, . .., Wy, @1 . . ., dy_x s una base ortonormal de U @ U+ = R". O

Concluimos esta seccién con algunos ejemplos.

Ejemplo 7.28. Encuentre una base para el complemento ortogonal de
1
2
3 9
4

1
U = span (1)
0

Solucién. Recordemos que & € U+ si y solo si es perpendicular a los vectores que generan U. Por
lo tanto # € U+ if and only if it belongs to the kernel of the matrix whose rows are the generators
of U. Asi calculamos

1234_}1234_>1010
1 01 0 0o -2 -2 -4 011 2/

Por lo tanto, una base de U+ est4 dada por

0 -1

S -2 R -1

w1 = ol Wo = 1 <&
1 0

Ejemplo 7.29. Encuentre una base ortonormal para el complemento ortogonal de

1
U = span

= w
O = O =
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Solucién. Usaremos el método de la Proposicién 7.26. Otra solucién de este ejercicio se dard en el
Ejemplo 7.44. A partir de la solucién del Ejemplo 7.28 podemos tomar el primer vector de la base
wi. Lo anadimos a la matriz de la solucién del Ejemplo 7.28 y reducimos la nueva matriz (observe
que los primeros pasos son idénticos a la reduccién de la matriz original). Obtenemos

1 2 3 4 1 0 1 0 1010
1 010 — 0 1 1 2 — 0 1 1 2
0 -2 0 1 0 -2 0 1 0 0 2 5
cuyo kernel estd generado por
5
1
-5
2

Por lo tanto, una base ortonormal de U+ esta dada por

0 5
I T .
Y1 \/5 ol 2 \/%—5

1 2

Ahora deberia haber entendido

= ¢l concepto de complemento ortogonal,

» en particular la interpretacién geométrica del complemento ortogonal de un subespacio (al
menos en R? y R3),

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= encontrar el complemento ortogonal de un subespacio dado de R™,
= encontrar una base ortogonal de un subespacio dado de R",

= etc.

Ejercicios.

1. Encuentre el complemento ortogonal de los siguientes conjuntos:

()

(b) La interseccién de los planos = + 2y + 5z = 0, 22 — 3y — 42 = 0.

1 -1
(c) span -2, 1
3 2
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(d) La imagen de la transformacién lineal 7' : R® — R* dada por:

2z +y — 3z

3z + 2y — bz
Ty

—x —3y+4z

2. En R*, encuentre una base ortonormal del hiperplano x —y 4+ w = 0.

3. Se dan un vector ¢ y un subespacio W. En cada caso escriba ¢ como la suma de un elemento
en W con un elemento de W+. Adicional encuentre una base ortonormal para W+.

w o= () swe (D)

-1
1| vy W esel plano 2x + y + 2z = 0.
3

10
—1] y Weslarectaz =0,5 = 3z.
6

1
-1
3
2

(b) &

(c) ¥

(d) 7 ER':y=22+w,z=2—2w

yW=

f v 8

4. Sea U un subespacio de R™. Muestre que (U+)* = U.

5. Sea A € M(nxm)y W el espacio generado por las columnas de A. Muestre que todo ¥ € R™
puede ser escrito como la suma de dos elementos @, b tales que @ € ker A* y b€ W.

7.4. Proyecciones ortogonales

Recordemos que en la Seccién 2.3 discutimos la proyeccién ortogonal de un vector sobre otro en R2.
Esto claramente puede extenderse a dimensiones superiores. Sean ¢, W € R™ con w # 0. Entonces

L (v
proyg v i:= ———-w (7.4)
(Kallls

es el tnico vector en R™ que es paralelo a w y satisface que U — proy; v es ortogonal a . Ya
sabemos que la proyeccién es independiente de la longitud de w. Asi, proy; v debe considerarse
como la proyeccién de ¥ sobre el subespacio unidimensional generado por .

En esta seccién queremos generalizar esto a proyecciones ortogonales sobre subespacios de dimensién
mayor; por ejemplo, puede pensarse en la proyeccién en R3 sobre un plano dado. Entonces, dado
un subespacio U de R", queremos definir la proyeccion ortogonal como la funcién de R™ en R™
que asigna a cada vector ¥ su proyeccion ortogonal sobre U. Comenzamos con el andlogo del
Teorema 2.24.
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Teorema 7.30 (Proyeccién ortogonal). Sea U C R™ un subespacio y sea T € R™. Entonces
existen vectores determinados de manera tnica v y U1 tales que

17H€U, v LU Y 17217H+17J_. (7.5)
El vector vj| se llama la proyeccién ortogonal de @ sobre U; se denota por proyy; v.

Daremos una férmula para la poryeccién ortogonal en la Observacién 7.32 usando bases ortonor-
males y otra férmula en Teorema 7.41.

Demostracion. Primero mostramos la existencia de los vectores vj| y ¥ . SiU = R", tomamos 9| = ¥
yo, =0.81U = {(_)'}7 tomamos )| = 0y @1 = . En caso contrario, sea 0 < dim U = k < n. Elijamos
bases ortonormales iy, ..., i} de U y Wyi1, ..., W, of UL. Esto es posible por el Teorema 7.24 y
la Proposicién 7.26. Entonces 1, ..., Uk, Wgyt1, ..., Wy €s una base ortonormal de R™ y, para todo
¥ € R™, encontramos con ayuda del Teorema 7.7 that

U= (U, 00U + -+ (Ug, V)l + Wiy, O)Wpg1 + -+ + (W, , T)W,, .

eU eUu+

Si tomamos ¥ = (U1, V)1 + -+ + (Ug, V)Ug y UL = (Wry1,0)Wet1 + -+ - + (Wp , V)W, entonces
tienen las propiedades deseadas.

A continuaciéon mostramos la unicidad de la descomposicién de ¢. Supongamos que existen vectores
Ty yZeUyvLyZ € U+ tales que U=+ U,y ¥=2+ 7. Entonces o) + 7, = 2 + Z v,
reordenando, encontramos que

||—Z|| :5J_—T7l.
N—_—— N——
€U ev+

Como UOUJ-:{ﬁ}, se sigue que U — 2, =0yZz —7, =0,y por lo tanto =9 yZL=v.. O

Definicién 7.31. Sea U un subespacio de R™. Entonces definimos la proyeccion ortogonal sobre U
como la funcién que envia ¥ € R™ a su proyeccién ortogonal sobre U. Usualmente se denota por
Py, asi que

Py :R" - R", Py v = proyy v.

Observacién 7.32 (Férmula para la proyeccién ortogonal). La demostracién del Teore-
ma 7.30 indica como podemos calcular la proyeccién ortogonal sobre un subespacio dado U C R™.
Si wy, ..., U es una base ortonormal de U, entonces

Pyv = <’II1 ,’17>1_[1 —+ -+ <ﬁk s ﬁ)ak (76)

Esto muestra que Py es una transformacion lineal, ya que Py (% + c¢§) = PyZ + cPyy se sigue
facilmente de (7.6).

Ejercicio. Siuy, ..., es una base ortogonal de U (pero no necesariamente ortonormal), mues-
tre que
__ (u,0) (ur,0)
Pyv = ~—= U+ — U, - (7.7)
11 |2 [l
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Observacién 7.33 (Férmula para la proyeccién ortogonal cuando dimU =1). SidimU =
1, obtenemos nuevamente la férmula (7.4) que ya conocemos de la Seccién 2.3. Para ver esto, elija
W € U con @ # 0. Entonces @' = ||| =117 es una base ortonormal de U vy, de acuerdo con (7.6)
tenemos que

w,v)

el

proy ;7 = proyy 7 = (@, 0)' = (|[dl| '@, 7) (|| ~'@) = @]~ (@, 7) @ = <||w|

Observacién 7.34 (Teorema de Pitdgoras). Sea U un subespacio de R", sea ¢ € R™ y sean %
y ¥ como en el Teorema 7.30. Entonces

1717 = 119y 11 + 1701
Demostracion. Usando que @) L ¥}, encontramos

151> = (¥, 0) = (T) + 0L, T + 1) = (&), 7)) + (T, TL) + (o, T)) + (Fo,TL)

7 - S\ =2 2

= (0, U)) + (UL, T1) = [|gy|° + [|o.[]" O
Ejercicio 7.35. Sea U un subespacio de R™ con base 1, ..., U} y sea Wgy1, - .., W, una base de
U~. Encuentre la representacién matricial de Py con respecto a la base iy, .. ., @y, Wet1, - ., Wn.

Ejercicio 7.36. Sea U un subespacio de R". Muestre que Py = id —Py. (Puede mostrar esto
directamente o usando la representacién matricial de Py del Ejercicio 7.35.)

Ejercicio 7.37. Sea U un subespacio de R". Muestre que (Py)? = Py. (Puede mostrar esto
directamente o usando la representacién matricial de Py del Ejercicio 7.35.)

Ejercicio 7.38. Sea U un subespacio de R™.

(1) Encuentre ker Py y Im Py.
(1) Encuentre Py Py y PyPy..

En el Teorema 7.30 usamos el concepto de ortogonalidad para definir la proyeccién ortogonal de
sobre un subespacio dado. Obtuvimos una descomposiciéon de ¥ en una parte paralela al subespacio
dado y una parte ortogonal a él. El siguiente teorema muestra que la proyeccién ortogonal de
sobre U nos da el punto en U que estd més cerca de .

Teorema 7.39. Sea U un subespacio de R™ y sea v € R™. Entonces Pyv es el punto en U que estd
mas cerca de U, es decir,

|0 — Pyd|| < ||U—4d| para todo € U.

Demostracion. Sean ¥ € R™ y @ € U C R™. Observe que ¥ — Py € UL y que Pyv— i € U, ya que
ambos vectores pertenecen a U. Por lo tanto, el teorema de Pitagoras muestra que

17— @lf* = |7~ Pyo + Pyt — a|* = ||t — Pud||* + ||Pyd — a@||* > ||¢ — Pud]|*.
Tomando raiz cuadrada en ambos lados se obtiene la desigualdad deseada. O
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FIGURA 7.3: La figura muestra la proyeccién ortogonal del vector ¥ sobre el subespacio U (que es un
vector) y la distancia de ¥ a U (que es un nimero. Es la longitud del vector (¥ — proy,; 7)).

Definicién 7.40. as Sea U un subespacio de R™ y sea ¢ € R™. Entonces definimos la distancia de
¥ a U como

dist(3,U) := |5 — Py.

Esta es la distancia més corta de ¥ a cualquier punto de U.

En la Observacion 7.32 ya encontramos una férmula para la proyeccion ortogonal Py de un vector
¥ sobre un subespacio dado U. Sin embargo, esta férmula requiere tener una base ortonormal de
U. Queremos dar otra férmula para Py que no requiera conocer una base ortonormal.

Teorema 7.41. Sea U un subespacio de R™ con base iy, ..., Uy y sea B € M(n x k) la matriz
cuyas columnas son los vectores de esta base. Entonces se cumple lo siguiente.

(1) B es inyectiva.
(1) B'B:RF — R* es una biyeccion.
(1) La proyeccion ortogonal sobre U estd dada por la férmula
Py = B(B'B)"'B".
Demostracion. (1) Por construccién, las columnas de B son linealmente independientes. Por lo

tanto, la solucién tnica de BZ = 0 es £ = 0 lo que demuestre que B es inyectiva.

(11) Observe que B'B € M (k x k) y suponga que B'BZ = 0 para algtin Z € R*. Entonces se sigue

=

para todo 7 € R* que By = 0, porque
0= (7, B'Bj) = ((B")"§, BYj) = (B, By) = || Byl*.
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Como B es inyectiva, esto implica ¢ = 0, de modo que B*B es inyectiva. Como es una matriz
cuadrada, se sigue que incluso es biyectiva.

(1m1) Observe que, por construccién, Im B = U. Ahora sea Z € R™. Observe que Py € Im B. Por
lo tanto existe exactamente un Z € R¥ tal que PyZ = BZ. Ademés, & — Py# L U = Im B, por
lo tanto, para todo 7 € R¥ tenemos que

0= (& — Py#, Bij) = (i — BZ,Bjj) = (B'4 — B'BZ, ).

Como esto es cierto para todo 7 € R¥, se sigue que B'Z — B'BZ = (0. Ahora recordamos que
B!'B es invertible, asi que podemos despejar Zy obtener Z = (B!B)~1B!Z. Esto finalmente
da

Pyi = BZ= B(B'B)"'B'%.

Como esto se cumple para todo & € R, la férmula (111) queda probada. O

Ahora deberia haber entendido

= ¢l concepto de proyeccion ortogonal sobre un subespacio de R™,

= la interpretacion geométrica de las proyecciones ortogonales y cémo se relaciona con la
distancia de un punto a un subespacio,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular la proyecciéon ortogonal de un punto sobre un subespacio,
= calcular la distancia de un punto a un subespacio,

= etc.

Ejercicios.

1. Sea E : x4+ 2y — z = 1. Encuentre la distancia del punto P(6, 1,2) al plano E.

2. Sea L : %’1 =y+2= Z;:l. Encuentre la distancia del punto P(6,—1,0) a la recta L.

3. Sea L: 5 =

whe

(a) Encuentre L.

(b) Sea T'(#) = media rotacién de & con respecto a la recta L. Encuentre una férmula
explicita para T. (Hint: ;Cial es la proyeccién de TZ en L y en L*? Vea la grafica).
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Proyp. @

LJ_

4. Sea W un subespacio de R™ y Py la proyeccién ortogonal sobre .

(a) Sean {wWy,ws,..., W} una base ortonormal de W. Recuerde que esta base se puede
completar a una base ortonormal B de R". ;Cémo es la representacion matricial de Py
con respecto a la base B?

(b) Pruebe que [Py ]eqn €s una matriz simétrica.
(¢) Muestre que (Pw@,y) = (¥, Pwy) para todos Z, i € R".
(d) Muestre que Py Py @ = Py @ para todo & € R™.

5. Sean V, W subespacios de R™ tales que W C V. Muestre que V+ C W+,

6. Sean V, W subespacios de R™ tales que W C V. Muestre que Py Py = Py Py = Py . (Hint:
Py Py = Py es directo. Para probar que Py Py & = Py @ para todo & € R™, escriba & = 740+
donde 7€V y ot € V1)

7. Sea W C R™ un subespacio de dimensiéon n. Muestre que existe una isometria 7 : R™ — R™
tal que ImT = W. (Hint: Empiece escogiendo una base ortonormal para W, ver ejercicio 5.
de la seccién 7.2).

7.5. El proceso de Gram-Schmidt

En esta seccion describiremos el llamado proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. En térmi-
nos generales, convierte una base dada de un subespacio de R™ en una base ortonormal, propor-
cionando asf otra demostraciéon de que todo subespacio de R™ tiene una base ortonormal (Corola-
rio 7.27).

Teorema 7.42. Sea U un subespacio de R™ con base iy, ...,U,. Entonces existe una base orto-
normal 1, ..., T de U tal que
span{is, ..., U;} =span{Zy, ..., &;} para todo j=1,... k.
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Demostracion. La demostraciéon es constructiva, es decir, no solo probamos la existencia de tal
base, sino que incluso mostramos cémo obtenerla. La idea es construir la nueva base 77, ..., Tg
paso a paso. Para simplificar un poco la notacién, ponemos U; = span{dy, ..., @;} for j =1,... k.
Observe que dimU; = j y que Uy, = U.

» Tomemos #; = ||t ||~ 1. Entonces claramente ||#1]| = 1 y span{i;} = span{#} = U;.

= El vector ¥ debe ser un vector normalizado en Uy que sea ortogonal a &7, es decir, debe ser
ortogonal a U;. Asi que simplemente tomamos s y le restamos su proyeccién sobre Us:

Wy = Uy — PIOyy, Uy = iUy — PrOyz, Uy = Uy — (L1 ,Uz)T1.

Claramente wy € Us porque es una combinacién lineal de vectores en Us. Ademas, wo 1 Uy
)
porque

(Wo , 1) = <172 — (%1, Uo) T 79?1> = (ty,T1) — (T1,U2)(ZT1,T1) = (U2, Z1) — (T1,Ua) = 0.
Por lo tanto, el vector s que buscamos es
Ty = |||~ i

Como ¥y € Us, se sigue que span{Zy,Z2} C Us. Ambos espacios tienen dimensién 2, asi que
deben ser iguales.

El vector 3 debe ser un vector normalizado en Us que sea ortogonal a Us = span{Zy, Za}.
Asi que simplemente tomamos Z3 y le restamos su proyeccién sobre Us:

—

W3 = i3z — Proyy, U3 = 3 — (proyz, U + proyz, s) = iz — (@1 L U3)Z1 + (T2 7173>fz).

Claramente w3 € Us porque es una combinacion lineal de vectores en Us. Ademas, w3 L Us
porque para j = 1,2 obtenemos

(s 75) = (7o = (F1, T)F1 + (@2, )T2), )

Por lo tanto, el vector Z3 que buscamos es

Como T3 € Us, se sigue que span{Zy, 3,73} C Us. Como ambos espacios tienen dimensién 3,
deben ser iguales.

Repetimos esto k veces hasta haber construido la base &1, ..., Tk.

Observe que el procedimiento general es el siguiente:
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» Supongamos que ya hemos construido ¥, ..., &;. Entonces primero construimos
W1 = Ugy1 — Py, ot

Este vector satisface Wy € Upy1 y Wee1 L Up. Observe que weyq # 0 porque, de lo con-

trario, tendriamos que @41 = Py,Ue+1 € Uy, lo cual es imposible porque w41, Uy, ..., U1
son linealmente independientes. Entonces Zyy1 = |[Wei 1| *10ey1 tiene todas las propiedades
deseadas. O

Ejemplo 7.43. Sea U = span{uy, Uz, i3} donde

1 -1 -2
1 4 5
=0, d@=]|v2|, d=| 0
1 3 0
1 2 1

Queremos encontrar una base ortonormal ¥, Zs, Z3 de U usando el proceso de Gram-Schmidt.

Solucién. (1) 7 = ||iy| "t = ;. —g
(H) 132 = I_L'Q — pI’Oyi»1 ﬁg = ’JQ — <fl ,ﬁ2>f1 = _‘2 — 4"]_3"1 = _’2 — 2171 = \/§
-3 1
1 2 0
— IQ = HQEQH_I’[EQ = Z \/§
1
0

(III) 1173 = 1_[3 — PrOYspan{z,,@»} ﬂg = 173 — [<fl ,ﬁ3>fl + <fz ,ﬁ3>fg} = ﬂg — [2.’?1 + 43_5'2}

—2 1 -3 0
5 1 2 2
=l of-fo|[-|v2]|=]|-V2
0 1 1 -2
1 1 0 0
0
-2
= Ty = ||ws ||~ s = \/% V2
2
0
Por lo tanto, la base ortonormal deseada de U es
1 -3 0
) 1 1 . 1 2 ) 1 -2
T 2 ? ) 2 4 \/? 9 zs3 \/m \/g <
1 0 0

Observe que obtendremos una base diferente si cambiamos el orden de la base dada w1, U, U3.
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Ejemplo 7.44. Daremos otra solucién del Ejemplo 7.29. Se nos pidié encontrar una base ortonor-
mal del complemento ortogonal de

1 1

2 0

U = span sl |1

4 0

Del Ejemplo 7.28 ya sabemos que

0 -1
n L . -2 . -1
U~ = span{w, Wy} donde w; = ol Wy = 1
1 0

Usamos el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal 1, Zs de U.

(I) fl 1

(o O —

V5

-1 0 )
(W) G = @ L (@, ) Fr = 2, -1 21-21 1[-1
Y2 = W2 — Proyz, Wz = U2 T1,U2)T1 = U2 \/5901— 1 5 ol =5 5
0 1 —2
-5
— =Bl
T2 = ||Y2 y2—\/% 5
—2
Por lo tanto
0 -5
L 1 —2 L1 1
xl_\/g 0]’ ) 55 -5
1 -2

Ahora deberia haber entendido

= por qué funciona el proceso de Gram-Schmidt,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= aplicar el proceso de Gram-Schmidt para generar una base ortonormal de un subespacio
dado,

n etc.

Ejercicios.

1. Mediante proceso de Gram-Schmidt obtenga una base ortonormal del plano =z —y + z = 0.
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2. Encuentre una base ortonormal de R* que contenga una base del subespacio generado por los

1 2
ectores 0 -1
vector N 0
0 1
1 0 0 0
1 1 0 . 0 )
3. Sea W = span ol 11l |1 yo= (1] Encuentre el elemento en W mas cercano
1 1 0 1
a Uy determine la distancia de v a W.
1 2 2 =5
3 2 1 =2 . .
4. Sea A = 9 0 —1 N Determine una base ortonormal para el espacio columna de A.
7T =2 1 4
5. Sea FE : 2z + 3y + z = 0 y Pg la proyeccién ortogonal sobre E. Encuentre bases B1 y B tales
5 0 0
que [Pglgz =0 0 0 |].
00 V2

7.6. Aplicacién: Minimos cuadrados

En esta seccién queremos presentar el método de minimos cuadrados para ajustar una funcién lineal
a ciertas mediciones. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 7.45. Supongamos que queremos medir la constante de Hook k de un resorte. Por la ley
de Hook sabemos que

y = 1yo + km (7.8)

donde yq es la elongacién del resorte sin ninguna masa colgada y y es la elongacion del resorte
cuando le colgamos la masa m.

///////////////////

)
==
=
==
==
=
=
==
==
=
(=)
=

fffffffff r Yo

———————— - Ym
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Supongamos que medimos la elongacién para diferentes masas. Si la ley de Hook es vélida y si
nuestras mediciones fueran perfectas, entonces los puntos medidos deberian estar sobre una recta
con pendiente k. Sin embargo, las mediciones nunca son perfectas y los puntos mas bien estaran
dispersos alrededor de una recta. Supongamos que obtuvimos las siguientes mediciones.

FIGURA 7.4: La gréfica de la izquierda muestra los datos medidos. En la gréfica de la derecha anadimos
las dos funciones g1(z) = x= + 2,5, g2(x) = 1,1z + 2 que parecen ser candidatas razonables para
aproximaciones lineales de los datos medidos.

La gréafica nos da cierta confianza de que la ley de Hook se cumple, ya que los puntos parecen estar
més o menos sobre una recta. ;Cémo ajustamos de la mejor manera una recta a los puntos? La
pendiente parece estar alrededor de 1. Podriamos hacer las siguientes conjeturas:

gi(z)=x+25 0 g2(x) = 1,1z + 2

;,Cudl de las dos funciones es la mejor aproximacion? ;Hay otras aproximaciones que sean auin
mejores?

La respuesta a estas preguntas depende mucho de cémo medimos qué tan “buena” es una apro-
ximacién. Una forma muy comun es la siguiente: Para cada punto medido, tomamos la diferen-
cia A; = m; — g(m;) entre el valor medido y el valor de nuestra funcién de prueba. Luego

elevamos al cuadrado todas estas diferencias, las sumamos y después tomamos la raiz cuadrada
1

(Z;;l(mj - g(mj))2> *: véase también la Figura 7.5. El ntimero resultante serd nuestra medida

de qué tan buena es nuestra conjetura.
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FIGURA 7.5: La grafica de la izquierda muestra puntos para los cuales queremos encontrar una funcién
lineal aproximante. La grafica de la derecha muestra una funcién lineal de este tipo y cémo medir
el error o la discrepancia entre los puntos medidos y la recta propuesta. Una medida del error es

(T, A%

Antes de hacer esto para nuestros datos, hacemos algunas observaciones sencillas.

(1) Si todos los puntos medidos estédn sobre una recta y tomamos esta recta como nuestra candi-
data, entonces este método da el error total 0, como debe ser.

(1) Tomamos los cuadrados de los errores en cada punto medido para que el error siempre se
cuente como positivo. De lo contrario, podria ocurrir que los errores se cancelen entre si.
Si simplemente sumaramos los errores, entonces el error total podria ser 0 aunque la recta
aproximante esté bastante lejos de todos los puntos medidos.

(1) Hay otras formas de medir el error; por ejemplo, se podria usar Z};l |m;—g(m;)|, pero resulta
que el método con los cuadrados tiene muchas ventajas. (Véase algin curso de optimizacién
para mas detalles.)

Ahora calculemos los errores para nuestros puntos medidos y nuestras dos funciones propuestas.

m \\234\5 m 2] 3] 4]5
medldo 5 1 6.1 | 7.9 med1d0 45 | 5.1 6.1 | 7.9

4 5 6.5 | 7.5 421 53 | 64 |75

Z/ 91 -0.4 | 04 y 92 0.3 1]-02|-03]04

Por lo tanto, para los errores obtenemos
1
Error para la funcién g; : A® = [0? 40,62 + (-0,4)? + 0,4%]* = 0,68]% ~ 0,825,
1
Error para la funcién gy : A® = [0,32 + (=0,2)2 + (—0,3)2 + 0,4%]F = [0,38] ~ 0,616,

asi que nuestra segunda conjetura parece estar mas cerca de la mejor aproximacion lineal a nuestros
puntos medidos que la primera conjetura. Este ejercicio continuara en la p. 312.

Ahora surge la pregunta de cémo podemos encontrar la aproximacién lineal 6ptima.
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Mejor aproximacién lineal. Supongamos que se nos dan datos medidos (z1,91),-.., (Tn,¥Yn) ¥
queremos encontrar una funcién lineal g(z) = ax + b tal que el error total

n

A= [Z(yj - g(wj))ﬂ (7.9)

j=1

N

sea minimo. En otras palabras, tenemos que encontrar los pardmetros a y b tales que A sea lo mas
pequeno posible. La clave aqui es reconocer el lado derecho de (7.9) como la norma de un vector
(aqui es crucial la forma particular en que elegimos medir el error). Reescribamos (7.9) como sigue:

y1 — (axq —b)
n 1 n 1 Y2 — (allfg — b)
2 2
A=[> w5 — 9@ = [ D - (azs - 1)?]" = .
=1 =1 :
Yn — (az, — b)
(1 x1 1
Y2 T2 1
= e . | +b].
Yn Tn 1
Pongamos
N 1 1
Yo To 1
g=1 .1, =1 . y a=|.[]. (7.10)
Yn Tn 1

Observe que estos son vectores en R™. Entonces
A = ||§ — [aZ + bud] |

y la pregunta es como tenemos que elegir a y b para que esto sea lo mas pequeno posible. En otras
palabras, buscamos el punto en el espacio vectorial generado por Z y @ que estd mas cerca de .
Por el Teorema 7.39, este punto estd dado por la proyeccién ortogonal de ¢ sobre ese plano.
Para calcular esta proyeccién, tome U = span{&,u} y sea P la proyeccién ortogonal sobre U.
Entonces, por nuestro razonamiento,

Py = ar 4 bu. (7.11)

Ahora veamos cémo podemos calcular facilmente a y b a partir de (7.11)." En lo que sigue supon-
dremos que Z y @ son linealmente independientes, de modo que U es un plano. Esta suposicién
parece razonable porque que sean linealmente dependientes significaria que x; = - - - = x,, (en nues-
tro ejemplo con el resorte esto significaria que siempre usamos la misma masa en el experimento).
Observe que si Z, 4 no fueran linealmente independientes, entonces la matriz A de abajo tendria
solo una columna; todo lo demads funciona igual.

Recordemos que por el Teorema 7.41 la proyeccién ortogonal sobre U estd dada por

P = A(A'A)LA!

1Por supuesto, simplemente podria calcular P§ y luego plantear el sistema lineal n X 2 para encontrar los coefi-
cientes a y b.
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donde A es la matriz n X 2 cuyas columnas consisten en los vectores & y @. Por lo tanto, (7.11) se
convierte en

A(ATA) VAN = aZ + bil = A <‘g> . (7.12)

Como por nuestra suposicién las columnas de A son linealmente independientes, es inyectiva. Por
lo tanto podemos concluir de (7.12) que

(AL4) LAty = (b)
que es la férmula para los nimeros a y b que estdbamos buscando.

Resumamos nuestro razonamiento anterior en un teorema.

Teorema 7.46. Sean dados (x1,y1), ..., (Tn,yn). La funcion lineal g(x) = ax + b que minimiza el

error total
n

A= [Z(yj - g(mj))ﬂ% (7.13)

j=1
estd dada por

(2) = (A'A) 1Aty (7.14)
donde §, % y @ son como en (7.10) y A es la matriz n X 2 cuyas columnas son los vectores T y .

En la Observacién 7.47 mostraremos como esta féormula puede derivarse con métodos del calculo.

Exercise 7.45 continued. . Usemos el Teorema 7.46 para calcular la mejor aproximacion lineal
a los datos del Exercise 7.45. Observe que en este caso los m; corresponden a los x; del teorema y
escribiremos m en lugar de . En este caso tenemos

2 1 2 1 4,5
I I B N I | _ |51
M=y O ] AS@D= gl T g ]
5 1 5 1 7.9
Por lo tanto,
2 1
co (2 3 4 5\ |3 1| (54 14 o1 12 -7
AA_<1 11 1) e 1|7 a)r W =57 o
5 1
y por lo tanto
45 4,5
a\ o agetqe L2 =7\(2 3 4 5\[51| _1/-3 -1 1 3\][51
<b>_(AA) AT= 1 (—7 27) (1 11 1)f61]"10\13 6 -1 —8) |61
7.9 7.9

(1,12
~\1,98)
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Concluimos que la mejor aproximacién lineal es

g(m) =1,12m + 1,98.

)
8 f .
7t 9
6” [ )
5 1 [ J
®
4,,

FIGURA 7.6: La grafica muestra los datos medidos y la aproximacién lineal g(m) = 1,12m + 1,98
calculada con el Teorema 7.46.

El método anterior puede generalizarse a otros tipos de funciones. Mostraremos cémo puede adap-
tarse al caso de funciones polinomiales y exponenciales.

Funciones polinomiales.. Supongamos que se nos dan datos medidos (z1,41),...,(Tn,Yn) ¥
queremos encontrar un polinomio de grado k que ajuste mejor los puntos de datos. Sea p(z) =
apx® + ap_12F 1+ -+ arz +ag el polinomio deseado. Definimos los vectores

k k—1
Y1 zy i T 1
k k-1
. Y2 4 o o Ty . ) . 1
Y= . ; gk: . ) gk—lz . [N 51: . y 50:
k —
Yn z, .13,]2 ! In 1
Si los vectores &, . . ., & son linealmente independientes, entonces
ag

= (AtA) Aty

a1

ao
donde A = (& | ... | &) es la matriz n x (k+ 1) cuyas columnas son los vectores &, . . ., &. Observe
que por nuestra suposicién k < n (de lo contrario, los vectores &, . .., & no pueden ser linealmente

independientes).
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Observacion. En general, se deberian tener muchos mas puntos de datos que el grado del polino-
mio que se quiere ajustar; de lo contrario puede ocurrir el problema de sobreajuste. Por ejemplo,
supongamos que la curva que buscamos es f(z) = 0,1+ 0,2z y que se nos dan solo tres mediciones:
(0,0,25), (1,0), (3, 1). Entonces un ajuste lineal nos darfa g(z) = 2z + 55 ~ 0,23z + 0,036. El
ajuste con una funcién cuadratica da p(z) = %1’2 — %x + %, que coincide perfectamente con los
puntos de datos, pero estd lejos de la curva que buscamos. La razén es que tenemos demasiados
pardmetros libres en el polinomio, de modo que ajusta demasiado bien los datos. (Observe que, para
cualesquiera n 4+ 1 puntos dados (ml, yl), vy (g, ynH) con T1%...,Tny41, €xiste exactamente un
polinomio p de grado < n tal que p(z;) = y; para todo j = 1,...,n+1.) Si tuviéramos muchos més
puntos de datos e intentaramos ajustar un polinomio a una funcién lineal, entonces el coeficiente
principal deberia volverse muy pequeno, pero este efecto no aparece si tenemos muy pocos puntos
de datos.

FIGURA 7.7: Ejemplo de sobreajuste cuando tenemos demasiadas variables libres para un conjunto
dado de puntos de datos. Los puntos marcan las mediciones que se supone aproximan la curva roja
f. Ajustar el polinomio p de grado 2 conduce a la curva verde. La curva azul g es el resultado de un
ajuste lineal.

Funciones exponenciales.. Supongamos que se nos dan datos medidos (1,91),...,(Zn,Yn) ¥
queremos encontrar una funcién de la forma g(z) = ce*® para ajustar nuestros puntos de datos.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ > 0 (de lo contrario ajustamos —g).

Entonces solo necesitamos definir hA(x) = In(g(x)) = lnc + kz, de modo que podamos usar el
método para ajustar una funcién lineal a los puntos de datos (x1,1n(y1)),. .., (zn, n(y,)) con el fin
de obtener c y k.

Observacion 7.47. Mostremos como la férmula del Teorema 7.46 puede derivarse con métodos
analiticos. Recordemos que el problema es el siguiente: Sean dados (x1,¥1), - ., (Zn, Yn). Encontrar
una funcién lineal g(x) = ax + b que minimice el error total

n n

A= [Z(yj —g(:vj))ﬂ = [Z(yj — [az; +b])2f

Jj=1 Jj=1

Nl

Consideremos A como funcién de a y b. Entonces tenemos que encontrar el minimo de

[NIES

Afab) = | 4n (v — laz; +))?]
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como funcién de las dos variables a,b. Para simplificar los calculos un poco, observamos que es
suficiente minimizar el cuadrado de A porque A(a,b) > 0 para todo a,b, y por lo tanto es minimal
si y solo si su cuadrado sea minimal. Asi que queremos encontrar a,b que minimicen

n

F(a,b) == (A(a,b))* = (y; — az; — b)*. (7.15)

Jj=1

Para ello, tenemos que derivar F. Como F : R? — R, la derivada serd una funcién con valores
vectoriales. Obtenemos

DF(a,b) = (‘Zl:(a, b), %i(a,b)) - (zn:—zxj(yj —az; —b), zn:—g(yj —az; — b))

n n n o~ n n N
_2<a2x§+b2x]~ —ijyj, azﬂfj +nb—2w>~
j=1 j=1 j=1 Jj=1 J=1

Ahora necesitamos encontrar los puntos criticos, es decir, a,b tales que DF'(a,b) = 0. Esto ocurre
para

es decir

n n n
2
a zi+by z;=>» zy;
; ! ; ; PIEE BV <a> 2 i1 %Y
n n n
a) wj+bn =Yy 217 P
j=1 j=1

Jj=1 J
Z =
7 y]

(7.16)

Ahora podemos multiplicar ambos lados por la izquierda por la inversa de la matriz y obtener
la solucién para a,b. Esto muestra que F' tiene un unico punto critico. Como F tiende a infinito
cuando ||(a,b)|| — oo, la funcién F debe tener efectivamente un minimo en este punto critico. Para
mas detalles, véase un curso de calculo vectorial u optimizacion.

Observamos lo siguiente: Si, como antes, ponemos

xr1 1 T 1 Y1
i=| | a=|:]. a=@a=|: |. s=|:]
oy, 1 Ty, 1 Un,
entonces
n n n n
Z$§:<f7f>, ij:<f7ﬁ>’ n:<ﬁ7ﬁ>, ijyj:<fvg>’ Zyj:<ﬁag>'
j=1 j=1 j=1 j=1

Por lo tanto, las expresiones en la ecuacién (7.16) pueden reescribirse como
Z?:l x? Z?:l x] <i"7 f> <f? ﬁ> f —] — t
n =\, .= @0 =AA
D i1 T n (@,%) (u,u) U
Z?:l yj <ﬁ, @ ﬁ
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y reconocemos que la ecuacién (7.16) es la misma que

AtA (Z) = Aty

que se vuelve nuestra ecuacién (7.14) si multiplicamos ambos lados de la ecuacién del lado izquierdo
por (AtA)~L

Ahora deberia haber entendido

= qué es el método de minimos cuadrados,
= cémo se relaciona con las proyecciones ortogonales,
= qué es el sobreajuste,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

= ajustar una funcién lineal a puntos de datos dados,
= ajustar un polinomio a puntos de datos dados,
= ajustar una funcién exponencial a puntos de datos dados,

= etc.

Ejercicios.

1. Una bola rueda a lo largo del eje x con velocidad constante. A lo largo de la trayectoria de
la bola se miden las coordenadas x de la bola en ciertos tiempos ¢. Las siguientes mediciones
son (¢ en segundos,  en metros):

(a) Dibuje los puntos en el plano tz.

(b) Use el método de minimos cuadrados para econtrar la posicién inicial g y la velocidad
v de la bola.

(c) Dibuje la recta en el bosquejo anterior. jDénde/Cémo se ven g y v?

Hint. Recuerde que x(t) = zo + vt para un movimiento con velocidad constante.

2. Se supone que una sustancia quimica inestable decaye segin la ley P(t) = Pye*. Suponga
que se hicieron las siguientes mediciones:

tlf1]2)3[4]5|
P 74]65][57]52]49]
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Con el método de minimos cuadrados aplicado a In(P(t)), encuentre Py y k que mejor corres-
ponden con las mediciones. Dé una estimada para P(8).

3. Con el método de minimos cuadrados encuentre el polinomio y = p(z) de grado 2 que mejor
aproxima los siguientes datos:

7.7. Resumen

Sea U un subespacio de R™. Entonces su complemento ortogonal se define por
Ut ={ZcR":Z L@ paratodo @€ U}.

Para cualquier subespacio U C R" se cumple lo siguiente:

» UL es un espacio vectorial.

» UL =ker A, donde A es cualquier matriz cuyas filas estan formadas por una base de U.
» (UH)E =U.

» dimU +dim U+ = n.

« U UL =R"

= U tiene una base ortonormal. Una forma de construir tal base es construir primero una base
arbitraria de U y luego aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para obtener
una base ortonormal.

Proyeccion ortogonal sobre un subespacio U C R"

Sea Py : R™ — R"™ la proyeccion ortogonal sobre U. Entonces
= Py es una transformacion lineal.
» PyZ || U para todo & € R™.

= ¥ — PyZ L U para todo 7 € R".

s Para todo & € R"”, el punto en U mds cercano a & estd dado por & — PyZ y dist(#,U) =
1% — Pua|.

s Férmulas para Py:
e Si i, ..., U es una base de U, entonces
Py = <’Jl>'>+"'+<ﬂk7'>,
es decir PyZ = (U1 ,Z) + - -+ + (U}, Z) para todo & € R™.

e si B es cualquier matriz cuyas columnas forman una base de U, entonces Py = B(B!B)B®.
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Matrices ortogonales

Una matriz Q € M(n x n) se llama matriz ortogonal si es invertible y si Q=1 = Q*. Observe que
las siguientes afirmaciones para una matriz Q € M(n X n) son equivalentes:
(1) @ es una matriz ortogonal.
(1) Qt es una matriz ortogonal.
(1) @' es una matriz ortogonal.
(rv) Las columnas de @ son una base ortonormal de R™.
(v) Las filas de @ son una base ortonormal de R”.
(vI) @ preserves productos internos, es decir (Z,¥) = (Q¥, Qy) for all Z,y € R".
)

(vir) @ preserves longitudes, es decir ||Z]| = ||QZ]| for all & € R™.

Toda matriz ortogonal representa una rotacion (en este caso su determinante es 1) o una composicién
de una rotacién con una reflexién (en este caso su determinante es —1).

7.8. Ejercicios

1/4 2 s -
1. (a) Complete < 1571 6> a una base ortonormal para R=. ;Cuantas posibilidades hay para

hacerlo?

1/v2 1/v/3

(b) Complete | —1/ v2 |, | 1/v/3 | auna base ortonormal para R®. ;Cudntas posibilidades

0 1/V3

hay para hacerlo?

1/v2

(c) Complete |1/ v2 | a una base ortonormal para R3. ;Cudntas posibilidades hay para

hacerlo?

2. Encuentre una base para el complemento ortogonal de los siguientes espacios vectoriales.
Encuentre la dimension del espacio y la dimensién de su complemento ortogonal.

1 2 1 3 2

. 3 4 . 2 4 3 4

(a) U = span NERP CR*, (b) U = span sl 151 |4 C R
4 ) 4 6 )

3. (a) SeaU = {(x,y,2)' € R®: 2+ 2y + 32 =0} CR3.
1) Sea v = (0,2,5)". Ecuentre el punto & € U que esté més cercano a ¥ y calcule la
distancia entre 'y Z.
2) (Hay un punto ¢ € U que esté a una distancia maximal de 7

3) Encuentre la matriz que representa la proyeccién ortogonal sobre U (en la base
estandar).
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(b) Sea W = gen{(1,1,1,1)¢, (2,1,1,0)'} C R%.
1) Encuentre una base ortogonal de W.

2) Sean @ = (1,2,0,1)%, @» = (11,4,4, -3), @3 = (0,—1,—1,0)!. Para cada j = 1,2,3
encuentre el punto W; € W que esté més cercano a @; y calcule la distancia entre d;

y u’ij.
3) Encuentre la matriz que representa la proyeccién ortogonal sobre W (en la base
estandar).
0 -1 1 0
g ; 3 . 0 0 . 0
4. Sean v = , W= ,a=14], b= 0|, ¢=11], d=|1
2 3
1 5 0 0 0 0
0 3 1 1

(a) Demuestre que ¥ y @ son linealmente independientes y encuentre una base ortonormal
de U = span{#,w} C R%.

-

(b) Demuestre que @, b, ¢y d son linealmente independientes. Use el proceso de Gram-

Schmidt para encontrar una base ortonormal de U = span{a, 5, é}cf} C R®. Encuentre
una base de U™t.

5. Encuentre una base ortonormal de U+ donde U = gen{(1,0,2,4)!} C R*.
[ cosyp L (sing S
6. (a) Sea ¢ € Ry sean U = (_ sin SD) , Ug = (Cos s0). Demuestre que 1,72 es una base
ortonormal de R2.

(b) Sea a € R. Encuentre la matriz Q(a) € M(2 x 2) que describe rotacién por « contra las
manecillas del reloj.

(¢) Sean «, 8 € R. Explique por qué es claro que Q(a)Q(8) = Q(a + B). Use esta relacién
para concluir las identidades trigonométricas

cos(a + ) = cosacos f — sin asin 3, sin(a 4+ ) = sin a cos § + cos asin .

7. Sean O(n) = {Q € M(n x n) : Q es matriz ortogonal} y SO(n) = {Q € O(n) : detQ = 1}.

(a) Demuestre que O(n) con la composicién es un grupo. Es decir, hay que probar que:
1) Para todo @, R € O(n), la composicién QR es un elemento en O(n).
2) Existe un E € O(n) tal que QE = Q y EQ = @ para todo @ € O(n).
3) Para todo Q € O(n) existe un elemento inverso Q tal que QQ = QQ = E.

(b) (Es O(n) conmutativo (es decir, se tiene QR = RQ para todo Q, R € O(n))?

(¢) Demuestre que SO(n) con la composicién es un grupo.

8. Sea T : R™ — R™ una isometria. Demuestre que T es inyectivo y que m > n.
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Capitulo 8

Matrices simétricas y
diagonalisacion

En este capitulo trabajamos principalmente en R™ y en C". Escribimos Mg(n x n) o Mc(n x n)
solo si importa si la matriz bajo consideraciéon es una matriz real o compleja.

La primera seccién se dedica a C™. Ya sabemos que es un espacio vectorial sobre C, pero ahora
introducimos adicionalmente en producto interno en él. Ademads definimos matrices hermiticas y
matrices unitarias en C™ que son los andlogos a matrices simétricas y matrices ortogonales en R™.
Definimos valores propios y vectores propios en la Seccién 8.3. Resulta que es mas conveniente
trabajar sobre C porque los valores propios son ceros del llamado polinomio caracteristico y en C
todo polinomio tiene un cero. El teorema principal es el Teoorema 8.49 que dice que una matriz de
n x n es diagonalizable si y solo si tien suficientes vectores propios para generar C" (o R™). Resulta
que toda matriz simétrica y toda matriz hermitica es diagonalizable.

Terminamos el capitulo con una aplicacién de la diagonalizaciéon ortogonal a la solucién de ecua-
ciones cuadraticas en dos variables.

8.1. Espacios vectoriales complejos

En esta seccién introducimos C™ como un espacio con producto interno porque algunos calculos
para valores propios later en este capitulo son méas naturales en C™ que en R™. Puede saltarse de
la mayoria de esta seccién. La parte méas importante es la dafinicién del poroducto iterno en C™, la
nocién de ortogonalidad derivedo de €l, y el concepto de matrices hermiticas y de matrices unitarias.

En analogia a R™, definimos el espacio vectorial C™ como el conjunto

21
Cc" = : P Z1y...,2n €C

ZH
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junto con la suma y multiplicacién por un escalar ¢ € C:
w1 21 w1 + 21 21 cz
+ = , cl| : =
Wh, Zn Wy, + Zn Zn Czn
Es facil verificar que C™ junto con estas operaciones satisface los axiomas de espacio vectorial de

Definicién 5.1 con K = C, por lo tanto es un espacio vectorial complejo. En particular, tenemos
conceptos como independencia lineal de vectores, base y dimension de C", etc.

A continuacién introducimos un producto interno en C™. Como en el caso de los vectores reales,
nos gustarfa interpretar (', Z) como el cuadrado de la norma de Z. En particular, deberia ser un
ntimero real no negativo. Para C' = C, los vectores son simplemente ntiimeros complejos Z = 21 y
nos gustarfa tener (', 2) = |21]?> = 2127 donde 7 es el conjugado complejo del niimero complejo z.
Esto nos motiva a definir el producto interno en C™ como sigue.

Z1
Definicién 8.1 (Producto interno y norma de un vector en C"). Para vectores Z =
Zn
w1
yw= € C™ el producto interno (o producto escalar o producto punto) se define como
Wn,
z1 wy n
(7, ) = o = W, = Wi + - + 2010y,
Zn W, J=1
2
La longitud de 7= [ : | € R" se denota por ||Z]| y esta dada por
Zn

121 = V]2 + - 4 Jza]? -
Otros nombres para la longitud de Z' son magnitud de zZ' o norma de Zz.
Ejercicio 8.2. Muestre que el producto escalar de Definicién 8.1 puede verse como una extension
del producto escalar en R™ en el siguiente sentido: Si las componentes de 2’y ¢ resultan ser reales,

entonces también pueden verse como vectores en R™. La afirmacién es que su producto escalar
como vectores en R™ es igual a su producto escalar en C™. Lo mismo es cierto para sus normas.

Propiedades 8.3. (1) Norma de un vector: Para todos los vectores Z € C™, tenemos que
(z,2) =121
(11) Simetria del producto interno: Para todos los vectores ¥,w € C", tenemos (jndtese la conju-
gacion compleja en el lado derecho!)
(¥, ) = (0, 7).
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(1) Sesquilinealidad del producto interno: Para todos los vectores @, v,Z € C" y todo ¢ € C,
tenemos que

(U+cld,2) =(0,2) +c(b,2) y (0,04 c2)=(U,d)+¢U,2).

(1v) Para todos los vectores ¥,w € C" y ¢ € C, tenemos que ||ct|| = |c|||¥]|.
U1 w1 21

Demostracion. Sea o= | |, @ = ,Z=]: ] €CyseacecC.
Un, wp, Zn

(1)
(1)

(1) Un célculo directo muestra que

2,0 =2z 4+ T = a4 = 122

—\

D) = VWY + -+ Vgl = VLWL + - + Oy, = W01 + - -+ + Wnty = (W, 7).

(
(

S

(T+ e, 2) = (v1 + cw)wy + -+ + (v, + cwy,) W,
=01W1 + -+ VpWy + cwrWy + -+ - + CwpWy
= (U, 2) + (0, 2).

La segunda ecuacién puede mostrarse mediante un calculo andlogo. En lugar de repetirlos,
también podemos usar la propiedad de simetria del producto interno:

(7,15 + c2) = (@ + 07, 0) = (@, 5) F o7, 0) = (@, 0) + &2, 0) = (7, 2) + (5, 2.

(1v) |[ez)|? = (cZ,c2) = ce(Z, Z) = |¢|?|/Z]|?. Tomyo la rafz cuadrada en ambos lados, obtenemos la
igualdad deseada ||cz|| = ||||Z]|. O

Para C" no hay teorema del coseno y en general no tiene demasiado sentido hablar del angulo entre
dos vectores complejos (la ortogonalidad todavia tiene sentido!).

Definicién 8.4. Sea Z,7v € C".

—\

(1) Los vectores Z, ¥ se llaman ortogonales o perpendiculares si (Z,7) = 0. En este caso escribimos
ZL17.

(11) Si ¥ # 0, entonces la proyeccidn ortogonal de Z sobre ¥ is proyy Z = {
La siguiente proposicién muestra que la ortogonalidad funciona en C" como se espera.
Proposicion 8.5. Sea Z,7 € C".

(1) Teorema de Pitagoras: Si Z L ¥, entonces ||Z+ ¥||? = ||Z]|? + ||¥]|2.

(1) Si v # 0, entonces Z = Zj + Z1 con Z) :=proy; 2z y Z1 = Z — proy; 2 y

proyz;Z || ¥, y Z—proy;ZzZ LT

Ademds, || proy Z|| <[]
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(1) Si ¥ #0, entonces C* — C", Z— proyy Z es una transformacion lineal.

Demostracion. (1) Si Z L @, entonces ||Z+ 7| = (Z,2) +(Z,0) + (T, 2) + (T, 7) = (Z, D) + (¥, 0) =
I21% + (1912
(1) Es claro que 2= Z) + 2L y que 2| || ¥ por definicién de z) y Z. Que 2z L ¥ se sigue de

o o - - T G
(21 = (2= prove 2,) = (2.0) = (proys 2,00 = (2.0) = ]

(U,70) = (Z,0) — (Z,0) = 0.
Finalmente, por el teorema de Pitagoras,
12]1* = [|(£ — proys 2) + proy; 2]|* = ||Z — proys Z||* + || proy I|* > || proy ]|,

(1) Suponga que U # 0y sean 71,7, € C" y ¢ € C. Entonces

= >\ <Zl+652717> _ <Zlam+c<2236> o <Zlal7>177 C<52717>
proya(f +¢%) = “mn—— = [GIE G ER

= proyg Z1 + cproyy Zs. O

Question 8.1

;Qué cambia si en la definicién de la proyeccién ortogonal ponemos (¥, Z) en lugar de (Z',9)?

Ahora mostremos la desigualdad triangular. Nétese que las siguientes desigualdades (8.1) y (8.2)
fueron demostradas para espacios vectoriales reales en Corollary 2.22 usando el teorema del coseno.

Proposicién 8.6. Para todos los vectores U, € C" y ¢ € C, tenemos la desigualdad de Cauchy-
Schwarz (que es un caso especial de la llamada desigualdad de Holder)

(¥, @)| < || || (8.1)
y la desigualdad triangular
17+ | < (|| + [|]]- (8.2)

Demostracion. Primero mostrsonmos (8.1). Es obviamente cierto si @ = 0 porque en este caso
ambos lados de la desigualdad son iguales a 0. Asi que supongamos ahora que w # 0. Nétese que
para cualquier A € C tenemos que

0 < |7 = Xa|l* = (7 — Xdf , 7 — M) = ||vl|* = M, §) = M@, @) + [A]P[lw]*.

Si elegimos A = — ﬁ%"@, obtenemos
o< fol = o0 )~ o gy 4 KO
= [|v)? - 2<17|£U7ﬁ§|2 + |<ﬁivﬁz|2 Jw]|?
= ot - B2 = L [ o? — 5, 0
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Se sigue que ||v]|?||w||? = (7, @)|? > 0, por lo tanto ||v||?||w|* > |(7,)|>. Obtenemos la desigualdad

deseada tomando raiz cuadrada.

Ahora mostremos la desigualdad triangular. Es esencialmente lo mismo que para vectores en R™,
cf. Corollary 2.22.

<y
<

|7+ @|)? = (T+ @, 7+ @) = (T,0) + (
= (0, 0) + (¥,w) + (¢, ) + (&,
= [|7]|* + 2 Re(@, @) + |||

< 181> + 21(@, )| + lf* < 1] + 21|15 ]| + [|F])* = (|9 + [[0])*.

, W

>
1
1

+ (@, 0) + (@, &)

g

)

En la primera desigualdad usamos que Rea < |a| para cualquier nimero complejo a y en la segunda
desigualdad usamos (8.1). Si tomamos raiz cuadrada en ambos lados obtenemos la desigualdad
triangular. |

Observacién 8.7. Observe que la eleccién de A en la demostracién de (8.1) no es tan arbitraria
como puede psoncer. Observe que para este particular A
U.

T— A\l =v0— W = U — proy

kail b

Por lo tanto, esta eleccién de A minimiza la norma de ¥ — AW y ¥ — proy; ¢ L . Por lo tanto, por
Pitagoras,

19> = [(5 = proy ©) + proy ; #l|* = |7 — proy ¥|* + || proy 7]
Lo g2 o
- (@,w) JI° _ [0, @)P
> || proyg )2 = ||\ | = KO B0F
¢ [ ]| ol
lo cual muestra que ||7]|? ]| > [(7, @)|?.
Otra forma de ver esta desigualdad es
0 < || — proyg ¥]|? = (7 — proyg @, ¥ — proyz ) = (¥ — proy; v, 7) = ||0]|> — (proyz ¥, )
S Rk ) e e ORI
= 101 — 25 (@,9) = 19)1* — S
[ai]|> " kil

lo cual nuevamente da ||¥/]|? ||| > [(, w)|?.

Clases importantes de matrices

Recordemos que para una matriz A € Mg(m x n) definimos su transpuesta A!. La propiedad
importante de A’ es que es la tinica matriz tal que

(AZ i) = (¥,A'))  paratodo ¥<€R", 5cR™.
En el caso complejo, para una matriz dada A € M¢(m x n) queremos una matriz A* tal que

(AZ,y) = (&, A™) para todo ¥ € C", e C™.

Es facil verificar que debemos tomar A* = Zt, donde A es la matriz que obtenemos de A tomando
el conjugado complejo de cada entrada. Claramente, si todas las entradas de A son niimeros reales,
entonces A = A*.
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Definicién 8.8. La matriz A* se llama matriz adjunta de A.

Atencion. Esta matrix no se debe confundir con la “matriz adjunta definida” en Definicién 4.14.
Ver comentario después de Definicién 4.14.

Lema 8.9. Sea A € M(n x n). Entonces det(A*) = det A = conjugado complejo de det A.

Demostracion. det A* = det(A)! = det A = det A. La tiltima igualdad se sigue directamente de la
definicién del determinante. O

Una matriz con entradas reales es simétrica si y solo si A = A’. El andlogo para matrices complejas
son las matrices hermiticas.

Definicién 8.10. Una matriz A € M(n x n) se llama hermitica si A = A*.

. (1 243 .y 1 5 .
Ejemplos 8.11. s A= (5 1- 7I> = A* = <2 31 +7I>' La matriz A no es
hermitiana.
1 2+ 3i . 1 2+ 3i . . .
s A= (2 _ 3 5 > = A*= (2 3 14+ 71). La matriz A es hermitiana.
Ejercicio 8.12. = Muestre que las entradas en la diagonal de una matriz hermitiana deben
ser reales.

= Muestre que el determinante de una matriz hermitiana es un ntimero real.

Otra clase importante de matrices reales son las matrices ortogonales. Recordemos que una matriz
Q € Mg(n x n) es una matriz ortogonal si y solo si Q' = Q™. Vimos que si Q es ortogonal,
entonces sus columnas (o filas) forman una base ortonormal para R™ y que | det Q| = 1, por lo tanto
detQ = +1.

El anédlogo en espacios vectoriales complejos son las llamadas matrices unitarias.

Definicién 8.13. Una matriz Q € M(n x n) se llama unitaria si Q* = Q1.

Estd claro a partir de la definicién que una matriz es unitaria si y solo si sus columnas (o filas)
forman una base ortonormal para C", cf. Teorema 7.12.

Proposicién 8.14. Sea Q € M(n x n).
(1) Lo siguiente es equivalente:

(a) Q es unitaria.
(b) (Q7,Qy) = (Z,4) para todo T, € R".
(c) ||QF|| = ||#|| para todo T € R™.

(1) SiQ es unitaria, entonces | det Q| = 1.
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Demostracion. (1) (a) = (b): Suponga que ) es una matriz unitaria y sean Z, § € C". Entonces
(QF, Qi) = (Q"QT,y) = (¥, 7).

(b) = (a): Fijemos & € C". Entonces tenemos (Q¥, Qy) = (Z,¥) para todo § € C", por lo
tanto

0=(Q7,Qy) — (7,9) =(Q"QZ,9) — (7,9) = (Q"QT - 7,7). = (@"Q —id)Z, 7).

Como esto es cierto para cualquier ¥ € C", se sigue que (Q*Q — id)Z = 0. Como & € C" era
arbitrario, concluimos que Q*@Q — id = 0, en otras palabras, que Q*@Q = id.

(b) = (c): Se sigue de (b) que |QZ]* = (QF, QF) = (¥, &) = [|Z]|*, por lo tanto |QZ] = ||Z].

(¢) = (b): Observe que el producto interno de dos vectores en C™ puede expresarse com-
pseaamente en términos de normas como sigue

I ST~ S P2 e e T
(@,8) = [l +BlI* — 1 — B2 +illa + )2 —illa - ib]?]
como puede verificarse facilmente. Por lo tanto encontramos
- 1 S L, S ., y . AN 11
(Q7,Q7) = 2 [107 + Q7 - 1107 — Q7 +11Q7 + Q7| — ilQ7 - iQ7|?]

(10 + DI~ 10 - DI +i1QE +i)I* - Q@ —i7)]?]

N e S Ll

(12 + 1 — 17 = 71 + 117 + ig)* — )17 — ig1P’]

I
B
&

(11) Suponga que ) es unitaria. Entonces
1 = detid = det QQ* = (det Q)(det Q) = (det Q)(det Q) = | det Q|?. O
. . 0 i o . (0 i\ [0 —i
Ejemplos 8.15. = La matriz Q) = (i O) es unitaria porque QQ* = <i 0) <—i O> =

(é ?) por lo tanto Q* = Q1. Nétese que det Q = —i2 = 1.

elOé

. 0 . e (€ 0N (e 0 (10
» La matriz Q = (O eiﬂ) es unitaria porque QQ* = <0 ei,8> < 0 e—iﬂ> o <O 1)7
por lo tanto Q* = Q1. Nétese que det Q = €(®T5) por lo tanto | det Q| = 1.

Ejemplos 8.16. = La matrix ) = <? (1)) es unitaria porque QQ* = (0 (1)> (0. 61> =

i —i
0 1

. e 0 o . (e 0\ e 0\ (1 0
» La matrix Q = ( 0 eiﬁ) es unitaria porque QQ* = ( 0 eiﬁ) < 0 e—iB> - <0 1>7
mostrando que Q* = Q. Observe que det Q = €(®*#) por lo tanto |det Q| = 1.

(1 O), por lo tanto @* = Q~!. Note que det Q = —i? = 1.
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Ahora deberia haber entendido

s la estructura de C™ como epacio vectorial,

= el producto interno en C",

= que el concepto de ortogonalidad tiene sentido en C™ y funciona como en R™,
= por qué matrices hermiticas en C" juegan el papel de simétricas en R",

= por qué matrices unitarias en C" juegan el papel de ortogonales en R™,

= etc.
Ahora deberia ser capaz de

= calcular con vectors en C"”,

= verificar si vectors en C™ son ortogonales,

= calcular la proyeccién ortogonal de un vector sobre otro,
= verificar si una matriz dada es hermitica,

= verificar si una matriz dada es unitaria,

= ete.
Ejercicios.
1. Sea
1 —3 41 24
A= 2 43 2+21

44+4¢ 2—i 6-—1
Encuentre bases para la imagen del espacio columna y el kernel de A.

2. Sea
1—-1 141 8
A= 3t -3 —12+ 12
4417 —14+4t 124+ 20¢

Encuentre bases ortonormaales para la imagen del espacio columna y el kernel de A.

1 i
1—1 1+ .
3. Sean v; = _3 yV vy = 1 y V = span{vy,va}. Verifique que v; L vy y obtenga
i 34 3

una base ortonormaal de V.
4. Encuentre a,b,c,d, e, f € R tales que la matriz

1 3a +ib 1+ 3i
A= |7a—>5ib—4 34 ic Se + 3if + 2i
1—-3i  de—6if +2—8i 4—ic

sea hermitiana.
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5. Verifique que la matriz
1 1 —i =143
- ) 1 1+
2\1-i 1+i o0

es unitaria.

6. Considere V=C2y T :V — V dada por T (§1> = <22>
2 1

(a) ¢T es transformacion lineal si V' se considera sobre K = R?

(b) ¢T es transformacion lineal si V' se considera sobre K = C?
7. Sean &, € V donde V =R" 6 C™.

(a) Si V =C", muestre que ||Z+ 7]|*> = ||z||* + 2Re(Z, §) + ||y||%.
(b) Si V =R", muestre que |7+ ]|> = ||Z]|*> + ||]|* si y solo si ¥ L §.

(c) Si V =C" ;sigue siendo vélida la afirmacién del inciso anterior?

8. Sean A, B € M(n x n) hermitianas.
Muestre que AB es hermitiana si y solo si AB = BA.

9. Muestre que dim C™ = 2n si se considera C" como un espacio vectorial sobre R.

10. Sea A € M(n x n) hermitiana. Muestre que (AZ,Z) € R para todo Z € C™.

8.2. Matrices semejantes

Definicién 8.17. Sean A, B € M(n x n) matrices (reales o complejas). Se llaman semejantes o
similares si existe una matriz invertible C' tal que

A=C'BC. (8.3)

En este caso escribimos A ~ B.

Ejercicio 8.18. Muestre que A ~ B si y solo si existe una matriz invertible C tal que

A=CBC™. (8.4)

Question 8.2

Suponga que A y B son semejantes. ;jLa matriz C' en (8.3) es tnica o es posible que existan
matrices invertibles diferentes C; # Cs tales que A = C 'BC, = cy 1BCy?

Observaciéon 8.19. La semejanza es una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las
matrices cuadradas. Esto significa que satisface las siguientes tres propiedades. Sean Aj, A, A3 €
M(n x n). Entonces:
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(1) Reflexividad: A ~ A para todo A € M(n X n).
(1) Simetria: Si Ay ~ Ag, entonces también As ~ Aj.

(1) Transitividad: Si A1 ~ Ay y Ay ~ As, entonces también A; ~ As.
Demostracion. (1) La reflexividad es clara. Solo necesitamos elegir C' = id.

(11) Supongamos que A; ~ Ay. Entonces existe una matriz invertible C tal que A; = C~1A,C.
Multiplicar por la izquierda por C'y por la derecha por c! da C'A; C:l =A,.Sea C = C~ L.
Entonces C es invertible y C~! = C. Por lo tanto obtenemos C~'A4;C = A, lo cual muestra
que A2 ~ Al.

(1) Transitividad: Si Ay ~ Ag y Aa ~ As, entonces existen matrices invertibles Cy y C5 tales que
A = Cl_lAgCl and As = 02_1A3CQ. Se sigue que

Ay = O A0 = CT Oy A3CLCh = (C1Co) T A3CL O,
Tomando C = C;C5 se muestra que A; = C~1A3C, por lo tanto A; ~ As. O

Podemos interpretar A ~ B como sigue: Sea C' una matriz invertible con A = C~'BC. Como C es
una matriz invertible, sus columnas ¢, . .. , &, forman una base de R” (o C") y podemos ver C' como
la matriz de transicién de la base candnica a la base ¢, . . ., ¢,. Como B es la representaciéon matricial
de la transformacién & — BZ con respecto a la base canénica de R, la ecuaciéon A = C~1BC dice
que A representa la misma transformacion lineal, pero con respecto a la base ¢i,...,Cy.

Por otro lado, si A y B son representaciones matriciales de la misma transformacién lineal, pero con
respecto a bases posiblemente diferentes, entonces A = C~'BC, donde C es la matriz de transicién
entre las dos bases. Por lo tanto A y B son semejantes.

Asi hemos mostrado:

Dos matrices Ay B € M(n x n) son semejantes si y solo si representan la misma transformacién
lineal. La matriz C en A = C~'BC es la matriz de transicién entre las dos bases usadas en las
representaciones A y B.
Por lo tanto, el siguiente hecho no es muy sorprendente.
Proposicién 8.20. Si A, B € M(n x n) son semejantes, entonces det A = det B.
Demostracion. Sea C € M(n x n) invertible tal que A = C~1BC. Entonces,

det A = det C™'BC = det(C~ ") det Bdet C' = (det C) " det Bdet C = det B. O

Ejercicio 8.21. Muestre que det A = det B no implica que A y B sean semejantes.

Ejercicio 8.22. Suponga que A y B son semejantes. Muestre que dim(ker A) = dim(ker B) y que
dim(Im A) = dim(Im B). ;Por qué esto no es sorprendente?
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Question 8.3

Suponga que A y B son semejantes. ;Cudl es la relacién entre ker A y ker B? ; Cudl es la relacién
entre Im A y Im B?
Hint. Theorem 6.18.

Una clase muy conveniente de matrices son las matrices diagonales, porque es bastante facil calcular
con ellas. Estrechamente relacionadas estan las llamadas matrices diagonalizables.

Definicién 8.23. Una matriz A € M(n x n) se llama diagonalizable si es semejante a una matriz
diagonal.

En otras palabras, una matriz A es diagonalizable si existe una matriz diagonal D y una matriz
invertible C' con
C~tAC = D. (8.5)

{,Cémo podemos decidir si una matriz A es diagonalizable? Sabemos que es diagonalizable si y solo
si es semejante a una matriz diagonal, es decir, si y solo si existe una base ¢i,...,c, tal que la
representacién de A con respecto a estos vectores es una matriz diagonal. En este caso, (8.5) se
satisface si las columnas de C' son los vectores de la base ¢, ..., Cp,.

Denotemos las entradas diagonales de D por dy, ..., d,. Entonces es facil ver que D€; = d;€;. Esto
significa que si aplicamos D a algin €}, entonces la imagen D€; es paralela a €;. Como D no es otra
cosa que la representacién de A con respecto a la base Ci, . .., Gy, tenemos Ac; = d;c;.

Podemos hacer esto més formal: Tome la ecuacién (8.5) y multiplique ambos lados desde el lado
izquierdo por C' para obtener AC = C'D. Recordemos que para cualquier matriz B, tenemos que
BE€; = j-ésima columna de B. Obtenemos

ACé} = A5j7 AC=CD Az — d
CDg; = C(d;€;) = d;C(&;) = d;E. o
En resumen, encontramos:
Una matriz A € M (n x n) es diagonalizable si y solo si podemos encontrar una base ¢, ..., &, de

R™ (o C™) y nimeros dy,...,d, tales que
Ac; = d;c;, F=15000,%s

En este caso C7*AC = D (o equivalentemente A = CDC~1), donde D = diag(ds,...,d,) y

Los vectores ¢; se llaman vectores propios de A y los nimeros d; se llaman valores propios de A.
Se discutiran con mas detalle en la siguiente seccién, donde también veremos como calcularlos.
La diagonalizacién de una matriz es muy util cuando queremos calcular potencias de la matriz.

Proposicién 8.24. Sea A € M(n X n) una matriz diagonalizable y sea C' una matriz invertible y
D = diag(dy, .. .,d,) tal que A= CDC~'. Entonces A¥ = C diag(d¥,...,d*)C~! para todo k € Ny.
Si A es invertible, entonces todos los d; son diferentes de 0 y la formula es cierta para todo k € Z.
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Demostracion. Sea k € Ny. Entonces

AF = (C diag(dy, ..., d,)C1)"

= Cdiag(dy,...,d,)C'Cdiag(dy,...,d,)C~"---Cdiag(dy,...,d,)C "
= Cdiag(dy, ..., d,)diag(dy, ..., d,)---diag(di, ... ,d,)C*

— C(diag(dy, ..., dn)) C™!

= C diag(dt,...,d")C

Si todos los d; # 0, entonces D es invertible con inversa
D' = (diag(dy, ..., d,)) " = diag(dy !, ..., d;").

Por lo tanto A es invertible y A~! = (C'DC_l)_1 = CD 'C~! y obtenemos para k € Z con k < 0

AF =AM = (a=yM = (cp oYM = c(p-Y Mt = eprot = cp Mo

= C diag(dt,... d*)C " O
La Proposicién 8.24 es 1til, por ejemplo, cuando describimos sistemas dindmicos mediante matrices

o cuando resolvemos ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes en dimensiones
superiores.

Ahora deberia haber entendido

= que matrices semejantes representan la misma transformacion lineal,
= por qué matrices semejantes tienen el mismo determinantee,

= por qué una matriz es diagonalizable si y solo si R” (o C™) admite una base formada por
vectores propios de A,

= efc.

Ahora deberfa ser capaz de

= etc.
Ejercicios.
1 0 -1 12 110 7 1 0 -2
1. Sean A= |0 1 3|,B=|5 16 —-6]yC=|[0 3 1 ]. Verifique que AC =
2 -1 0 6 57 4 1 4 -1

CB y concluya que A, B son matrices semejantes.

2. Encuentre tres matrices que son semejantes a la matriz A del Ejercicio 1.. Para cada una de
ellas, encuentra el determinantee y la traza.

3. De las siguientes afirmaciones, diga en cada una si es verdadera 6 falsa. Si es verdadera
justifique por qué, si es falsa encuentre un contraejemplo.
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(a) Sean A, B € M(n x n) tales que det A = det B, entonces A, B son matrices semejantes.

(b) Sean D1, Dy € M(n x n) matrices diagonales tales que Dy # Ds, entonces D1, Dy no
son matrices semejantes.

(c) Si A,B € M(n x n) son matrices equivalentes por filas entonces A, B son matrices
semejantes.

4. (a) Sean A1, A\ € Cy considere

(M0 (A2 O
D1_<0 )\2>’ Dl_(o )\1>'
Muestre que D7, Do son semejantes. ;Como puede generalizar este resultado a matrices

Dy, D5 diagonales de cualquier tamano?

(b) Muestre que dos matrices diagonales Dy, Ds € M(n X n) son semejantes si, salvo el
orden, tienen exactamente los mismos valores en la diagonal.

5. Defina la siguiente funcion
tr: M(nxn) >R, trA:=a;; +as2+- -+ ann. (%)

Note que para una matriz A € M(n x n) el nimero tr A es la suma de los elementos de la
diagonal de A: este nimero se llama traza de A, ver definicién 8.35.
(a) Muestre que tr definida en () es una transformacién lineal.
(b) Sean A, B € M(n x n). Muestre que tr AB = tr BA.
()
(d) Sea A € M(n x n) tal que tr(A*A) = 0. Muestre que A = O.

Sean A, B € M (n x n) matrices semejantes. Muestre que tr A = tr B.

6. Encuentre matrices A y b con tr A = tr B que no son semejantes.

7. Encuentre matrices A y b con det A = det B que no son semejantes.

8.3. Valores y vectores propios

Definicién 8.25. Sea V un espacio vectorial y sea T : V — V una transformacion lineal. Un
nimero A se llama valor propio de T si existe un vector v # O tal que

Tv = Av. (8.6)
El vector v se llama entonces un vector propio.

La razon por la cual excluimos v = O en la definicién anterior es que para todo A se cumple que
TO = O = MO, de modo que (8.8) se satisfaria para cualquier A si se nos permitiera elegir v = O,
en cuyo caso la definicién no tendria mucho sentido.
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Ejercicio 8.26. Muestre que 0 es un valor propio de T si y solo si dim(kerT") > 1, es decir, si
y solo si T no es invertible. Muestre que v es un vector propio con valor propio 0 si y solo si
vekerT\ {O}.

Ejercicio 8.27. Muestre que todos los valores propios de una matriz unitaria tienen norma 1.

Question 8.4

Sean V, W espacios vectoriales y sea T' : V' — W una transformacién lineal. ;Por qué no tiene
sentido hablar de valores propios de T si V £ W?

Enumeremos algunas propiedades de los vectores propios que son faciles de ver.
(1) Un vector v es un vector propio de T si y solo si Tv || v.
(11) Si v es un vector propio de T con valor propio A # 0, entonces v € Im T porque v = %Tv.

(1) Si v es un vector propio de T con valor propio A, entonces todo miltiplo no nulo de v es un
vector propio con el mismo valor propio porque

T(cv) = cTw = chv = A(cw).

(1v) Podemos generalizar (111) como sigue: Si v1,..., v son vectores propios de 7' con el mismo
valor propio A, entonces toda combinacién lineal no nula es un vector propio con el mismo
valor propio porque

T(a1v1 + ... opvg) = Ty + ... aTop = ag vy + -+ + apgdvg = Mooy + - - + agog).

La propiedad (1v) dice que el conjunto de todos los vectores propios con el mismo valor propio es
casi un subespacio. Lo unico que falta es el vector cero ©. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 8.28. Sea V un espacio vectorial y sea T : V' — V una transformacion lineal con valor
propio A. Entonces el espacio propio de T' correspondiente a \ es

Eig, (T) := Eig(T, \) := {v € V : v es vector propio de T con valor propio A} U{D}
={veV:Tv= v}

La dimensién de Eig, (T) se llama la multiplicidad geométrica of .

Proposicién 8.29. Sea T : V. — V wuna transformacion lineal y sea A un wvalor propio de T.
Entonces
Eig, (T) = ker(T — Aid).

Demostracion. Sea v € V. Entonces

veEEIg(T) <= Tv=M <= Tv—v=0 < Tv—-Aidv=0
— (T -)MNidjv=0 <= wve€ker(T— \id). O
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Observe que la Proposicién 8.29 muestra nuevamente que Eig, (T) es un subespacio de V. Ademads
muestra que A\ es un valor propio de T si y solo si T'— Aid no es invertible. Para el caso especial
A = 0 tenemos que Eigy(T) = ker T

Ejemplos 8.30. (a) Sea V un espacio vectorial y sea T' = id. Entonces para todo v € V tenemos

(b)

que Tv = v = lv. Por lo tanto T tiene un dnico valor propio, a saber A = 1, y Eig,(T) =
ker(T' —id) = ker 0 = V. Su multiplicidad geométrica es dim(Eig,(T)) = dim V.

Sea V = R? y sea R la reflexién respecto al eje x. Si ¢ es un vector propio de R, entonces
R debe ser paralelo a v. Esto ocurre si y solo si U es paralelo al eje z, en cuyo caso RU = v,
o si U es perpendicular al eje z, en cuyo caso RV = —9. Todos los demds vectores cambian
de direccion bajo una reflexién. Por lo tanto tenemos los valores propios Ay = 1 and Ay =
—1 and Eig,(R) = span{é&}, Eig_;(R) = span{éz}. Cada valor propio tiene multiplicidad
geométrica 1.

Observe que la representacién matricial de R con respecto a la base canénica de R? es A =

1 0 . 1 0 X o I 3 R
(0 _1) and ART = <O _1> (562) = (—x2>' Por lo tanto ArZ es paralelo a Z si y solo

si 1 = 0 (en cuyo caso ¥ € span{€}) or xo = 0 (en cuyo caso T € span{éi }).

Sea V = R? y sea R la rotacién de 90°. Entonces claramente R |{ ¥ para todo @ € R?\ {0}.
Por lo tanto R no tiene valores propios.

Observe que la representacién matricial de R con respecto a la base canénica de R? es Ap =

0 —1 . . . . . .
1 0/ Si consideramos A como una matriz real, entonces no tiene valores propios. Sin

embargo, si consideramos Ar como una matriz compleja, entonces tiene los valores propios
+i, como veremos més adelante.

1

) 0
0
5
0
0
0

ot

(
(
(
(

Let A =

ot

)
)
) |. Como siempre, identificamos A con la transformacién lineal RS —
)
)

)
)
)
)

(

(

(

( 8

( 0

RS, ¥+ AZ. No es dificil ver que los valores propios y los espacios propios de A son

A1 =1, Eig;(A) = span{é; }, multiplicidad geom.: 1,
X2 =5, Eig;(A) = span{€s, €3, €4}, multiplicidad geom.: 3,
A3 =8, Eigg(A) = span{és, &7}. multiplicidad geom.: 2.

Muestre las afirmaciones anteriores.

Sea V. = C*°(R) el espacio de todas las funciones infinitamente diferenciables de R en R
yseaT :V =V, Tf = f'. Andlogamente al Ejemplo 6.4 podemos mostrar que T es una
transformacién lineal. Los valores propios de T son aquellos A € R tales que existe una funcién
f € C®(R) con f’ = \f. Sabemos que para todo A € R esta ecuacién diferencial tiene una
solucién y que toda solucién es de la forma fy(z) = ce para algiin nimero real c. Por lo
tanto, todo A € R es un valor propio de T con espacio propio Eig, (T) = span{g,} donde g,
es la funcién dada por g(z) = e*. En particular, la multiplicidad geométrica de cualquier
A€ Res 1.
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(f) Sea V= C>(R) el espacio de todas las funciones infinitamente diferenciables de R en R y sea
T:V =V, Tf=f". Esficil ver que T es una transformacion lineal. Los valores propios de T
son aquellos A € R tales que existe una funcién f € C*(R) con f” = Af. Si A > 0, entonces la
solucién general de esta ecuacién diferencial es fy(z) = aeV @ ypevie Gi N < 0, la solucién
general es f)(z) = acos VAz + bsinyv/Az. Si A =0, la solucién general es fo(xz) = ax + b. Por
lo tanto, todo A € R es un valor propio de T con multiplicidad geométrica 2.

Escriba los espacios propios para un A dado.

Encuentre los valores propios y los espacios propios si consideramos el espacio vectorial de
funciones infinitamente diferenciables de R en C.

En los ejemplos anteriores era relativamente facil adivinar los valores propios. Pero, jcémo calcula-

mos los valores propios de, por ejemplo, A = (3 i) o de la transformacién lineal T : M(n x n) —
M(nxn), T(A)=A+ At ?

Como cualquier transformacion lineal en un espacio vectorial de dimensién finita V' puede “tradu-
cirse” a una matriz eligiendo una base de V, es suficiente encontrar valores propios de matrices,
como muestra el siguiente teorema.

Teorema 8.31. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita con base B = {v1,...,v,} y sea

T :V — V una transformacion lineal. Si Ar es la representacion matricial de T con respecto a la

base B, entonces los valores propios de T y Ar coinciden y un vector v = civy + -+ + CpU, €S un
C1

vector propio de T con valor propio A siy solo si £ = | . | esun vector propio de Ar con el mismo

Cn
valor propio \. En particular, las dimensiones de los espacios propios de T y de Ar coinciden.

Demostracion. Sea K = R si V es un espacio vectorial real y K = C si V' es un espacio vectorial

complejo y sea ® : V. — R"™ la transformacioén lineal definida por ®(v;) = €;, (j = 1,...,n).
1
Esto significa que ® “traduce” un vector v = cjvy + - -- + cpvy, al vector columna & = | : |, cf.
Cn
Section 6.4.
Vv —L v
o Js
Ar

K" ———— K™

Recordemos que T = ® ' A7®. Sea A\ un valor propio de T con vector propio v, es decir, Tv = Av.
Expresamos v como combinacién lineal de los vectores de la base B como v = civ1 + « -+ + ¢, .
Por lo tanto,

Tv=X v <= O 'Ardv=X\v <= Apdv=0 v <= Ap(DPv) = \(Dv)
lo cual ocurre si y solo si A es un valor propio de Ar y ®v € Eig, (Ar). O
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La demostracién muestra que Eig, (Ar) = ®(Eig, (7)) como era de esperarse.

Corolario 8.32. Supongamos que A y B son matrices semejantes y sea C' una matriz invertible
con A = C~'BC. Entonces A y B tienen los mismos valores propios y para todo valor propio A
tenemos que Eig, (B) = C'Eig,(A).

Ahora volvamos a la pregunta de cémo calcular los valores propios y vectores propios de una
matriz dada A. Recordemos que A es un valor propio de A si y solo si ker(A — Aid) # {0}, vea
Proposition 8.29. Como A — A\ id es una matriz cuadrada, esto ocurre si y solo si det(4A — Aid) = 0.

Definicién 8.33. La funcién A — det(A — Aid) se llama el polinomio caracteristico de A. Usual-
mente se denota por p4.

Antes de discutir el polinomio caracteristico y mostrar que efectivamente es un polinomio, des-
cribiremos cémo encontrar los valores propios y vectores propios de una matriz cuadrada dada

A.

Procedimiento para encontrar los valores propios y vectores propios de una matriz
cuadrada dada A.

= Calcule el polinomio caracteristico pa(A) := det(4 — Aid).

= Encuentre los ceros A1, ..., A; del polinomio caracteristico. Estos son los valores propios
de A.

» Para cada valor propio \; calcule ker(A — \;), por ejemplo usando eliminacién de Gau$-
Jordan. Esto da los espacios propios.

. ! . . 2 1
Ejemplo 8.34. Encuentre los valores propios y los espacios propios de A = (3 4).
Solucion. = El polinomio caracteristico de A es

2—X 1

pA()\):det(A—)\id):det< 3 4

) =(2-N4—-X)—-3=XA—6)+5.
= Ahora podemos completar el cuadrado o usar la férmula de solucién para ecuaciones cuadrati-
cas para encontrar los ceros de p. Aqui elegimos completar el cuadrado.
paA) =2 —6A+5=(A-3)2—4=A-5)(\—-1).
Por lo tanto, los valores propios de A son A\ =5y Ay = 1.

= Ahora calculamos los espacios propios usando eliminacién de Gauf.

. (2-=5 1 (=3 1\ RemRetR:i (=3 1\ Ri»—-Ry (3 —1
*A5ld( 3 4—5>< 3 —1> ’< 0 0> >(0 o)'
Por lo tanto, ker(A — 5id) :span{(é>}.

Last Change: Di 23. Jun 17:16:19 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



338 8.3. Valores y vectores propios

(21 1\ _ (1 1\ Resmesm (1 1
*A_hd_( 3 41)‘(3 3)—>(0 0)'

Por lo tanto, ker(A — 1id) = span { (_D }

En resumen, tenemos dos valores propios,
A1 =5, Eigs(A) = span { <:13> } ,  multiplicidad geom.: 1,

A2 =1, Eig,(A)=span { (_1 } , multiplicidad geom.: 1.

Si ponemos v} = (;) and Uy = (_1) podemos verificar nuestro resultado calculando

=)0 (5)- 1)
-G (-

Antes de dar maés ejemplos, mostramos que el polinomio caracteristico es efectivamente un polino-
mio. Primero necesitamos una definicién.

Definicién 8.35. Sea A = (a;;);'j—; € M(n x n). La traza de A es la suma de sus entradas en la
diagonal:
trA:= a1+ ago + ... Qnnp-

Observacién. Observe que el ejercicio 5. de la seccién 8.2 muestra que la traza de matrices seme-
jantes coincide, entonces si V' es un espacio de dimension finita y si T es una transformacién lineal,
tiene sentido definir tr 7" como la traza de la representacién matricial de T en cualquier base de V.

Teorema 8.36. Sea A = (ai;)};—y € M(n xn) y sea pa(A) = det(A — Aid) el polinomio carac-
teristico de A. Entonces se cumple lo siguiente.
(i) pa es un polinomio de grado n.

(i) Seapa(\) = cpA\"+cp 1 A" L4+ A+ . Entonces tenemos férmulas para los coeficientes
Cn,yCn_1 and co:

Cn = (_1)n7 Cp—1 = (_1)n71 tI‘A, Co = det A.

Demostracion. Por definicién,

all — A AL wovrrerrnnnns a1n
a21 A2 — A e asp,
pa(A) = det(A — \id) = det -
an1 a;ﬂ ......... Apn — by
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De acuerdo con la Observacion 4.4, el determinante es la suma de productos donde cada producto
consiste en un signo y n factores elegidos de modo que contiene una entrada de cada fila y de cada
columna de A — Aid. Por lo tanto es claro que p4 es un polinomio en \. El término con més factores
A es el de la forma

(a11 — )\) (a22 — A) s (ann - )\) (87)

Todos los deméas términos contienen a lo sumo n — 2 factores con A. Para ver esto, supongamos
por ejemplo que en uno de los términos el factor de la primera fila no es (a11 — A) but some a1;.
Entonces no puede haber otro factor de la j-ésima columna, en particular el factor (aj; — A) no
puede aparecer. Asi que este término ya tiene dos factores sin \; por lo tanto, el grado del término
como polinomio en A puede ser a lo sumo n — 2. Esto muestra que

pa(A) = (a11 — N)(aga — A) -+ (apn — A) + términos de grado a lo mas n — 2. (8.8)
Si expandimos el primer término y ordenamos por potencias de A\, obtenemos

(a11 = A)(aga = A) -+ (@pp = A) = (=1)" X" + (=1)" X" Harg + - - + ann)

+ términos de grado a lo mas n — 2.
Insertando esto en (8.7), encontramos que
pa(\) = (=1)"N" + (=1)""A\""Ya; + -+ + apy) + términos de grado a lo mas n —2,  (8.9)
por ende deg(pa) = n.
La férmula (8.9) también muestra la afirmacién sobre ¢, and c¢,—1. La férmula para ¢ se sigue de
co =pa(0) = det(A — 0id) = det A. O
Obtenemos inmediatamente el siguiente corolario muy importante.

Corolario 8.37. Una matriz n X n puede tener a lo sumo n valores propios diferentes.

Demostracion. Sea A € M(n x n). Entonces los valores propios de A son exactamente los ceros de
su polinomio caracteristico. Como tiene grado n, puede tener a lo sumo n ceros. O

Ahora entendemos por qué trabajar con espacios vectoriales complejos es mas adecuado cuando
nos interesan los valores propios. Son precisamente los ceros del polinomio caracteristico. Aunque
un polinomio puede no tener ceros reales, siempre tiene ceros si permitimos que sean niimeros
complejos. De hecho, cualquier polinomio siempre puede factorizarse sobre C.

Sea A € M(n X n) y sea pa su polinomio caracteristico. Entonces existen nimeros complejos
Al,..., A\ ¥ enteros mq,...,my > 1 tales que

Pa(A) = (A1 =N - (Mg = A)™2 - (A — A) TR

Los nimeros Ay, ..., \; son precisamente los valores propios complejos de A and mq + -+ -+ my =
degpa = n.

Definicién 8.38. El nimero entero m; se llama la multiplicidad algebraica del valor propio Aj;.
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El siguiente teorema es muy importante, pero omitimos su demostracion.

Teorema 8.39. Sea A € M(n xn) y sea A un valor propio de A. Entonces

multiplicidad geométrica de N < multiplicidad algebraica de .

—_
o
)

(

(
C

)
05 1 0 0 0
. 00 5 1 0 0 . . . .
Ejemplo 8.40. Let A = 0005 0 0l Como A — \id es una matriz triangular superior,
00 0 0 8 0O
00 0 0 0 8

su determinante es el producto de las entradas en la diagonal. Obtenemos
pa(\) =det(A —Xid) = (1 = A)(5 - 138 — V)~

Por lo tanto, los valores propios de A son A\; = 1, Ao = 5, A3 = 8. Calculemos los espacios propios.

000000 041000
000 004100
. permutar filas . 4
w A-1id= [ 004100 ) ——— % | 000400 | Estamatriz estd en forma escalonada por
000400 000070
000070 000007
000007 000000
filas odemos ver facilmente que Eig,(A) = ker(A — 1id) = span{€;} que tiene dimensién
1
1.
—400000 —400000
001000 001000
. permutar filas . ,
s A-5id = 959890 599590 |- Esta matriz estd en forma escalonada
000030 000003
000003 000000
por filas y podemos ver facilmente que Eigg(A) = ker(A—>51id) = span{€s} que tiene dimensién
1.
-7 0 0 000
0-3 1 000
s A-8id = 0078 300 |- Esta matriz estd en forma escalonada por filas y podemos ver
0 0 00
0

En resumen, tenemos

A1 =1, Eig,(A) =span{é}, multiplicidad geom.: 1, multiplicidad alg.: 1,
Ao =5, Eigs(A) = span{és}, multiplicidad geom.: 1, multiplicidad alg.: 3,
A3 =8, Eigg(A) = span{ég, &7}, multiplicidad geom.: 2, multiplicidad alg.: 2.

. . . . . -1
Ejemplo 8.41. Encuentre los valores propios complejos y los espacios propios de R = <(1) O)'
Solucién. Del Ejemplo 8.30 ya sabemos que R no tiene valores propios reales. El polinomio carac-
teristico de R es

A -1

pr(\) = det(R — \) = det (_1 _\

>_>\2+1_(>\—i)(/\+i).

Por lo tanto, los valores propios son Ay = —i y Ay = i. Calculemos los espacios propios.
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» R— (-i)id = (11 _11) Lo Batif, (6 _01> Por lo tanto, Eig_;(R) = ker(R +iid) =

» R—iid = <_ _.> Lo fatif, (Bl _01) Por lo tanto, Eig;(R) = ker(R — iid) =

. . N 2 1
Ejemplo 8.42. Encuentre la diagonalizacién de A = (3 4>.
Solucién. Necesitamos encontrar una matriz invertible C' y una matriz diagonal D tales que D =
C~1AC. Por el Ejemplo 8.34, A tiene los valores propios A\ = 5y Ay = 1, por lo tanto A es
efectivamente diagonalizable. Sabemos que las entradas diagonales de D son los valores propios
de A, por lo tanto D = diag(5,1) y las columnas de C son los vectores propios correspondientes

o = (é) and v, = (_1), por lo tanto

(50 (11 .,
p=(3 %) o= (b 1) wa p-cac

Alternativamente, podriamos haber elegido D= diag(1,5). Entonces la C correspondiente es C =
(2|01 porque la j-ésima columna de la matriz invertible debe ser un vector propio correspondiente
a la j-ésima entrada de la matriz diagonal, mostrando que

~ (1 0 = 11 ~ g
D—<O 5), C—<1 3) and D=C""AC. o

Observe que, salvo el orden de los elementos diagonales, la matriz D estd determinada de manera
tnica por A. Sin embargo, para la matriz C' tenemos mas opciones. Por ejemplo, si multiplicamos
cada columna de C' por una constante arbitraria diferente de 0, todavia funciona.

Ejemplo 8.43. Sea V = M(2x2)yseaT :V — V, T(M) = M + M!. Encuentre los valores
propios y los espacios propios de T'.

Solucién. Let My = (§9), My =(34), M3z =(99), My = (39). Entonces B = { My, My, M3, My}
es una base de M(2 x 2). La representaciéon matricial de T' con respecto a ella es

Ap =

O O O N
O = = O
O~ = O
DO OO
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El polinomio caracteristico es

TR L
det(Ar — \id) = det =(2—\)det 1 1-x 0
0 1 1-x 0 0 o 2o
0 0 0 2—-A
— 2= N[N =] = AA—2)%
Por lo tanto hay dos valores propios: Ay =0y Ay = 2.
Encontremos los espacios propios.
2 0 00 1 0 0 0 1 0 0 0
_— 0 1 1 0| Rs—»Rs—R, |0 1 1 O] Rsor, |0 1 1 0
= Ar—Oid=Ar |, 4 4 moim |0 0 00 "o oo 1)
0 0 0 2 Ri—1 R4 0 0 0 1 0 00 O
0 0 00 00 0O 01 -1 0
., 10 -1 1 0] Ry—Ra+mrs |0 O 0 O ReoRrs. [0 O 0 0
sAr=2id=1, 0 g "o 1 -1 0 "loo 0 o0
0 0 00 00 0O 00 00
0 1 0 0
. - . 0 1 0
Por lo tanto, Eigy(Ar) = span 1 and Eig,(Ar) = span ol 11 O
0 0 0

Esto significa que los valores propios de T son 0 y 2 y que los espacios propios son Eig,(T

span { My — M3} = span { (_(1) (1)) } and

Figo(T) = span {Ms — My} = span { (_‘1) é) } = My (2 % 2),

. 1 0 0 1 0 0
Eig,(T) = span { My, My + Ms, M4}:span{<0 0), (1 O)’ (O 1)}:Msym(2x2),

Observacion. Podriamos haber calculado los espacios propios de T directamente, sin calcular
primero los de A7, como sigue.

» Una matriz M pertenece a Eig,(T) siy solosi T(M) = 0. Este es el caso si y solo si M+M*" =0,
lo cual significa que M = —M?". As{, Eig,(T) es el espacio de todas las matrices antisimétricas
2 x 2.

» Una matriz M pertenece a Eig,(T) si y solo si T(M) = 2M. Esto significa que M +M* = 2M.
Este es el caso siy solo si M = M". Asi, Eig,(T) es el espacio de todas las matrices simétricas
2 x 2.
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Ahora deberia haber entendido

el concepto de valores propios y vectores propios,
por qué una matriz n X n puede tener a lo sumo n valores propios,

por qué la restriccién de A a cualquiera de sus espacios propios actia como un miltiplo de
la identidad,

qué dice el polinomio caracteristico de una matriz sobre sus valores propios,

por qué una matriz n X n es diagonalizable si y solo si K™ tiene una base formada por
vectores propios de A,

etc.

Ahora deberia ser capaz de

calcular el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A,
calcular los valores propios y vectores propios de una matriz cuadrada A,

diagonalizar una matriz diagonalizable,

= etc.
Ejercicios.
1. Para las siguientes matrices, encuentre los vectores propios, los espacios propios, una matriz
invertible C' y una matriz diagonal D tal que C~'AC = D.
-3 5 =20 -2 0 1 -2 0 -1 1 00
A = 2 0 8|, A2=10 2 0|, As=10 2 0|, Ay=13 2 O
2 1 7 9 0 6 9 0 6 1 3 2
2. Sea D : P3 — P3 dada por Dp = p’. Encuentre el polinomio caracteristico y los valores propios
de D.
3. Sea D : P; — P3 dada por Dp = p + zp’ + p”. Encuentre el polinomio caracteristico y los
valores propios de D.
4. Sea
3 -1
A= (_2 4> |
(a) Calcule (A~1)™ para cualquier n € N.
(b) ;Que se puede decir de (A™1)" cuando n — 00?
5. Sea T : R? — R? dada por:

T(%) = reflexién de & con respecto a la recta y = z.

Calcule los valores propios de Ty muestre que T es diagonalizable. (Hint: basta escoger una
base adecuada de R?).
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6. Sea V=C[0,1] y T :V — V dada por

x
@ = [ ) a
0
Muestre que T no tiene valores propios.

7. Sea A € M(n x n). Muestre que:

(a) A es diagonalizable si y solo si A~! es diagonalizable.
(b) A es diagonalizable si y solo si A* es diagonalizable.

8. Sea A € M(n x n) invertible y A un valor propio de A. Note que A # 0. Muestre que % es un
valor propio de A~!. (Esto dice que si A tiene valores propios fi1, ..., i, entonces los valores
propios de A=! son +,...,-1)

H1 122

9. Sea A € M(n x n). Muestre que A y A? tienen los mismos valores propios. (Hint: analice el
polinomio caracteristico)

10. Sea ¥ € R3 un vector no nulo y T : R® — R? dada por T(¥) = ¥ x Z. Muestre que 0 es el
tnico valor propio real.

11. Sea W un subespacio de R™ con dim W = m y Py la proyeccién ortogonal de R™ sobre W.
(Cuales son los autovalores de Py ? ;Cudl es el polinomio caracteristico de Py ? (Es Py
diagonalizable? (Hint: Empiece escogiendo una base ortonormal de W).

12. Sea A € M(n x n) tal que A™ = id,, para algin m € N.

(a) Muestre que si A € C es un valor propio de A entonces \™ = 1.
(b) Encuentre cuatro matrices distintas A tales que A3 = ids.

13. Sea A € M(n x n) tal que A™ = O para algin m € N.

(a) Muestre que Aid, —A es invertible para todo A € C—{0}. (Hint: La prueba es la misma
del ejercicio 28. seccién 3.5)
(b) Encuentre el polinomio caracterfstico de A. Observe que en ejercicio 2., D* = O.

14. Sea A € M(n x n) una matriz tal que A? = A, muestre que A es diagonalizable. (Hint: Por el
ejercicio 7. de la seccién 6.2; elija una base de ker A y complétela a una base de R™ por medio
de una base de Im A)

15. Sea A € M(nxn) distinta de la matriznulay T : M(nxn) — M(nxn) dada por T(X) = X A.
Muestre que A y T tienen los mismos valores propios.

16. Sea A € M(n x n) tal que todos sus valores propios son 0. jSe puede concluir que A = O?

,Cémo cambia la respuesta si suponemos que A es diagonalizable?

Last Change: Di 23. Jun 17:16:19 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter 8. Matrices simétricas y diagonalisacion 345

8.4. Propiedades de los valores propios y vectores propios

En esta seccién reunimos propiedades importantes de los vectores propios.

Proposicién 8.44. Sea A € M(n x n) y sean A1, Aa,..., A\, valores propios de A distintos dos
a dos, con vectores propios Uy, Vs, ..., Ux. Entonces los vectores U1, Us, ..., Uy son linealmente
independientes.

Demostracion. Demostramos la afirmacién por induccién.

Base de la induccion: k = 2. Supongamos que A\; # Ag son valores propios de A con vectores propios
U1 y Us. Por lo tanto Av; = M\t y At = A2, y ¥] # 0 # ¥5. Sean a1, as nimeros tales que

101 + Uy = 6 (810)
Supongamos que o1 # 0. Entonces 07 = 3—?172 y
o o o o .
M = AG = A <2172> = Z2AT, = Sl = M—T =Mty = 0=\ — X))
(051 (05} (&3] a1

Como \; # Ao y U] # 0, la dltima igualdad es falsa y por lo tanto debemos tener ; = 0. Entonces,
por (8.10), 0 = a1 U1 + ety = ity por lo tanto también as = 0 lo que muesgra que ¥ y ¥z son
linealmente independientes.

Paso inductivo: Supongamos que ya sabemos para algin j < k que los vectores v1,...,7; son
linealmente independientes. Tenemos que mostrar que entonces también los vectores 1, ..., Uj4+1
son linealmente independientes. Para ello, sean oy, aa, ..., o 41 tales que

0=a10) +agth + -+ Oéj’Jj F aj+117j+1. (811)

Por un lado aplicamos A a ambos lados de la ecuacién y usamos el hecho de que los vectores son
vectores propios. Por otro lado multiplicamos ambos lados por Aj;; y luego comparamos los dos
resultados.

aplicar A : 0= A(Ozlﬁl + ol + -+ - + Oéjl_fj + aj+117j+1)
= 1 AU + AUy + -+ - + OéjA’l_fj + aj+1A17j+1
= Oll>\1’l71 + 042)\2172 —+ e+ aj>\j17j -+ aj—&-l)\j—&-lgj—i-l @
multiplicar por \j4q : 0=a1Aj 1101 + Ajpte + - + oAl + ajri A4 @

La diferencia (1-(2) da
0=ca1( A — Njy1)1 + az( A1 — Njp1)Ta + - + (A — Nj1) ;.

Observe que el término con ¥j11 se canceld. Por la hipétesis de induccion, los vectores v, ..., ¥
son linealmente independientes, por lo tanto
Ckl()\l - )‘j+1) = 0, Ckg()\l - )‘j+1) = O, ey ij()\l - )‘j+1) =0.

También sabemos que A1 no es igual a ninguno de los otros A, por lo tanto se sigue que
a1:0, 042:07 ey OéjZO.

Insertando esto en (8.11) se obtiene que también a1 = 0 y la demostracién queda completa. [
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Observe que la proposicién muestra nuevamente que una matriz n X n puede tener a lo sumo n
valores propios diferentes.

Corolario 8.45. Sea A € M(nxn) y sean pi1 ..., p los valores propios distintos de A. Si en cada
Eiguj (A) elegimos vectores linealmente independientes U7, . . . ,17%1 , entonces el sistema de todos esos
vectores es linealmente independiente. En particular, si elegimos bases en Eigﬂj (A4), vemos que la
suma de los espacios propios es una suma directa

Eig,, (A) ©--- @ Eig,, (A4)
y dim(Eig,, (A) @ --- © Eig,, (4)) = dim(Eig,, (A) + --- + dim Eig,, (4)).

Demostracion. Sean ozé.m) numeros tales que

0=aVdt+ +alldt + @B+ + a2 + o ol

=W + Wy + ... W

con W; = a(lj)U{ + -4 az){)’gl € Eig,, . La Proposicién 8.44 implica que W = - =0 = 0. Pero
entonces también todos los coeficientes Oé;-m) = (0 porque, para m fijo, los vectores 55”‘), cee Ué:)
son linealmente independientes. Ahora todas las afirmaciones son claras. O

Una clase muy especial de matrices son las matrices diagonales.

0

Teorema 8.46. (1) Sea D = diag(dy, ..., d,) = sea una matriz diagonal.

0 ",

Entonces los valores propios de D son precisamente los numeros dy, ..., dn y la multiplicidad
geométrica de cada valor propio es igual a su multiplicidad algebraica.

di % a0
(1) Let B = and C = sean matrices triangulares superior y
dy dn,
triangulares inferior, respectivamente. Entonces los valores propios de D son precisamente
los numeros dy, ..., d, y la multiplicidad algebraica de un valor propio es igual al numero de
veces que aparece en la diagonal. En general, no se puede decir nada sobre las multiplicidades
geométricas.

Demostracion. (1) Como el determinantee de una matriz diagonal es el producto de sus elementos
diagonales, obtenemos para el polinomio caracteristico de D

di — A 0
pp(A) = det(D — \) = det =(dy = N) - (dn — N).

0
dy — A
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(1)

Como los ceros del polinomio caracteristico son los valores propios de D, hemos mostrado
que los nimeros en la diagonal de D son precisamente sus valores propios. La multiplicidad
algebraica de un valor propio u es igual al nimero de veces que se repite en la diagonal de D.
La multiplicidad geométrica de p es igual a dim(ker(D — pid). Observe que D — pid es una
matriz diagonal y la j-ésima entrada en su diagonal es 0 si y solo si u = d;. No es dificil ver
que la dimensién del kernel de una matriz diagonal es igual al niimero de ceros en su diagonal.
Asi, en resumen, para un valor propio p de A tenemos:

multiplicidad algebraica de p = nimero de veces que u aparece en la diagonal de D

= multiplicidad geométrica de .

Como el determinantee de una matriz triangular es el producto de sus elementos diagonales,
obtenemos para el polinomio caracteristico de B

di =X *

pp(A) = det(B — \) = det =(dy—A)---e- (dn — ).

y andlogamente para C. El razonamiento para las multiplicidades algebraicas de los valores
propios es como en el caso de una matriz diagonal. Sin embargo, en general la multiplicidad
algebraica y la geométrica de un valor propio de una matriz triangular pueden ser diferentes,

como muestra el Ejemplo 8.40. O
5 0 0 0 0 O
01 00 0 O
. 0 05 0 0 0 3 9
Ejemplo 8.47. Let D = 0o 0i0-8 o ol Entonces pp(A) = (1 = A)(5 — ) (8 — A)=.
0 000 8 0
0O 000 0 5

Los valores propios son 1 (con mult. geom. = mult. alg. = 1), 5 (con mult. geom. = mult. alg. = 3)
y 8 (con mult. geom. = mult. alg. = 2),

Teorema 8.48. Si A y B son matrices semejantes, entonces tienen el mismo polinomio carac-
teristico. En particular, tienen los mismos valores propios con las mismas multiplicidades algebrai-
cas. Ademds, también las multiplicidades geométricas son iguales.

Demostracién. Sea C una matriz invertible tal que A = C~1BC. Por lo tanto,

A—-Xid=C™'BC - \Xid=C"'BC - XC~'C=C"!(B - \id)C

y obtenemos para el polinomio caracteristico de A

pa(A) = det(A — Aid) = det(C~H(B — Aid)C) = det(C~*) det(B — Aid) det C = det(B — Aid)

:pB()\).
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Esto muestra que A y B tienen los mismos valores propios y que sus multiplicidades algebraicas
coinciden.

Ahora sea i un valor propio. Entonces,

Eig, (A) = ker(A — pid) = ker(C~'(B — pid)C) = ker((B — pid)C) = C~ " ker(B — pid)
= C~ ' Eig,(B)
donde en el peniiltimo paso usamos que C ! es invertible. La invertibilidad de C~! también muestra

que dim(C~' Eig,,(B)) = dim(Eig,(B), por lo tanto dim Eig,,(4) = dim(Eig,(B), lo cual prueba
que la multiplicidad geométrica de p como valor propio de A es igual a la de B. O

A continuacién probamos un teorema muy importante sobre la diagonalizacién de matrices.

Teorema 8.49. Sea A € Mg(n xn) con K=R o K= C. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) A es diagonalizable, es decir, existe una matriz diagonal D y una matriz invertible C' tales
que C"1AC = D.
(1) Para todo valor propio de A, sus multiplicidades geométrica y algebraica son iguales.

(1) A tiene un conjunto de n vectores propios linealmente independientes.

(tv) K" tiene una base formada por vectores propios de A.

Demostracion. Sean 1, ..., ug los valores propios distintos de A y denotemos las multiplicidades
algebraicas de p; por m;(A) y m;(D), y las multiplicidades geométricas por n;(A) y n;(D).

(1) = (11): Por hipétesis, A y D son semejantes, asi que tienen los mismos valores propios por el
Teorema 8.48 y

m;(A) =m;(D) y n;(A) =n;(D) para todo j =1, ..., k,
y el Teorema 8.46 muestra que
m;(D) =n;(D) paratodo j =1, ..., k,
porque D es una matriz diagonal. Por lo tanto concluimos que también
m;(A) = n;(A) paratodo j =1, ..., k.

(11) = (111): Recordemos que las multiplicidades geométricas n;(A) son las dimensiones del kernel
de A—p;id. Asi, en cada ker(A — ;) podemos elegir una base formada por n;(A) vectores. En total
tenemos nq(A) + -+ + ng(A4) = mi(A4) + - -+ + mi(A) = n such vectors and they are linealmente
independientes by Corollary 8.45.

() = (1v): Esto es claro porque dim K" = n.

(v) = (1): Sea B = {&, ..., Cn} una base de K" formada por vectores propios de A y sean
di, ..., dy los valores propios correspondientes, es decir, Ac; = d;C;. Observe que los d; no nece-
sariamente son distintos dos a dos. Entonces la matriz C' = (¢|---|&,) es invertible y C7LAC es
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la representacién de A en la base B, por lo tanto C~'AC = diag(dy, ..., d,). Mas detalladamente,
usando que ¢; = C€; y C~'¢; =&,

j-ésima columna de C~'AC = C~1ACE; = O~ A¢; = C1(d;¢;) = d;C~'¢; = d;&;,
por lo tanto D = (d1&1] - - |dn€y) = diag(dy, ..., dy). O
Una consecuencia inmediata del Teorema 8.49 es la siguiente.

Corolario 8.50. Si una matriz A € M(n X n) tiene n valores propios diferentes, entonces es
diagonalizable.

Demostracion. Si A tiene n valores propios diferentes A1, ..., A,, entonces para cada uno de ellos
la multiplicidad algebraica es igual a 1. Ademas,

1 < multiplicidad geométrica < multiplicidad algebraica = 1

para cada valor propio. Por lo tanto la multiplicidad algebraica y la geométrica para cada valor
propio son iguales (ambas son iguales a 1) y la afirmacién se sigue del Teorema 8.49. O

Corolario 8.51. Sila matriz A € M(n x n) es diagonalizable, entonces su determinantee es igual
al producto de sus valores propios.

Demostracion. Sean Ay, ..., A\, los valores propios (no necesariamente distintos) de A y sea C una
matriz invertible tal que C~1AC = D := diag(\1, ..., \,). Entonces,

det A = det(CDC ™) = (det C)(det D)(det C~') = det D = H Aj. O
j=1

Teorema 8.52. Sea A € M(n xn) y sean pu1, ..., ux sus valores propios distintos. Entonces A es
diagonalizable si y solo si

K" = Eig,, (A) © --- © Eig,, (4). (8.12)
donde K =R o K = C segun si A actia sobre R o sobre C.

Demostracion. Denotemos la multiplicidad algebraica de cada p; por m;(A) y su multiplicidad
geométrica por n;(A).

Si A es diagonalizable, entonces las multiplicidades geométrica y algebraica son iguales para cada
valor propio. Por lo tanto,

dim(Eigm Ao @ Eig,,, (A) = dim(EigH1 (A)+---+ dim(EigM (A))
=ni(A)+ - +nk(A) =mi(A) + -+ mp(A) = n.

Como todo subespacio n-dimensional de K™ es igual a K™, queda probado (8.12).

Supongamos ahora que (8.12) es cierta. Tenemos que mostrar que A es diagonalizable. En cada Eiguj
elegimos una base B;. Por (8.12), la coleccién de todos esos vectores de base forma una base de K".
Por lo tanto encontramos una base de K™ formada por vectores propios de A. Consecuentemente
A es diagonalizable por el Teorema 8.49. O
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El teorema anterior dice que A es diagonalizable si y solo si hay suficientes vectores propios de A
para generar K". Este es el caso si y solo si K™ se descompone en la suma directa de subespacios
en cada uno de los cuales A actia simplemente multiplicando cada vector por un nimero (a saber,
por el valor propio correspondiente).

Para practicar un poco las nociones de multiplicidad algebraica y geométrica, terminamos esta
seccién con una demostracion alternativa del Teorema 8.49.

Demostracion alternativa del Teorema 8.49. Probemos (1) = (1v) = (111) = (1) = (1).

(1) = (1v): Esto ya se discutié después de la Definicién 8.23. Sea D = diag(di, ..., dn) y sean ¢, ..., Cn
las columnas de C. Claramente forman una base de K" porque C es invertible. Por hipétesis sabemos que
AC = CD. Por lo tanto tenemos que

AgG; = j-ésima columna de AC = j-ésima columna de CD = d; - (j-ésima columna de C) = d;c;.

Por lo tanto los vectores ¢i, ..., ¢, son linealmente independientes y son todos vectores propios de A, y
por lo tanto incluso forman una base de K".

(rv) = (111): Claro.

(111) = (11): Supongamos que U1 ..., ¥, es una base de K" formada por vectores propios de A. Claramente,
cada uno de ellos debe pertenecer a algtin espacio propio de A. Sea ¢; el nimero de esos vectores que
pertenecen a Eigw (A). De aqui se sigue que ¢; < n;(A) porque los vectores son linealmente independientes

y n;(A) = dim Eig, (A). So by Theorem 8.39 we have £; < n;(A) < m;(A) donde m;(A) es la multiplicidad
algebraica de ;. Sumando sobre todos los vectores propios, obtenemos

n=Lb+- -+l <ni(A)+-Fn(A) <mi(A) + -+ me(A) =n

La primera igualdad se cumple porque los vectores son una base de K" y la tdltima igualdad se cumple
por definicién de la multiplicidad algebraica. Por lo tanto todos los signos < son en realidad igualdades y
ni(A) + -+ nr(A) =mi(A) + - - - + mp(A). Se sigue que

0= ma(A) + -+ mu(A) — [ma(A) + - + mi(4)]
= [nl(A) — m1 (A)] + -+ [nk(A) — mk(A)] .
Como n;(A) —m;(A) <0 para todo j =1, ..., k, cada uno de los términos debe ser cero, lo que muestra
que n;(A) =m;(A) como se deseaba.

(1) = (1): Para cada j = 1,. ..,k elijamos una base B; de Eig, (A). Observe que cada base tiene n;(A)
vectores. Por el Corolario 8.45, el sistema formado por todos estos vectores de base es linealmente inde-
pendiente. Adem4s, el nimero total de estos vectores es n1(A) + -+ ng(A) = mi(A) + -+ mi(4) =n
donde usamos la hipétesis de que las multiplicidades algebraica y geométrica son iguales para cada valor
propio. Por lo tanto la coleccién de todos esos vectores forma una base de K. Que A es diagonalizable se
sigue ahora como en la demostracién de (1v) = (1): O

Ahora deberia haber entendido
= por qué los vectores propios de valores propios diferentes de una matriz A son linealmente
independientes,
= mas generalmente, por qué la suma de los espacios propios es incluso una suma directa,

= por qué una matriz es diagonalizable si y solo si el espacio vectorial tiene una base formada
por vectores propios de A,

= multiplicidades algebraica y geométrica,
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= ete.
Ahora deberia ser capaz de

s verificar si una matriz dada es diagonalizable,
= si es diagonalizable, encontrar su diagonalizacién,

= etc.

Ejercicios.

1. Para cada una de las siguientes matrices, determine si son diagonalizables. Si lo es, encuentre
una D que es semejante. D = CAC ™!,

3 1 -1 310 1 2 1
Ar=|1 3 -=1], A,=10 3 1|, A3=1[1 4 1],
-1 -1 5 0 0 3 1 1 1
1 4 2 -7 3 2 5 1
0 5 -3 6 2 0 2 6
A=ty o 5 1| M=|5 2 7
0 0 0 11 1 6 -1 3

2. Sea T : M(2 x 2) - M(2 x 2) dada por
T(A) = %(A—At).

Muestre que T es diagonalizable.
3. (a) Sea D: P, — P, dada por Dp = p’. ;Es D diagonalizable?
(b) Sea D : P, — P, dada por Dp =p+ xzp’ + p”. {Es D diagonalizable?
4. Sean A, B € M(n X n).
(a) Si A, B son diagonalizables, jse sigue que A 4+ B es diagonalizable?

(b) Si AB es diagonalizable, jse sigue que A o B son diagonalizables?
(¢) Si A, B son diagonalizables, ;se sigue que AB es diagonalizable?

5. Calcule A% para

-29 20 -4
A= 0 1 0
210 —-140 29

6. ;Para cudles valores de k,t € R, la matriz

1 -1 0
0 3k+2t k—4t—-5
0 0 ok — 8t

es diagonalizable?
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7. Sea A € M(n x n) diagonalizable y sean dy,ds,...,d, todos sus valores propios distintos.
Muestre que (A—d; id,,)(A—dzid,) ... (A—dkid,,) = Opxn. (Sigue siendo cierta la afirmacién
si no suponemos que A es diagonalizable?

8. Sea A € M(n x n) triangular superior 6 inferior. ;Cudl es el polinomio caracterfstico de A?
(Puede dar condiciones de cuando A es diagonalizable?

A C
V =
(®2><2 B)

(a) Muestre que el polinomio caracteristico de V es la multiplicacién de los polinomios
caracteristicos de A y B.

9. Sean A, B,C € M(2 x 2) y sea

(b) Si C = Ogx2, muestre que V es diagonalizable si y solo si A, B son diagonalizables.

(c) (Es cierta la conclusién del inciso anterior si no suponemos que C' = Ogx2?

8.5. Matrices simétricas y hermiticas

En esta seccion trataremos matrices simétricas y hermiticas. Los resultados principales son que todos
los valores propios de una matriz hermitica son reales, que los vectores propios correspondientes a
valores propios diferentes son ortogonales y que toda matriz hermitica es diagonalizable. Observe
que las matrices simétricas son un caso especial de las hermiticas, asi que siempre que mostremos
algo sobre matrices hermiticas, lo mismo sera cierto para matrices simétricas.

Teorema 8.53. Sea A una matriz hermitica. Entonces todo valor propio A de A es real.

Demostracion. Sea A hermitica, es decir, A* = A, y sea A un valor propio de A con vector propio
v. Entonces ¥ # 0 y AU = AU. Tenemos que mostrar que A = A. Por lo tanto

N|T)* = @, 0) = (A7,7) = (A7, 7) = (7, A™5) = (7, AG) = (¢, A7) = N7, 0) = A|[7]|*.

Como ¥ # 6, se sigue que A = ), lo cual significa que la parte imaginaria de A es 0; por lo tanto
AeR. O

Teorema 8.54. Sea A una matriz hermitica y sean A1, Ao dos valores propios diferentes de A con
vectores propios U7 Yy Us, es decir Av1 = Mty and AUy = Aats. Entonces v L ¥s.

Demostracion. La demostracién es similar a la demostracién del Teorema 8.53. Tenemos que mos-
trar que (¥ ,72) = 0. Observe que, por el Teorema 8.53, los valores propios Aj, A2 son reales.

A (U1, T2) = (M0, Ta) = (AT, Ta) = (01, A*Ta) = (01, Alh) = (01, Aala) = Ao (0, U2) = Ao (U1, Ta).
Como A1 # Ay por hipdtesis, se sigue que (77, 02) = 0. O

Corolario 8.55. Sea A una matriz hermitica y sean A1, Ao dos valores propios diferentes de A.
Entonces Eigy, (A) L Eigy,(A).
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El siguiente teorema es uno de los teoremas mas importantes del Algebra Lineal.
Teorema 8.56. Toda matriz hermitica es diagonalizable.
Teorema 8.56*. Toda matriz simétrica es diagonalizable.

Posponemos la demostracién de estos teoremas hasta el final de esta seccién.
Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente teorema muy importante.

Teorema 8.58. Una matriz es hermitica si y solo si es diagonalizable unitariamente, es decir,
existe una matriz unitaria Q y una matriz diagonal D tal que D = Q7 'AQ = Q*AQ.

La formulacion del teorema anterior para matrices reales es:

Teorema 8.58*. Una matriz es simétrica si y solo si es diagonalizable ortogonalmente, es decir,
existe una matriz ortogonal Q y una matriz diagonal D tal que D = Q7 AQ = Q' AQ.

En ambos casos, D = diag(A1, ..., A,) donde los Ay, ..., A\, son los valores propios de A y las
columnas de @ son los vectores propios correspondientes.

Demostracion. Sea A una matriz hermitica. Del Teorema 8.56 sabemos que A es diagonalizable.
Por lo tanto,
C" = Eig,, (A) @...Eig,, (A4)

donde p1, ..., g son los valores propios distintos de A. En cada espacio propio Eig " (A) podemos

elegir una base ortonormal B; formada por n; vectores 17{7 S 17?;]_, donde n; es la multiplicidad
geométrica de 11;. Sabemos que los espacios propios son ortogonales dos a dos por el Corolario 8.55.
Por lo tanto el sistema de todos estos vectores forma una base ortonormal B de C™. Por lo tanto,
la matriz Q cuyas columnas son los vectores de esta base es una matriz unitaria y Q 1AQ = D.

Supongamos ahora que A es diagonalizable unitariamente. Tenemos que mostrar que A es hermitica.
Sea @ una matriz unitaria y sea D una matriz diagonal tal que D = Q*AQ. Entonces A = QDQ*
y

A" =(QDQ")" =(Q")'D'Q" =QDQ" = A
donde usamos que D* = D porque D es una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal son
nimeros reales, ya que son los valores propios de A. O

La demostracién del Teorema 8.58* es la misma.

Corolario 8.60. Si una matriz A es hermitica (o simétrica), entonces su determinantee es el
producto de sus valores propios.

Demostracion. Esto se sigue del Teorema 8.56 (o el Teorema 8.56*) y el Corolario 8.51. O

Proof of Theorem 8.56. Sea A € Mg¢(n X n) una matriz hermitica y sean 1, ..., pup los valores
propios distintos de A con multiplicidades geométricas nq, ..., ng. Por el Teorema 8.52 es suficient
mostrar que

C" = Eig,,, Ao @ Eig,,, (4).
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Denotemos el lado derecho por U, es decir, U := Eig,, (4) ©--- ® Eig,,, (A). Entonces tenemos que

mostrar que U+ = {6} Para obtener una contradiccién, supongamos que esto no es cierto y sea
¢ = dim(U*). En cada Eig, (A) elegimos una base ortogonal 179 ), 1753]) y elegimos una base
ortogonal 0y, ..., w; en U+. El conjunto de todos estos vectores es una base ortonormal B de C"
porque todos los espacios propios son ortogonales entre si y a U+. Sea @ la matriz cuyas columnas
son estos vectores: @ = (17?)\ - |U,(1i)|u71| -+ |We). Entonces @ es una matriz unitaria porque sus
columnas son una base ortogonal de C". A continuacién definamos B = Q~'AQ. Entonces B es
hermitica porque B* = (Q1AQ)* = Q*A*(Q~!)* = Q 1 AQ = B donde usamos que A = A* por
hipétesis y que Q~! = Q* porque es una matriz unitaria. Por otro lado, B, al ser la representacién
matricial de A con respecto a la base B, es de la forma

M1
. M1
H2

Sy
|

Todos los espacios vacios son 0 y C' es una matriz £ X ¢ (es la representacién matricial de la restriccién
de A a Ut con respecto a la base w0y, ..., w). El polinomio caracteristico de C' tiene al menos
un cero, por lo tanto C' tiene al menos un valor propio A. Claramente, A\ es entonces también un
valor propio de By, si 4 € C* es un vector propio de C, obtenemos un vector propio de B con
el mismo valor propio poniendo Os como sus primeras n — ¢ componentes y 4 como sus ultimas /¢
componentes. Como A y B tienen los mismos valores propios, A debe ser igual a uno de los valores
propios fi1, ..., pi, digamos A = pu;,. Pero entonces la dimensién del espacio propio Eig#m (B) es
estrictamente mayor que la dimension de Eigﬂj0 (A) which contradicts Theorem 8.48. Por lo tanto

UL = {0} y el teorema queda demostrado. O

Demostracion de Teorema 8.56*. La demostracidn es esencialmente la misma que la del Teore-
ma 8.56. Solo tenemos que observar que, usando la notacién de la demostracién anterior, la matriz
C' es simétrica (porque B es simétrica). Si vemos C' como una matriz compleja, tiene al menos
un valor propio A porque en C su polinomio caracteristico tiene al menos un cero complejo. Sin
embargo, como C es hermitica, todos sus valores propios son reales, por lo tanto A es real; asi, es
un valor propio de C' si la vemos como una matriz real. O

Ahora deberia haber entendido

= por qué las matrices hermiticas y simétricas tienen valores propios reales,

= por qué los vectores propios de valores propios diferentes de una matriz hermitica son per-
pendiculares entre si,

= por qué una matriz hermitica/simétrica es diagonalizable ortogonalmente,
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= que, salvo una rotacion y quizé una reflexién, los espacios propios de una matriz hermitica
estan generados por los ejes coordenados,

= ete.
Ahora deberia ser capaz de

» encontrar valores propios y vectores propios de matrices hermiticas/simétricas,
= diagonalizar matrices simétricas,

» escribir C" (o R™) como suma directa de los espacios propios de una matriz hermitica (o
simétrica) dada,

n etc.

Ejercicios.

1. Diagonalice ortogonalmente las siguientes matrices:

1 -2 621 o 4 —:13 _? 8 8

(a) ) (b) 2 3 2 ) (C) -1 3 -1 ) (d)
2 4 429 0 -1 2 0030
0 00 3

2. De una matriz simétrica A € M (3 x 3) se sabe que el polinomio caracteristico es p(\) =
A% — 5N 48X\ — 4.

(a) Determine los valores propios de A y las multiplicidades geométricas y algebraicas.
(b) Se sabe que ker(A —id) = gen{3€, — 4€3}. Encuentre los espacios propios de A.

(¢) Encuentre una matriz A que cumple lo arriba.

< (3(15—i) 3(12”))'

4. (a) Dé una matriz simétrica tal que su kernel es el plano  — 3y + 2z = 0. ;Cudl debe ser la
imagen de la matriz que escogio?

w

. Diagonalice

(b) Dé una matriz simétrica que tenga por imagen el plano 5z — y + z = 0. ;Cudl es su
kernel?

(c¢) Caracterice todas las matrices M (3 x 3) que tienen un tnico valor propio.

5. Obtenga una base ortogonal de R™ de vectores propios de 7' donde T es la transformacién
lineal dada en el Ejercicio 3. en Seccién 7.4.

6. Sean A, B € M ym(2 x2) y C € M(2 x 2) todas matrices con entradas reales. Considere
A C!
v=(2 %)
Muestre que V € Mgy (2 X 2) y que ademds V es diagonalizable.
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7. Sea A, B € M(n x n) con entradas complejas. Muestre que:
(a) AA* y A* A son diagonalizables.
(b) Si A, B son hermiticas y AB = BA entonces AB es diagonalizable.

é (g) donde O es la matriz cero. Muestre que V €

Mgym (4 x 4) y que ademds, los valores propios de V' son los valores propios de A junto con
los valores propios de B.

8. Sean A,B € My, (2x2)yV = <

8.6. Aplicacion: Seccones conicas

En esta seccién estudiaremos ecuaciones cuadraticas en z y y. Recordemos que sabemos cémo tratar
ecuaciones lineales en dos variables. La forma mas general es

ar+by=d (8.13)

con constantes a,b,d. A solucién is a tuple (x,y) which satisfies (8.13). Podemos ver el conjunto
de todas las soluciones como un subconjunto del plano R?. Como (8.13) es una ecuacién lineal
(un sistema 1 x 2 de ecuaciones lineales), sabemos que tenemos las siguientes posibilidades para el
conjunto solucién:

(a) una recta sia #00b#0,
(b) el plano R?sia=0,b=0y d=0,
(c) el conjunto vacio (sin solucién) sia=0,b=0y d # 0,

Ahora consideraremos la ecuacién cuadrética

’ az? + bzy + cy® = d‘ (8.14)

con constantes a, b, ¢, d.

En lo que sigue siempre supondremos que d > 0. Esto no implica pérdida de generalidad, porque
si d < 0, podemos multiplicar ambos lados de (8.14) por —1 y reemplazar a, b, ¢ por —a, —b, —c.
El conjunto de soluciones no cambia.

De nuevo, queremos identificar las soluciones con subconjuntos de R? y averiguar qué tipo de figuras
son. La ecuacién (8.14) no es lineal, as{ que debemos ver qué relacién tiene (8.14) con lo que hemos
estudiado hasta ahora. Resulta que el lado izquierdo de (8.14) puede escribirse como un producto

interno
(o)) em o= (2, ). 019

La matriz G de (8.15) no es la tnica eleccién posible. Encuentre todas las matrices posibles G
tales que (G(3),(y)) = ax? + bry + cy®.

Question 8.5

La matriz G es muy conveniente porque es simétrica. Esto significa que, salvo una transformacién
ortogonal, es una matriz diagonal. Asi que, una vez que sabemos cémo resolver el problema cuyo
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G es diagonal, entonces lo sabemos para el caso general, pues las soluciones difieren solo por una
rotacién y quiza una reflexiéon. Esto nos motiva a estudiar primero el caso en que G es diagonal, es
decir, cuyo b = 0.

Ecuacién cuadratica sin término mixto (b = 0). ‘

Si b =0, entonces (8.14) se convierte en

10

con constantes d > 0y a,c € R.

Observacién 8.61. El conjunto solucion es simétrico con respecto al eje x y al eje y, porque si
algin (z,y) es una solucién de (8.16), entonces también lo son (—z,y) y (z, —y).

Definamos

ia>0 ic>0
a = +/|al, v :=+/]¢, por lo tanto a?={" s%a_ Ty = ) S?C_ ’
—a sia<0 —c siec<0.

Tenemos que distinguir varios casos segun si los coeficientes a, ¢ son positivos, negativos o 0.
Caso 1.1: a > 0y ¢ > 0. En este caso, la ecuacién (8.16) se convierte en
?x? + %% =d. (8.16.1.1)

(1) Sid > 0, entonces (8.16.1.1) es la ecuacién de una elipse cuyos ejes son paralelos a los ejes

x y y. La interseccion con el eje x estd en :i:*/gE = ++/d/a y la interseccién con el eje y estd
en :I:@ =++/d/c.

(11) Si d =0, entonces la tnica solucién de (8.16.1.1) es el punto (0,0) .

Observacién 8.62. Observe que la longitud de los semiejes de la elipse es proporcional a v/d. Por
lo tanto, cuando d disminuye, la elipse de (1) se hace més pequetia y para d = 0 degenera al punto
(0,0) de (11).

Caso 1.2: a <0y ¢ < 0. En este caso, la ecuacién (8.16) se convierte en
—a?2? — ¥y =d. (8.16.1.2)

(1) Sid > 0, entonces (8.16.1.2) no tiene solucién porque el lado izquierdo siempre es menor o
igual que 0, mientras que el lado derecho es estrictamente positivo.

(11) Si d = 0, entonces la tinica solucién de (8.16.1.2) es el punto (0,0) .

Caso 2.1: a > 0y ¢ < 0. En este caso, la ecuacién (8.16) se convierte en

o?r? — 2yt =d. (8.16.2.1)
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Y Y

] /\ " x
|

FIGURA 8.1: Solucién de (8.16) para det G >0 . Si a > 0,b > 0, entonces la solucién es un elipse (si
d > 0) o el punto (0,0) (si d =0). La gréfica derecha muestra elipses con a y c fijos pero d decreciente
(de rojo a azul). Si a < 0,b < 0,d > 0, entonces no hay solucién.

(1) Si d > 0, entonces (8.16.2.1) es la ecuacién de una hipérbola . Si z = 0, la ecuacién no

tiene solucién. En efecto, necesitamos |x| > % para que la ecuacién tenga solucién. Por lo

tanto la hipérbola no interseca el eje y (de hecho, la hipérbola no puede pasar por la franja
M <y < V),
« «

= Interseccion con los ejes coordenados: No hay interseccion con el eje y. Interseccion con
el eje x en & = i@ =++/d/a.
= Asintotas: Para |z| — oo y |y| = o0, la hipérbola tiene las asintotas

Yy = :I:gx.
gl

Observe que la asintota no depende de d.

Demostracion. Se sigue de (8.16.2.1) que |z| — oo si y solo si |y| — oo, porque de lo
contrario la diferencia o?x? — v2y? no puede ser constante. Dividiendo (8.16.2.1) por 22
y por 42 y reordenando se llega a

2 2

Y o d =z grye o?

@
— - — X —, por lo tanto Y= E—x. O]
22 42 42p2 42 ~y

(11) Sid = 0, entonces (8.16.2.1) se convierte en a?22+~2y? = 0, y su solucién es el par de rectas y = +2z .

Observacion 8.63. Observe que el punto de interseccién de la hipérbola con el eje x es
proporcional a v/d. Por lo tanto, cuyo d disminuye, los puntos de interseccién se acercan al 0
y el giro se vuelve més agudo. Si d = 0, el punto de interseccién llega a 0 y la hipérbola se
convierte en dos angulos que se ven como dos rectas que se cruzan.

Caso 2.2: a <0y ¢> 0. En este caso, la ecuacién (8.16) se convierte en
—a?r? 4%yt =d. (8.16.2.2)

Este caso es el mismo que el Caso 2.1, solo con los papeles de x y y intercambiados. Asi obtenemos:
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FI1GURA 8.2: Solucién de (8.16) para det G < 0 . Las soluciones son hipérbolas (si d > 0) o un conjunto
de dos rectas que se intersecan. La figura de la izquierda muestra una solucién para a > 0, ¢ < 0y
d > 0. La figura de la derecha muestra hipérbolas con a y c fijos pero con d decreciente. El par azul
de rectas que pasan por el origen corresponde al caso d = 0.

(1) Sid >0, entonces (8.16.2.1) es la ecuacién de una hipérbola .

» Interseccion con los ejes coordenados: No hay interseccion con el eje x. Interseccion con
el ejeyeny = :I:@ =+./d/c.
= Asintotas: Para || — 0o y |y| — oo, la hipérbola tiene las asintotas y = :l:%x.

(11) Sid = 0, entonces (8.16.2.1) se convierte en a?z2+~2y? = 0, y susolucién es el par de rectas y = :I:%ac .

Caso 3.1: a > 0y ¢c=0. Entonces (8.16) se Caso 3.2: a =0y ¢ > 0. Entonces (8.16) se
convierte en a?z? = d. convierte en v2y? = d.

= Si d > 0, las soluciones son las = Sid > 0, las soluciones son las

dos rectas paralelas x = :t@ . dos rectas paralelas y = :t@ .

» Sid=0,lasolucién es la recta z =0 . = Sid =0, la solucién es la recta y =0 .
Caso 3.3: a <0y c=0. Entonces (8.16) se Caso 3.4: a =0y ¢ < 0. Entonces (8.16) se
convierte en —a?2? = d. convierte en —y22? = d.

= Sid> 0, no hay solucion . = Sid >0, no hay solucién .

= Sid=0, lasolucién es la recta x =0 . = Sid=0, lasolucién es la recta y =0 .

Caso 3.5: a =0y c¢c=0. Entonces (8.16) se convierte en 0 = d.
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= Sid> 0, no hay solucion .
= Sid=0,lasolucién es R? .

Observe que en los Casos 1.1 y 1.2, det G = ac > 0, en los Casos 2.1 y 2.2, det G = ac < 0 y en
todos los casos restantes det G = 0.

Ecuacion cuadratica con término mixto.

Ahora queremos resolver (8.14) sin la suposicién de que b = 0. Sea G = (b?? béQ) y &= (;)

Entonces (8.14) es equivalente a

(GZ,7) = d. (8.17)

Si G fuera diagonal, entonces podriamos dar inmediatamente la solucién. Sabemos que G es simétri-
ca, por lo tanto sabemos que G puede diagonalizarse ortogonalmente. En otras palabras, existe una
base ortogonal de R? con respecto a la cual G tiene una representacién como matriz diagonal.
Incluso podemos elegir esta base de modo que sea una rotacién de la base candnica € y €; (sin una
reflexién adicional).

Sean A1, Ao valores propios de G y sea D = diag(\1, A2). Elegimos una matriz ortogonal @ tal que
D=Q'GQ. (8.18)

Denotemos las columnas de @) por ¥ y ¥2. Son vectores propios normalizados de G con valores
propios A1 y Ag, respectivamente. Recordemos que para una matriz ortogonal () siempre tenemos
que det Q = 1. Podemos suponer que det () = 1, porque si no, simplemente podemos multiplicar
una de sus columnas por —1. Esta columna sigue siendo entonces un vector propio normalizado de
G con el mismo valor propio, por lo tanto (8.18) sigue siendo véalida. Con esta eleccién garantizamos
que @ es una rotacién.

De (8.18) se sigue que G = QDQ~! = QDQ*. Asf obtenemos de (8.17) que
d=(G%,7) = (QDQ*%,7) = (DQ*T,Q*%) = (DF', &) = (DF', %) = \a'? + May?
/

x
!

donde ' = (y) =Q*r=Q 'z

/
x . - S
Observe que el vector columna (y') es la representacién de & con respecto a la base 0, ¥y (recor-

demos que son vectores propios de G). Por lo tanto, la solucién de (8.14) es una de las soluciones
que encontramos para el caso b = 0, solo que ahora los ejes de simetria de las figuras ya no son
los ejes = y y, sino las direcciones de los vectores propios de GG. En otras palabras: como @) es una
rotacién, obtenemos las soluciones de ax? + bxy + cy? = d rotando con la matriz @ las soluciones
de ax? + cy? = d.
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Procedimiento para encontrar las soluciones de az? + bxy + cy® = d.

» Escriba la matriz simétrica G = o b2 .
b/2 ¢

= Encuentre los valores propios A\; y As y vectores propios de G y defina la matriz diagonal
D = diag(\1, A2). y la matriz ortogonal @ tal que det@Q =1y D = Q~1GQ.

» Forma cuadratica sin términos mixtos: d = A12’2 + \2y’2 donde 2/, 3’ son las componentes
de 7' =Q'2.

» Gréfica de la solucién: En el sistema de coordenadas zy, indique el eje 2’ (paralelo a ¢) y el
eje y' (paralelo a v). Observe que estos ejes son una rotacién de los ejes x y y. Las soluciones
son entonces, dependiendo de los valores propios, una elipse, hipérbola, etc., cuyos ejes de
simetria son los ejes =’ y 1/'.

Si queremos conocer solo la forma de la solucién, basta calcular los valores propios A1, As de G,
o incluso solo det G. Recordemos que siempre suponemos d > 0.

= Si det G > 0, entonces obtenemos una elipse (que puede ser degenerada).

e Si Ay >0y A2 >0, entonces la solucién es una elipse con longitud de sus ejes y/d/A;
y v/ d/Ae. Sid =0 la elipse es solo el punto (0,0).

e Si A\; <0y A2 <0, entonces no hay solucién (si d > 0) o la solucién es solo el punto
(0,0) (sid=0).

= Si det G < 0, entonces obtenemos una hipérbola (que puede ser degenerada).

e Si A\; >0y X\ < 0, entonces la solucién es una hipérbola que interseca el eje x’ en
v/d/A1 y no tiene interseccién con el eje 3.

e Si A1 <0y A2 > 0, entonces la solucién es una hipérbola que interseca el eje x’ en
v/d/\a y no tiene interseccién con el eje .

En ambos casos, las asintotas de la hipérbola tienen pendiente 44/\1/A2. Si d = 0, la
hipérbola degenera al par de rectas y = £4/A1/A2 .

= Si detG = 0, entonces obtenemos ya sea el conjunto vacio, uno de los ejes, dos rectas
paralelas a uno de los ejes, o R2.

Definicién 8.64. Los ejes de simetria se llaman ejes principales.

Ejemplo 8.65. Considere la ecuacién
1022 4 6xy + 2y = 4. (8.19)

(1) Escriba la ecuacién en forma matricial.

(11) Haga un cambio de coordenadas de modo que la ecuacién cuadratica (8.19) no tenga término
mixto.

(11) Describa la solucién de (8.19) en términos geométricos y haga un bosquejo. Indique los ejes
principales y las intersecciones importantes.
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Solucién. (1) Primero escribimos (8.19) en la forma (GZ,Z) con una matriz simétrica G. Defi-

namos G = <1O 3

3 2). Entonces (8.19) es equivalente a

(). ()

(11) Ahora calculamos los valores propios de G. Son las raices del polinomio caracteristico
det(G — \).

0=det(G-XN)=10-X)(2=-X)—-9=X 1224+ 11=(A—-6)2 =25 = (A — 1)(\ — 11).
Por lo tanto, los valores propios de G son
A =1, X =11

A continuacién necesitamos los vectores propios normalizados. Para ello, calculamos ker(G—
A;) usando eliminacién de Gauf:

. G (93 (31 W N 1
=13 1 0 0 i \=3)

1 3 1 3 B 1 (3
con(3 )= ()~ sl

(Recordemos que para matrices simétricas los vectores propios correspondientes a valores
propios diferentes son ortogonales. Si resuelve un ejercicio de este tipo, puede ser buena idea
verificar si los vectores son en efecto ortogonales entre si.)

Observacion. Con la informacion obtenida hasta ahora, ya podemos bosquejar la solucion.

= La solucién es una elipse porque ambos valores propios son positivos.

= Los ejes principales (ejes de simetria) son paralelos a los vectores ¥; u 0. La elipse los

interseca en +4/4/1 = +2 a lo largo del eje paralelo a ¥; y en £4/4/11 = +2/4/1/11 a
lo largo del eje paralelo a ¥s.

L1 (103 M0y _ (1 0
Q:(“”“?):ﬁo(?, 1)’ D:((l) )\2>:<0 11)’

Q'=Q" vy D=Q7'GQ=Q'GQ.

Observe que det @ = 1, por lo tanto es una rotacién en R2. Es una rotacién por el angulo

arctan(—3).
()= ()= 60)
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entonces (8.20) gives
x x x x z’ x’
=(¢G)- G- ()@ G)-(()- ()
< <y> (y>> < N (y) Uy v) A\
y por lo tanto
4=a?+11y?% = i(sc —3y)% + E(3:5 +y)?
10 10 '
\ Y
(1) La solucién de (8.19) es una elipse cuyos ejes
principales son paralelos a los vectores v y vs. Yy
2’ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a 20/10/v/11 __--~ -
U1, i es la coordenada a lo largo del eje paralelo LT
a 172.
xT
]
:El
o
Ejemplo 8.66. Considere la ecuacién
47 , 32 13 ,
——z - — —y° =2 8.21
TR TAL RS T (8.21)

(1) Escriba la ecuacién en forma matricial.

(11) Haga un cambio de coordenadas de modo que la ecuacién cuadratica (8.21) no tenga término

mixto.

(1) Describa la solucién de (8.21) en términos geométricos y haga un bosquejo. Indique los ejes

principales y las intersecciones importantes.

Solucion.
—16
13

namos G =

[ —4T
17\ ~16

(1) Primero escribimos (8.21) en la forma (G¥, %) con una matriz simétrica G. Defi-

). Entonces (8.21) es equivalente a

@) ()=

(8.22)
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(11) Ahora calculamos los valores propios de G. Son las raices del polinomio caracteristico

0=det(G—A) = (- -AN)(E-N)—12B = 2+ 32N 250 — \242) -3 = (A-1)(A+3).
Por lo tanto, los valores propios de G son

AM=-3 Ao=L

A continuacién necesitamos los vectores propios normalizados. Para ello, calculamos ker(G—
A;) usando eliminacién de Gauf:

RN A S AN S S I R B e
T AT ! TACEC SEVTANVA

N B T B AN I S e
21 \-16 -4 17\0 0 V. TANF YA

Observacién. Con la informacién obtenida hasta ahora, ya podemos bosquejar la solucion.

= La solucién es una hipérbola porque los valores propios tienen signos opuestos.

= Los ejes principales (ejes de simetria) son paralelos a los vectores ¥ y ¥. Las intersec-
ciones de la hipérbola con el eje paralelo a @ son ++/2.

Pongamos

o-wlm=—=(1 7). o= )=(7 1)

Q'=Q y D=Q'GQ=Q'GqQ.

Observe que det @ = 1, por lo tanto @) es una rotacién de R%. Es una rotacién por el dngulo
arctan(1/4).
x! 1z 1 dr +y
/ = Q = 7=\ _ 4 )
Yy Y 17 T+ 4y
entonces (8.22) gives

= (66)- ()= (0 () () ~(0): ()

por lo tanto

entonces

Si definimos

1
2=-32"%+y? = —3(4x +y)? + ﬁ(fx + 4y)2.
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(11) La solucién de la ecuacion (8.19) es una hipérbola
cuyos ejes principales son paralelos a los vectores
171 y 172.
7' es la coordenada a lo largo del eje paralelo a
171 )
1y’ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a vs.
El dngulo entre los ejes x y o’ es arctan(1/4).

Asintotas de la hipérbola. Para calcular las pendientes de las asintotas de la hipérbola,
primero calculamos en el sistema de coordenadas z’-3’. Nuestro punto de partida es la ecuacién
2= —32"2 + ¢y

2 = 3z + ¢ y—/Q—3—1—<:>y—/—i3 !
=—or "ty — 2 +2x/2 P +2x/2'

Vemos que |y'| — oo siy solosi |2'| = oo y que z—: ~ 4+1/3. Asi, las pendientes de las asintotas

en coordenadas z’-y’ son ++/3.
(,Cémo encontramos la pendiente en coordenadas x,y?
= Método 1: Usar (). Sabemos que si rotamos nuestra hipérbola mediante la trans-
formacién lineal @~ 1 (es decir, si rotamos por arctan(1/4)), entonces obtenemos una
hipérbola cuyos ejes de simetria son los ejes x y y y cuyas asintotas tienen pendien-
tes +3. Por lo tanto, para obtener las asintotas de nuestra hipérbola, solo necesitamos

aplicar @ a los vectores w; y ws, que son paralelos a las nuevas asintotas. Los vec-
tores resultantes son entonces paralelos a nuestra hipérbola original. En nuestro caso

Wy = 1 , Wy = 1 . Por lo tanto
V3 -3

aman= 2 (4 ) ()= (405

weon e (4 ) () (1)
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Por lo tanto, las pendientes de las asintotas de nuestra hipérbola son

—1+4V3 —-1-4V3
443 Y 4—+3
= Método 2: Sustituir en las férmulas. Las asintotas son rectas que satisfacen % =

++/3. Usando ' = \/%(4x -y yy = \/%(x + 4y), obtenemos

1 -

\/ﬁ(4x_y) _4x_y
+V3(4x —y) =z + 4y
(£4V3 — 1)z = (4 £ V3)y
y

r Tt y) 4
+V3=L o T rrYy
xT

11

~1+4V3
443
s Método 3: Sumar angulos. Sabemos que el dngulo entre el eje 2’ y una asintota es

arctan /3 y el dngulo entre el eje 2’ y el eje  es arctan(1/4). Por lo tanto, el dngulo
entre la asintota y el eje = es arctan v/3 + arctan(1/4) (vea Figure 8.3.)

—322 2 =2 —4Tp2 — 3296y 4 1342 = 2

. ¢ =arctan(1/4)
\ ¥ = arctan(v/3)

FIGURA 8.3: La figura de la derecha (nuestra hipérbola) se obtiene de la figura de la izquierda aplicdndo-
le la transformacién @ (es decir, rotdndola por arctan(1/4)).
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Ejemplo 8.67. Considere la ecuacién
922 — 6y + y* = 25. (8.23)

(1) Escriba la ecuacién en forma matricial.

(1) Haga un cambio de coordenadas de modo que la ecuacién cuadratica (8.23) no tenga término
mixto.

(1) Describa la solucién de (8.23) en términos geométricos y haga un bosquejo. Indique los ejes
principales y las intersecciones importantes.

Solution 1. » Primero escribimos (8.21) en la forma (GZ, ) con una matriz simétrica G. De-
finamos G = <_g _?> Entonces (8.23) es equivalente a

() (-

= Ahora calculamos los valores propios de G. Son las raices del polinomio caracteristico
0=det(G—X)=(9—=A)(1—=X)—9=2X%—10A= A\ —10).
Por lo tanto, los valores propios de G son

A1 =0, A2 =10.

A continuacién necesitamos los vectores propios normalizados. Para ello, calculamos ker(G—
A;) usando eliminacién de Gaus:

N A B A N C B . y_ LN
1=\3 1 0 0 T o \3)

-1 -3 13 1 (-3
con(G )00 = ()

Observacion. Con la informacion obtenida hasta ahora, ya podemos bosquejar la solucion.

e La solucién consiste en dos rectas paralelas porque uno de los valores propios es cero y
el otro es positivo.

e Las rectas son paralelas a 07 y sus intersecciones con el eje paralelo a @7 son £4/25/10 =
+./5/2.

Pongamos

Lo 1 1 -3 A 0 0 0
emw=lb . v )= )
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entonces
Q'=Q" vy D=Q7'GQ=Q'GQ.

Observe que det Q = 1, por lo tanto @ es una rotacién en R?. Es una rotacién por el dngulo
arctan(3).
(@)= () - ()
y' y) V1o \“3z+y)’
entonces (8.24) gives

5= (o) ()~ (0 () ()0 0)- ()

por lo tanto

Si definimos

La solucién de (8.19) son dos rectas paralelas al '

vector 7 que intersecan el eje 3’ en ~. Vs o
+4/25/10 = £+/5/2. B N5
7' es la coordenada a lo largo del eje paralelo a !
171 ) !
y’ es la coordenada a lo largo del eje paralelo a !
172. !
El d4ngulo entre los ejes z y o’ es arctan(3). ,

Solution 2. Observe que

25 = 922 — 62y + y* = (32 — y)? = 5= |3z —yl.

Por lo tanto, la solucién son dos rectas paralelas dadas por

y=3x+£5H

lo cual coincide con el resultado anterior. o
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8.6.1. Soluciones de az? + bxy + cy? = d como secciones cénicas

La razon por la cual el titulo de esta seccién es “seccion cénica” es que la mayoria de los conjuntos
solucién de las ecuaciones cuadraticas pueden obtenerse como la intersecciéon de un cono doble con
planos.

F1GURrA 8.4:

Elipses. El plano en la imagen de la izquierda es paralelo al plano xy. Por lo tanto, la interseccién
con el cono es un circulo. Si el plano comienza a inclinarse, la interseccién se convierte en una elipse.
Cuanto mas inclinado estd el plano, més alargada es la elipse. Mientras el plano atin no sea paralelo a
la superficie del cono, interseca solo la parte superior o la parte inferior del cono, y la interseccién es
una elipse.
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Ficura 8.5: Parabola. Si el plano es paralelo a la superficie del cono y no pasa por el origen, entonces
la interseccién con el cono es una pardbola (esta no es una posible solucién de (8.14)). Si el plano
es paralelo a la superficie del cono y pasa por el origen, entonces el plano es tangente al cono y la
interseccién es una recta.

Ficura 8.6: Hipérbola. Si el plano es mas inclinado que el cono, entonces interseca tanto la parte
superior como la inferior del cono. La interseccién es una hipérbola. Si el plano pasa por el origen,
entonces la hipérbola degenera en dos rectas que se intersecan. El plano en la imagen del medio es
paralelo al plano yz. Por lo tanto, la interseccién con el cono es un circulo.

8.6.2. Soluciones de ax? + bxy + cy® + rx + sy = d

Discutamos brevemente el caso en que la ecuacién cuadrética (8.14) contiene términos lineales:

az® +bry +cy? +rx+ sy =d | (8.25)
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Queremos encontrar una transformacién de modo que (8.25) pueda escribirse sin los términos li-
neales rz y sy.
a
Sea G = (b /2
matriz ortogonal con detQ =1y D = Q7'GQ.
En lo que sigue suponemos que G es invertible.

bf) y sean A1, A2 sus valores propios. Ademds, sea D = diag(A1, A2) y sea QQ una

Meétodo 1. Primero eliminamos el término mixto bxy.
Si ponemos ¥’ = Q1% entonces ax? + bxy + cy? = \z’? + Xoy'2. Como 2’ y 3/’ son lineales en x
y ¥, la ecuacién (8.25) se convierte en

)\1:C/2 + )\Zy/2 +7“/{E/ 4 s/y/ _ d/.
Ahora solo necesitamos completar cuadrados en el lado izquierdo para obtener
Mz +7/2)% + Xy +5/2)% — (' /2)% — (5'/2)* =d'.

Observe que esto siempre puede hacerse si A1 y A2 no son 0 (aqui usamos que G es invertible).
Si ponemos d”’ = d’' + (r'/2)* + (s'/2), 2" =2’ +1'/2 y" =y + s'/2, entonces

>\1$//2 + )\2y112 — d//. (8.26)
S PN r'/2 . 5 y , ,
Como 7" = §/2 +z' = s /2 +Q~ 1% vemos que la solucién es la solucién de Ajz?+\oy? = d”,
/
pero rotada por @ y trasladada por el vector <Z,g>

Método 2. Primero eliminamos los términos lineales rx y sy.
Hagamos el ansatz x = g + T y y = yo + ¥. Sustituyendo en (8.25) se obtiene

d = a(zo + ) + b(wo + T)(yo +§) + clyo + §)* + r(wo + ) + s(yo +7)°
= az® + bTy + cy® + [2azo + byo + 7]T + [2cyo + bz + 5] T + azf + bzoyo + cyp. (8.27)

Queremos que los términos lineales en  y y desaparezcan, asi que necesitamos 2axg + byg +r =0
y 2cyo + bxg + s = 0. En forma matricial esto es

()= ) Go) =2 ()

Supongamos que G es invertible. Entonces podemos resolver para xg y yo y obtenemos (zo> =
0

f%G’l (;) Ahora, si ponemos d=d— azd — bxoyo — cy?, entonces (8.27) se convierte en

d = a7 + b3y + ci? (8.28)

que ahora estd en la forma de (8.14) (si d es negativo, entonces debemos multiplicar ambos lados
de (8.28) por —1. En este caso, los valores propios de G' cambian de signo, por lo tanto D también

cambia de signo, pero @ no). Por lo tanto, si ponemos ¥’ = Q 'z, entonces

JZ /\1%‘/2 + )\gy/Q
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y 7' =Q 17 = QHE-T)=Q 7 -Q T =Q '+ 3Q7'G! (Z) Asi, nuevamente vemos
que la solucién de (8.25) es la solucion de Ajx? + Aoy? = J, pero rotada por @) y trasladada por el

1y-1-1 (7
vector 5Q7'G (s)

Ejemplo 8.68. Encuentre las soluciones de
1022 4 6zy + 2y% + 8z — 2y = 4. (8.19")

Solucién. Sabemos por el Ejemplo 8.65 que

10 3 1 1 3 1 0
G:(s 2)’ Q:m(s 1>’ D:(o 11)

@)= () =m )+ ()=e)=wm (55)

Método 1. Con la notacién anterior, sabemos por el Ejemplo 8.65 que (8.19’) es

y que

4 =102+ 62y + 2y> + 8z — 2y = 2> + 11y + 8z — 2y

8 2
:.’17,2+11y/2+ ($/+3y/)_ (_Sx/_i_y/)

v 10 V10
14 22
=224 2+ 1192 + ’
v10 i vV 10y

7 2 1 2
= m’+a) +11(’+) — 6,
( V10 RV

por lo tanto

7 \? 1\?
x’+—) +11(’+> =446 =10.
( v/ 10 Y V10

Esta es una elipse orientada como la del Ejemplo 8.65, pero trasladada 7/4/10 en la direccién =’ y
—1/4/10 en la direccién y'. Las longitudes de los semiejes son v/10 y \/%.

Método 2. Observe que

()04 H-5(H-0)
Yo 2 5 2 11 \-3 10)\—2 22 \ —44 2)"
Pongamos T =z —2g=2+1yy=y—yo =1y — 2. Entonces

4=102" + 62y +2y° +82 — 2y = 10T — 1) +6(T - 1)(T+2) +2(T +2)> +8(F — 1) —2(7 +2)
=1072 — 202+ 14677+ 127 — 67 — 12+ 27° + 87+ 8+ 8T —8 — 2y — 4

= 102% + 627 + 2% — 15
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por lo tanto

19 = 1022 + 677 + 272 = 72 + 117>
<%’)_Q1<5>_ 1 (§+3g)_ 1 <(x+1)+3(y—2))_ 1 <x—|—3y—5)
v y) V10 \3r -7y 10 \3(z+1)—(y—2) 10 \3z—y+5)"

Ahora deberia haber entendido

con

= que una matriz simétrica 2x2 que no es un miltiplo de la identidad determina dos direcciones
distinguidas en R2, a saber, las paralelas a sus vectores propios,

= por qué un cambio de variables es til para encontrar soluciones de una ecuacién cuadratica
en dos variables,

n etc.
Ahora deberia ser capaz de

= encontrar las soluciones de ecuaciones cuadraticas en dos variables,
= hacer un cambio de coordenadas tal que la ecuacién transformada no tenga término mixto,
= bosquejar la solucién en el plano zy,

n etc.

Ejercicios.

1. Encuentre una substitucion ortogonal que diagonalice las formas cuadréticas dadas y encuen-
tre la forma diagonal. Haga un bosquejo de las soluciones. Si es un elipse, calcule las longitudes
de los ejes principales y el angulo que tienen con el eje x. Si es una hipérbola, calcule en angulo
que tiene las asintotas con el eje x.

(a) 1022 — 62y + 2y° = 4,
) 2% —9y* =2,
) 2 — 9y? = 20 (compare la solucién con la del literal anterior!)
) 1122 — 162y — y? = 30.
e) 2% +dxy + 4y* = 4.
) xy = 1.
) ba? —2zy + 5y% = —4.
) 2% — 2zy +4y? = 0.

2. Encuentre la férmula de una elipse cuyos semiejes tienen magnitudes % y % y cuyos ejes
principales son paralelos a (1 2) y (—2 1).

3. Encuentre la férmula de una elipse cuyos semiejes tienen magnitudes 3 y 1 y cuyo primer eje
principal tiene un dngulo de 30° con el eje x.
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8.7. Resumen

C™ como espacio con producto interno

C™ es un espacio con producto interno si definimos
n
(Z,w) = E 205 .
Jj=1

Para todo v, 27 € C" y ¢ € C tenemos:

(

w (T+cW,2) =(U,2) +c(b,2), (Z,0+cl)=(Z,0)+¢(Z,0),
(
(

v, 2Z) < |19 121,

17+ 212 < 191> + || 211>

La adjunta de una matriz A € Mc(n x n) es A* = (At) = (A)! (= transpuesta y conjugada
compleja). La matriz A se llama hermitica si A* = A. La matriz Q se llama unitaria si es invertible
yQr=Q"

Observe que det A* = det A.

Valores propios y vectores propios

Definicién. Sea A € M(n x n). Entonces A se llama un valor propio de A con wvector propio ¥ si
U # 0y AY = M. El conjunto de todas las soluciones de AY = A¢' para un valor propio A se llama
el espacio propio de A asociado a A. Se denota por Eig, (A).

Los valores propios de A son exactamente los ceros del polinomio caracteristico
pa(N) = det(A — N).

Es un polinomio de grado n. Como todo polinomio de grado > 1 tiene al menos una raiz compleja,
toda matriz compleja tiene al menos un valor propio (pero hay matrices reales sin valores propios).
Adems4s, una matriz n x n tiene a lo sumo n valores propios. Si factorizamos p 4, obtenemos

pAO\) = ()\ — Ml)ml . ()\ _ Nk)mk

donde fi1, ..., )k son los valores propios distintos de A. El exponente m; se llama multiplicidad
algebraica de pij. La multiplicidad geométrica de i es dim(Eig, (A). Observe que

= multiplicidad geométrica < multiplicidad algebraica,
= la suma de todas las multiplicidades algebraicas es mq + - - - + mg = n.
Matrices semejantes.
= Dos matrices A, B € M(n x n) se llaman semejantes si existe una matriz invertible C' tal que

A=C7'BC.
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s Una matriz A se llama diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

Caracterizacién de la diagonalizabilidad. Sea A € Mc¢(n X n) y sean pq, ..., p los valores
propios distintos de A. Definimos n; = dim(Eigm(A) = multiplicidad geométrica de p; y m; =
multiplicidad algebraica de ;. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es diagonalizable.
(1) C™ tiene una base formada por vectores propios de A.
() C" = Eig,, (A) @ --- @ Eig,,, (A).
(Iv) nj =m; paratodo j =1, ..., k.

V) ni+--+n, =n.

Lo mismo es cierto para matrices simétricas reemplazando C™ por R™.

Propiedades de matrices unitarias. Sea () una matriz unitaria n x n. Entonces:

v |detQ| =1,
s Si A € C es un valor propio de @, entonces |A| = 1.

= @ es diagonalizable unitariamente (no demostramos este hecho), por lo tanto C™ tiene una
base formada por vectores propios de Q. Pueden elegirse mutuamente ortogonales.

Ademds, Q € M(n x n) es unitaria si y solo si ||@QZ]| = ||Z]| para todo Z € C™.

Propiedades de matrices hermiticaas. Sea A € Mg(n X n) una matriz hermiticaa n x n.
Entonces:

= det A € R,
= Si A es un valor propio de A, entonces A € R.

= A es diagonalizable unitariamente por lo tanto C™ tiene una base formada por vectores propios
de A. Pueden elegirse mutuamente ortogonales.

Ademds, A € M(n x n) es hermiticaa si y solo si (A¥, 2) = (¥, AZ) para todo ¥, Z € C".
Propiedades de matrices simétricas. Sea A € Mg(n X n) una matriz simétrica n x n. Entonces:

» A es diagonalizable ortogonalmente. por lo tanto R™ tiene una base formada por vectores
propios de A. Pueden elegirse mutuamente ortogonales.

Ademas, A es simétrica si y solo si (A7, Z) = (¥, AZ) para todo ¥, 2 € R™.
Solucién de az? + bxry + cy? = d. La ecuacién puede reescribirse como (G, %) = d con la matriz
simétrica y
a b/2
G = (b/ 2 ¢ ) ’
Sean A1, Az los valores propios de Gy supongamos que d > 0. Entonces las soluciones son:
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= una elipse si det G > 0, mds precisamente,

e una elipse con longitudes de sus ejes \/d/A\1 y \/d/A2 si A1, Ao >0y d >0,
e ¢l punto (0,0) si d =0,
e el conjunto vacio si A1, Ao <0y d >0,

= hipérbola si det G < 0, méds precisamente,

e una hipérbola si d > 0,
e dos rectas que se cruzan en el origen si d = 0,

= dos rectas paralelas, una recta o R? si det G = 0.

8.8. Ejercicios
1. Sea () una matriz unitaria. Demuestre que todos sus autovalores tienen norma 1.

2. Muestre que A y B son semejantes si y solo si A, B! son semejantes.

3. Encuente todas las matrices que son semejantes a la identidad.

4. Son las matrices A = (1 2

4 3> y B= <8 }) semejantes? Sugerencia. Ejercicio 5.(c).

5. Sea A una matriz con autovalores p1, ..., g y sea ¢ una constante.

(a) ;Qué se puede decir sobre los autovalores de cA? ; Qué se puede decir sobre los autovalores
de A+ cid?

6. Dados la matriz A y los vectores u y w:

25 15 —18 0 -1
A=|-30 —-20 36|, u = 1], w = 1
-6 —6 16 -1 0
(a) Diga si los vectores u y w son autovectores de A. Silo son, cudles son los vectores propios
correspondientes?
(b) Puede usar que det(A — ) = —A3 + 21\2? — 138\ + 280. Calcule todos los autovalores de
A.

7. Encuentre el polinomio caracteristico y los valores y espacios propios de la matriz

1 -1 2 1

2 4 1 -1
A= 3 -3 6 31

4 2 5 1
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8. Considere la matriz

1 -3 2 1

2 2 1 -1
A= 3 =3 6 31

4 2 5 1

(a) Sin calcular el polinomio caracteristico, demuestre que A = 1 es un valor propio y en-
cuentre su espacio propio.

(b) Encuentre el polinomio caracterfstico y todos los valores y espacios propios de la matriz A.

9. Sea A = (1 2). Calcule e/ := >"°° - LAn,

2 4 n=0 n!
Sugerencia. Encuentre una matriz invertible C' y una matriz diagonal D tal que A = C~'DC
y use esto para calcular A™.
10. (a) Sea @ : M(2 x 2,R) — M (2 x 2,R), ®(A) = A’. Encuentre los valores propios y los
espacios propios de ®.

(b) Sea P, el espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual a 2 con coeficientes
reales. Encuentre los valores propios y los espacios propiosde T : P, — Py, Tp = p'+3p.

(c) Sea R la reflexién en el plano P : x + 2y + 32 = 0 en R3. Calcule los valores propios y
los espacios propios de R.

11. Consideramos una cuerda de longitud L que estd fija en ambos extremos. Al ser excitada, su
elongacién vertical satisface la ecuacién diferencial parcial %;u(t, x) = ;—;u(t, x). Si hacemos
el ansatz u(,z) = ¢! v(x) para alglin niimero w y una funcién v que depende solo de x, ob-
tenemos —w?v = v”. Si ponemos A = —w?, vemos que debemos resolver el siguiente problema
de valores propios:

T:V =V, Tv=1"

con

V={f:[0,L] = R, f es dos veces diferenciable y f(0) = f(L) = 0}.

(a) Muestre que V' es un espacio vectorial.
(b) Muestre que T es un operador lineal bien definido.

(¢) Encuentre los valores propios y los espacios propios de T'.

12. Encuentre los valores propios y los espacios propios de las siguientes matrices n X n:

11 - 1 1
Lbd 11 -+ 1 2
A:.E '7B: .
L 1 11 1 n

Compare con el Ejercicio 11..
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13. Sea A € M(n x n,C) una matriz hermiticaa tal que todos sus autovalores son estrictamente
mayores a 0. Sea (-,-) el producto interno estandar en C". Demuestre que A induce un
producto interno en C" a través de

C"xC" = C, (z,y) = (Azx,y).
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Apéndice A
Numeros complejos

Un numero complejo es una expresion de la forma
a—+ib

donde a,b € R y i se llama la unidad imaginaria. El nimero a se llama la parte real de z, denotada
por Re(z) y b se llama la parte imaginaria de z, denotada por Im(z).
El conjunto de todos los niimeros complejos a veces se llama el plano complejo y se denota por C:

C={a+ib:a,beR}.

Un niimero complejo puede visualizarse como un punto en el plano R2, donde a es la coordenada
sobre el eje real y b es la coordenada sobre el eje imaginario.
Sean a, b, z,y € R. Definimos las operaciones algebraicas de suma y producto para nimeros com-
plejos z = a +ib, w = x + iy:
z4+w=(a+ib) + (x+iy) :=a+x+i(b+y),
zw = (a +1ib)(z + iy) := ax — by + i(ay + bx).

.. .. . , . . a
Ejercicio A.1. Muestre que si identificamos el niimero complejo z = a + ib con el vector (b> €
R?, entonces la suma de niimeros complejos es la misma que la suma de vectores en R2.

Daremos una interpretacion geométrica de la multiplicacién de niimeros complejos més adelante,
después de la férmula (A.5).

De la definicién anterior se sigue que i = —1. Ademds, podemos ver los ntimeros reales R como un
subconjunto de C si identificamos un nimero real z con el nimero complejo x + Oi.

Sean a,b € Ry z = a + ib. Entonces el conjugado complejo de z es

Z=a—1b

y su mddulo o norma es

|z] = Va? + b2.
Geométricamente, el conjugado complejo se obtiene de z mediante una reflexién respecto al eje z,
y su norma es la distancia del punto representado por z al origen del plano complejo.
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Im Im
342 .
9.4 B ez=a-+1ib
=1+1
} + + + + }  Re Re
-3 —2 ~1 1 2 3 4
~=1-4
J Y
_9.4 : eZ=a—1b

FicUurA A.1: Plano complejo.

Propiedades A.2. Sean a,b,z,y € R y sean z = a + ib, w = x + iy. Entonces:

)
(11) Re(z 4+ w) = Re(z) + Re(w), Im(z + w) = Re(z) + Im(w).
(m) Z)=z2Fw=24+0, ZW=2T
(1v) 2z = |z]?
(V) Rez = 3(2+%), Rez = 1(2 —2).

Demostracidn. (1) y (11) deberfan ser claros. Para (111), observe que z = a — ib = a + ib,

ztw=a+z+ilb+y)=a+z—ilb+y)=a—ib+zx—iy=a+ib+ax+iy=7z+w,
7w = ar — by +i(ay + bx) = ax — by +i(ay + bz) = (a — ib)(x — iy) = (a +ib)(z + iy) = Zw.

(1v) se sigue de
2Z = (a+ib)(a + ib) = (a + ib)(a — ib) = a® + b +i(ab — ba) = a* 4+ b* = |z|?
and (V) se sigue de
z4+Z=a+ib+ (a+ib) = a+ib+a —ib = 2a = 2Re(2),
z4+zZ=a+ib— (a+1ib) = a+ib— (a — ib) = 2ib = 2iIm(z). O

Llamamos real a un nimero complejo si es de la forma z = a 4 i0 para algiin a € R, y lo llamamos
puramente imaginario si es de la forma z = 0 4 ib para algin b € R. Por lo tanto

z esreal <— z=% < z=Re(z)
z es puramente imaginario = z=-zZ <<= z=Im(2).
Resulta que C es un campo, es decir, satisface
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(a) Asociatividad de la suma: (u+ v) + w = u + (v + w) para todo u,v,w € C.
(b) Conmutatividad de la suma: v + w = w + v para todo u,v € C.

(c) Elemento identidad de la suma: Existe un elemento 0, llamado identidad aditiva, tal que
para todo v € C tenemos 0 +v=v+0 = .

Inverso aditivo: Para todo z € C, tenemos un elemento inverso —z tal que z + (—z) = 0.

)
) Asociatividad de la multiplicacién (uv)w = u(vw) para todo u,v,w € C.
) Conmutatividad de la multiplicacién vw = wv para todo u,v € C.

)

Elemento identidad de la suma: Existe un elemento 1, llamado identidad multiplicativa,
tal que para todo v € C tenemos 1-v=v+ -1 =v.

(h) Inverso multiplicativo: Para todo z € C\ {0}, tenemos un elemento inverso z~! tal que
—1
z-z =1

(i) Leyes distributivas: Para todo u,v,w € C tenemos

u(w + v) = vw + uv.

Es facil verificar que se cumplen la conmutatividad, la asociatividad y la distributividad. Clara-
mente, la identidad aditiva es 0+i0 y la identidad multiplicativa es 1+4-0i. Si z = a +ib, entonces su
inverso aditivo es —a —ib. Si z € C\ {0}, entonces 2= = mE = %. Esto puede verse facilmente
si recordamos que |z|? = 2Z.

La demostracién del siguiente teorema esta fuera del alcance de estas notas.

Teorema A.3 (Teorema fundamental del dlgebra). Todo polinomio complejo no constante
tiene al menos una raiz compleja.

Obtenemos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario A.4. Todo polinomio complejo p puede escribirse en la forma

p(z)=clz—=A)" - (z—=A)" o (2= )™ (A1)
donde A1, ..., A\ son las raices distintas de p. Observe que ny + -+ - + ng = deg(p).
Los enteros ni, ..., ni se llaman la multiplicidad de la raiz correspondiente.

Demostracion. Sea n = deg(p). Sin = 0, entonces p es constante y claramente es de la forma (A.1).
Si n > 0, entonces, por el Teorema A.3, existe u; € C tal que p(u) = 0. Por lo tanto existe algin
polinomio ¢ tal que p(z) = (z—u)q1(z). Claramente, deg(q) = n—1. Si ¢; es constante, terminamos.
Si g1 no es constante, entonces debe tener un cero ps. Por lo tanto ¢1(z) = (2 — p2)g2(z) con algin
polinomio ¢o con deg(g2) = n — 2. Si repetimos este proceso n veces, finalmente obtenemos que

p(z) = clz — ) (2 — p2) - (2 — pin).

Ahora solo tenemos que agrupar todos los términos con el mismo p; y obtenemos la forma (A.1). O
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Funciones de nimeros complejos

Es més o menos claro cémo formar un polinomio complejo. También podemos extender a los niimeros
complejos las funciones que admiten una representaciéon mediante series de potencias. Para ello,
recordemos (de algin curso de célculo) que una serie de potencias es una expresién de la forma

Z en(z—a)" (A.2)
n=0

donde los ¢, son los coeficientes y a es el punto donde la serie de potencias estd centrada. En nuestro
caso, son nimeros complejos y z es un nuimero complejo. Recordemos que una serie ZZO:O an se
llama absolutamente convergente siy solo si Y. |ay| is convergent. Puede demostrarse que toda
serie absolutamente convergente de nimeros complejos es convergente. Ademds, para toda serie de
potencias de la forma (A.2) existe un nimero R > 0 o R = oo, llamado el radio de convergencia
tal que la serie converge absolutamente para todo z € C con |z — a| < R y diverge para z con
|z — a] > R. Esto significa que la serie converge absolutamente para todo z en el disco abierto de
radio R centrado en a, y diverge fuera del disco cerrado de radio R centrado en a. Para z en la
frontera, la serie puede converger o divergir. Observe que R = 0 and R = oo are allowed. Si R = 0,
entonces la serie converge solo para z = a, y si R = co, entonces la serie converge para todo z € C.

Funciones importantes que conocemos de los nimeros reales y que tienen una serie de potencias
son el seno, el coseno y la funcién exponencial. Podemos usar su representacién mediante series de
potencias para definirlas también para nimeros complejos.

Definiciéon A.5. Sea z € C. Entonces definimos

sinz = i =Dt 2l cosz = i (Dl 22" e® = i iZ” (A.3)
_n:O (2n + 1)! ’ B (2n)! " 7 _n:() nl” ’

n=0

Observe que para todo z las series en (A.3) son absolutamente convergentes porque, por ejemplo,
or 16 L N0 | (=D on41) 50 1 2n+1 o

para la serie de la funcién seno tenemos ) >~ |WZ l=> "0 erEsyI |z es convergente

porque |z| es un nimero real y sabemos que la serie del coseno es absolutamente convergente para

todo argumento real. Por lo tanto, la serie del seno es absolutamente convergente para todo z € C,

y por lo tanto converge. El mismo argumento muestra que las series del coseno y de la exponencial

son convergentes para todo z € C.

Observaciéon A.6. Como la serie de la funcién seno contiene solo potencias impares de z, esta es
una funcién impar y el coseno es una funcién par porque contiene solo potencias pares de z. En
férmulas:

sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z.

A continuacién mostramos la relacién entre las funciones trigonométricas y la funciéon exponencial.

Last Change: Di 23. Jun 15:17:42 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter A. Numeros complejos 383

Teorema A.7 (Férmulas de Euler). Para todo z € C tenemos que

iz

e” = cosz +isinz,
1 . .
cos(z) = =(e* +e7'%),

2
1, . .
(elz _ eflz)'

sin(z) = %
i

Demostracion. Mostremos la férmula para e'*. En el clculo usaremos que i?" = (i2)” = (—1)" and
2041 = (i2)7f = (—1)" and

ol — 7(12)71 _ —inn — i(2n)22n + 71(2n+1)z2n+1
2 2 = Ly 2
1 S S T e N G S L e
_ Z (_1)n22n + Z 1(_1)n22n+1 _ Z »2n +IZ »2n+
| | | |
2 (2n)! 2 n+ 1) 2 (2n)! 2 2n+ 1)!
= cos z + isin z.

Observe que el tercer paso requiere una justificaciéon adecuada (véase algin curso de célculo inte-
gral). Para la demostracién de la férmula para cos z, observamos que de lo que acabamos de probar
se sigue que

oo iy 1 . V- 1 . .
g(e +e %) = i(cos(z) +isin(z) + cos(—z) +1isin(—=z)) = i(cos(z) +isin(z) 4 cos(z) — isin(z))

= cos(z).
La férmula para la funcién seno se sigue andlogamente. O

Ejercicio. Sean z,w € C. Muestre lo siguiente.

(1) e*e¥ = e*t¥. Sugerencia. Utilice el producto de Cauchy.

(11) Utilice las férmulas de Euler para probar cos acos 3 = 1 (cos(a—f3)+cos(a+/3)), sin asin 8 =

1 (cos(a — B) — cos(a + B)), sinacos B = 3 (sin(a + B3) + sin(a — 3)).
(111) (cos z)? + (sin2)? = 1.

(1v) cosh(z) = cos(iz), sinh(z) = —isin(iz). En particular, sin and cos no son funciones acotadas
en C.

(V) Muestre que la funcién exponencial es 271 periddica.

Representacion polar de nimeros complejos

Sea z € C con |z] = 1 y sea ¢ el dngulo entre el eje real positivo y la recta que conecta el origen y z.
Se llama el argumento de z. y se denota por arg(z). Observe que el argumento solo estd determinado
modulo 27. Esto significa que, si sumamos o restamos cualquier multiplo entero de 27 al argumento,
obtenemos otro argumento vélido.
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Im
Im ,
L Im(z) = |z| sin
1 1

-Im(z)

N

y
=}
5

FIGURA A.2: Imagen izquierda: Si |z| = 1, entonces z = cos ¢ + isin ¢ = €'?.
Imagen derecha: Si z # 0, entonces z = |z| cos ¢ + i|z|sinp = |z| €'?.

Entonces el real and imaginary part of z are Re(z) = cos¢ and Im(z) = ising, y por lo tanto
z = cosp +ip = e¥. Vimos en la Observacién 2.5 cémo podemos calcular el argumento de un
ntiimero complejo.

Ahora sea z € C\ {0} y nuevamente sea ¢ el dngulo entre el eje real positivo y la recta que conecta
el origen con z. Sea z = é Entonces |Z] = 1 y por lo tanto Z = el¥. Se sigue que

z=|z|e. (A.4)

(A.4) se llama la representacion polar de z.

Ahora podemos dar una interpretacién geométrica del producto de dos niimeros complejos. Sean
z,w € C\ {0} y sean o = argz y 8 = arg w. Entonces

2w = |z] € |w|e? = |z||w|el@HF (A.5)

Esto muestra que el producto zw es el nimero complejo cuya norma es el producto de las normas
de z y w, y cuyo argumento es la suma de los argumentos de z y w.

Im

Zw w
[ )

F1GURA A.3: Interpretacién geométrica de la multiplicacién de dos niimeros complejos.
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Apéndice B

Soluciones

Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 1

Soluciones de Seccién 1.1

(a) No tiene solucién.

(b) Infinitas soluciones.

(¢) Solucién tnica x = 0,y = 0.
(d) Infinitas soluciones.

(e) No tiene solucién.

(f) Infinitas soluciones.

Soluciones de Seccién 1.2

1.(a) Solucién unica. x =

1.(b) Solucién tnica. z =
1.(c) Infinitas soluciones.
1.(d) Ninguna solucién.
1(e)
L.(f)

)

Y=
» Y

[l

\I\M

Infinitas soluciones.
Solucién tnica. z = %, y=2.

2. ke R\ {19}.
3. k€ R\ {8 — 66, 8+ 66}

Soluciones de Seccion 1.4

1. 6.
2.a=3,b=1,c=1.

3. Si y = ax? + bx + c es tal pardbola,

-
entonces a +c=35 y b= f%.

4. Las opciones posibles son:

= t# 1 k=10.

—30.

= t:%,k%5.
= t=1,k=10.

5. 065, 164, 263, 362, 461, 560.

6. 10 clientes eran duenos de perros y 12 de
gatos.

7. 75.

8. Si la velocidad del conductor A es de 57%"
y la del conductor B es de 49]%“.

= Kl conductor A llega a Villavicencio a
las 6am.
= Los dos conductores no se encuentran

en carretera.

Si la velocidad del conductor A es de 1
la del conductor B es de 7057

km
95

= El conductor A llega a Villavicencio a
las 10am.

= Los dos conductores se encuentran en
carretera a las 9am.

Last Change: Di 23. Jun 15:21:41 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



386

Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 2

Soluciones de Seccién 2.1

1@
c)(_ol). ,

d) —arctan .

7 — arctan 2 3-

Si forman un paralelogramo.

Soluciones de Seccién 2.2

3.(a) Note que hay tres maneras cémo
acercarse a este problema: dos vectores da, b
son paralelos

1) si y solo si existen escalares p, A tal que
na = Ag; . .

2) si'y solo si (@, b) = ||all [|b]];

3) si y solo si las rectas que generan son
paralelas, es decir, no se intersecan en
exactamente un punto, lo que se puede
verficar con el determinante.

4.(a)(1) = —2.

4.(a)(11) a = 2.

4.(a)(m) a = —2(2 £ V/3).
4.(a)(1v) a = 0

4.(a)(v) No existe tal a.

4.(b) Cuando o — o0 el dngulo entre @ y b
tiende a =F. Cuando ae — —o0 el dangulo entre

ay b tlende a7y

Soluciones de Seccién 2.3

—

1.(a) proyagz %g, proy;d = %a.
1.(b) Todos los ¥ que son perpendiculares a @,
es decir todo los vectores de la forma
T=1t(7?).

1.(c) Todos los ¥ = () tales que

|z + 3y| = 2¢/10. Note que son todos los
vectores de la forma v = ﬁé’—l— t( - )
Observe la relacién con los vectores de (ii).
Por qué es asi?

1.(d) No. Si. No.

Soluciones de Seccién 2.4

Soluciones de Seccion 2.5

1.(a) 21/26.

1.(b) v/26.

1.(c) Todos los P(z,y, z) tales que

|BC x BP|| = 13, es decir,
—74+9y—>5z

H( 6—9z+32 )H = 13. Por ejemplo,
—14+52—3y

P((41 £ V/7117)/106,0,0) sirve.

2. 188.

3.

(1)

a
. 3
Los que tienen norma 1 son (g) y
7 (1)
-\ 7).
62 \ 2

Soluciones de Seccién 2.6

4. Todos los @ que son paralelos

2.(a)(1) No son paralelas.
2.(a)(11) No tienen ningin punto en comun.
2.(a)(11r) P pertenece a Ly, P no pertenece a
L2
2.(a)(1v) £5% = 42 = =511,
2.(b)(1) No son paralelas.
2.(b)(11) Se cruzan en exactamente un punto,
a saber en (4,5, —1).
2.(b)(111) P pertenece a Ly, P no pertenece a
Lo.
44a1)z—y—2z2=0.
4.4.a(11) P no pertenece a E.

4.4.a(101 ){( )+t(— )-teR}.

(
(
(111
4.4.b(1) 3z + 3y — 4z = —1.
(1
(1

4.4.b(11) P no pertenece a E.
44b(m) 2t =¥ = =L

4.4.¢(1) Sx +2y+2z=4
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4.4.c(11) P no pertenece a F.
44c(m) z=3t+1,y=2t, z2=t—1, t eR.

Soluciones de Seccién 2.7

1.(a) Se intersecan en (3,2,2).

1.(b) Existen infinitas rectas con dicha
propiedad.

5. ENF es un plano 6 es una recta que pasa
por Ay B.

Soluciones de Seccion 2.9

1. ﬁint Es rapldo si usa proyecciones.
2.0=(} )Yb—(71)

6.(a) Falso.

6.(b) Falso.

6.(c) Verdadero.

6.(d) Verdadero.

9.(a)ii. Colisionan en el punto (7,10, —1) y en
tlempo t=2.

9.(b)ii. No colisionan.

9.(b)iii. Las dos estelas se mezclan en el
punto (13,20, —5).

15.(a) 3v/6.

16.(c) Q(-3,5,5).

16.(d) La distancia obtenida es v/11.

18.(b) Solo existe un tnico plano que cumple
tal condicién.

19.(a) No.

19.(c) 34z — 5y — 9z = 0 es el tnico plano con
las propiedades deseadas.

20.(b) A= p = 3.
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Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 3

Soluciones de Seccién 3.1

w01

1 0|0
1.(c) [0 1| 2].
0 0]o0
103 0 5
L) [o 1 2 o -3/2
000 1| 3/2
10 0] 2
1g) [0 1 0] 2
00 1| -3
100 0] 1
010 0|-3
L&) (o 01 o] 2
000 1| 5

2. Los a,b,c € R tales que a — 2b+ ¢ = 0.
3. —z? + 3z — 2.

5. El rolo pasé 6 dias en Medellin, 4 dias en
Villavicencio y 4 dias en Yopal.

Soluciones de Seccion 3.2

200 (3) =) (}):

2.(c) (y) =#(1):
R

3.re

Soluciones de Seccién 3.3

1.(a) Si.
1.(b) No.
1.(c) No.
Las soluciones del sistema homogéneo son

B

2. (a) No tiene solucién.
(b) No tiene solucién.
3.(a) a e R\ {2,-2}.

3.(b) a=2.
3.(c) a = —2.

Soluciones de 3.4

0 0
1.(e) D = 8 5
-6 -3
2.(b) No es posible efectuar la multiplicacién.
0 -2 5
2.(d) |0 —6 15
0 2 -5

19 —17 34

2.(f) | 8 —12 20
-8 —11 7
35

4. A = 1 92/

6 costy —sind
“\sind cos? /)’
7.a=d,c=0.

Soluciones de Seccién 3.5

3. Una solucién particular al sistema AZ = b
usando la inversa a derecha es

4 -3
=10 o0 |b

-1 1

Soluciones de Seccién 3.6

6 -3
1.a) 1—12 (2 1).

1.e) No tiene inversa.

21 -3 -3 —6
4 -1 -4 1
1
LE g -1 -2 1 2
-15 6 6 3
1 0 0
1h) |0 —-1/5 0
0O 0 3
2.
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(1) Solo tiene solucién trivial.
(11) Tiene solucién no trivial.

3. A tiene inversa si a # 2, —2 y en tal caso

0 1 0
_ 1 2_q2 2
Al = 4—a? 2(a2(i4) 2((;;74)
1y 1 —2
a2 a2—4 a2—4
5.
1 0 0

0 cosd sind
0 —sin?d costd

Soluciones de Seccion 3.7

4. No se puede concluir que AB es simétrica.

Soluciones de Seccion 3.8

1.a) Si. 1.c) No. 1.f) No.

3.0) Qo1(—2) (3 ‘03>.

S = O
S W O

1
3.(c) Q21(5)Pa3@21(2) | O

0
4.b) E = Q31(—4).

4.(3) FE = P13.
4.6) FE = Q12(3)

Soluciones de Seccién 3.10

2 ~% T3y ~ @
5

7. [ 3/2
3

10. La matriz B no es invertible. La matriz D

3 15 -6
es invertibley D' =L | =12 -3 24
15 -1 -11
_ 1 50 29
24. X = & (_29 36 )
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Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 4

Soluciones de Seccién 4.1

Soluciones de Seccion 4.2

1. -3/5, -1, —1.

2. 18.

3. Para todo a € R la matriz tiene inversa.
6.(a) 1y —1.

6.(b) 0y 1.

7. Hint. Use que A es invertible.

Soluciones de Seccién 4.3

2. 0.
3. 3.
4. Elija por ejemplo P como punto inicial y

desarrolle det[PQ, PR]. Compare con el
determinante de la férmula dada.

Soluciones de Seccion 4.4

1.b)x=$,y:2—76,z:—%.
_21 171 , _ 284 . _ 182
1’d)x7@7y727972*72797wf7%.
3 —6 2
om) = 2 10 —s
—1 2 4

1 0 2 0
-1 1 2 =2
1 0 -3 3
2 -2 =2 3

2.d)

4
3. —&.

5. Use la relacién entre A y adj A.

Soluciones de Seccion 4.6

2.t eR\{0,—3,-2}.

4.c) Es invertible y su inversa es
1 -69 10 27
1 8 18 4 12
#1711 -6 -1
-1 -1 4 7
9. (1) b,

Last Change: Di 23. Jun 15:21:41 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



Chapter B. Soluciones

391

Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 5

Soluciones de Seccién 5.1

2. Si es espacio vectorial.
4. No es espacio vectorial.
6. Si es espacio vectorial.
7. Si es espacio vectorial.
9. Si es espacio vectorial.
10. No es espacio vectorial.
13. Si es espacio vectorial.

Soluciones de Seccion 5.2

1. Si es subespacio de V.
3. Si es subespacio de V.
5. Si es subespacio de V.
7. No es subespacio de V.
8. No es subespacio de V.
11. Si es subespacio de V.
14. Si es subespacio de V.

17.(b) Wi N Wa = {(2 g) La,b e R}.

Soluciones de Seccion 5.3

a:2+a:,1}

0
1
2
6
9
1

on linealmente dependientes.

¢) Son linealmente dependientes.

.(e) Son linealmente independientes.
¢) Son linealmente dependientes.

16 El conjunto dado es linealmente

dependiente y su generado es el plano

r—y+2=0

20.(a) Falso.

20.(c) Verdadero.

N w= W N

20.(d) Verdadero.
20.(e) Verdadero.

Soluciones de Seccion 5.4

b) Tiene dimensién 3.

e) Su dimensién es 0.

(
(
(f
(

g) Tiene dimensién 2.

2.
2.(e)
2.(f) Tiene dimensién 2.
2.

3.(a) El conjunto dado es linealmente
dependiente.

3.(b) El conjunto dado si es base de W.
3.(c) El conjunto dado es base de R*.
3.(d) El conjunto dado solo tiene dos vectores.

3.(e) El conjunto dado es linealmente
dependiente.
4. Una base del subespacio dado es

2 0 0
0 4 0
0O f”10])7 11
—1 3 0

6. Hint. Si tiene una base de E, completela a
una base de R? con el vector normal del
plano.

10. a e R — {—1,2}.

11.(c) Si existen. Hint. Modifique un poco la
base canénica de P,.

Soluciones de Seccién 5.5

7

0

1
U+V={FeR:(Z,(-2,-1,1,1)) =0}y
dim(U +V) = 3.

3. La suma de V' y W no es directa.

1. UNV =span

4. Hint. Recuerde cuanto valen

dim Mym (3 % 3) y dim Myeym (3 X% 3).
5. (a) No.

5. (b) Si.
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Soluciones de Seccién 5.7

1.(a) Si es subespacio.
1.(d) Sf es subespacio.
f) No es subespacio.
h) Si es subespacio.
j) No es subespacio.

(
X
(
(
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Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 6

Soluciones de Seccién 6.1

2. No es transformacion lineal.

4. Si es transformacion lineal.

6. Si es transformacion lineal.

8. Si es transformacion lineal.

10. Si es transformacion lineal.

12. Si es transformacién lineal.

14. No es transformacién lineal.

15. 4. Im T, ker T" son ambos el eje x.
15.6. ImT esel planoxz+y—2=0y

6 —6

ker T' = span -3

0]’ 0

1 1

15. 8. Im T = span{x®,1} y
6
ker T' = span 2
-1

15.)10. ImT = M (2 x 2) y ker T = {Ogx2}.
15.)12. ImT = R y ker T" son las matrices de
a11  ai2 a13
la forma | as;  a9o as3
as1 aszz —(a11 + az)

17. Im T = span{w} y
kerT = {Z € R" : & L w}.

20. No existe.

Soluciones de Seccién 6.2

2.(a) ImT esel plano x —2z2 =0y

1
kerT' = span 0
-2
1
2.(b) ImT = R3 y ker T' = span _1
2
1 -1
5 4
2.(c) ImT = span 21,1-3 y
1 0
0 2

1

ker T' = span 1

-1
2.(d) ImT = span{w} y ker T es el plano
r+3y—z=0.
5. Observe que Im A = R™.
7. Hint. Recuerde que
dimIm A + dimker A = n.

Soluciones de Seccion 6.3

b—a
2. [p(X)]s = b
c—2b+a
3.(a) Recuerde que sinhz = = _267357
coshz = %
1 0 0
3.b)A=[0 1/2 —1/2
0 1/2 1/2
c+b+a
A la+bX +cX?p=| 2c+b
c
cost? sind
6. ABﬁﬂcan - <_ sin ¥ COS’l9> Y
" _ [cos¥ —sind¥
can—By — sin 9 cos '

o), ()
(3, -(8)

9. Hint. Use la relacion
ABﬁl —By, — AB,,gl —>canAcan—>Bl92 .

Soluciones de Seccién 6.4

0 1
(0

1 -1 2 3
1.6. 10 1 4 3
1 0 6 6

Last Change: Di 23. Jun 15:21:41 CEST 2026
Algebra Lineal, M. Winklmeier



394

0 1 2
0 0 0
LSy o o
1 =30
2.0 0 0
4100
L1010 0 2 o
00 41
1.L122.(1. 0 0 0 1 0 0 0 1).
-1 00 00
00000
2(a) | 00 1 0 0
00020
00003
2.(e) (

1, .
1 1
50 (5 5 1):
0 4/5 2/5
3.(d) <3 7/5 16/5)'
4.(a) Hint. Suponga una combinacién lineal

de vectores de B igualada a 0, evaltie en
r=0,z=m.

0 1 1 0
-1 0 0 1
0 0 -1 0

8.(a) W= (4,-3,0,7)".
8.(b) @ = (19, —18,3,—5)".

Soluciones de Seccién 6.6

22.(b) Se cumple para los polinomios con
coeficiente independiente cero.

22.(c) Se cumple para los polinomios en Ps.
23. Hay varias opciones, la mas natural es
considerar T¥ = (¥, W).

24.(a) Observe que si n = 2 entonces
dimker ¢ =1y si n = 3 entonces

dimker ¢ = 2.

24.(b) Elija ¢ tal que su kernel (que es una
recta) no pase por ninguno de los vectores
dados.
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Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 7
Soluciones de Seccion 7.1 Soluciones de Seccion 7.4
1.(a) No es base ortonormal de V' L. %
1.(c) Si es base ortonormal de V. 2. v/59.
1.(d) St es base ortonormal de V. 3.(b) T(Z) = & — 2proy, . .
2.a=-3,b= q O
4.(d) Hmt EbCOJa una base ortonormal del 4.(a) [Pwlp = ( 1k kx (n=k) )
Om-ryxt Om-r)yx(n-k)

plano 3z + 2y 4+ 5z = 0.
5. Falso.

Soluciones de Seccion 7.2

cos? —sind 0
1. La matriz | sin? cos® 0| rota en un
0 0 1
angulo ¥ el plano xy.
2. Hint. Recuerde que Ap_,cqn €s ortogonal.
4.(a) Falso.
4.(a) Verdadero.

Soluciones de Seccién 7.3

s { (%))

7
1.(c) Larectat | 5
1
1.(d) Una base del complemento ortogonal es
-5 -7
3 5)
1] 0
0 1

o €)= ()

+ }) Una base
ortonormal de W+ e { L (1

}

10 0
3.(c) | -1]| = + | 0 ]. Una base
6 0

NG

1
L 1
ortonormal de W (8) I

4.(c) Recuerde como se expresa [Py |cqn en
términos de [Pw]g.

4.(c) No hace falta hacer cuentas, aplique el
inciso anterior.

Soluciones de Seccién 7.5

1 1
1. Partiendo de la base 01, (1 se
-1 0
1 1
; )L 1
obtiene: e 0], 7 ?
1 2
0 -1
2. Sea W el generado de NE 0
0 1

Encuentre una base para W+ y aplique
Gram-Schmidt en la base dada de W y en la
base obtenida de W+.

0
3. proyy, v = % % y la distancia de ¥ a W
1
L1
es 75
4. Observe que dimIm A = 3 y una base de
1 1 2
3 1 1
Im A es ol o | |21
7 -1 1
Aplicando Gram-Schmidt se obtiene
1 11/3 2
1 |3 1 4 1 | -1
VT 2|0 VE | 1/3 |0 Vs | 3
7 7/3 1
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Soluciones de Seccion 7.8

2. dimU = dim U+ = 2. Una base para UL es

1 2
-2 -3
11710
0 1
13 -2 -3
()34 -2 10 -6
-3 -6 5
3 1 1 -1
1 11 1
BBl 11 0
-1 1 1 3
5. Una base ortonormal para UL es
4 0 2
1 0 1 1 0
V17 0’ |0] v357 | —17
-1 0 8
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Soluciones de algunos ejercicios del Capitulo 8

Soluciones de Seccién 8.1

1. Al reducir la matriz se obtiene la identidad.

2. Una base ortonormal para Im A es

1—14
L 3i y una base ortonormal para
—2—2i
1 .
ker A es 7 ,—17 72;r21
4.a=1,b= = =2, f=-2
6.(a) S
6. (b)
7.(c) L aﬁrmacién del inciso (b) en C" no es
valida.

Soluciones de Seccion 8.2

3.(a) Falsa.

3.(b) Falsa.

3.(c) Falsa.

5.(c) Use que B = CAC~! y la propiedad del
inciso (b).

5.(d) Observe que las entradas de la diagonal
de A'A son las normas al cuadrado de los
vectores columna de A.

Soluciones de Seccion 8.3

2. Su polinomio caracteristico es A%.

3. El polinomio caracteristico de D es

A=1DA=2)(A=3)(A—14).

4. Si empieza diagonalizando A se obtiene

A—l(l 1) (2 0)(2 1)
T3\l 2 0 5)\-1 1)°

5. Los valores propios de T"son 1 y —1.

6. Resuelva la ecuacion diferencial y = Ay

sujeta a la condicién inicial y(0) = 0.

8. Si A es valor propio de A, existe & # 0 tal

que AZ = A\Z. Multiplique por A~1.

10. Observe que & # 0 es un vector propio de

T si ¥ x & = A\Z. jPara cuales )\ la igualdad

anterior es cierta?

11. Vea el ejercicio 4.(a) de la seccién 7,4

13.(b) El polinomio caracteristico de A es A™.

/

14. Los valores propios de A son 0 y 1.

16. Si A no es diagonalizable la afirmacién es
falsa.

Soluciones de Seccién 8.4

3.(a) No.

3.(a) Si.

4. Las tres afirmaciones son falsas.

5. A% = idy,s

6. k#A5t6t=5 k=25

7. Exprese A = QDQ~"! donde D es la matriz
de valores propios de A, por ende
(A—diid,)(A —daidy,) ... (A —diid,) =
Q(D —dyid,)(D —dzidy) . .. (D —dyid,) Q!
9.(c) Si no suponemos que C # D43 la
conclusion de 9.(b) es falsa.

Soluciones de Seccion 8.5

2.(a) Los valores propios de A son 1y 2.

0

2.(b) Ey = span 3 y Es es el plano
—4

3y —4z =

3. A=

L (1+i 1 8 0\ (1-i 1

s\ 1 —1+iJ\0 —1)\ 1 —a+i))

5. Escoja una base ortonormal de L+ y
complétela a una base de R? con un vector
unitario de L. La representacién matricial de

-1 0 0
T en esta base sera 0O -1 0
0 0 1

6. Use el teorema 8.56*
7.(a) Use el teorema 8.56

7.(b) Use el teorema 8.56 y el ejercicio 8. de
la seccién 8.1.
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Soluciones de Seccion 8.6
1.(a) (z')? 4+ 11(y')? = 4 con ejes de rotacién
Vio \3)’ V1o 1

—9 T
1
1
1
3(y")* = 6 con ejes de rotacién
1 2
= 110
\/5<> <1>yas totas
_ —(1+2f 2v/3-1
Y= V= st
Yy
/
AT
a
’
’
7
7
/
/7
/7
!
Yy Y\\\ /I
~ ’
‘\\ ’
\\ /
SO 7
~ /7
~_ |
4 x

L(g) 4(2)* +6(y)* = —4.
3. 322 —4V3Bxy + Ty> =9

Soluciones de Seccion 8.8

6.(b) Los autovalores de A son 4,7, 10.

AV A_~-1(1 0
9.D—<O 5>ye =C (0 e5>C.

10.(a) Los valores propios de ® son 1y —1y
los espacios propios son Mgym(n X n),
Masym(n x n).
10.(b) El tinico valor propio de T es 3 con
espacio propio asociado span{1}.
10.(c) Los valores propios son 1,—1 y los
espacios propios son el plano x + 2y + 3z =0
1
vy larectat | 2
3
11.c Los autovalores de T son los valores de la

L27

su espamo propio es span{sin £ L2 t}.
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Cn, 321
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R™, 46

Eig,(T), 334

Im, 379

L(U, V), 228, 278
Masym(n x n), 122
Mgym(n x n), 122
P,, 182

Re, 379

Sn, 139

U+, 293
dist(¥,U), 302
adj A, 158

A*, 326

arg, 383

gen, 184

DA, 337

proyg v, 300
proy; U, 43, 48, 323
span, 184

At 120

, 48
1, 42
J_742

S S >

adjunta

matriz (adjoint), 326

matriz (adjugate), 158
afin

subespacio, 177
angulo entre Uy w, 37
angulo entre dos planos, 61
antisimétrica, 122
aplicacién lineal, véase transformacion lineal
aproximacién por minimos cuadrados, 308
argumento de un nimero complejo, 383
aumantada

matriz de coefficientes, 13, 80

base, 198
cambio de, 249
estandar de R™, 199
estandarestandar de P,, 199
base ortogonal, 285
biyectiva, 229

cambio de bases, 249
cambio de coordenadas

matriz, 252
campo, 380
cofactor, 141
combinacion lineal, 184
complemento ortogonal, 293, 293
componente de una matria, 13
composicion de funciones, 101
conjugado complejo, 379
conjunto vacio, 185, 187, 189, 199, 202

desigualdad de Cauchy-Schwarz, 39, 324
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desigualdad de Holder, 324
desigualdad triangular, 33, 39, 324
determinante, 20, 140
expansion a lo largo de la késima
fila/columna, 142
expansion de Laplace, 142
férmula de Leibniz, 140
regla de Sarrus, 144
diagonal, 122
diagonalizable, 331
diagonalizacién ortogonal, 353
diagrama, 264, 336
conmutativo, 264
dimension, 202
distancia de ¥ a un subespacio, 302

ecuacién simétrica, 58
ecuacién vectorial para rectas, 56
ecuaciiones paramétricas, 57
ejes principales, 361
elemental
matriz, 124
eliminaciéon gaussiana, 85
eliminacion de Gauf-Jordan, 85
entrada, 13
epacio vectorial, 167
equivalente por filas, 85
escalar, 28
espacio columna, 240
espacio fila, 240
espacio nulo, 229
espacio propio, 334
espacio vectorial, 31
generado, 184
interseccién, 210
polinomios, 182
subespacio, 174
suma, 210
suma directa, 210
expansion a lo largo de la késima
fila/columna, 142
expansion de Laplace, 142

férmula de Leibniz, 140
férmulas de Euler, 382
fila, 13

finitamente generado, 187

forma escalonada por filas, 83
forma escalonada reducida por filas, 83
forma normal
plano, 60
recta, 58
forma vectorial de la soluciéns, 89

generador, 184
Gram-Schmidt, 304

hiperplano, 55, 207

idempotente, 154
identiadad aditiva, 381
identidad aditiva, 31, 167
identidad multiplicativa, 381
imagen de una aplicacién lineal, 230
inversa, 116

inversa por la derecha, 111
inversa por la izquierda, 111
inverso aditivo, 169
invertible, 110

inyectiva, 229

isometria, 291

lado derecho, 12, 79

linealmente dependente, 189

linealmente independente, 189

longitud de un vector, véase norma de un
vector

moédulo, 379
magnitud de un vector, véase norma de un
vector

matrices semejantes, 329

matrix
orthogonal, 153

matrix inversa
2%, 118

matriz, 80
adjunta (adjoint), 326
adjunta (adjugate), 158
antisimétrica, 122
cambio de coordenadas, 252
coefficientes, 80
cofactor, 141
cuadrada, 80
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diagonal, 122
diagonalizable, 331
elemental, 124
equivalente por filas, 85
espacio columna/fila, 240
forma escalonada por filas, 83
forma escalonada reducida por fila, 83
hermitica, 326, 353
idempotente, 154
inversa por la derecha, 111
inversa por la izquierda, 111
inversea, 116
invertible, 110
menor, 141
mulitplicaciéon por un vector, 95
producto, 103
producto por escalar, 102
simétrica, 122
simétrica, 353
singular, 110
suma, 101
transicion, 252
transpuesta, 120
triangular inferior, 122
triangular superior, 122
unitaria, 326
matriz de cambio de coordenadas, 252
matriz de coefficientes, 80
aumentada, 80
matriz de coefficientes aumentada, 13, 80
matriz de coefficientes matrix, 13
matriz de transicion, 252
matriz elemental, 124
matriz hermitica, 326
matriz ortogonal, 289
menor, 141
multiplicidad
algebraica, 339
geométrica, 334
multiplicidad algebraica, 339
multiplicidad geométrica, 334
minimos cuadrados
aproximacién, 308

ndmero complejo, 379
norma, 379

norma de un vector, 32, 47, 322
nulidad, 232
ntcleo, 229

ONB, 285
operaciones elementales de filas, 81
operacions de filas, 81
operador lineal, véase transformacion lineal
ortogonal

base, 285

complemento, 293

matriz, 153, 289

proyeccion, 299
ortogonalizacion, 304

paralelepipedo, 53
paralelogramo, 52
parte imaginaria de z, 379
parte real de z, 379
permutacién, 139
pivote, 83
plano, 55, 207
angulo entre dos planos, 61
forma normal, 60
vector normal, 60
plano complejo, 379
polinomio caracteristico, 337
proceso de Gram-Schmidt, 304
producto
interno, 47, 322
producto cruz, 49
producto de vector en R? por escalar, 30
producto escalar, 35, 47, 322
producto interno, 35, 47, 322
producto punto, 35, 47, 322
producto vectorial, 49
proyeccién ortogonal, 299, 300
proyeccién ortogonal en R2, 42
proyeccion ortogonal en R™, 48, 300, 323
proyeccién ortogonal sobre un plano en R3,
270

radio de convergencia, 382
rango, 230, 232
recta, 55, 207
ecuacién simétrica, 58
ecuacién vectorial, 56
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ecuaciiones paramétricas, 57
froma normal, 58
vector directior, 56
reflexién en R3, 270
reflexién in R?, 269
relacién de equivalencia, 329
renglén, 13
representacién polar de un niimero complejo,
384
representacién matricial de una
transformacién lineal, 262

Sarrus

regla de, 144
sesquilineal, 323
signo de una permutacién, 139
simétrica

matriz, 122
sistema

ortogonal, 284

ortonormal, 284
sistema, lineal, 79

consistente, 80

homogéneo, 92

inhomogéneo, 92
sistema ortogonal, 284
sistema ortonormal, 284
sobreajuste, 314
sobreyectiva, 229
solucién

forma vectorial, 89
solucién trivial, 92, 188
span, 184
span lineal, 184
subespacio, 174

afin, 177
subespacio propio, 174
subespacio trivial, 175
sum directa, 210
suma de funciones, 101
suma directa, 206
suma vectorial en R?, 30
systema lineal, 12

consistente, 12

homogéneo, 12

inhomogéneo, 12

solucion, 12

Teorema de Pitagoras, 301, 323
transformaciones lineales
representacién matricial, 261
transformacién lineal, 227
representacion matricial, 262
transpuesta
matriz, 120
traza, 333, 338
triangular inferior, 122
triangular superior, 122

unidad imaginaria, 379
uno a uno, 229

valor propio, 331, 333
variables libres, 87
vector, 31
en R?, 27
norma, 32, 47, 322
ortogonal, 37
perpendicular, 37
unitario, 33
vector directior, 56
vector normal de un plano, 60
vector propio, 331, 333
vector unitario, 33
vectores
ortogonales, 323
paralelos, 37
perpendiculares, 323
vectores ortogonales, 37, 323
vectores perpendiculares, 323
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