Universidad de los Andes, MATE-1105

Algebra lineal Taller 14

Bases ortogonales; valores y vectores propios. Fecha de entrega: 15 de mayo de 2025
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1. Sean ¥ = sl =4y B=5 y sea U = span {¥, Ua, U3} C R*.
4 5 6

(a) Encuentre una base para el complemento ortogonal para U. Diga si su base encontrada es
una base ortogonal.

(b) Encuentre la dimensién de U y la dimensién de su complemento ortogonal.

2. Sea U = {(w,y,2) €ER3: 2 + 2y + 32 = 0} C R3.

(a) Sea P(0,2,5). Encuentre el punto @ € U que esté mds cercano a P y calcule la distancia
entre Py Q.
(b) ;Hay un punto R € U que esté a una distancia méximal de P?
0 -1 1
3 . 0 0 .
3. Seand= |4, b= 0|, ¢=|1| yseaU =span{a,b,c} CR5.
0 0 0
0 3 1
(a) Demuestre que @, b y ¢ son linealmente independientes.
(b) Use el proceso de Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal para U. (El proceso

de Gram-Schmidt introduremos en la clase del lunes. Si ya se quieren adelantar: estd en la
pégina 288-290 en |las notas de clasel)

(c) Voluntario: Encuentre una base para U-~.

4. Sean vi,...,Uk, W € R™. Suponga que W # 0 y que @/ € R™ es ortogonal a todos los vectores
U;. Demuestre que @ ¢ gen{#,...,Un}. {Se sigue que el sistema @, 1, ..., Uy, es linealmente
independiente?

5. Sea Q € M(n x n) una matriz ortogonal. Demuestre que para todo &, 7 € R™ se cumple que
(QZ,Qy) = (Z,7).

Concluya que

(a) @ no cambia magnitudes de vectores, es decir que || Q| = ||Z|| para todo T € R™;
2 pts. (b) @ no cambia dngulos entre vectores, es decir que <(QZ, QY) = <«(Z, §) para todo &,y € R™.


https://math.uniandes.edu.co/~mwinklme/teaching/LinAlg/LA-lecture_notes.pdf

Ejercicios voluntariod]

. Sea W =gen{(1,1,1,1)%, (2,1,1,0)'} C R%.

(a) Encuentre una base ortogonal para W.

(b) Sean A;(1,2,0,1), A3(11,4,4,—3), A3(0,—1,—1,0) puntos en R*. Para cada j = 1,2,3 en-
cuentre el punto P; € W que esté més cercano a A; y calcule la distancia entre A; y P;.

(¢) Encuentre la matriz que representa la proyeccién ortogonal sobre W (en la base estandar).

0 1
S 2 - 2 oo . . .
7. Sean v = a0 U= 5] Demuestre que v y w son linealmente independientesy encuentre
1 5

una base ortonormal para U = span{#,w} C R*.
8. Encuentre una base ortonormal para U+ donde U = gen{(1,0,2,4)!} C R*.
9. Sea V un espacio vectorial y sean U, W C V subespacios.

(a) Demuestre que U NV es un subespacio.

(b) Demuestre que dimU + W = dimU + dim V — dim(U N W).

(¢) Suponga que U N W = {0}. Demuestre que dimU & W = dimU + dim V.

(d) Demuestre que U~ es un subespacio de V' y que (U+)+ =U.

1/4 9 [ S
10. (a) Complete 15/16 a una base ortonormal para R*. ;Cuédntas posibilidades hay para
hacerlo?
1/v2 1/v/3
(b) Complete —1/\/§ , | 1//3 | a una base ortonormal para R?. ; Cudntas posibilidades hay
0 1/V3
para hacerlo?
1/v2
(c) Complete | 1/4/2 | auna base ortonormal para R3. ; Cuéntas posibilidades hay para hacerlo?
0

11. En R? considere la recta L : 22 — 3y = 0. Sea P la proyeccién ortogonal sobre L.

(a) Encuentre la representacién matricial de P (con respecto a la base canénica de R?).
(b) Encuentre el kernel de P y dé una interpretacién geométrica.

(¢) Encuentre la imagen de P y dé una interpretacién geométrica.

1Los ejercicios voluntarios no aportan a la nota de niguna forma. Si los entregan de forma ordenada y bien legibles,

intentaremos calificarlos para fines de retroalimentacion.



12. Encuentre los valores propios y los espacios propios de las siguientes matrices n x n:

11 -~ 11
11 --- 1 2

A= . ,
1 1 1 n

cos

13. (a) Sea ¢ € R y sean v} = (_ in

. sin S
, Uy = v . Demuestre que 91,75 es una base
Cos ¢

ortonormal de R2.

(b) Sea a € R. Encuentre la matriz Q(a) € M(2 x 2) que describe rotacién por « contra las
manecillas del reloj.

(c) Sean «, 8 € R. Explique por qué es claro que Q(a)Q(8) = Q(a + B). Use esta relacién para
concluir las identidades trigonométricas

cos(a+ ) = cos acos 8 — sin asin S, sin(a + ) = sina cos 8 + cos asin 3.

14. Sea @ € M (2 x 2) una matriz ortogonal. Demuestre que es de la forma Q = (

__[cosp sing
Q= (sincp cos go) para un ¢ € R.

cosp sine o
—singp cose

Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre K (con K =R o K = C). Un producto interno es una
funcién (-,-) : V x V — V tal que para todo z,y,z€ Vy A e K:

@) (z+Ay,2)=(x,2) + Xy, 2), (Linealidad en la primera componente)
(1) (z,2) = (z,2) (Simetria; la barra significa conjugacién compleja.)
() (z,z) >0,
(v) (z,2) =0 < z=0,

Observe que

= (i) y (iii) implican (z,\y + 2) = Mz, y) + (z, 2),
» (ii) implica que (z,z) € R

Definicién. Sea V un espacio vectorial con producto interno (-,-) y sean x,y € V. Entonces x es
ortogonal a y si 'y solo si (x,y) = 0. Notacién en este caso: x L y.

Ejemplos. El producto punto en R™ es un producto interno. Mas ejemplos hay en Ejercio

Definicién. Sea A € m(n x n). Entonces la matriz adjunta es aquella que conseguimos de A al
transponerla y conjugar sus entradas (como niimeros complejos).

Eiemol 341 5—4\" _ [(3-1 8 1+21 3+4\" _ (1-21 5—61
JOmPIos- { g9 ) T 544 —o) \s+6 748) T \3-4 7-8&)



Ejercicios.
1. (a) Demuestre que lo siguiente define un producto interno en C™:
n
<£7g> = Zx3%7 para f = (mla cee axn)t7 272 (yla cee 7y7l)t € Cn
j=1
(b) Sea A € M(n x n,C). Demuestre que A* es la unica matriz con

(Az,y) = (z, A"y) para todo z,y € C".

2. (a) Sea V el espacio de todas la funciones continuas [0,1] — R. Claramente V es un espacio
vectorial. Demuestre que lo siguiente define un producto interno en V:

1
(f.g) = / f(2)g(z) de, para f,g € V. (1)

(b) Demuestre que el sistema de las funciones
vo(x) =1, vy(x) = sin(nwx), wy,(z) = cos(nrz), n €N,

es un sistema ortogonal en C[0,1] con el product interno definido en ().

(c) Aplique el proceso de Gram-Schmidt a py = 1, p; = z, p2 = 2%, p3 = 2% para obtener una
base ortonormal {qo, ..., g3} de P3 con el product interno definido en .

Observacion. Salvo constantes multiplicativos, el polinomio ¢; es el poliniomo j-ésimo de
Legendre.

Definicién. Sean U,V espacios vectoriales con normas || ||g y || - ||v- Una funcién lineal T : U — V
se llama isometria si para todo u € U

[Tullv = [lullo-

Es claro que isometrias son inyectivas (porque si Tu = 0, entonces ||ul|ly = ||Tu|lv = 0, por tanto
u=0).

Ejemplos.
= Rotaciones en R™.
= Reflexiones en R"™.
Ejercicios.
1. Sean € Ny sean Q,T € M(n x n).

(a) Demuestre que T es una isometria si y solo si (T'Z, Ty) = (&, §) para todo Z,y € R™
(es decir: una isometria mantiene angulos).

(b) Demuestre que ) es una matriz ortogonal si y solo si @ es una isometria.



Definicién. Un grupo es un conjunto no-vacio G junto con una operaciéon G x G — G tal que:

(1) Ezistencia de un elemento neutro: existe un e € G tal que eg = ge = g para todo g € G.
(1) Ezistencia de inversos: para todo g € G existe un g € G tal que gg = gg = e.
(1)  Asociatividad: para todo g, h,k € G se tiene que (gh)k = g(hk).

El grupo G se llama conmutativo si ademas gh = hg para todo g,h € G.

Ejemplos.

(1) Z con la suma;

(1) Q con la suma;
(1) R con la suma;
(rv) Q\ {0} con el producto;
(v) R\ {0} con el producto;
(vi) funciones R — R con la suma;
(vi) M(n x n) con la suma,
(viir) cada espacio vectorial con su suma;
(x) {A € M(nxn):det(A) # 0} con producto;

)
)
)
(1x) funciones biyectivas R — R con la composicidn;
)
) funciones lineales biyectivas V' — V con la composicién donde V' es un espacio vectorial.

(x1

Los ejemplos (i)—(viii) son grupos conmutativos; los ejemplos (ix)-(xi) son no-conmutativos para
n > 2.
Ejercicios.

1. Demuestre que los ejemplos arriba son grupos.

2. Sean O(n) = {Q € M(n x n) : @ es matriz ortogonal} y SO(n) = {Q € O(n) : det Q@ = 1}.

(a) Demuestre que O(n) con la composicién es un grupo. Es decir, hay que probar que:
(1) Para todo @, R € O(n), la composicién QR es un elemento en O(n).
(1) Existe un E € O(n) tal que QE = Q y EQ = Q para todo Q € O(n).
(1) Para todo @ € O(n) existe un elemento inverso @ tal que @Q = Q@ =F.
(b) ;Es O(n) conmutativo (es decir, se tiene QR = RQ para todo Q, R € O(n))?

(¢) Demuestre que SO(n) con la composicién es un grupo.



