Universidad de los Andes, MATE-1105

Algebra lineal Taller 13

Bases ortonormales. Fecha de entrega: 14 de noviembre de 2024

1. Considere el plano F en R? dado por z +y — 3z = 0.

(a) Encuentre una base ortonormal para E.
(b) Complete la base encontrada en el literal anterior a una base ortonormal de R3.
1
(¢) Escriba el vector ¥ = | 2 | como combinacién lineal de la base encontrada en el literal
3
anterior.

2. En R? considere el plano E : 22 — y + z = 0. Sea @ la proyeccién ortogonal sobre E.

2 pts. (a) Encuentre la representacién matricial de @ (con respecto a la base canénica de R?).

1 pts. (b) Encuentre el kernel de ) y dé una interpretacién geométrica.

1 pts (c) Encuentre la imagen de @ y dé una interpretacién geométrica.

Sugerencia: Primero encuentre una base de R adaptada al problema y encuentre la representacién
matricial con respecta a esta base. Después haga un cambio de base para conseguir una reprsentacion
matricial con respecto a la base canénica.

Alternativamente puede usar una base ortogonal para E y completarla a una base ortgonal para R3.
Asi es ficil calcular QF para & € R3.
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3.Seana= |4, b= 0, c=11 y sea U = span{a, b, ¢} C R>.
0 0 0
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(a) Demuestre que @, b y C son linealmente independientes.
(b) Use el proceso de Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal para U.
(c) Encuentre una base para U-~.
4. Sea @Q € M(n X n) una matriz ortogonal. Demuestre que para todo Z, 7 € R™ se cumple que

<Qf,Q37> = <f,ﬂ>

Concluya que

1 pts. (a) @ no cambia magnitudes de vectores, es decir que ||QZ|| = ||Z]| para todo & € R™;

1 pts. (b) @ no cambia dngulos entre vectores, es decir que <(QZ, QY) = <(&, §) para todo &, 5 € R™.



Ejercicios voluntariod]

5. Sea W = gen{(1,1,1,1)*, (2,1,1,0)!} C R%.

(a) Encuentre una base ortogonal para W.
(b) Sean A;(1,2,0,1), Ay(11,4,4,-3), A3(0,—1,—1,0) puntos en R*. Para cada j = 1,2,3
encuentre el punto P; € W que esté mds cercano a A; y calcule la distancia entre A; y P;.

(c) Encuentre la matriz que representa la proyeccién ortogonal sobre W (en la base estandar).

6. Sean U = , W= . Demuestre que ¢y @ son linealmente independientes y encuentre
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una base ortonormal para U = span{#,w} C R*.

7. Encuentre una base ortonormal para U+ donde U = gen{(1,0,2,4)!} C R*.

8. En R? considere la recta L : 2o — 3y = 0. Sea P la proyeccién ortogonal sobre L.

(a) Encuentre la representacién matricial de P (con respecto a la base canénica de R?).
(b) Encuentre el kernel de P y dé una interpretacién geométrica.

(c) Encuentre la imagen de P y dé una interpretacién geométrica.

. . [ cosp . (sing . Lo .
9. (a) Sea v € R y sean ¥} = (_ sin sD), Uy = (cos <p>' Demuestre que v7, 7> es una base
ortonormal de R2.

(b) Sea a € R. Encuentre la matriz Q(a) € M (2 x 2) que describe rotacién por « contra las
manecillas del reloj.

(¢) Sean «, 8 € R. Explique por qué es claro que Q(a)Q(8) = Q(a+ ). Use esta relacién para
concluir las identidades trigonométricas

cos(a + ) = cosacos B — sin asin 3, sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin .

10. Sea @ € M(2 x 2) una matriz ortogonal. Demuestre que es de la forma @ = ( cose - sin 90)

—sing cosgp
__ (cosp sing
oQ = (sinap cos <p> para un ¢ € R.

Los ejercicios voluntarios no aportan a la nota de niguna forma. Si los entregan de forma ordenada y bien
legibles, intentaremos calificarlos para fines de retroalimentacién.



