Universidad de los Andes, MATE-1105

Algebra lineal Taller 9

Combinaciones lineales; independencia lineal. Fecha de entrega: 13 de abril de 2023
1 -5
1. Sean @1 = |7, T = 1] € R3. Sea E el plano E = gen{#;, ¥}
3 2

(a) Escriba E en la forma F : ax + by + ¢z = d.
(b) Encuentre un vector w € R3, distinto de @y y 72, tal que gen{#;, ¥, w} = E.

(c) Encuentre un vector 73 € R3 tal que gen{#, 02, 73} = R3.

2. (a) (El siguiente conjunto genera las matrices simétricas 2 x 27

2 0 13 0 0 3
v (T8 weG0)

Si no lo hace encuentre una matriz 7' € Mgym (2 x 2) \ span{A4;, Ay, As}.

3 pts. (b) (El siguiente conjunto genera las matrices simétricas 2 x 27

2 0 13 0 0 3
BIZ(O 7>a B2:(0 5)7 B3:<3 0)7

Si no lo hace encuentre una matriz T' € Mgy, (2 % 2) \ span{Bi, Bz, Bs}.

3 pts. (¢) El siguiente conjunto genera las matrices triangulares superiores 2 x 27

13 31 43
o= i) eGa) e-(3)

Si no lo hace encuentre una matriz T € M (2 x 2) que es triangular superior pero que no
pertenece a span{A;, Ag, As}.

1 2 3
3. (a) jLos vectores o7 = (2], %o = | =2 |, ©¥3 = | 0| son linealmente independientes en
3 5 1
R3?
1 1 1
(b) ;Los vectores 01 = | =2 ], o = | 7|, U3 = | 5| son linealmente independientes en
2 2 2
R3?
(¢) ¢Los vectores Ay = (; g é), Ay = (; 71 2), Az = (;) _; g) son lineal-
mente independientes en M (2 x 3)?
(d) ¢Los vectores p; = X2 — X +2, po = X + 3, p3 = X? — 1 son linealmente independientes

en P57 ;Son linealmente independientes en P, para n > 37

Sea V' un espacio vectorial. Falso o verdadero? Justifique su respuesta.

>~

3 pts.

(a) Suponga v1,...,vg,u,z € V tal que z es combinacién lineal de los vy, ..., v,. Entonces z
es combinacion lineal de vy, ..., vk, u.



(b) Siw es combinacién lineal de vy, ...,v; € V, entonces vy, ..., vk, u es un sistema de vectores
linealmente dependientes.

(¢) Siwg,...,ur €V es un sistema de vectores linealmente dependientes, entonces vy es com-
binacién lineal de los vo, ..., vk.

Ejercicios voluntarios’

Es C™ un espacio vectorial sobre R?

Es C™ un espacio vectorial sobre Q7

)
)

¢) ¢(Es R™ un espacio vectorial sobre C?
) (Es R™ un espacio vectorial sobre Q7
) (Es Q™ un espacio vectorial sobre R?
)

LEs Q™ un espacio vectorial sobre C?7

6. Sea F' el plano dado por F : 2z — 5y + 3z = 0.
(a) Demuestre que F es subespacio de R3 y encuentre vectores @ y @ € R? tal que F =
gen{u, w}.
(b) Encuentre un vector Z € R?, distinto de @ y 0, tal que gen{w,w, 7} = F.

(c) Encuentre un vector ¥ € R? tal que gen{#, w, 7} = R3.

1 2 4 3
7.Seanv; = 2], o =(2], d= 21, b= 2| er? y sea U = span{¥;, U2}
3 0 —6 1

(a
(b
(c
(d

Diga qué es U geométricamente.
Encuentre tres vectores diferentes en U.

Encuentre tres vectores diferentes en R3 que no pertenecen a U.

~— ~— — ~—

. Los vectores v7, s, d@, b pertenecen a U?

8. Sean € Ny sea V el conjunto de las matrices simétricas n X n con la suma y producto con
A € R usual.

(a) Demuestre que V' es un espacio vectorial sobre R.

(b) Encuentre matrices que generan V. jCual es el ndimero minimo de matrices que se necesitan
para generar V7

9. Determine si los siguientes conjuntos de vectores son bases del espacio vectorial indicado.

1Los ejercicios voluntarios no aportan a la nota de niguna forma. Si los entregan de forma ordenada y bien
legibles, intentaremos calificarlos para fines de retroalimentacion.



was()oo-()
(b)A:G ?)7326 g)vc:<_g ;),D:@ (1)) M2 x 2).

(C) p1:1+.’f7 p2:x+x27 p3:332+933» p4:1+x+x2+$37 Pd

10. (a) (1) Encuentre una base para el plano E : z — 2y + 3z = 0 in R3.
(11) Complete la base encontrado en (i) a una base de R3.
(b) Sea F := {(z1,z2,z3,24)" : 201 — w2 + 4x3 + 24 = 0}.
(1) Demuestre que F es un subespacio de R*
(1) Encuentre una base para F'y calcule dim F'.
(111) Complete la base encontrada en (ii) a una base de R*.
(c) Sea G := {(x1,x2,x3,74)" : 201 — T2 + 4wz + 14 = 0,17 — T2 + T3 + 224 = 0}
(1) Demuestre que G es un subespacio de R*
(11) Encuentre una base para G y calcule dim G.
(1i1) Complete la base encontrada en (ii) a una base de R*.

1 0 4 2 1
11. (a) Sean 171 = 2 5 172 =14 5 173 =12 s ’174 = 8 5 175 =10
3 1 ) 3 1

Determine si estos vectoren generan el espacio R3. Si lo hacen, escoja una base de R3 de
los vectores dados.

6 0 6 3 6 -3 12 -9
(b)SeanCH:(O 7)7 CQ:(O 12), C’gz(o 2), C4:<O _1).

Determine si estas matrices generan el espacio de las matrices triangulares superiores 2 x 2.
Si lo hacen, escoja una base de las matrices dadas.

(c) Sean p; = 2% + 7,p2 = x + 1,p3 = 323 + Tz. Determine si los polinomios pi, p2,p3 son
linealmente independientes. Si lo son, complételos a una base en Pj.

12. Determine si gen{dy, ds, ds, ds} = gen{vy, U2, U3} para

0 1 1 2 5 1 1
Gi=|1],ad=(0],d3=(2),d=[1],0=|-3),t=|1],0v3=1[-1
5 3 13 11 0 8 -2

13. Para los siguientes sistemas de vectores en el espacio vectorial V', determine la dimensién del
espacio vectorial generado por ellos y escoja un subsistema de ellos que es base del espacio
vectorial generado por los vectores dados. Complete este subsistema a una base de V.

1 3 3
(a)V:R3,771: 2 5 ’(722 2 s 173: 2
3 7 1

3

(b)) V=Py,pi=a3+z, pp=a3—2?+3z, ps3 =22 +22 -5, py = 2>+ 3z + 2.
1 4 3 0 0 12 9 —12
v an () e (0 e (0 B) pa(d )

14. Sean V' y W espacios vectoriales.

(a) Sea U C V un subspacio y sean uq,...,ur € U. Demuestre que gen{u,...ux} C U.



(b) Sean uy,...,ug,wr,...,w, € V. Demuestre que lo siguiente es equivalente:

(1) gen{uy,...,ur} = gen{w,..., wn}.
(1) Para todo j = 1,...,k tenemos u; € gen{ws,...,w,} y para todo ¢ = 1,...,m
tenemos wy € gen{uy, ..., u}.
(c) Sean v1,v2,v3,...,0m € V y sea ¢ € R. Demuestre que
gen{vy, vo, Vs, ..., Uy} = gen{vy + cva, V2, V3, ..., Um }.
(d) Sean vy,...,v; € V y sea A : V — W una funcién lineal invertible. Demuestre que

dimgen{vy,...,v;} = dimgen{Avy,..., Avy}. (Es verdad si A no es invertible?



