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Algebra lineal Taller 16

Diagonalizaciéon de matrices; secciones cénicas. 11 de diciembre de 2020

1. Para cada una de las siguientes matrices, determine si son diagonalizables.

3 1 -1 310
A= 1 3 -1], A,=[0 3 1],
-1 -1 5 0 0 3
-1 4 2 -7 3 2 5 1
05 -3 6 2 0 2
Ads=1 00 5 1| M=|5 2 7 1
00 0 11 1 6 -1

2. Encuentre una substitucién ortogonal que diagonalice las formas cuadraticas dadas. Haga un
bosquejo de las soluciones. Si es un elipse, calcule las longitudes de los ejes principales y el
angulo que tienen con el eje x. Si es una hipérbola, calcule el dngulo que tienen las asintotas
con el eje x.

1022 — 6xy + 2y% = 4,

z? —9y? =2,

2?2 — 9y? = 20 (compare la solucién con la del literal anterior!)

1122 — 16xy — y? = 30.

2% 4 4oy + 42 = 4.
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Ejercicios voluntarios!

3. [Fraleigh, Linear Algebra, Exercise 8.1] Encuentre una substitucién ortogonal que diagonalice
las formas cuadraticas dadas y encuentre la forma diagonal. Haga un bosquejo de las soluciones
de F(z1,22) =1y F(x1,22) = 0.

(a) F(xy,x9) = 322 + 422,

(b) F(a1,22) = 3z — 4a3,

(¢) F(x1,72) = 32?2 — dxyx9 + 323,
(d) F(xq,12) = 2% — 4x129.

1Los ejercicios voluntarios no aportan a la nota de niguna forma. Si los entregan de forma ordenada y bien
legibles, intentaremos calificarlos para fines de retroalimentacién.



Ecuaciones diferenciales

Sea C(R) el conjunto de todas las funciones continuas f : R — R y para n € N defina C"™(R)
como el conjunto de todas las funciones f : R — R que son n veces diferencialbles y cuya derivada
n-ésima es continua. Es relativamente claro que C'(R) y C™(R) son espacios vectoriales.

En lo que sigue denotamos la derivada k-ésima de f por f*).

Ejercicio 1. Sean Py, P, ..., P,,Q funciones continuas y defina
T:C"(R) = CR), Tf=P,f™+P, 1f" V4. ..qpPf"+ P f +Pf. (1)
(1) Demuestre que T' es una transformacion lineal.
(1) Demuestre que el conjunto de las soluciones de la ecuacién diferencial
Pof™ + Py f V4 4 Pof + Pif + Pof =0

es un subespacio de C'(™), (De hecho, es el kernel de Ty se puede mostrar que la dimensién
es a lo més n.)

(1) Demuestre que el conjunto de las soluciones de la ecuacién diferencial
Pof® 4 Pacaf" ) ot Pof" + Pif + Pof = Q

es un subespacio afin de C'(").

Ahora miramos el caso especial cuando las funciones P,,..., P;, Py son constantes y asumimos
que P, # 0. Luego sin restriccién podemos asumir que P, = 1, y escribimos a; en vez de P; para
indicar que son nimeros constantes, es decir ahora tenemos

T:C"(R) = C[R), Tf=f"+anaf" D+ tarf' +arf +aof (2)
y la ecuacién diferencial homogénea asosiada es
POt fOY 4 af” anf +aof = 0. (3)

Es una ecuacién diferencial lineal de orden n y de Calculo integral saben que para solucionarla, se
calculan los ceros del polinomio caracteristico asociado p(\) = A+ 1 A" ag A2 ag A Fag.
En el siguiente ejercicio vamos a reescribir (3) como una ecuacién de primer orden.

/
f/
Ejercicio 2. Defina el vector F' = (es un vector de n componentes donde cada entrada
f(nf2
f(nfl)
es una funcién). Demuestre que f satsiface (3) si y solo si F' satisface la ecuacién de primer orden
0 1 0 0... ... 0
0 0 1 0
F'=AF con A= 0 0
0 e e 0 1
—aQ —al N e —Ap—2 —Qp—1

Demuestre que el polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial (3) es igual al polinomio
caracteristico y de la matriz A.



Uno se puede convencer de que la solucién general de F' = AF es F(z) = e*4F, donde Fy es un
vector arbitrario en R” y 4 se define como la serie
X n
x
et = — A"
n!
k=0

El sigiente ejercicio demuestar cémo se puede calcular e® si A es diagonalizable. Si no lo es, se
puede hacer algo parecido, pero necesitariamos la llamada forma normal de Jordan.

Ejercicio 3. (1) Suponga que D es una matriz diagonal de la forma D = diag(cy, ..., ¢,).
Demuestre que e” = diag(e®, ..., e®), es decir,
ci O 0 et 0 0
0 co 0 0 e 0
D = = eD =
0O ... ... ... Cpo1 ... 0O ... ... ... g1 .
0 ... ... .. Cn 0o ... ... ... eén

() Sea A diagonalizable y sean D una matriz diagonal y S una matriz invertible tal que A =
SDS~L. Demuestre que A™ = SD™S~! para todo n € N.

(1)  Concluya que e*4 = Se*P §~1.

Veamos c6mo se puede solucionar la ecuacion inhomogénea
F'=AF +G (4)

donde G es un vector con n entradas y cada entrada es una funcién. La idea es la misma que
la “variacién de constante” (también llamado “factor integrante”) en dimensién 1. Primero con-
seguimos una solucién matricial ® de ® = A®. Ya sabemos que ®(x) = e®4 sirve (si le gusta
més el método del factor integrante: @1 es el factor intergrante de la ecuacién). Si la ecuacién
fuera homogénea (es decir, si G = 0), entonces la solucén general de (4) serfa ®F; con un vector
constante F arbitario. Si suponemos que G # 0, podemos intentar el siguiente ansatz para las
soluciones F' de (4):
F=oC

donde C no es constante sino una funcién (con en entradas). Si lo reemplazamos en (4), obtenemos
G=F —AF = (9C) — ADC = d'C + ®C' — ADC = ADPC + ®C' — ADC = ('’

Aqui usamos que ® = A®. Asi obtenmos C’ = ®~'G y luego
C= / G du.
Finalmente obtenemos la solucién de (4) como

F(z) = ®(x) / G dx no olvidar la constante de integracién!

Ejemplo 1. Una masa m estd atada a un resorte con constante de Hook k. Sea z(t) la posicién
de la masa m al tiempo ¢. Si no hay otras fuerzas externas, entonces tenemos que

k
ma' = —kz, en otras palabras, 2”4+ —z =0. (5)
m



(Es claro que la ecuacién diferencial por si sola no describe todo el movimiento ya que faltan los

datos iniciales). Definimos el vector X = (j,) Entonces obtenemos

! x 0 1 0 1
()= ()= o) ()= e =)

El polinomio caracteristico de A es pa()\) = A2+ % y por consiguiente los valores propios de A son
A+ = +iy/k/m. Para abreviar esto, definimos w := /k/m. Los vectores propios correspondientes

son
1\ . (1
7 \iw) T \siw)

Se definimos S = (¥ |7,), entonces obtenmos que A = SDS~! donde D es la matriz diagonal
D = diag(iw, —iw), y obtenemos
—1
(&)

A getD gt = (.1 ! ) (em )
1w —1lw

_L eio.zt 71wt —iw _1

iwt —iwt —iw

2iw \iwe
7L —iw [elwt +elwt th _’_eflwt
%2iw k/m [ iwt eflwt] —iw [ iwt + eflwt]

_( cos(wt) w‘lsin(wt)). (6)

~ \—wsin(wt)  cos(wt)

Luego la solucién general de X' = AX es

X(t) = ( cos(wt)  w! sin(wt)) <a> _ <a cos(wt) + fw™! sin(wt)>

—wsin(wt)  cos(wt) Jé] —aw sin(wt) + B cos(wt)

con numeros o, € R arbitrarias. La solucién de nuestra ecuacién inicial (5) es simplmente la
primera componente del vector X:

z(t) = acos(wt) + Bw ™! sin(wt)
Note que la segunda componente de X es la derivada de la primera, tal como debe ser.

tA

Remark 1. En este caso no es necesario diagonalizar la matriz A para calcular e’ si notamos que

)2
A? = 8) _8}2> = —wid y por consiguiente A?" = (A%)" = (—1)"w?"id y A"t = A?"A =
(—=1)"w?™ A. Luego
n! (2n +1)!
7=0 :0
= th n, 2n = t2n+1 n, 2n
_;(271)!( 1)"w 1d—|—272 +1)( 1)"w ™A
- (i) 1 (wt)?n+1 o1
— _ n - _1 ni\-"-, — - .
j;o( 1) )l 1d+wjgo( ) (2n+1)!A cos(wt) ld+w sin(wt) A

Ahora supongamos que nuestra ecuacién inicial no es homogénea sino que hay una fuerza g exterior
que actua sobre la masa. Entonces el sistema seria

’ + Wiz =g.



Esto significaria para nuestro vector X que

o fx\ x (0 1 x 0\ (0 1 {0
e (- () (s DO o 4= o)

Si denotamos la solucién matricial de la ecuacién homogéna por ®(t) (es decir, ®(t) = e*4 como

calculado en (6)) We obtain for the general solution of X

X(1) :(I)(t)/[(b(t)]‘lG(t)dt:< cos(wt) wlsin(wt)> / ( cos(wt) wlsin(wt)) (0>dt

—w sin(wt) cos(wt) w sin(wt) cos(wt) g
[ cos(wt)  wTlsin(wt) —w ™ Lsin(wt)g(t) 4t
T\ —wsin(wt)  cos(wt) cos(wt)g(t) ’
Recuerde que las soluciones x que buscamos, corresponden a la primera componente de X. Entonces
obtenemos para x

o(t) = —w! [cos(wt) [sinttigtrat +singer) [ cos(wt)g(t)dt} .
(No olvide las constantes de integracién!)

To be continued with general second order linear differential equation and Wronskian . ..



