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Problem 1. Sea V un espacio vectorial con producto interno y U C V un subespacio.
Sea P la proyeccion ortogonal sobre U. Calcule los autovalores, el kernel y la imagen
de P.

Hint. Considere U = {0} y U = V como casos especiales.

Claim. ImP = U, ker P = U+, and

e o(P)={0}if U = {0},
e o(P)={1}11U =V,
e o(P)={0,1}if {0} CU C V.

Proof. Es claro que Pu = u para todo u € U y que Pw = 0 para todo w € UL. Asf que
U C Im(P), Ut C ker(P). (1)

Entonces tenemos que dimIm P > dimU y kerIm P > dim U-L. Por otro lado sabemos
que
dim(ker P) + dim(Im P) = dimV = dim U + dim U*.

Por lo tanto se sigue que en efecto dimIm P = dimU y kerIm P = dim U~ y de esto y
(1) obtenemos U = Im(P) y U+ = ker(P).

Ahora calculemos el espectro de P. Si U = {0}, entonces P = 0 y claramente P tiene
solo el autovalor 0 y el espacio propio asociado es Eg = V. SiU =V, entonces P =1y
claramente P tiene solo el autovalor 1 y el espacio propio asociado es E; = V.

Ahora sea {0} C U C V. Por lo anterior sabemos que Pu = u si y solo si u € U. Dado
que U # {0}, se sigue que 1 es autovalor de P y que el subespacio correspondiente es
E; = U. También sabemos que UL # {0} (porque U # V) y que Pu = 0 si y solo
si w € UL, Dado que U # {0}. Se sigue que 0 es autovalor de P y que el subespacio
correspondiente es Ey = U+. Since U @ U+ = V no puede haber otros autovalores.

Prueba alternativa. Escoja una base By de U y una base Bs de U-+. Entonces B = BUB
es una base de V. La representacion matricial de P con respecto a esta base es

e Opm
(P)B B ((]:Dm,k (H)m,m)
donde k = dimU, m = dimV — k, 1 es una la matriz unidad k x k, y 0; ; es la matriz
i X j cuyas entradas son todas 0.



Problem 2. Sea V un espacio vectorial y U C V un subespacio. Demuestre que
existe una funcién lineal T : V — V tal que kerT' = U.

Tome T' = proyeccién ortogonal sobre U. En ejercicio 1 se probé que kerT' = U.

Problem 3. Sea V un espacio vectorial de dimension ny seaT : V' — V una funcién
lineal con dim(ker(T)) =n — 1y T? # 0. Demuestre que T es diagonalizable. ;Esta
afirmacién es cierta si T? = 0?

Observe que por hipotésis dim(ImT') = n — dim(ker T') = 1. Sea v € V tal que T?%v # 0.
Note que en particular Tv # 0. Dado que Tv € ImV y T?v € ImV y dim(ImT') = 1 por
hipotésis, Tv y T?v deben ser paralelos. Por tanto existe A € R tal que T?v = A\Tv, es
decir, T(Tv) = AXTv. Esto implica que A es un autovalor de T'y que T'v es un autovector.
Por tanto Im(T) C E)(T) (en verdad se tiene igualdad). Escoja una base ortogonal
U, ..., U,_1 en kerT y defina u,, = % Observe que B = {uy,...,Up—1,u,} €8 un
sistema de n vectores linealmente independientes y por tanto es una base de V. La
representacién de T respecta a esta base es una matric diagonal:

A

0 1
0 0
T fuera diagonalizable, R? deberfa tener una base que consiste de valores propios de 7.
El tnico autovalor es 0 y la dimensién del espacio propio correspondiente tiene dimensién
1, asi que T no puede ser diagonalizable.

Si T? = 0 la afirmacién es falsa. Tome T = ( ) € M(2 x 2). Observe que T? = 0. Si

Problem 4. (a) Sea @ € M (2 x 2) una matriz ortogonal. Recuerde que det @ = £1.

(i) Suponga que det@ = 1. Demuestre que existe ¢ € R tal que @ =
cosp —sinep
sing  cosyp

de las manecillas del reloj.

Verifique que esto es una rotacién de angulo ¢ en contra

(ii) Suponga que det@ = —1. Demuestre que existe ¢ € R tal que Q =
cosp  sing
sing —cosy

@ en contra de las manecillas del reloj. y una reflexion.

. Verifique que esto es la composicién de una rotacién de dngulo




(iii) En los dos casos anteriores, encuentre todos los ¢ tal que @ tiene autovalores.
En estos casos, encuentre los autovalores y autovectores.

Observacion. Es muy facil de verficar que las matrices en (i) y (ii) son matrices ortogo-
nales.

Sea @ = (i Z) € M(2 x 2) una matriz ortogonal. Luego

2112
_ 1 ot [a®+b" ac+bd
1=Q07 =QQ _(ac+bd c+dr)’

es decir, tenemos las ecuaciones
a2+ =1, ac+bd=0, F+d*=1.

Por la primera ecuacion sabemos que existe un ¢ tal que a = cosgp y b = singp. La
segunda ecuacién muestra que existe p € R tal que d = pa y b = —pb. Finalmente la
tercera ecuacion implica que p = +£1.

Observe que

__[cosyp —pusing .
Q_<sin<p ucosga)’ det @ = p.

(i) Si det @ = 1, necesariamente p = 1 y la afirmacién se sigue. Es ficil ver que Q es
una rotacion.

(ii) Si det @ = —1, necesariamente x = —1 y la afirmacién sobre la representacién
de @ como afirmada se sigue. Observe que en este caso podemos definir @ =

cosp —singp (1 0 ~ .
<sincp cos 4 ) vy R = (O _1>. Claramente @ es de la forma en (i), R es

una reflexién y Q = R@.
(iii) Para determinar los autovalores de @, calculamos

cosp — A —psing

det(Q—A)zdet( sin ¢ Hecosp — A

=u [)\2 —2Xcosp + 1] .

) =i [(cosp — A)? + sin? ¢]

Por lo tanto

1
A= 3 (2cos<pﬁ: \/4c032<p—4> = cosp £/ —sin? ¢.

Eso es real si y solo si singp = 0, es decir, si ¢ = k7 para un k € Z. En el caso que
k es par, @ es la identidad (compuesta con una reflexién si det Q@ = —1) y A = 1.

En el caso que k es impar, @ es una rotacién (compuesta con una reflexién si det Q =
—1) por 180° y A = —1.

Agragar dibu-
jito.

Agragar dibu-
jito.



Problem 5. Considere la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes
(n) (n—1) / _
Y™ +an1y + -+ ary +ay = Q. (%)

Defina el vector Y = (y, v/,..., y(”))t cuyas entradas son funciones. Demuestre que
Y satisface la ecuacién diferencial de grado 1

Y' =AY
donde
0 1 0
0 0 1 0
A= : . .. 0
0 0 1 0
_ao _al ... ... _an—l _a/n

Demuestre que el polinomio caracteristico de la ecuacién diferencial () es igual al

polinomio caracteristico de la matriz A salvo un factor (—1).

Observe que

/ /

Y Y 0 0

1 y// 0 0

AY == : = : + : = Yl + :
y("*l) y("fl) / 0 0

y(n) _anily(nfl)fmfaly —aoy Q Q

El polinomio caracteristico de A es pa(A) = det(A — A) = (—1)" det(A — A). Observe que
al quitar la késima columna y la ultima fila obtenmos una matriz diagonal con k veces A
y n—k veces —1 en la diagonal. Asi que, expandiendo el determinante por la tdltima fila,
obtenemos

A -1 0

0o x -1 0
det(A — A) =det | : . 0

0 A -1 0

ag ay e . Ap—1 A_i_an

= (=1)"ap(-1)" + (—1)"‘1a1>\(—1)”_1 + (—1)”_2a2)\2(—1)”_2
+oo (D) AT D (A an) A

=ag+arA+a )+ Fa, A" (A ap)\?

=ag4+ a A+ a 2+ Fap g AN T ap A"+ AT

= polinomio caracteristico de (x).



Problem 6. Sea T : R” — R"™ una funcion lineal simétrica. Sea A un autovalor
de T y sea E) el espacio propio correspondiente. Demuestre que Im(T|g,) C Ei,
Im(T|py) © Ei y que T|py es simétrico.

Es decir, hay que probar que:
(a) z € Ex = Tz € E),
(b) x € By = Tz € EY,

(c) para todo z,y € Ey se tiene que (z,Ty) = (Tx,y).

(a) Sea x € Ey. Entonces (T — Az = 0, es decir que Tz = Az € E).
(b) Sea z € Ey y sea w € E) arbitario. Entonces (Tx,v) = (z,Tv) = (x,\v) =
Mz ,v) = 0. Por lo tanto Tx € Ey-.

(c) Dado que T es simétrico, sabemos que (z,Ty) = (Tx,y) para todo z,y € R", en
particular es verdad para x,y € E)%

Problem 7. Demuestre que las matrices A = (1) :1)) y B = (1) (3)

mejantes. Encuentre por lo menos dos matrices invertibles C distintas tal que
B = C7'AC. ;Es posible escoger C tal que es ortogonal?

son se-

Ay B tiene los mismos autovalores con las mismas multiplicidades. Por tanto son seme-
jantes. Calculemos los autovectores de A:

0 1 o . 0
e ker(A—1)=ker (0 2) = gen {7} con ¥ = (1> .

e ker(A—3)=ker = gen {02} con ¥ = . Para cada a,b € R\ {0} sea

-2 1 1
0 0 2
Cup = (a¥|bty). Es claro que Cyy, es invertible dado que det C,p, = abdet(v|vs) =
—ab # 0. Por construccién de Cy;, se tiene que
C'AC,, =B

y estos matrices son las tdnicas que diagonalizan a A a la forma B (porque las
columnas de cualquier matriz de cambio de base que diagonaliza a A deben ser los
autovectores de A).

. 0 1\, 0 2
Podemos por ejemplo escoger C = Cq1 = <1 2) 6C =Cp= <1 4>.
No es posible escoger C' de la forma ortogonal porque para todo a,b € R\ {0} tenemos

que
¢ (0 b 0 b\ _ [ab 2b* Lo
CapCap = (a 2b) (a Zb) - <2ab ab + 4b? 7 0 1)°



Problem 8. ;Falso o verdadero? Justifique su respuesta con una prueba o con un
contraejemplo.
(a) Cada proyeccién ortogonal en un espacio de dimensién finita es diagonalizable.

(b) Cada proyeccién ortogonal en un espacio de dimensién finita es una funcién or-
togonal (es decir P! = P~!, después de escogencia de una base).

(c) Los unicos autovalores posibles de una proyeccién ortogonal son 0 y 1.

(a) Es correcto. Para una prueba, vea Problem 1.

(b) Es falso. En general, P no es invertible, por tanto no puede ser ortogonal. El tinico
caso en el cual P in ortogonal es si P = 1, es decir, si en espacio sobre el cual proyecta P
es todo el espacio vectorial dado.

(c) Es correcto. Para una prueba, vea Problem 1.

Problem 9. ;Falso o verdadero? Justifique su respuesta con una prueba o con un
contraejemplo.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n y sea A : V' — V una funcién lineal.

(a) Los autovalores de A y de A coinciden.

(b) Suponga que A es simétrica e invertible. (Puede pensaren V =R"y A € M (nxn)
con A= At) Si \y,...,\, son los autovalores de A, entonces los autovalores de A~!

-1 -1
son A] L., AL

(a) Los autovalores de A y de A? coinciden porque
pa(A) = det(A — ) = det((A — N)') = det(A" — \) = pac(N).

(b) Suponga que A es simétrica e invertible. Sean Aq,..., A, los autovalores de A y
Uiy, los autovalores de A~!. Ningiin autovalor puede ser cero (si lo fuera, A o
A~ no serfa invertible). Para cada j = 1,...n escoja un autovector v; de A. Entonces
A7l = A71(Av;) = A7'A(3v;) = fv;. Entonces v; es autovector de A™! con
autovalor )\;1. Analogamente podemos mostrar que cada autovector de A~! con autovalor

—1
p; es autovector de A con autovalor u; .



Problem 10. ;Falso o verdadero? Justifique su respuesta con una prueba o con un
contraejemplo.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n y sean A, B : V — V funciones
lineales.

(a) Suponga que Aq,..., A, son los autovalores de A y que uq,...,u, son los auto-
valores de B, entonces los autovalores de AB son piy A1, ..., flnAn-
(b) Suponga que Aj,...,\, son los autovalores de A y sea o € R. Entonces los
autovalores de A+ a son A\{ + a, ..., A\, + a.

0 1

(a) Es falso. Tome por ejemplo A = B = ) € M(2 x 2,R). Entonces A, B no

10
tienen autovalores, pero AB = 1 si tiene autovalores.

(b) Es correcto. Observe que pa(x) =det(A—N) y
Pata(x) =det(A+a—2x) =det(A — (. —a)) = pa(z — ).

Entonces A es autovalor de A si y solo si pa(A) =0 siy solo si pata(A+ a) =0siy solo
si A+ « es autovalor de A + a.

Problem 11. Sea A € M(n x n).

(a) Demuestre que 0 es autovalor de A si y solo si 0 es autovalor de A*A. Demuestre
que en este caso ker(A) = ker(AtA).

(b) ;Se tiene que ker(A) = ker(A?)?

(a) Suponga que 0 es autovalor de A y sea v un autovector. Entonces Av = 0 y por lo
tanto también A*Av = 0. Dado que v # 0, se sigue que 0 es autovalor de A’A.

Por otro lado, suponga que 0 es autovalor de A'A y sea v un autovector. Entonces
AtAv = 0 y tenemos

0= (A"Av,v) = (Av, Av) = || Av|%.
Esto demuestre que Av = 0. Dado que v # 0, se sigue que 0 es autovalor de A.

(b) Esto es falso. Tome A = (8 (1)

ker A = gen{e}} pero ker A? = R%.

). Es facil ver que A2 = 0. Asi que tenemos que



Problem 12. (a) Sea A € M (3 x 3) una matriz simétrica con det(A4) = 12. Suponga
que 2 y 1 son autovalores de A. ;Cuél es el tercer autovalor de A7

(b) Sea A € M(3 x 3) una matriz simétrica no invertible. Suponga que 2 y 1 son
autovalores de A. ;Cuadl es el tercer autovalor de A?

(a) Dado que A es simétrica, sabemos que es diagonalizable y que tiene tres autovalores

a, b, c (pueden ser repitidos). Ademds sabemos que det A = abe (esto se ve por ejemplo

si aplicamos un cambio de base tal que A quede representado como matrix diagonal. En

la diagonal estdn los autovalores de A. Observe adicionalmente que un cambio de base

no cambia la determinante). Con todo esto sabemos que 12 = det(A) = abc. Dado

que confcemos el valor de dos autovalores, digamos a = 2 y b = 1, el tercero debe ser
det 12

C="w _7:6

(b) Si A no es invertible, necesariamente det A = 0. Como en el literal anterior sabemos
que det A es el producto de los autovalores de A. Sabemos que dos autovalores de A son
distintos de 0. Por lo tanto de tercero debe ser igual a 0.




