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1. Sea X un espacio de Banach y T (X → X) un operador lineal densamente definido y cerrado.
Muestre:

(a) σap(T ) ⊆ σ(T ).

(b) ∂σ(T ) ⊆ σap(T ) donde ∂σ(T ) denota la frontera de σ(T ) en C.

(c) Si X es un espacio de Hilbert y T es autoadjunto, entonces σap(T ) = σ(T ).

2. Sea X un espacio de Banach complejo. Para T ∈ L(X) y λ ∈ C sea

Aλ(T ) := {x ∈ X : x ∈ ker(T − λ)n para algún n ∈ N}

el espacio propio generalizado de T en λ ∈ σp(T ).

(a) Sea λ0 ∈ σp(T ), x0 ∈ Aλ0(T ) \ {0} y D := {λ ∈ C : |λ| > ‖T‖}. Defina

f : D → X, f(λ) := (λ− T )−1x0,

g : C \ {λ0} → X, g(λ) :=
1

λ− λ0

∞∑
n=0

(
λ0 − T
λ0 − λ

)n
x0.

Demuestre que g es una extensión holomorfa de f .

(b) Sean λ1, . . . , λn valores propios de T con λj 6= λk para j 6= k y sea Aλj
(T ) el espacio

propio generalizado. Sea xj ∈ Aλj
(T ), xj 6= 0, j = 1, . . . , n. Demuestre que los x1, . . . , xn

son linealmente independientes.

3. Sea H un espacio de Hilbert y sea U ∈ L(H) un operador unitario. Demuestre que σ(U) ⊆ {λ ∈
C : |λ| = 1}.

4. Sean X,Y espacios de Banach y T : X → Y un operador compacto. Demuestre que la imagen
de T es cerrado si y solo es de dimensión finita.


