Universidad de los Andes, MATE-3330 y MATE-4330

Analisis funcional Taller 3

Hahn Banach, Espacios duales. Fecha de entrega: 13 de febrero de 2025

. Demuestre el teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales complejos.

Sugerencia: Para un espacio vectorial sobre los complejos X muestre que:

(a) Sea ¢ : X — R un funcional R-lineal, entonces
Vo: X = C, Vy(z):=(z) —ip(iz),
es un funcional C-lineal sobre X con ReV,, = ¢.

(b) Sea A: X — C un funcional C-lineal con ReX = ¢, entonces V, = A.

(c) Sea p una seminorma sobre X y ¢, Vi, definido como en el punto anterior. Si ¢ es acotado,
entonces

lp(x)| < p(x) <= [Vo(x)| <p(x), zeX.

(d) lell = IV, |l si ¢ es acotado.

. En X = /5(N) considere el subespacio
U = {(#n)nen : ©n = 0 excepto para un nimero finito de indices n}.

Sea V un complemento algebraico de U en X, i.e., U es un subespacio tal que U +V = X y
U NV ={0}. Muestre que

o0
p: X =K, gp(x):Zun paraz=u+vconucU veV
n=0
es un funcional lineal bien definido y no acotado.

. (a) Sea ¢ C £y el conjunto de las sucesiones convergentes. Muestre que el funcional
vo:c—= K = (zp)neny — lim z,
n—oo

es continuo y calcule su norma.

(b) Sea £+ (N,R) el conjunto de todas las sucesiones acotadas en R con la norma del supremo.
Muestre que existe ¢ € (£o(N,R))’ tal que

liminf z,, < ¢(z) < limsup z,, = (Zn)neN € Loo-
n—00 n—00
. Sea X un espacio normado, f: X — K un funcional lineal no nulo y K = ker f

(a) Muestre que dim(X/K) = 1.
(b) Muestre que f es continuo si y solo si ker f es cerrado.

. Para cédigo 4. Sea X un espacio normado con dim X > 1y S,T operadores lineales en X
tales que ST — T'S = id. Muestre que al menos uno de estos operadores no es acotado. Ayuda:
Muestre que ST" ! — TS = (n + 1)T".



