Universidad de los Andes, MATE-4330

Analisis Funcional Taller 5

Teorema de Baire;
Principio de acotacién uniforme. Fecha de entrega: 27 de Febrero de 2015

1. (a) Todo espacio métrico completo con infinitos elementos y ningiin punto aislado es
no enumerable.

(b) Toda base algebraica de un espacio de Banach infinito dimensional es no enumera-
ble.

(¢) Muestre que la hipétesis de completitud en el principio de acotacién uniforme es
necesaria.

2. Sean X,Y espacios de Banach, Y reflexivo, y (T)nen € L(X,Y) tal que (p(Th2))nen
converge para todo z € X y ¢ € Y'. Entonces existe un T € L(X,Y) tal que T, T

3. Sea h : [0,1] = R una funcién continua. Muestre que dado £ > 0 existe una funcién
g :10,1] — R tal que ||h — g||lco < €, g es continua pero no es diferenciable en ningin

punto.

Ayuda: Dada una funcién f : [0,1] = R y h € (0,1], al menos uno de los siguientes
+h —h)—

términos esté definido: flat ) @) y I )h 1(@) . Defina Af(x,h) como el

mayor de los dos términos (si alguno no estd definido, no se tiene en cuenta). Note que
|f'(z)| = limp—0 Af(z,h). Defina ahora U(a, h) := {f|Af(z,h) > a paraz € [0,1]} y
Un = Uh<% Ua>n U(a, h).
Pruebe que: (a) U, es abierto en C([0,1],R) dado n € N.

(b) U, es denso en C([0,1],R) dado n € N.

(€) Mpen Un es un conjunto de funciones no diferenciables en ningiin punto.

Concluya lo enunciado en un comienzo.

4. Sea [a,b] C R, nENytomeagtgn) <<t < bya,(cn) eK, k=1,...,n. Para
f € C([a,b]) se define

n

Qu(f) = ol rt).

k=1

Muestre que los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) Qnl %/f t)dt, n — oo, para todo f € Cla,b].

(b) ) — / t)dt, n — oo, para todo polinomio p : [a,b] - Ky

sup Zk:l |o¢,C | < o0.
neN



