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Espacios de Hilbert y pre-Hilbert Fecha de entrega: 3 de Abril de 2013

Los PROBLEMAS 1,2 Y 3 SON OBLIGATORIOS. DE LOS DEMS ESCOJA POR LO MENOS UNO.

1. Sea X un espacio pre-Hilbert, U C H un subespacio denso y xg € X tal que (zp,u) =0
para todo u € U. Muestre que xg = 0.

2. ;Existe algtn producto interno (-, -) en C[0, 1] tal que (z, z) = ||z||%, paratodox € C[0,1] ?

3. Sea X un espacio pre-Hilbert y U C X un subespacio.

(a) Muestre que U # UL+ es posible. ;Se tiene alguna contenencia?
(b) Muestre que U @ U+ # X es posible.

4. Sea X un espacio pre-Hilbert. Muestre los siguientes resultados

(a) Sean x,y € X con z L y, entonces |z + y||? = ||z]|*> + ||ly||?. ¢{El converso es cierto en
general? ;Hay algin caso para el que se tenga?

(b) Siz#0,y#0yax Ly muestre que el conjunto {z,y} es linealmente independiente.
;,Como se puede generalizar este resultado?

(¢) x Ly, siysolosi|x+ ay| > |z| para todo escalar a.

5. Sea 1 < p < co. Para f € L,(R) y s € R defina T, : L,(R) — L,y(R) como (T f)(t) :=
f(t — s). Claramente los Ty son isometrias lineales.

(a) Seal < p < oo. Muestre que T 25 id para s — 0. Los T, convergen en norma?

(b) Los Ts convergen en norma o convergen fuertemente en el caso p = co?

6. Muestre que W™ (), H™(Q) y HJ"(£2) son espacios de Hilbert.
Para el problema 6: Para Q C R definimos el conjunto de funciones de prueba
2(Q) :={p € C™®(Q) : supp(p) C 2 es compacto}.

Para un multi-indice & = (ay, ..., ay,) € N" se define || = ag+-- 4o, y DY = 07" ... 0%
si la derivada existe.

Sea f € Ly(€2). Una funcién g € La(Q2) se llama la derivada débil a-ésima de f si

(g.,0) = (—)°l(f, D),  peP(Q).



Note que la derivada débil es tnica si existe; se denota por D(®) f.
Para m € N definimos el espacio de Sobolev

W™(Q) == {f € Ly(Q) : DY f € Ly(Q), e < m}.

W™() es un producto interior con

(frg)wm ==Y (D f,Dg),.

lof<m

Ademsds, definimos los espacios

H™Q):=Cm(Q)NnWm(Q) and  HJ'(Q):= 2(Q)

donde la clausura es tomada con respecto a la norma inducida por (-, -)ym.



