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Diferenciación; funciones exponenciales. Fecha de entrega: 7 de Abril 2011

1. Muestre que las siguientes funciones son diferenciables y encuentre sus derivadas. ¡Prueba!

(a) w : R+ → R, x 7→
√

x,

(b) cos : R→ R, sin : R→ R,

exp(iz) = cos(z) + i sin(z), z ∈ C.

2. Para k ∈ N defina fk : R→ R por

fk(x) :=

xk sin
1
x

, x 6= 0,

0, x = 0.

Para cuáles k es fk diferenciable? Para cuales k es fk continuamente diferenciable?

3. Sea f : [a, b]→ [a, b] continua y diferenciable en (a, b) con f ′(x) 6= 1, x ∈ (a, b). Muestre
que existe exactamente un p ∈ [a, b] con f(p) = p.

4. Exponential functions. Para a ∈ R+ = (0,∞) fijo se define la función

pa : C→ C, pa(z) = exp(z ln(a)).

(a) Para a ∈ R+ y q ∈ Q muestre

pa(q) = aq. (∗)

(b) Muestre que pa es diferenciable y encuentre su derivada.

Recall. Para a ∈ R+ y n ∈ N definimos

an :=

nY
n=1

a, a0 := 1, a
1
n := unique positive solution of xn = a.

Entonces aq :=
`
(aσ)

1
m
´n

está definida para todos q = σn
m
∈ Q con m ∈ N, n ∈ N0, σ ∈ {±1}.

Remark. Dada la identidad (∗) se define

az := exp(z ln(a)), a ∈ R+, z ∈ C.


