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Convergencia de funciones holomorfas. Fecha de entrega: 02 de noviembre de 2018

Sea X un espacio métrico. Una sucesion (f,,)nen de funciones U — C se llama continuamente
convergente si para toda sucesion (x,,)ney C X convergente el limite lim, o fr(2,) existe.

1. (a) Sea X un espacio métrico y (fn)nen una sucesién de funciones en X que converge
continuamente. Demuestre que f : X — C, f(z) = lim, 0 fn(2,) estd bien de-
finido (es decir, que es independiente de la sucesién (z,)nen escogida) y que f es
continua (inclusive si las f,, no lo son).

(b) Sea U C C abierto y (fn)nen una sucesién de funciones en X que converge conti-
nuamente. Demuestre que lo siguiente es equivalente:

(i) (fn)nen converge compactamente a una funcién f € C(U).
(ii) (fn)nen converge continuamente.

En particular, una sucesién continuamente convergente de funciones holomorfas
converge a una funcién holomorfa.

2. Sea U C C abierto y (fn)nen una sucesion de funciones holomorfas U — C. Suponga que
fn = f compactamente y que f no es constante. Demuestre que para todo zy € U existe
una sucesion (2, )nen C U y un Ny € N con lim,, 00 2, = 20 ¥ fn(2n) = f(20) para todo
n Z No.

3. Sea U C C abierto y (fn)nen una sucesién de funciones holomorfas U — C. Suponga
que f, — f compactamente y que f no es constante. Demuestre:
(a) Siexiste W C C tal que f,,(U) € W para todo n € N, entonces también f(U) C W.
(b) Sitodas f, son inyectivas, f también es inyectiva.

(c) Sitodas f, son localmente biholomorfas, f también es localmente biholomorfa.

4. (a) Sea R > 0y f : Bgr(0) — C una funcién holomrfa con serie de Taylor f(z) =
Ym0 Cn?". Suponga que || f[[%, ) = S50 |f(2)|?dz = M < .
Demuestre que para todo 0 < r < 1

e 2
2 _ ‘Cn‘ 2n+2 Hf”Bl(O)
15,0 = 777?:0 i y |f(0)] < v

(b) Sea U C C una regién acotada y sea (fn)nen una sucesién de funciones holomorfas
U — C. Suponga que existe C' > 0 tal que

an||U<C, n € N.

Demuestre que la sucesién (f,)nen es localmente acotada. Concluya que contiene
una subsucesién que converge uniformemente subconjuntos compactos de U.



