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Resumen

Introducimos los niimeros de Bernoulli y demostramos algunas de sus propiedades més
importantes. Usamos estos para encontrar las series de Taylor alrededor de 0 de las fun-
ciones z cot z y tan z. Introducimos la funcién Zeta de Riemann y hallamos los valores que
toma en argumentos pares positivos en términos de los niimeros de Bernoulli. Finalmen-
te demostramos la formula de Sumaciéon de Euler-Maclaurin y usamos esta para extender
analiticamente la funcién Zeta de Riemann a los C\{1}.

1. Numeros de Bernoulli
Sea t € R y consideremos la funcién
f(z) =

la cual tiene una singularidad removible en z = 0 (lim._,¢ f(z) = 1 por la Regla de L’Hépital).
Por lo tanto la funcién

er —1’

2" i 2 £ 27k, k€ Z\{0
g(z) = e —1 ] # \{ }
1, siz=20

es holomorfa en {z € C: |z| < 27}. Sea
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(Bn(t) := g™(0)). Los B,(t)’s son polinomios en ¢ (demostraremos esto a continuacién) y
son llamados polinomios de Bernoulli, y los B, := B,(0) son llamados nimeros de Bernoulli.
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Por simplicidad denotaremos a g como Z*— y siempre que trabajemos con su serie de Taylor

alrededor de 0 supondremos que |z| < 2.

Proposicion 1. Los nimeros de Bernoulli satisfacen la féormula de recurrencia By =1,
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para n > 1, de donde es claro que los nimeros de Bernoulli son racionales.

Demostracion. Como
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Igualando coeficientes obtenemos el resultado buscado. O



Con ayuda de la férmula de recurrencia, podemos hallar los primeros nimeros de Bernoulli:
By=1, By = -1/2, B, =1/6, B3 = 0,.... El siguiente resultado expresa los polinomios de
Bernoulli en términos de los ntimeros de Bernoulli.

Proposicion 2.

B, (t) = zn: <Z> Byt
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de donde es claro que By (t) es un polinomio en t con coeficientes racionales.

Demostracion. Vemos que
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Comparando coeficientes obtenemos el resultado buscado. O

Con ayuda de esta férmula podemos hallar los primeros polinomios de Bernoulli: By(z) =
1,Bi(z) =z — %, Ba(x) =2 —x + §,Bs(w) = 2% — 327 + Ju,. ..

Proposicion 3. Sin es impar y n # 1, entonces B, = 0.

Demostracion. Como
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Si demostramos que z (ez%l + %) es una funcién par, entonces B,, = 0 para n impar y n # 1.

En efecto,
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de donde es claro que esta funcion es par. O

Proposicién 4. B, (t+ 1) = B,(t) + nt" "', n € Z*.

Demostracion. Tenemos que
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Por lo tanto, para n € Z™, B"(tﬂrz!*B"(t) = (f::ll)! y Bu(t+1) — B,(t) = nt" L O

Corolario 5. B, (1) = B,, para n € N\{1}.

Usando la proposicién anterior, observamos que para s € N
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Proposicién 6. B;,_ (t) = (n+1)B,(t),n € N.
Demostracion. Como
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entonces

2. La series de Taylor de zcot z y tan z alrededor de 0:

Proposicién 7.
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Demostracion.

a) En la demostracién de la proposicién 3 vimos que
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Luego si |z] < 7, entonces |2iz| < 27 y se tiene que
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b) Como cot 2z = % = %cotz - %tan z, entonces, para |z| < F,

ztanz = zcot z — 2z cot 2z
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3. La Funcion Zeta de Riemann

La funcién Zeta de Riemann viene dada por ((s) = >_>°, L (n® := e*"") donde In denota
el logaritmo natural). Esta funcién estd definida para Res > 1, pues para estos valores la serie
converge. En efecto, sabemos que las p-series Zn 1 np (p € R) convergen para p > 1 (criterio

de la integral o teorema de Condensacién de Cauchy); como
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es claro que Y 07| ng converge si Res > 1. Para ver que la funcién ¢ es holomorfa en D :=
{s e C: Res > 1}, basta ver que la sucesién de funciones holomorfas (Sy)yez+, donde
Sy = ZnN 1 ng, s € D, es localmente acotada. Esto se tiene yaquesi s € {z € C: Rez > 1+¢}

donde € > 0,
‘SN |<Z|7|<ZnRes SZnIJrE §2n1+5

Proposicién 8. Para k € Z™,
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para z ¢ Z. Para z lo suficientemente pequeno y no nulo,
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y por lo tanto
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Se tiene entonces que
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para z lo suficientemente pequeno. Para justificar el intercambio de las sumas, observamos que
este es posible si z también es un ndmero real no-negativo (Teorema de Tonelli). La serie de
potencias que aparece en (x) entonces tiene radio de convergencia no nulo y define una funcién
holomorfa en una vecindad de 0. El principio de la identidad nos asegura entonces la igualdad.
También sabemos que para z lo suficientemente pequefio
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Corolario 9. La sucesion By, By, Bg, Bs, ... es alternante.
Demostracion. Esto se debe a la férmula anterior y a que ((2k) es positivo para k € Z™. O
Corolario 10. (-1)"B,, = B,, paran > 2.
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Con la férmula anterior podemos ver que ¢(2) = %-,((4) = §5,¢(6) = g, - -

4. La Formula de Sumacion de Euler-Maclaurin

Proposicién 11 (Férmula de Sumacién de Euler-Maclaurin). Sean M, N € Z con M < N y
f:[M,N]— C tal que f € C¥([M, N]). Entonces,
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Demostracion. Probaremos primero el caso en el que M = 0y N = 1. Usando que B;(x) =
x —1/2, Bi(z) = 1, proposicién 6, corolarios 5 y 10 e integracién por partes, obtenemos que
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Pasando a restar los dos tiltimos términos y sumando 3 [f(1) + f(0)] a ambos lados, obtenemos
el resultado deseado. Para el caso general, aplicamos el caso especial para la funcién f(z + n)
(n fijo) para obtener
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Por un lado
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y por el otro
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El resultado general se obtiene de (x*), sumando den =M an= N — 1. O
Aplicando esta féormula a la serie Zgzl #, s # 1, y observando que para f(z) = z~%,
fO@) = (=s)(=s = 1) (s —j4+ 1Dz = (=1)s(s = 1)--- (s + j — 1)z ™57

se tiene que
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Para s # 1 tal que Res > 1, hacemos N — oo obteniendo que
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Sin embargo la tltima integral converge para Res > 1—k ( floo 7%~k dx converge absolutamente
y Bi(z — |z]) es acotada por ser continua y periddica), por lo cual el lado derecho de (x %)
da la extensién analitica de ¢ al conjunto {s € C:Res >1—k,s# 1}. Como k es arbitrario,
tenemos que la funcién ¢ tiene una extensién analitica a C\ {1}.
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