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1. Definiciones basicas

Definicién 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una carta compleja o una carta (U, ¢) en X es un homeo-
morfismo ¢ : U — V, para abiertos U C X y V C C.

Decimos que la carta esta centrada en p € M si ¢(p) = 0.

Note que el inverso de ¢ puede entenderse como una parametrizacion local del abierto U C X.

Definicién 1.2. Dadas dos cartas ¢1 : Uy — Vi y ¢ : Uz — V5 de X, decimos que estas son compatibles
siU NUs=0o0

P20 1" 1 p1(Ur NUs) = ¢2(Ur NUy)
es holomorfa.

Ejemplo 1. Considere S? = {(z,y,2)|2? + y*> 4+ 22 = 1} la esfera unitaria en R®. Y defina la proyeccién

estereogrifica ilustrada en la Figura [1] ¢y : Uy € S? — C en U; = S?\ (0,0,1) dada por ¢;(z,y,2) =
Y

11—z ""1—4

Claramente tenemos que ¢1(U;) = C y podemos definir su in-
versa ¢; ' : C — U facilmente como

¢1_1(Z):<2Re(z) 2m(z) |2| -1>.

1—}—\2|27 1—|—|z|271—|—|z|2

Es facil verificar que estas son efectivamente inversas. Asi mismo
podemos definir ¢ : Uy C S? — C, para Uy = S?\ (0,0, —1) como

oz .y
¢2($7y7z)_1+z ’Ll_’_z
cuya inversa esta dada por
qﬁ_l(z) [ 2Re(z) —2Im(z) 1— |z\2 Figura 1: Proyeccién estereografica
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Ahora consideremos la funcién de transicion ¢go¢; * 1 ¢1 (U1 NUs) — ¢o (U1 NUs), note que ¢1(U;NUL) =
¢2(U; NUz) = C\ {0} y tenemos
2Re(z) 2Im(z)
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Anélogamente ¢ o ¢5 1(z) = 1/z y por tanto las dos funciones de transicién son holomorfas en su dominio
y por tanto estas cartas son compatibles.

Definicién 1.3. Un atlas complejo sobre X es una coleccién de cartas A = {(Uy, o )| — C} compatibles
dos a dos tales que X =, Ua.

Ejemplo 2. En el Ejemplo [1]las cartas dadas forma un atlas complejo de S2.

Definicién 1.4. Dos atlas complejos A y B se dicen equivalentes si cada carta en A es compatible con
cada carta en B.

Lema 1.1. Dado un espacio topoldgico X. Cada atlas A sobre X esta contenido en un unico atlas mazximdl.

Demostracion. (Lemma 1.10 |[Lee03]) Sea A el conjunto de todas las cartas compatibles con cada carta en
A. Vamos a ver que A es un atlas, para ello debemos verificar que cualesquier cartas en A son compatibles.

Tome cartas (U, ¢), (V,4) en Ay veamos que ¢orp~! : p(UNV) — ¢(UNV) es holomorfa; tome entonces
z €y(UNV)y por tanto existe x € UNV C X tal que ¢(x) = 2.
Como A es atlas de X entonces existe una carta (W, ) tal que 2 € W. Por definicién de A tenemos que

(U,¢) y (V,1) son compatibles con (W, ). Entonces ¢ o #~1 y 6 o1~ son holomorfas en (U NV NW) C
GUNW)yp(UNVNW)Cy(VNW) respectivamente.
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Del diagrama anterior vemos que ¢po = : p(UNV NW) — ¢(UNV NW) se escribe como composicién
de funciones holomorfas. Por tanto ¢ o1 ~! es holomorfa en una vecindad de z = 9 (z). Entonces A es un
atlas en X.

Para verificar que es maximél, simplemente note que un argumento similar al anterior muestra que la
compatibilidad de cartas es una relacién transitiva. Y por tanto, cualquier carta que sea compatible con
todas las cartas de A es compatible con todas las caras en A y por tanto debe estar contenida en A.

Finalmente, si existiera otro atlas maximél B que contenga a A, todas las cartas en B deben ser compa-
tibles con todas las cartas en A y por tanto B C A y por maximalidad B = A. O

Definicién 1.5. Una superficie de Riemann es un espacio topoldgico X Hausdorff y segundo contable
junto con un atlas complejo (también llamada estructura compleja).

Ejemplo 3. S? con el atlas descrito en el ejemplo [1] es una superficie de Riemann.
2. Ejemplos

Ejemplo 4 (Linea proyectiva compleja CP'). (Cépitulo 1 [Mir95]) Definimos CP' = C2\ {0} / ~ donde
(z1,w1) ~ (22,ws) siy solo si (21, w1) = A(z2,ws) para algin A € C* := C\ {0}. Denotaremos por [z : w] a



cada clase de equivalencia.

Note que [z : w] = span(z,w), asi pues cada punto en CP' puede escribirse como [z : w] para z # 0
o w # 0. Vamos a usar esta observacién para cubrir CP' con dos abiertos Uy = {[z:w] |2 #0} y Uy =
{[z, w] [w # 0}.

Defina los homeomorfismos ¢q : Uy — C como ¢o([z : w]) = w/z y ¢1 : Uy — C como ¢1([z : w]) = z/w;
los inversos de estos mapas estan dados por ¢y (A) = [1: ] y ¢7*(A\) = [\: 1]. Para verificar que sean
inversos es importante notar que [z : w] = [1 : w/z] si z # 0 pues (z,w) = 2(1,w/z) € C2\ {0} y z € C*.

Ahora bien, tenemos que ¢o(U; NUz) = ¢1 (U3 NU2) = C\{0}. Y si calculamos las funciones de transicién
b1 005 (\) = ¢1([1: A]) = 1/ la cual claramente es holomorfa en C \ {0}.

Debemos verificar que CP' sea efectivamente segundo contable y Hausdorff. Primero considere el mapa
cociente 7 : C2\ {0} — CP' que por definicién es abierto y por tanto envia la base contable de C? \ {0} en
una base contable para CP'.

Tome p, ¢ € CP', si p, q € Uy los podemos separar con abiertos pues Uy es Hausdorff (pues es homeomorfo
a C). Andlogamente esto es cierto si p,q € Uj. Solo resta ver que pasa si p € Uy \ Uy y q € Uy \ Uy,
esto implica que p = [1:0] y ¢ = [0:1]. Claramente p € ¢y (B1(0)) y ¢ € ¢, (B1(0)). Si existiera
r € ¢y (B1(0)) N ¢7H(B1(0)) entonces existen a,b € By (0) tales que ¢y (a)Rr = ¢ (b). Esto implica que
$1(¢g ) (a) = b entonces b = 1/a. Pero esto contradice que a,b € B;(0). Entonces CP' es Hausdorff y por
tanto es una superficie de Riemann.

Ejemplo 5 (Toro complejo). Fije wy,wy € C que sean R-linealmente independientes. Y defina el latice

L= {m1w1 + mowo |m1,m2 S Z} =: Zwy + Zws.

Claramente L es un subgrupo de (C,+) y por tanto podemos considerar X = C/L y dotarlo con la
topologia cociente, i.e. la inducida por el mapa = : C — C/L. Es ficil ver que con esta topologia 7 es un
mapa abierto.

Tome V' C C abierto y queremos ver que m(V) es abierto en X; esto es equivalente a ver que 7 (7 (V))
es abierto en C. Claramente

a Hr(V) =71 <U erL) = U v+ L) = U (Uv+l> = UlJrV.
veV veV veV \leL leL

Como la suma es un homeomorfismo de C en C, entonces [ + V es abierto y por tanto 7~ 1(7(V)) es abierto.
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Figura 2: Latice generado por 1, 1/2 + ¢ en C.



En la Figura[2] se muestra L C C, es claro que L es discreto y por tanto podemos encontrar un € > 0 tal
que para cada z € C el disco D, = B¢(zp) no contenga més de un punto de L. Ahora bien si consideramos la
restriccion 7|p, : D, — w(D,) es claramente sobreyectiva, continua y abierta (pues 7 lo es) y por escogencia
de € resulta ser inyectiva y por tanto 7|p, es un homeomorfismo.

Vamos ahora a definir las cartas en X, para cada z € C defina ¢, =: 7(D,) — D, como la inversa de
7|p,. Claramente como 7 es sobreyectiva tenemos que X = (J, . m(D>), solo resta verificar que las cartas
sean compatibles dos a dos.

Considere dos cartas (¢, (D)) y (¢w, 7(Dy)). SiU = 7(D,)N7w(D,,) es vacio ya tendriamos el resultado.
Suponga que U es no vacio y note que T'(a) := ¢y (¢;1(a)) = ¢w(n(a)) para a € ¢.(U). Por definicién
tenemos que 7(T'(a)) = 7(¢w(m(a))) = 7(a), entonces T'(a) —a = S(a) con S(a) € L para cada a € ¢,(U).
Claramente S : ¢,(U) — L es una funcién continua y como L es discreto, entonces S es localmente constante,
i.e. es constante en las componentes conexas de ¢.(U) que son las mismas componentes conexas de U. Asi
pues T'(a) = 2+ S(a) = 2+ 1 para algin | € L (determinado por la componente conexa de ¢, (U) donde este
a) y por tanto T es holomorfa en a.

3. Funciones en superficies de Riemann

Definicién 3.1. Sea X una superficie de Riemann, F': X — C y p € X. Decimos que f el holomorfa en
p si existe una carta (U, ¢) tal que p € U y fo ¢! es holomorfa en ¢(p). Decimos que f el holomorfa en un
abierto W C X, si f es holomorfa en cada punto de W.

Nota. f: X — C es holomorfa en p € X si y solo si para cata carta (U, ¢) tal que p € U la composicién
go ¢! es holomorfa. Esto es facil de ver con un argumento similar al presentado en el Lema

Lema 3.1. Considere W C C/L un abierto en el toro complejo y sea f: W — C. f es holomorfa enp € W
st y solo st Iz € C tal que w(z) = p y f ow es holomorfa en z. Adicionalmente f es holomorfa en W C X
si y solo si fow es holomorfa en 7= (W).

Demostracion. Se sigue facilmente de la definicién de las cartas de C/L dadas en el Ejemplo O

Definicién 3.2. Sea f una funcién holomorfa en una vecindad puntuada de p € X, con X una superficie
de Riemann. Decimos que f tiene una singularidad removible, un polo o una singularidad esencial
en p si existe una carta (U, ¢) tal que p € U y f o ¢~ ! tiene una singularidad removible, un polo o una
singularidad esencial respectivamente.

Definicién 3.3. Una funcién f : X — C se dice meromorfa en un abierto W C X, si f es holomorfa en
W\ P, donde P es un conjunto discreto y cada punto p € P es una singularidad aislada o un polo de f.

Nota. Usando el Lema [3.1] podemos mostrar que f : X — C es meromorfa en un abierto W de X si y solo
si fon~! es meromorfa en 7(W).

Ejemplo 6 (Funciones meromorfas en CP'). Primero note que para construir funciones en CP' debemos
intentar construir funciones en C? que sean invariantes bajo la accién de por multiplicacién de C*. Si tomamos
un polinomio p(z,w) en dos variables, decimos que es homogéneo si cada uno de sus términos es del mismo
grado, i.e. un polinomio homogéneo de grado k puede escribirse como

k
p(z,w) = Z a; 2wk,
=0



Lema 3.2. Si p,q son polinomios homogéneos de grado grado k y q no es idénticamente cero. Entonces,
r([z s w]) = p(z,w)/q(z,w) es a una funcién meromorfa en CP'.

Demostracién. Como en el Ejemplo 4| cubrimos CP' con los abiertos Upy Uy. Para verificar que r es mero-
morfa, es suficiente verificar que 7(¢y ' (u)) es meromorfa en Uy. Pero por la definicién de ¢y ' tenemos

r((¢5 () = r([L:u]) = 2

esta es una funcién racional de C en C, pues es un cociente de polinomios complejos en una variable.

Este mismo célculo puede hacerse en la carta (¢1,U;). y esto muestra que r([z : w]) = p(z,w)/q(z, w) es
meromorfa. O

Teorema 3.3. Toda funcién meromorfa en CP' es un cociente de polinomios homogéneos en dos variables
del mismo grado.

Demostracion. Recuerde que CP' es compacto y por tanto si f : CP' — C es meromorfa no idénticamente
cero, tiene una cantidad finita de ceros y polos, lldmelos {[a; : bj]};lzl cada uno con orden ord(f,[a; : b;]) =
€j.

Defina

r(z,w) =w" H(bjz —ajw)®
J

con n = — 3 e;. Claramente r es un polinomio homogéneo pues r(Az, A\w) = A"w" [T;(bjAz — ajAw)® =
A" [T; A% (bjz — ajw) = A A € [1;(bj2 — ajw)* = AL gy [1;(bjz — ajw)% = r(z,w).

Ahora bien defina g = r/f, esta funcién no tiene polos ni ceros, salvo en [1 : 0] posiblemente. Esto se
puede ver ficilmente luego de precomponer g con las cartas de CP'.

Como g no tiene ceros, entonces 1/g no tiene polos. Esto implica que todas las singularidades de 1/g son
removibles y por tanto |1/g| es continua y por la compacidad de CP' alcanza su maximo. Por el Principio
del médulo méximo entonces 1/¢g es constante. Si suponemos que [1 : 0] es polo de g, entonces este mismo
punto es cero de 1/g, por tanto 0 = 1/g = f/r. Pero esto es una contradiccién pues f no es idénticamente 0
en CP!.

A . 1
Entonces de nuevo un argumento similar al anterior usando que g es holomorfa en CP~ tenemos que debe
ser constante y por tanto f es un cociente de polinomios homogéneos. O
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