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Análisis complejo Taller 2

Series de potencias. Fecha de entrega: 03 de febrero de 2016

1. Sean w, z ∈ C con zw 6= 1. Demuestre:

(a) Si |z| < 1 y |w| < 1, entonces

∣∣∣∣ w − z

1− wz

∣∣∣∣ < 1.

(b) Si |z| = 1 o |w| = 1, entonces

∣∣∣∣ w − z

1− wz

∣∣∣∣ = 1.

2. Sea D := {z ∈ C : |z| < 1} y w ∈ D. Defina F (z) := w−z
1−wz para z ∈ C con wz 6= 1.

Demuestre:

(a) F es holomorfa, F (0) = w, F (w) = 0 y la imagen de F |D está contenida en D.

(b) |F (z)| = 1 si |z| = 1.

(c) F : D→ D es biyectiva.

3. Demuestre que

(a)

∞∑
n=1

nzn no converge en ningún punto del ćırculo unitario.

(b)

∞∑
n=1

zn

n2
converge en cada punto del ćırculo unitario.

(c)

∞∑
n=1

zn

n
converge en cada punto del ćırculo unitario excepto 1.

Hint. Sumar por partes.1

4. Un subconjunto S ⊂ N es en progresión aritmética si existen a, d ∈ N tal que

S = {a + nd : n ∈ N0}.

El número d se llama diferencia de la progresión. Demuestre que N no se puede parti-
cionar en un número finito, > 1, de conjuntos en progresión aritmética con diferencias
distintas. (Claramente S = N si a = d = 1.)

Hint. Escribe
∑∞

n=1 z
n como suma de series según la partición de N en progresiones

aritméticas.

1Sean (an)Nn=1 y (bn)Nn=1 sucesiones en un espacio normado y sea B0 := 0 y Bk :=
∑k

n=1 para k ∈
{1, . . . , N}. Entonces

∑N
n=M anbn = aNBN − aMBM−1 −

∑N−1
n=M (an+1 − an)Bn.


