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Introduccion

En la literatura Matemaética, hay dos tipos de textos de Andlisis Numérico:
los que tienen la fama de ser tedricos y generalmenente destinados a estudiantes
avanzados de Matematicas por el alto nivel de conocimientos, particularmente
en Andlisis Funcional, requerido para poder leerlos. Estos textos generalmente se
usan con estudiantes que hayan visto un curso elemental en el drea. El segundo
tipo es de los textos que hacen un énfasis importante sobre la parte algoritmica
y computacional. El piblico potencial de estos libros son los estudiantes de
Ingenieria que no buscan mas que resolver numéricamente un problema dado con
algoritmos ya existentes. Asi que muchos resultados matematicos en estos libros
son enunciados brevemente o simplemente omitidos sobretodo los resultados de
convergencia.

Este libro se puede considerar como entre los dos tipos de textos citados.
Asi que los estudiantes de Matematicas e Ingenieria y profesores en el drea de
Anélisis Numérico pueden perfectamente seguir los distintos capitulos del texto
sin perderse en los resultados tedricos complejos ni aburrise con largas tablas de
resultados numéricos de un algoritmo cuya convergencia no ha sido probada. El
perfil general de lector no require sino un nivel basico en Matemaéticas equiva-
lente a Célculo Vectorial o funciones de varias variables. Pero dado que el texto
es autosuficiente, hasta los resultados de dificultad relativa son demostrados
rigurosamente.

La idea del libro nacié cuando dicté por la primera vez el curso de Anélisis
Numérico de Honores en el departamento de Matematicas de la Universidad de
los Andes. La necesidad de redactar las notas del curso persistié en los semestres
posteriores a medida que el esquema del curso se aclaraba cada vez que dictaba
el curso.

Aunque los capitulos tienen cierta independencia entre si, hay un hilo con-
ductor a lo largo de este documento. El objetivo se trazé de manera que el
lector puede resolver al final un problema sencillo de Ecuaciones con Derivadas
Parciales con el método de Elementos Finitos en todos sus detalles empezando
por la discretizaciéon del dominio, pasando por la construcién del sistema lineal
que resulta de la discretizacion y terminando con la resolucién numeércia de éste.
Esta ultima parte que es la componente méas numérica de la resolucién del pro-
blema estd desarollada en tres capitulos, a saber, Métodos Directos, Métodos
Iterativos y Métodos basados en la optimizacién.

Los dos capitulos anteriores a estos forman la imprescindible base tedrica de
Algebra Lineal para estudiar rigurosamente los algoritmos de dichos métodos.



Los dos primeros capiulos tienen como objetivo la integracién numérica dado
que en la solucion de las Ecuaciones con Derivadas Parciales aparecen muchas
integrales en la construcion del sistema y su calculo exacto es demasiado costoso
o imposible.

Ahmed Ould Khaoua
Enero 2004



Capitulo 1

Interpolacién

Ejemplo 1.1 (Ejemplo ilustrativo del problema). Supongamos que tenemos
una barra metdlica recta de longitud [. Nos interesa conocer la temperatura a
lo largo de la barra pero el dispositivo de medicion disponible sélo puede dar la
temperatura en los extremos de ésta.

e ———————¥

Figura 1.1.

Denotemos T, a la temperatura en un punto M a distancia x de A en la
barra. Conociendo Ty y T} queremos aproximar la temperatura 75 en la mitad
de la barra. El método intuitivo es tomar el promedio de Ty y T3, es decir

1

Tyyo =~
Por ejemplo, si Ty = 10° y T; = 50°,
Ty =~ 30°.
De manera similar 7;,4 ~ 20°. De ese modo
T, ~mx+b
y remplazando los datos en los extremos tenemos
To=b, T, = ml + Tp.

N1 =Ty
==

m



4 Capitulo 1. Interpolacion

y la ecuacién de la aproximacion de la temperatura en la barra es

T, — Tt
Tm:l 0

.13—|—T0

Ahora, supongamos que la situacion es diferente. El dispositivo de medicién
da la temperatura en los extremos y en la mitad de la barra, es decir tenemos
Ty, Ti/2,T; y se requiere aproximar la temperatura en un punto M a distancia
x de A en la barra.

)2 !

Figura 1.2.

Con los datos que se muestren en la figura (1.2), no se puede usar la anterior
técnica de aproximacién porque hay 3 datos y no son colineales. Una manera de
hacerlo es tratar de encontrar una funcién cuya grafica pase por los tres puntos.
El problema de interpolacion es encontrar tal funcién.

El problema general de la interpolacion se platea de la siguiente manera.
Sea I = [a,b] un intervalo en Ry sean xg < 21 < ... < &, n+ 1 puntos de I.
Supongamos que f es una funcién definida en I tal sus valores son conocidos en
los puntos x;, i =0,...,n.

Definicién 1.1. Una funcién g se dice interpolante de f en I con respecto a los

puntos z;, ¢ = 0,...,n, si g se conoce en todo Iy g(x;) = f(x;),i=0,...,n.
Si g es un polinomio, se le dice interpolante polinomial.
Nota 1.1.

En la préactica se usa mas la interpolacién polinomial porque es mas facil
manejar polinomios en los célculos.

1.1. Interpolacion de Lagrange

Sean I = [a,b], zg < 21 < ... < Ty, puntos de I y f una funcién definida
sobre 1.

Problematica 1.1. Encontrar un polinomio P de grado menor o igual a n tal
que
f(zi) = P(xi), 1=0,...,n.



1.1. Interpolacién de Lagrange )

Definicién 1.2. Los polinomios de Lagrange asociados a los puntos z;,7 = 0, . ..
son los polinomios de grado n definidos por

s =I5 )

i
Nota 1.2.
1. Para todo ¢ =0,...,n, L; es un polinomio de grado n.
2. L; tiene n raices reales que son xg,...,Ti—1,Tit1,--,Ln-
3. Paratodoi,j=0,...,n
Li(x;) = 045,

donde ;5 es el simbolo de Kronecker definido por

5y = {0, sii# 7,

1, sii=j.

1.1.1. Existencia y unicidad del polinomio de interpola-

cién
Teorema 1.1. Dados n + 1 puntos x;, i = 0,...,n, distintos de un intervalo
I = [a,b] y n + 1 nidmeros reales y;, i = 0,...,n, entonces existe un tnico

polinomio P,, de grado menor o igual a n tal que

P (i) = yi, 1=0,...,n.

Nota 1.3.
En este teorema los nimeros reales y;, ¢ = 0,...,n, representan los valores
f(x;),i=0,...,n, cuando se trata de la interpolacién de la funcién f y en este

caso P, se llama el polinomio de interpolacion de lagrange de f en los puntos
xi,izo,...,n.

Demostracion. Sea

Pu(z) =Y yi Li(x).
=0

P,, es un polinomio de grado menor o igual a n siendo suma de los polinomios
de Lagrange L;, i = 0,...,n. Ademads, para cualquier z;,  =0,...,n,

Pa(y) = s L),
1=0

n
= Z Yi 0ijs
i=0

)n)
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Es decir P, interpola f en los puntos xg, x1, ..., Zy.

Mostremos la unicidad. Designamos d°P el grado de P. Supongamos que
P, y @, son dos polinomios tales que d°P,, <n, d°Q, <ny P,(z;) = Qn(z;),
i=0,...,n. Sea el polinomio

Wa(z) = Po(2) — Qn(2)-

Notamos que d°W,, < n y W(x;) = 0 para todo i = 0,...,n. Asi, W,, es un
polinomio de grado menor o igual a n con (n + 1) rafces, lo que es imposible a
menos que W, (z) = 0 entonces, Q,(x) = P,(z) y P, es unico. O

Nota 1.4.
En el teorema anterior el polinomio de interpolacién de Lagrange no se pre-
senta en la forma

P, (x) = anz"™ + an_12" "V + ...+ ao.

Eso representa una dificultad numérica mayor por necesitarse muchas operacio-
nes para calcular P,(«) para un « real dado. Existen algoritmos que permiten
la reduccién de los el célculos para evaluar P, («) (Ver problemas).

Ejercicio 1.1. Calcular el nimero de operaciones (suma, multiplicacién) nece-
sario para calcular P, («).

Nota 1.5.
En el ejemplo de la aproximacién de la temperatura se construyé un polino-
mio de grado 1 (caso lineal) cuando se usaron las temperaturas medidas en los

extremos.
T, — Ty

l

En el caso de mediciones en tres puntos Ty, Tj/2,T; se construye un polinomio
de grado 2,

Pl(x) x + Ty

Pg(:t) =Ty L()(:E) + Tl/g Ll(if) + 1 LQ({E),

donde
_@-2)=-1) 1
Lo = D ERE 2z —1)(z - 1),
_x(x—1) 4
b=y = =),
Cx(z—1/2) 1
Ly = ) l—zx(2a: —1).

El polinomio de interpolacién de Lagrange para el problema es

To 4Ty /o
Py(w) = 35 (20 = D)(a — ) = —

T,
x(x—1)+ 2 x(2x —1).
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1.2. Interpolacién de Hermite

Vimos que con el conocimiento de las parejas (x;, f(z;)), z; € I = [a,b],
1 =0,...,n, se puede hallar el polinomio de interpolacién de grado menor o igual
a n. Supongamos ahora que se quiere encontrar un polinomio “més parecido” a
f usando informacién adicional sobre f en los puntos z;, i =0,...,n.

Lo maés natural en este caso es pensar en las derivadas de f en los puntos
xi,izo,...,n.

El problema se plantea de la siguiente manera. Sean I = [a,b] y ¢ < 21 <
... <y (n+1) puntos en I. Sean ko, k1, k2, ..., kn, n + 1 enteros no negativos
y f una funcién definida en I tal que los nimeros

F9 (), 1=0,....,n, j=0,...,k;,
son definidos y conocidos. Denotemos igualmente m =n + kg + ... + k.

Nota 1.6.
@) (x;) denota la j— ésima derivada de f en el punto z; y f(© = f.

Problematica 1.2. Encontrar un polinomio P,, de grado menor o igual a m
tal que

Definicién 1.3. Un polinomio como (1.1) se llama polinomio de interpolacién
de Hermite de la funcién f en los puntos x;, ¢ = 0,...,n, con respecto a los
enteros k;, 1 =0,...,n.

Teorema 1.2. EI polinomio de interpolaciéon de Hermite existe y es tnico.

Antes de demostrar este teorema introducimos la nocién de raiz multiple y
miramos su relacion con las derivadas de polinomios.

Definicién 1.4. Sea P(x) un polinomio con coeficientes en K (K=R o C) y
sean o € K un escalar y m € N. Se dice que « es una raiz de P de multiplicidad
m si (x —a)™ divide a P(x) pero (z — a)™*! no lo divide.

En otras palabras, « es raiz de multiplicidad m de P si P(z) se escribe en
la forma

P(z) = (z — o)™ Q(z),
con Q(«a) # 0.

Lema 1.1. « es una raiz de multiplicidad m del polinomio P si y sélo si para
todok, 0 < k<m-—1,

PR (a)=0 y P™(a)+£0. (1.2)

Demostracién. Sea P un polinomio de grado n. Aplicando la formula de Tay-
lor de orden n + 1 al polinomio P en un punto « se tiene

P)=Y" @ PO (a).

=0
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Es evidente que si P*)(a) =0,k =0,...,m — 1, y P")(a) # 0 entonces o es
raiz de multiplicidad m. Reciprocamente, derivar la ecuacion

P(z) = (z — )" Q(z),

permite deducir el resultado. O

Ahora demostremos el teorema (1.2).

Demostracidén. Si escribimos P,, el polinomio de interpolacién de Hermite en
la forma
P(z) = ap+ a1z + - + apa™,

las ecuaciones (1.1) forman un sistema lineal de m + 1 ecuaciones y m + 1
incongnitas que son los coeficientes a;,i = 0,...m. De este modo el teorema
quedard demostrado si probamos que este sistema lineal tiene una solucién tnica.

Pero esto es equivalente a probar que el sistema lineal homogéneo asociado
tiene la solucién trivial como solucién tnica. Tal sistema se escribe en la forma

PY)(z;) =0, i=0,....,n, j=0,... k. (1.3)
Estas ecuaciones significan que paratodoi = 0, ..., n, z; es raiz de multiplicidad

mayor o igual a k; + 1 del polinomio P,,. En otras palabras P,,, que es un
polinomio de grado m, tiene al menos m + 1 raices lo que significa que P, es el
polinomio nulo, es decir,la tnica solucién posible del sistema (1.3) es la solucién
trivial. O

Nota 1.7.
Es evidente que la interpolacién de Lagrange es un caso particular de la de
Hermite, con k; =0,i=0,...,n.

1.3. Calculo del error de interpolacion

Sea P, el polinomio de interpolacién de una funcién f en los puntos z;,
i=20,...,n del intervalo I = [a,b] con respecto a los enteros k;, i =0,...,n.

Problematica 1.3. Es natural preguntarse qué tan grande es el error que uno
estd cometiendo cuando aproxima f(x) con Py, (x) para un x € I.

Notemos que sin condiciones o datos adicionales sobre la funcién f, no hay
ninguna manera de controlar el error e(z) definido por:

Miremos por qué, para el caso simple k; = 0,7 =0,...,n. Sean P;, i =0,...,n,
n + 1 puntos del plano de coordenadas (z;,y;), ¢ = 0,...,n, donde z; € I,
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1=0,...,nyseaT € I. El polinomio de interpolaciéon de Lagrange asociado
a los puntos P; i = 0,...,n, queda fijo (por su unicidad) al fijar estos puntos.
i =0,...,n. Es evidente que para M, un real positivo arbitrario dado, existe

una infinidad de funciones f tales que

f@=M y flz;)=y;, 1=0,...,n.

Ademss, el polinomio de interpolacién asociado a los puntos (z;,y;),i =0, ..., n,
tiene un valor fijo P, (Z). De ese modo

e(@) = |f(@) — Pn(T)],
> [f@)] - [Pn(@)],
> M — P,(%).

Asi, e(T) toma valores tan grandes como uno quiera.

Teorema 1.3. Sean I = [a,b], x;,i=0,...,n,n+1 puntosdel, k;,i =0,...,n,
enteros no negativos, m = n+ > ., k; y Pp, el polinomio de interpolacién de
Hermite de la funcion f definida en I con respecto a x;, i = 0,...,n, y k;,
i=0,...,n. Si f € C™Y(I) entonces para todo x € I, existe 0, € I tal que

@) = Pu(a) = 224540, (1.4
donde

Demostracion. Si x es uno de los x;, 7 =0,...,n, los dos lados de la igualdad
(1.4) valen cero. Ahora, si x # x;, i =0, ...,n, definamos la funcién polinomial
Q. en la variable t por

Notemos que d°Q.,, < m + 1 por la presencia de p,,(t). Ademds, para un j
entero positivo

Dpy— p &) f(x) = Pol®) ()
(0 = P00 + L=l )

Tenemos para todo i = 0,...,n, para todo j < k;
P (i) = 0.

Asi ‘ ‘ ‘
QW (w:) = PV (i) = [V @)V < s

y también tenemos
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La funcién F', definida por

F(t) = Qm(t) — f(1),

se anula m + 2 veces y su derivada F’ se anula al menos m + 1 veces. Siguiendo

el proceso deducimos que existe un 6, en I tal que F™+1(0,) = 0 es decir

Qm(m+1)(9m) — f(m-{—l) (0.).

Fero J(@) — Pala)
L) = Iml L) (m41)
p— P ().

Como p,,(t) es un polinomio ménico de grado m + 1 deducimos que

Qm(erl)(t) =0+

pir ) = (m+ 1),

Entonces
f(@) — Pn(x)

(m+1) —
N (0) Pm ()

(m+1)!

lo que implica que

@) = Pu(z) = 20 006,

Corolario 1.1. Si f satisface las condiciones del teorema (1.3) tenemos

efa) < AL p,, ()

(m+1)
donde
My = sup |17+ (z) .
zel

Varias preguntas surgen examinando la desigualdad del corolario (1.1)

Nota 1.8.

1. Primera pregunta:
;Bajo qué condiciones la cantidad

Mm 1
gy @)

tiende a cero independientemente de x cuando m tiende a infinito? En
otras palabras, ;la sucesién de polinomios de interpolacién converge uni-
formemente a f?
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2. Segunda pregunta:
Si uno quiere interpolar una funcién f dada optimizando el error, el tinico
margen de maniobra es la cantidad |p,,(z)| que, en sintesis, depende sélo
de los puntos z;, i = 0,...,n, y de los enteros k;, i = 0,...,n. ;Cudl es
entonces la mejor seleccién de estos pardmetros para optimizar e(x)?

Tlustremos esta discusién con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2. Sean I = [a,b] y f € C>(I). Supongamos que existe un real
M > 0 tal que
/B @) <M, Veel, VkeNl.

Interpolando f en el intervalo I con respecto a los puntos x;, i =0,...,n,y los
enteros ko, . .., kn, el error e(z) es acotado de la siguiente manera
M
e(r) L —— T 1.5
(@) < Gy ) (15)

conm=n+ko+ ...+ k,. Recordemos que

dado que los z; estén en [a,b]. Entonces para todo z en [a, b]

|z — 2] < b—a.

n
[Tl =™ < —a)y™*?
1=0

y la férmula (1.5) da

< b m+1.
() € sy (b= )
Sabemos que para todo real =
lim = =0,
n—0 n'

entonces

lim e(z) =0, Vo € 1.

m— 00
Es decir que si se requiere una precisiéon muy alta en la aproximacién con el
polinomio de interpolacién es suficiente aumentar el nimero de puntos de inter-
polacién o los datos sobre las derivadas en estos puntos.

Ejemplo 1.3. En este ejemplo, llamado de Runge, veremos que la convergencia
no es siempre posible si la funcién interpolada presenta algunas “patologias”.
Sean I = [-5, 5] y
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Para n entero positivo se realiza la interpolacién de f en los puntos equidistantes
xj=—-b+1ih, i=0,...,n, h=10/n

y se calcula el error en el punto & = 5 — h/2. Los resultado obtenidos, para
distintos valores de n, estdn resumidos en la tabla siguiente donde la divergencia
de los polinomios de interpolacion es evidente.

n (@) - Pu(d)
2 -.08977122020
6 -.1864413536
10 -.6868592004
14 -2.822954659
18  -12.15212603
22 -53.74463799
26  -242.0061508
30 -1103.835361
34 -5083.699217
38  -23589.72229

Un analisis, no muy sencillo, de la funcién f muestra que sus derivadas tienen
la propiedad
M, ~nl.

Recordemos que M,, = sup |f(n)($)|
xzel

1.4. Interpolacion en los puntos de Chebyshev

Vimos en la nota (1.8.2) que la manera de reducir la cota superior del error
de interpolacién para una funcién dada es elegir los puntos x;, i = 0,...,n,y
los enteros k;, ¢ = 0,...,n, de manera que

Jodx, |pm ()]
sea minimo.

En esta secciéon vamos a buscar estos puntos para el caso de interpolacién
de Lagrange, es decir k; = 0, ¢ = 0,...,n. Inicialmente damos los puntos para
la interpolacién en el intervalo [—1,1] y después, con un cambio de variable
sencillo, generalizamos esta bisqueda para intervalos arbitrarios de tipo [a, b],
—o0 < a<b<oo.

1.4.1. Polinomios de Chebyshev

Para n € N, definamos las funciones

T, (x) = cos(n arc cos )
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sobre el intervalo [—1,1].
Proposiciéon 1.1. Para todon > 1,

1. La funcién T,(z) satisface la relacién inductiva Tyy1(x) = 22T, (z) —
Tn—l(x);

2. las soluciones de la ecuacién T,,(z) = 0 son

2k + 1
a:kzcos< + 7r>, k=0,...,n—1,;
2n

3. La funcién T, (x) toma valores entre —1 y 1 T,,(z) y alcanza el mdximo

_max | T (2)| =1

k
yk:cos(—w), k=0,...,n.
n

en los puntos

Nota 1.9.

Dado que Tp(z) = 1, T1(x) = z y por la parte (1) de la proposicién deducimos
que para todo n > 0, T,,(z) es un polinomio de grado n en x sobre el intervalo
[—1,1].

Definicién 1.5. Los polinomios T}, (z) se llaman polinomios de Chebyshev y
sus raices z; k =0,...,n — 1 se llaman puntos de Chebyshev.

Demostracion.

1.

Tpt1(x) = cos ((n+ 1) arccosz),
= cos(n arc cos ) cos(arc cos x) — sen(n arc cos x) sen(arc cos x),
1

= 2T, (z) — & cos ((n — 1)arccosz) + 3 cos ((n+1)arccosz),

=aT,(z) — % n—1(x) + %Tnﬂ(x).

Asi
Tot1(x) = 22T, () — Th1 (2);

2. La ecuacién Tp,(z) = 0 equivale a

narccosx=(2kj—|—1)g,
es decir arccosx=(2k—|—1)2l, k=0,....,n—1
n
Asi okt 1
x:cos( + 71'), k=0,....,n—1.
2n

Queda mostrado el punto 2.
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3. Sabemos que [T, (z)| < 1, Vo € [-1,1] y que |T,,(—1)] = |T.(1)| = 1.
Ahora analicemos los extremos T),(x) en el intervalo | — 1, 1[.

sen(n arc cos )

T,(x) = N

es nula si y sélo si
arccosr = —, k=1,....,n—1,
n

asf que |T,(z)| = 1 en los puntos

k
ykzcos(—ﬂ-), k=1,....,n—1
n

y en estos puntos el polinomio T;, vale
Toye) = (-1)F,  k=1,...,n—1

Agregamos los puntos yo = —1, y, = 1y (3) queda demostrado.
O

El teorema siguiente muestra que el error es minimo si los puntos de inter-
polacién coinciden con las raices del polinomio de Chebyshev.

Teorema 1.4. Para todon > 1,
1. el coeficiente de z™ en T, es 2™ 1;
2. para todo polinomio @), ménico de grado n tenemos

T.(x)

2n—1

= max
on—=1  _i<z<1

< m4 ().
*mé??iqu (z)

Demostracion.
1. Es evidente a partir de la proposicion;

2. Como
méx |T,(z)| =1
—1l<z<1

deducimos que
T, ()
2n71

1
= on—1"

max
—l<z<1

Supongamos que existe un polinomio @, ménico de grado n tal que

, 1
i, [@n ()l < g
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Ahora consideremos el polinomio

Woa (@) = Qule) — ).

Wyp—1 es un polinomio de grado < n — 1.

En los puntos

k
yk:cos—w, k=0,...,n,
n
(-1)*
Wn—l(yk) - Qn(yk) - 2n71 5 k= 07 . ,
Como 1
i, @@ < g

deducimos que W,,_; cambia de signo al menos n veces, es decir, W,,_1
tiene al menos n raices lo que contradice el hecho que el grado de W,,_;
sea menor o igual a (n — 1).

O

Nota 1.10.

1. La parte (2) de este teorema nos dice que T, es la solucién del problema
de optimizacién dado por

QneP, |—1<z<1

min [ max |Qn(x)|],

donde P, es el conjunto de lo polinomios moénicos de grado < n;

2. Dado que los polinomios moénicos estan totalmente determinados por sus
rafces, si se escogen

xkzcos<w), k=0,...,n—1,
2n

(raices del polinomio T},) como puntos de interpolacién de una funcién f
en el intervalo [—1, 1] aseguramos que el error de interpolacién satiface

M, 1
e@) = 5 31

pues

1
A — c(r—zh1)| £ .
(= 20) (2 — 2 )| € 5y
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En el caso interpolacién en un intervalo [a,b] se puede hacer el cambio de
variable

1
t:§[(b—a)x+a+b]

que envia el intervalo [—1,1] al intervalo [a, b]. Tlustremos esto con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.4. Sea la funcién f(z) = cos(xz? + 10) definida sobre el intervalo
[1, 2]. Para un entero natural n, se construyen los polinomios de interpolacién de

Lagrange P, en los puntos equidistantes z; =1+4/n, i =0,...,n,y @y en los
puntos de Chebyshev ¢; = cos (2%21%) 7r) , k =0,...,n; respectivamente.
Se calcula el error en los puntos a; = 1 +4/n?, i = 0,...,n? para comparar la

eficiencia de aproximacion de las dos interpolaciones. Los resultados de la tabla
siguiente corresponden a n = 4.

x f(x) = Qn(z)  [fz) = Pa(2)

1 006151161452  -.004425697988
1.062500000  -.0052213045 -.1329372639
1.125000000  -.0059099095 -.2667803115
1.187500000  -.0015960724 -.4028073422
1.250000000  .0035636880 -.0370412570
1.312500000  .0069207574 -.6646923520
1.375000000  .0072519428 -.7802408017
1.437500000  .0045964842 -.8775996460
1.500000000 1,107° -.9503708471
1.562500000 -.0048423344 -.9922021095
1.625000000  -.0080433166 -.9972444096
1.687500000  -.0080710720 -.9606993515
1.750000000  -.0043615418 -.8794316548
1.812500000  .0020447625 -.7526059079
1.875000000  .0078999083 -.0822894220
1.937500000  .0072541870 -.3739465808
2.000000000  -.0088422590 -.1367372182

Como se ve en la tabla, el error en el caso de los puntos de Chebyshev es de
lejos menor que el error cometido en el caso de los puntos equiditantes



Capitulo 2

Integracion numeérica

Introduccién

Sean I = [a,b] y f una funcién definida sobre I tales que

b
J:/ f(x)dx existe,

es decir f es integrable en el sentido de Riemann.

Si f no se conoce en todos los puntos de I, o si f tiene una forma analitica
compleja de manera que la integral J es dificil o imposible de calcular usando
una funcién primitiva, es necesario buscar métodos numéricos para aproximar
la integral.

Ejemplo 2.1.

1. No es posible calcular la integral

1 2
/ e dx
0

utilizado el teorema fundamental de clalculo por que la la funcién x —
2 . .
e~ " mno le conocemos una antiderivada.

2. Sabemos que

|
ln2:/ dx.
o 1+=z

Si queremos realizar una aproximacién de In2 , la integracién numérica
serd una alternativa evaluando la integral de manera aproximada.

3. Las funciones c, s definidas por las integrales
t T + T
c(t) :/ cos dz(Zw?)dt, s(t) =/ sen dz(=w?)dt.
0 2 0 2

17
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aparecen en los probleams de difraccién de la luz. Los valores de estas
funciones en un ¢t dado, no se pueden evaluar sin aproximaciones por no
conocer a funciones antiderivadas de w — cos(w?) y w — sen(w?).

La integraciéon numérica consiste en aproximar este tipo de integrales en la
forma siguiente

b n
/ f(x)dx ~ Zci flay) (2.1)
@ i=0

donde ¢;, «;, i =0,...,n, son reales.
Definicién 2.1. La férmula (2.1) se llama férmula de cuadratura numérica.

Problematica 2.1. Para construir un método de cuadratura hay que escoger
un entero n y 2(n+ 1) reales (los o; y ¢;, i =0,...,n).

Como en toda construccién numérica, la mayor preocupacién es que la apro-
ximacion de la férmula (2.1) sea lo més precisa posible. As{ que la bisqueda de
los pardmetros n, a; vy ¢;, i = 0,...,n, se hace con este objetivo.

Nota 2.1.

La formula de cuadratura numérica (2.1) no es sino una suma de Riemann
de la funcién lo que es natural dado que la integral de Riemann es un limite de
sumas de Riemann.

2.1. Métodos compuestos

Consideramos la integral
b
I= / flx)dzx

que queremos aproximar. En estos métodos se divide el intervalo I = [a,b] en k
subintervalos
[ti, tiv1], 1=0,...,k—1,

donde tg = a y tx = b. Asi

b k=1 ot
/af(x)dx:iz_;/ti f(x) da.

Ahora en lugar de aproximar la integral global I, se aproximan cada una de las
k integrales

tit1
Ii:/ f(z)dz, 1=0,....,k—1.
t;

La idea es utilizar un polinomio de interpolaciéon que aproxime f en el inter-
valo [t;, t;4+1] para aproximar I;. Dado que hay k integrales para aproximar es
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mejor estandarizar el proceso de aproximacién, es decir tratar de encontrar una
forma de aproximacion algoritmica. Para eso, se considera el cambio de variable

(i =ttt 4 (L - tign)
= 5 ,

tit1 t@ _ tl 1
/ f(z)dx = (%)/ g:(t) dt,
ti —1

o) = g (Lo e i),

Entonces

donde

Si denotamos

hiy = tiy1 — t;,

/ﬁ F(@)da = %/11 gi(t) dt.

i —

El problema se reduce entonces a aproximar integrales de tipo

/_11 g(t) dt.

Sean z;, i = 0,...,n, puntos del intervalo [—1,1] y k;, i = 0, ..., n, enteros
no negativos. Sea P, el polinomio de interpolacién de Hermite de g con respecto
alos z; y ki, i =0,...,n. Sabemos que existe un real 0, € [—1,1] tal que

(m+1)
g (HT)
Pp(x) — =" Pnl(T),
(@) - o) = L o)
donde
m:n—i—Zk‘i y 0, € [-1,1]
i=0
Asi
/ | | L [ 0t
g(t)dt:/ Pm(x)dx—i/ g (0 pm () d.
-1 -1 (m+1)1/
En resto de este capitulo, consideramos el caso donde k; = 0, ¢ =0,...,n,

es decir la interpolacion de Lagrange,



20 Capitulo 2. Integraciéon numérica

donde L; son los polinomios de Lagrange

Li(x) = ﬁo (j__fcjj) '

]:
J#
Entonces ) .
/ g(tydt = cig(x:) —e,
-1 i=0
donde .
x —xj
i = d
¢ /4 H (xi - xj) !
7=0
i
y
1 ' (m+1) g
e= — m m (1) dt.

Es evidente que la aproximacién se hace despreciando el término e. Asi
1 n
/ g(t)dt ~ Zag(xz)
-1 i=0

Casos particulares

1. Aproximacion por rectangulos.
En este caso la interpolacién es de grado 0. Es decir n =0, Lo(z) =1y

1
Co = / LQ(J?) dx = 2.
-1

tit1 h; 1 hy;
| r@yde = [ atties Gt = hif),

i

donde z; € [ti, tit1]-

b k=1 ot
’ flx)dz = 2 /n f(z)dz,
b k—1
flayde =y hi f(z)
a i=0

Si z; = t;, el método es de los rectangulos del lado izquierdo (figura 2.1).

Si z; = t;41, el método corresponde a los rectdngulos del lado derecho
(figura 2.2).

Siz; = H%, el método se llama de los puntos medios (figura 2.3).
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a t, t, b
Figura 2.1.
a t, t, b
Figura 2.2.

2. Aproximacién por trapezoides (figura 2.4).

Figura 2.3.
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Se usa en este caso la interpolacion lineal, es decir de grado 1.

1
/ gty dt = co g(~1) + 1 (1),

1
- —1
- [ e,
11‘0—1‘1 —1 —2

/
/ z+1

Co =

dr =1,

g(=1) f(tz)v g(1) = f(tit1)-

Asi \
| e = B (s + ft)
y
b =l
fla)yde =" 5 (f(t:) + f(tir1)) (2.2)
@ i=0
a 1, z b
Figura 2.4.

3. Interpolacién cuadratica.
Para este caso la interpolacion es de grado 2, es decir k = 2 y los puntos
de interpolacién son los extremos del intervalo y su punto medio. Asi

/ g(t) dt = co g(—1) + c19(0) + 2 g(1),

—1
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Asi tenemos la férmula llamada de Simpson

t; + t7+1

b k—1 )
IR SE A R E e R VU] RCE
@ i=0

2.2. Meétodos de cuadratura gaussiana

Sea la féormula de integracién numérica dada por

b n
/ f@)de =" c; f:). (2.4)
a =0

Definicién 2.2. Se dice de la férmula (2.4) que es de grado m (m € N) si es
exacta para todos los polinomios de grado < m y existe al menos un polinomio
de grado m + 1 para el que no lo es.

Nota 2.2.
Dadosa los puntos z;, ¢ = 0,...,n, en [a,b] puntos distintos, sabemos que la
férmula (2.4) donde

b
ci:/Li(x)dx, 1=0,...,n

y L; son los polinomios de Lagrange asociados a los puntos z;, ¢ = 0,...,n, es
de grado n. Dado que el error es

e_/’ﬂM1 pu() d

(n+1)!
y si f es un polinomio de grado n, su derivada de orden (n + 1) es nula.

Problematica 2.2. Queremos encontrar una féormula de integracién numérica
que sea de orden lo mas grande posible.

Hasta ahora los puntos z;, i = 0, ..., n, han sido arbitrarios en [a, b] y pro-
porcionan una férmula de grado n. Una manera de proceder entonces es escoger
estos puntos de manera que la férmula (2.4) sea de grado mayor.

Definicién 2.3. Sean I = [a,b] y w una funcién definida e integrable en [.

Supongamos ademds que w(x) > 0 para todo z € T y que f ) > 0. Para
f, g funciones definidas sobre I denotamos

b
Umz/umﬁwmmm

si esta integral estd bien definida. Llamamos a (f, g) producto escalar de f y g,
y w se llama funcién peso.
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Propiedades

Para todas f, g, h funciones tales que sus productos escalares esten definidos.
Tenemos

L (af 4+ Bg,h) = a(f,h) + B({g,h), Va,BeR.

2. <fag>:<gvf>'

3. (f,f) =z0.

4. (f,f)=0siysolosi f=0.
Notacion

Se denota ||| = /{7, 7)-

Definicién 2.4. Dos funciones f y g son ortogonales con respecto al producto
escalar (-,-) si (f,g) =0.

Teorema 2.1. Sean I = [a,b] y w funcién peso. Existe una sucesion de polino-
mios (Pp,)nen tal que para todon € N

i) P, es moénico de gradon paran > 1
ii) (P,,Qn-1) = 0 para todo polinomio @Q,_1 de grado <n — 1.
iv) P, = (x—Ay)Pa—1 — pnPn_2, donde

_ 1Paa?

_ <xPn717Pn71>
([ Proz|l?

A =
[Pos?

Pon

Demostraciéon. Consideramos B = {1, x, 2%, x", .. } la base candnica de

los polinomios con coeficientes reales. Denotemos

Py =1,
m <J3m+1,Pk>
| P% |2

+1

Perl:iEm Pk

k=1

Los P,, son los polinomios obtenidos por el proceso de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt aplicado a la base B. Es facil ver (por induccién) que

<Pm,Pk> =0, Yk < m.

Como (P,)nen forman una base del espacio de los polinomios, deducimos que
(P, Qk) = 0 para todo polinomio de grado k < m. O
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Ahora vamos a construir un método de cuadratura gaussiana usando los

polinomios ortogonales. Para eso en lugar de aproximar f; f(z) dz consideramos
las integrales de tipo

/ " o) f(x) do

donde w(z) es una funcién peso. Se considera la férmula de tipo

n

b
/ w(e) fa)dz =3 e fos). (2.5)

=0

El objetivo, recordémoslo, es encontrar los «; y los ¢; de manera que la férmula
(2.5) sea de orden méaximo.

Sean P, los polinomios ortogonales asociados al intervalo I = [a,b] y la
funcién peso w(x). Sean z;, i =0,...,n — 1, las raices del polinomio P,.

pertenecen al intervalo I = [a,b].

Teorema 2.2. Para todo n > 1, las raices x; de P, son distintas, reales y

Demostracion. Sea E = {y;, i =1,...,k} el conjunto de raices reales del
polinomio P, que estdn en I y que tienen una multipicidad impar. A priori, es
posible que F sea vacio. Ponemos
k
T — Yy sik >0
, si k=0.

Ahora las raices del polinomio Q(z) = P,(z) - h(x) que estdn en el intervalo I
son todas de multiplicidad par ademés Q(x) es un polinomio ménico no nulo,
entonces

b
/ w(z) Q(x) dz > 0.
Pero si k < n por ortogonalidad tendremos

b b
/ w(z) Q) dz :/ w(z) Py (2) h(z) dz = 0.

Asi que k = n y el teorema queda probado. O

Ahora veremos que elegir las raices de los polinomios P,, n > 1, como los
puntos de integracion numérica mejora de manera muy sensible el orden de la
cuadratura gaussiana como lo muestra el teorema siguiente.

Teorema 2.3. Si se escogen los a;;, i =0,...,n — 1, como raices de P, y

6= / " w(e) L @) da,
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entonces el método .
b n—

[ wla) f@yde = 3 e flen) (2.6)
a i=0

es de orden (2n — 1).
Definicién 2.5. La formula dada por (2.6) se llama cuagratura gaussiana.

Demostracién. Sea T un polinomio de grado menor o igual que (2n — 1). Por
la divisiéon Euclidiana sabemos que existen dos polinomios ¢, r tales que

T=P,q+r y d°r<nér=0.
Ahora
T(a;) = Po(ai) glag) +r(as) = r(ow), i=0,...,n—1
porque los «; son las raices de P,. Asi

/abw(w)T(w)dx: /abw(x)P(x)q(x) dz + / () r(z) dr.

a

Pero como d°q < n, por ortogonalidad

/ab w(z) T (z) de = /ab w(z) r(z) dz.

Siendo d°r < n la férmula (2.5) es exacta, es decir que

b n—1
/ w(z) r(z) de = ZCH”(OQ')-
a i=0

Pero r(a;) = T'(«;) entonces

b n—1
/ w(x) T(x)dx = ZCiT(ai)y
a i=0

es decir la férmula es exacta para T'. O

Ejemplo 2.2. En este ejemplo se comparan los resultados numéricos del calculo
de la integral

1
/ ) cos(4mx)dx.
—1

El aspecto osilatorio de la funcién f y su fuerte gradiente en los extremos del
intervalo de integracion generan dificultades obvias de integracién numérica co-
mo lo muestra la figura (2.5). El valor de la integral es 3.68584253940776 En la
tabla siguiente se presenta el error cometido en los métodos ultilizatos que son
él de trapezoides (2.2) , de Simpson (2.3), de cuadratura con interpolacién en
n+ 1 puntos equidistantes (columna Equidistantes.) y de cuadratura gaussiana
(columna Legendre.) utilizando los poliniomios de Legendre que corresponden
a la funcién peso w = 1y el intérvalo [—1, 1].
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Figura 2.5.

n  Trapezoides Simpson Equidistantesqui. Legendre.

4 26.831514  0.694563 17.432917 4.417462

12 2.373763 0.087200 0.232951 0,34 x 10~7
20 0.774535 0.011623 0.000852 0,15 x 10~ 7
28 0.383574 0.003038 0.000016 0.
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Capitulo 3

Preliminares de algebra
lineal

3.1. Nomenclatura

Denotamos K al cuerpo de los reales R o los complejos C, K* = K — {0},
N es el conjunto de los enetros naturales, N* = N — {0}. Sean m,n dos enteros
positivos. K™*™ es el espacio vectorial de las matrices de m filas y n columnas.
Si A € K™*™, denotamos A;j o a;; al elemento de la fila 7 y la columna j de la
matriz A.

La suma de dos matrices y la multiplicacion de una matriz por un escalar,
que dan a K™*" estructura de espacio vectorial, se definen por:

()\A)Z‘j = )\Al‘j para A e K.

El espacio K™*" es de dimensién m x n. La base candénica de K™*" es el
conjunto

B={E7 cK™" 1<i<m, 1<j<n},

definido de la siguiente manera

i 1, sik=iyl=j,
Eka:{

0, sino.
Para n € N denotemos también
Kn _ KnX1,
es decir que los elementos de K™ son los vectores columna.

29
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3.2. Multiplicacién de matrices

Sean A € K™*" B € K"*P. El producto de las matrices A y B, en este
orden, es la matriz AB definida en K™*P

(AB)ij:Zaikbkj, 1<i<m, 1<j<p.
k=1

La matriz nula es la matriz cuyas entradas son nulas y se nota Ops o O si
no hay lugar a confusién

Una matriz A es cuadrada si su ntimero de filas es igual a su nimero de
columnas, es decir si A € K™*™ para un n en N*.

La matriz identidad de K™*™ es la matriz I definida por

Iij = 6;4,

donde 6;; es el simbolo de Kronecker.

Para una matriz cuadrada, y k& € N se define la potencia kisima de A por
AR+l = AA* poniendo A° =T

Ejercicio 3.1. Sean A, B, C matrices. Demostrar que
1. AT=TA=A.
2. ABB+C)=AB+ AC.
3. (B+C)A=BA+CA.
4. A(BC) = (AB)C.
5. Op - A=0y.
6. 0-A=0uy.

Las dimensiones de las matrices son tales que las expresiones que aparecen en
el ejercicio esten bien definidas.

Definicién 3.1. Sea una matriz A en K®*". Se dice que A es invertible si existe
una matriz B en K™*™ tal que

AB=BA=1.
La matriz B se llama la inversa de A y se nota A1
Ejercicio 3.2. Demostrar que
1. La matriz nula no es invertible.
2. La matriz identidad es invertible.
3. Si A, B son invertibles en K™"*™, entonces AB lo es también.
4. Si A € K* y A € K"™*™ es invertible, entonces AA también es invertible.
5

. Si A € K™ es invertible y k € N, entonces la potencia A* de A lo es
también.
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3.3. Notacién por bloques

Sean m,n enteros no negativos y sean

(3.1)

m=mi+mg+---+m y
n=ni+ng+---+np.

una descomposicién de m y n y A € K™*". Denotamos para 1 < r < [,
1 < s <p, A™ la matriz de K™r*"= definida por la férmula

rs __ . .
Aij - Am1+m2+~~+mr71+%,n1+n2+---+n371+1

para 1 <i <m,, 1 <j < ng. Es decir

All A12 . Alp
A21 A22 . A?p

A= 7 - (32)
A.ll A.l2 . A.lp

En (3.2) A se presenta segun la descomposicién (3.1) de m y n.

Nota 3.1.
Si las matrices tienen la misma descomposicién en bloques, es evidente que
la suma preserva la estructura por bloques.

Ejercicio 3.3. Sea
m=mq+---+my,
n=ni+--+ny, (3.3)
k=ki+--+kq

Sean A € K™*" B ¢ K"** dadas en bloques segiin la descomposicién (3.3).
Demostrar que AB € K™** tiene estructura por bloques adecuada y que

(AB)Y = zp: A Bl (3.4)

t=1

para 1 <i <[, 1 < j < gq. Los productos del lado izquierdo de la ecuacién (3.4)
son matriciales.

3.4. DMatrices particulares

Sea A € K*"*"™. Se dice que A es
a) diagonal si A;; = 0, para todo i # j.

b) triangular superior si A;; =0, para ¢ > j.
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c¢) triangular inferior si A;; = 0, para ¢ < j.
Proposicién 3.1.
1. El producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

2. El producto de dos matrices triangulares superiores (respectivamente in-
feriores) es una matriz triangular superior (respectivamente inferior).

Demostracion. Mostremos la parte 2. El caso diagonal va a ser un caso par-
ticular del caso triangular.
Sean T' y S dos matrices triangulares superiores en K"*™. Sea i > j

(TS)ij = Y _ Tir Sk,

k=1
J n
(TS)ij = ZTik Skj + Z T Skj -
k=1 k=j+1
—_———
() (I1)
La parte (I) es nula porque
kE<j<u, asi Ty, = 0.

La parte (II) es nula porque
k> j, asi S; =0.

Asi
(TS)ij =0, si 4> 7.

Ejercicio 3.4.
1. Mostrar que si Ty S son triangulares superiores entonces

(T'S)ii = Tii Sis, para 1=1,...,n.

2. Mostrar que si una matriz triangular es invertible entonces sus elementos
diagonales son no nulos.

3. Sean {ex, k=1,...,n} la base canénica de K", T una matriz triangular
superior invertible y x un vector de K" tal que

Tx = ey.
Mostrar que x; = 0 para j > k.

4. Deducir del punto (3) que la inversa de una matriz triangular superior
(respectivamente inferior) invertible es una matriz triangular superior (res-
pectivamente inferior).
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3.5. Transpuesta y adjunta de una matriz

Definicién 3.2. Sea A € K™*™. Se define la transpuesta de A por la matriz
At € K™*" dada por

AL =A;,  1<i<nl<j<m.
La adjunta A* de la Matriz A se define por
A=A, 1<i<nl<j<m.

donde A;; indica el complejo conjugado de A;;.

Nota 3.2.
No hay mucho interés de considerar la transpuesta de una matriz con coefi-
cientes complejos, entonces cuando la matriz es real se habla de su transpuesta,

y cuando es compleja se habla de su adjunta. Ademds, si A € R™*" entonces
Al = A~

3.5.1. Propiedades de la transpuesta y la adjunta de una
matriz

Sean A, B matrices en K™*™ (C en K"*P y \ € K.
1. (A+ B)*=A*+ B*
2. (AC)* = C* A*
3. (AA)* = 2A*
Definicién 3.3.

1. Una matriz A en R™*™ es simétrica si A* = A.

2. Una matriz A en C*"*" es hermitiana si A* = A.
Ejercicio 3.5.

1. Demostrar que la suma de dos matrices simétricas (respectivamente her-
mitianas) es simétrica (respectivamente hermitiana).

2. (Es el producto de dos matrices simétricas (respectivamente hermitianas)
simétrico (respectivamente hermitiano)?

3. Demostrar que si A es invertible entonces
(47 = ()"

4. Deducir que si A es hermitiana entonces su inversa A~! lo es también.
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Definicion 3.4.

1. Una matriz U en C"*" se dice unitaria si UU* = I.

2. Una matriz S en R™"*" se dice ortogonal si SS* = I.

Nota 3.3.
El producto de matrices unitarias (respectivamente ortogonales) es unitario
(respectivamente ortogonal)

3.6. Matrices con diagonal estrictamente domi-
nante

Definicién 3.5. Sea A € K™"*". Se dice que A tiene diagonal estrictamente
dominante si Vi=1,...,n

laii| > lai] (3.5)
j=1
i

Proposicion 3.2. Si A € K"*"™ es una matriz con diagonal estrictamente do-
minante entonces

1. Paratodoi=1,...,n, ay; # 0.
2. A es invertible.
Demostracion.
1. Por la desigualdad (3.5) se tiene tenemos a;; # 0,7 =1,...,n.

2. Supongamos que A no es invertible entonces existe x € K™ tal que x # 0
y Az = 0. Sea k el indice donde

|2k = méx |x;].
1=1,...,n

Ahora Az = 0 implica (Az), = 0, es decir

n

kT = — E Qi Tj,

j=1
ik
lark] <D laws| T2 <Y lang-
— 7
j=1 j=1
ik #h

Contradiccién con la desigualdad (3.5).
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Ejercicio 3.6. Sea A= D+ L+ U € K" donde D,L y U son respectivamen-
te la parte diagonal, la parte triangular inferior estricta y la parte triangular
superior estricta de la matriz A. Mostrar que si A tiene diagonal estrictamente
dominante entonces

1. D~ !A tiene diagonal estrictamente dominante.

2. (D 4 aL + bU) tiene diagonal estrictamente dominante donde a,b son
escalares de K tales que |a] <1y |b] < 1.

3.7. Matrices de permutaciones

Para n € N* denotemos J, = {1,2,...,n}.

Definicién 3.6. Una permutacién de J, es una biyeccién de J,, en si mismo.
S, designa el conjunto de las permutaciones de J,,. Una transposicién de J,, es
una permutacion que intercambia dos elementos de J,, entre si y deja el resto de
los elementos sin cambio.Usualmente una permutacién o se nota de la manera
siguiente

Ejemplo 3.1. n =4.

7 J4 — J4,
(=1, i(2)=2, i(3)=3, i4)=4,
i € Sy y se llama identidad.

o J4 — J4,
o(l)=3, o(2)=4, c(3)=4, o4 =1,
g §é S4.

(673 J4 — J4,
a(l)=1, a2)=3, a@)=4, a)=2,
o €Sy

B dy— Ja,
Bl) =1, B((2)=4, BB)=3, L) =2,
(3 es una transposicion.

Definicién 3.7. Sean n € N* y ¢ € S),. Se asocia a la permutacién ¢ la matriz
3% definida en K"*™ por

Yo

i io(§)» 1 < Za] < n,
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donde d;; es el simbolo de Kronecker. ¥ se llama matriz de permutacién aso-
ciada a o.

Ejemplo 3.2. En el ejemplo (3.1), la matriz de permutacién asociada a « es

1 0 0 0
s 0 0 01
01 00
0 010
La matriz de permutacién asociada a (3 es
10 0 0
s _ 0 0 01
0 010
01 00

Ejercicio 3.7. Calcular (2) (%) y (£9) (Eﬁ)t.

Proposiciéon 3.3. Sean n un entero positivo y a, 3 dos permutaciones de S,.
Tenemos

1. %=1

2. ¥oyf = yaob

3. (%) (za‘l) -y

4. (Z) () =1
Demostracion.

1. Evidente.

2. Sean 1 <i,5 < n.

(Eazﬂ)zj = Z ( A ij) )

1

>~
Il

(=27), =

ij

(Giatk) - k() »

NE

~
Il
—

pero d, g(;) = 0 excepto cuando k = ((j). Asi
« _ . aoﬁ
(2%7),; = Giasn) =25

ij

3. El resultado se obtiene usando (1) y (2).
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4. Sean 1 <14,j <n.

i(?k' ) -

k

(20‘ (za)t)

ij

Il
—

NE

(zo)) =

)

(Giagk) - Ojam) -

el
Il
—

pero 8; (k) = 0 excepto cuando a(k) = j, es decir k = a~!(j). Asi
(Ea (Ea)t)ij = 8i a(a-1()) = 0ij-

Lo que significa que la transpuesta de cualquier matriz de permutacion es
la matriz de permutacién asociada a la inversa de esta permutacion.

O

3.8. Determinantes

Adoptemos en esta seccion la siguiente notacién. Escribimos una matriz A
en K"*™ en la forma

A= (c1]...|en)
donde ¢;, i = 1,...,n, son las columnas de A.
Definicién 3.8.
1. Se le dice a una funcién
L: K" - K multilineal o n-lineal
si es lineal para cada columna, es decir si Vi, i = 1,...,n, la funcién
x — L(ci] ... |ci—1]z|cisa| - - |en)

de K" en K es lineal. Asi
L(ca] ... |cic1| e + pylciya] - - |en) =

AL(c1] .- |cimt|z|eiva] - |en) + pnL(cr] ... cim1lylciv1] - - - |cn)-

2. Una funcién n-lineal es alternada si L(A) = 0 para toda matriz A que
tenga dos columnas iguales.

Lema 3.1. Si L es una funcién n-lineal alternada entonces
L(A) = —L(4") donde

A’ es la matriz obtenida permutando dos columnas de A entre si.
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Demostracion. Sean A € K"*™ e i, j dos indices fijos en {1,...,n} tales que
i < j. Escribamos A = (¢1] ... |cn).
L(Cl|...|Ci—|—Cj|...|Cj—|—C7;|...|Cn) =0
por tener dos columnas iguales, pero
L(ci|...lei +¢j|...lej+cil .. |en) =

L{ci|...leil .. lejl - len) + Lica] el - - el - en)+
L(ci|...|¢] .. el |en) + Lica] .. el - - lejl - Jen) = 0.

Pero (c1|...|¢j|.. . |ei| ... |en) = A" entonces L(A) = —L(A’). O

Definicién 3.9. Se dice que una funcién D : K"*"™ — K es una funcién deter-
minante si

a) D es n-lineal.
b) D es alternada.
¢) D(I)=1.

Ejemplo 3.3. Sea D una funcién determinante para n = 2 y sea I = (e1|ea),
donde {eq,ea} es la base canénica de K. Una Matriz A € K2*2 de la forma

=(00)

A = (ae1 + cea|bey + des).

se puede escribir como

La multilinealidad de L implica

D(A) = D(aeq + cea, bey + des),
=abD(e1,e1) + ad D(e1,e2) + cb D(eq, e1) + cd D(ea, €2),
ad D(ey,e2) + ¢b D(ea, e1),
(ad — be) D(eq, e2),
= (ad — be) D(I),
= ad — be.

Nota 3.4.
Deducimos del ejemplo (3.3) que no hay sino una tnica funcién determinante
para n = 2.
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Ahora sea A € K"*™,
A= (c1]...|en).

Para cada columna c; podemos escribir

n
Cj = E Q5 €j.
i=1
Por multilinealidad, si D es una funcién determinante

n

Der|..leil .. lej|. - Jen) =D amajn D(el.. . lex| .. len| ... |en),
k=1
h=1

= Qj; ajj — aij CLJ‘Z‘.

El caso anterior era sélo para dos columnas de A y el resto son los vectores
de la base candnica. Se puede mostrar facilmente que

D(A) = Z (—1)%9() Haia(i) (3.6)
oceSy =1

donde S,, es el conjunto de las permutaciones de J,, y sg(o) es la signatura de
o, es decir el niimero de transposiciones que la compone moédulo 2.

Del resultado (3.6) podemos deducir que en K™*™ no hay sino una sola
funcién determinante que denotaremos det en el futuro.

3.8.1. Propiedades del determinante
Si A, B € K" y \ € K, entonces

1. det(AA) = A" det(A)
2. det(AB) = det(A) det(B)
3. det(I) =1
4. det(A) T = (A) [cof (A)]*
La matriz de cofactores cof(A) estd dada por

[cof(A)],; = (=1)) a5 det(A(i, 5)),

)

donde A(%,j) es la matriz (n — 1) X (n — 1) obtenida borrando la fila i y la
columna j de A.

Proposicion 3.4. Una matriz cuadrada A es invertible si y sélo si su determi-
nante es no nulo.
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Demostracion. Si A es invertible, tenemos

AA Y =T lo que implica que
det(A) det(A™1) = det(I) = 1.

Asi
det(A) # 0.

Reciprocamente, si det(A) # 0, sabemos que
A [cof(A)]" = (det A) T

lo que significa que A es invertible y

A=

dot () [cof (A)]" .

Ejercicio 3.8. Mostrar que si A € K"*" entonces
1. det(A*) = det(A).
2. det(A™) = (det(A))".
3. det(A) =[[;—,(Ai) si A es triangular.

Ejercicio 3.9.

A
A

1. Sean A, B dos matrices cuadradas, siendo A invertible, y ¢ un escalar.
Demostrar que
det(AB — cI) = det(BA — ¢l).

2. Sea A una matriz singular, es decir no invertible. Demostrar que existe un
o > 0, tal que Ve, 0 < e < g
det(A+el) #0.
3. Deducir de los numerales (1) y (2) que para todas las matrices A, B en
nxn
" det(AB — cI) = det(BA — ¢l).
Ejercicio 3.10.

1. Sea A una matriz de K™*" con la estructura por bloques siguiente

(5

donde K € KP*P [ € K9¢9 O es la matriz nula y n = p + ¢q. Demostrar
que
det(A) = det(K) det(L).
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2. Deducir que si A es una matriz triangular por bloques entonces
k
det(A) = ] det(A™)
i=1
donde A% i =1,..., k,son los bloques diagonales (los A% son cuadrados).

3.9. Elementos propios de una matriz

Sean A € K"™*" y A € K.

Definicién 3.10. Se dice que A es un valor propio de A si existe un vector x
en K” no nulo tal que
Ax = dx.

En este caso x se llama vector propio asociado a A.

Nota 3.5.
1. Si z es vector propio de A asociado a A entonces
Ax = Az

o también

(M —-A)z=0
lo que significa que la matriz (Al — A) no es invertible es decir
det(AI — A) = 0. (3.7)

De la misma manera, si A verifica la ecuacién (3.7) se deduce que A es
valor propio de A.

2. De las propiedades del determinante, podemos decir que det(AI — A) es
un polinomio de grado exactamente n en A con coeficiente dominante 1.

3. De la nota (2) y del Teorema Fundamental del Algebra concluimos que
una matriz A en K"*" tiene exactamente n valores propios en C (even-
tualmente repetidos)

Definicién 3.11. Sea A € K**". El espectro de A es
esp(4) = {\ € C; X es valor propio de A}.
Ejercicio 3.11. Sean A, B € C"*". ;Verdadero o falso?

1. A es invertible si y s6lo si 0 € esp(A).
2. esp(al + A) = {a+ X; A €esp(4)}.
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3. Si A €esp(A) y u € esp(B) entonces A+ p € esp(A + B).
4. Si A € esp(A) y i € esp(B) entonces A\ € esp(AB).

5. Si Q(z) es un polinomio con coeficientes en C entonces A € esp(A) implica

Q(A) € esp(Q(A)).
Ejercicio 3.12. ;Es la reciproca del punto (5) del ejercicio (3.11) verdadera?

Proposiciéon 3.5. Sean T una matriz invertible en C"*"™ y A, B dos matrices
tales que

A=T7'BT
entonces esp(A) = esp(B).
Demostracion. Tenemos
A € esp(4)
si y solo si
det(A — M) =0. (3.8)

Multiplicando la ecuacién (3.8) por det T det T—! sale
det T - det(A — AI) -det(T)"' =0

es decir,
det(TAT' — \I) =0,

lo que significa
A € esp(B).

Definicién 3.12. El radio espectral p(A) de una matriz cuadrada A es
p(A) = méx {|A|, A € esp(A)}
Ejercicio 3.13. ;Verdadero o falso? Si p(A) = 0 entonces A = 0.

Ejercicio 3.14. Sea a € C. Estudiar p(A) donde

A:<a 2a2>.
1 a

Definicién 3.13. Una matriz A en C™"*"™ es diagonalizable si existen una matriz
diagonal A y una matriz invertible P tales que

A= PAP L. (3.9)

Nota 3.6.
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1. Si la ecuacién (3.9) tiene lugar entonces
esp(4) = {Asy, i =0,...,n}.
2. Si la ecuacién (3.9) es verdadera entonces
QA) =P QA P, para todo polinomio Q.
Lo que implica que Q(A) es también diagonalizable.

3. Supongamos que una matriz A en K"*" es diagonalizable. Sean A la
matriz diagonal y P una matriz invertible tales que

A=PAPY

o también

AP = PA. (3.10)

Si escribimos la matriz P en la forma

P = (cilca|...|cn)

donde ¢;, i = 1,...,n, son las columnas de P, la ecuacién (3.10) serd equi-
valente a

ACZ‘ZAiCZ‘, izl,...,n, (311)
donde \;, i =1,...,n, son los coeficientes A;;.

La ecuacién (3.11) significa que las columnas de P son justamente los
vectores propios de A.

Ejercicio 3.15. Sea

0 1 0
1
A:
1
0 0

Mostrar que A no es diagonalizable.
Ejercicio 3.16. ;Verdadero falso?

1. Dada una matriz diagonal D. Todo vector en K™ — {0} es un vector propio
de la matriz D.

2. La suma de dos matices diagonalizables es diagonalizable.

Proposiciéon 3.6. Los vectores propios asociados a valores propios distintos de
una matriz son linealmente independientes.
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Demostracion. Por induccién sobre k el nimero de valores propios. Denote-
mos v;, i = 1,...,k, los vectores propios asociados a los valores propios A;,
i=1,...,k. Si k=1, dado que los vectores propios son no nulos

ayv; =0 implica «; =0.

Supongamos que todo subconjunto de k vectores propios asociados a valores
propios distintos son linealmente independientes. Sean ahorav;, i =1,...,k+ 1,
k + 1 vectores propios asociados a valores propios distintos.
Si

k+1

> aiv =0, (3.12)
=1

aplicando A a la ecuacién (3.12) obtenemos

k+1
Z Q5 A’Ui =0.
i=1

Como v;, i =1,...,k+ 1, son vectores propios
k+1

i=1

Multiplicando la ecuacién (3.12) por Ag4+1 y restandola de la ecuacién (3.13)
k
Z 047(/\7 — /\k+1)’U1' = 0
i=1
La hipétesis de inducciéon implica
a;(Ai — Akt1) =0, paratodo i=1,..., k.

Perolos A\;, i = 1,...,k+ 1, son distintos es decir a; = 0, ¢ =1,...,k. Reem-
plazando en la ecuacién (3.12) resulta que

ag+1 =0,

lo que significa que vy, ..., vE+1 son linealmente independientes. O

Corolario 3.1. Si A € K"*™ tiene n valores propios distintos entonces A es
diagonalizable.

Demostracién. Sean Ay, ..., )\, los valores propios de A y sean vy, ..., v, vec-
tores propios asociados a los A;, t = 1,...,n. Tenemos

AUZ‘Z)\i’Ui, izl,...,n. (314)



3.10. Producto escalar y normas en C" 45

Sea P = (vi|va]...|vn). La ecuacién (3.14) significa
AP = PA,

es decir

A=PAP !,
donde

A1 0

A2
A =
0 An

3.10. Producto escalar y normas en C"

Sean a,b dos vectores en C". Se define el producto escalar (a,b) por
(a,b) = b"a

Nota 3.7.
Recordemos que:

a) Sib e C" b* € C'*" y el producto b* - a es producto matricial cuyo
resultado estd en C'*! es decir es un escalar.

b) b =b,i=1,...,n.

3.10.1. Propiedades del producto escalar
Para todo a,b,c en C*, y a, 8 en C. Tenemos
1. {aa + Bb,c) = a{a,c) + G (b, c).
2. (a,b) = (b, a).

3. {a,a) es real no negativo.

4. Sia#0, (a,a) > 0.

Nota 3.8.
Notemos para un a € C", ||la||, = v/(a, a).
Definicién 3.14. 1. Dos vectores a,b en C™ se dicen ortogonales si

(a,b) =0
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2. Un conjunto E de vectores de C™ es ortogonal si
V(a,b) € E?, {a,b) = 0.
Nota 3.9.
1. Si (a,b) = 0 se denota a L b.
2. Si A C C", el ortogonal de A es el conjunto definido por
At ={zeC" (r,a) =0Vac A}.
Propiedades
a) YACC,0¢e€ At.
b) {0}t =cCn.
c) VA C C, At es un subespacio vectorial C".

Proposicién 3.7. Si E es un subconjunto ortogonal de C" y 0 ¢ E entonces
E es un conjunto de vectores linealmente independientes.

Demostraciéon. Sea F un conjunto ortogonal y sean ag, ..., a k elementos de
E. Supongamos que existen escalares aq, ...,y tales que

k
E Q; A; = 0.
i=1

k
<aj, Zai ai> =0.
=1

aj (aj,a;) =0

Para un j fijo entre 1 y k

Por ortogonalidad

lo que implica que

a; =0, dado que (a;,a;) > 0.

Corolario 3.2. Una familia ortogonal de C™ no puede tener mas que n elemen-
tos.

Teorema 3.1. sean vy,...,v; k vectores de K" linealmente independientes.
Existen uy, ..., u k vectores ortogonales tales que las dos familias {v1, ..., v}
v {u1,...,ux} generan el mismo espacio.
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Demostracion. El resultado es debido al conocido proceso de ortogonalizacién
de Gram—Schmidt.

La familia u;, 1 = 1, ..., k, se obtiene de la siguiente forma:
) ) ) )
uy =,
j—1
<U'17 Vi>
Uj =1 — E Us;
X <uza ul>

Ejercicio 3.17. Verificar que la familia {u;, i =1,...,k} definida en la de-
mostracién anterior es ortogonal y genera el mismo subespacio vectorial que la
familia {v;, i =1,...,k}.

3.10.2. Producto escalar y matrices
Teorema 3.2. Sean A € K™*" x € C" y y € C™. Tenemos
(Az,y) = (z, A%y).
Demostracion.
(Az,y) = y* Az,
= (y*A)J,‘,
= (A"y)"w,
= (z,A%y).

Corolario 3.3. Si A es una matriz hermitiana, es decir que A = A*, en C"*"
entonces (Ax, x) es real para todo x € C".

Demostracion. Sea z € C™.

(Az,z) = (x, A*z),
= (z, Az) ,

= (Ax, z),

asi que (Az,z) es igual a su conjugado es decir es real. O

Ejercicio 3.18.

1. Mostrar que si A € C"*™ y (Ax,x) es real para todo x € C", entonces A
es hermitiana.
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2. Hallar una matriz real no simétrica A tal que (Ax,z) > 0, Vo € R™.

Definicién 3.15. Se dice de una matriz hermitiana A € C™"*™ que es definida
positiva si
(Az,x) > 0, Ve € C" — {0}.

Se dice de una matriz hermitiana A € C"*™ que es semi-definida positiva si
(Az,z) >0, Ve e C™.

Proposicion 3.8. Para toda matriz cuadrada A en C"*" las matrices A*A y
AA* son semi—definidas positivas.

Ademas, son definidas positivas si y sélo si A es invertible.

Demostracién. Sea A € C™"*".

entonces AA* es hermitiana.

Sea x € C™.
(AA*z,2) = (A*z, A*z) = | A* 2| > 0.

Si A es invertible, A* también lo es y si  # 0 entonces ||A*z| > 0. O

Proposicion 3.9. Si A es definida positiva entonces A es invertible.

Demostracién. Si A no fuera invertible existiria x # 0 tal que Ax = 0.
Asi (Az,z) = 0.
Contradiccién con el caracter definido positivo de A. O

Definicién 3.16. Sea A € K™*". Las submatrices principales de A son las n
matrices cuadradas A(k) en KF** k= 1,... n, definidas por

(A(k))ij = Aij, 1<i<k1<j<k

Teorema 3.3. Una matriz A € K"*" es hermitiana definida positiva si y sélo
si todas sus submatrices principales lo son.

Demostraciéon. Evidentemente la condicion es suficiente porque A(n) = A. La
condicién es necesaria porque en primer lugar las matrices A(k), i = 1,...,n,
son hermitianas y en segundo lugar para un vector € K* no nulo se define el
vector y & € K" tales que

T

Tk

=
I
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k
k A(k)
A=
Figura 3.1.
(Az, &) = (A(k)x,x) > 0,
asi A(k) es hermitiana definida positiva. O

3.11. Valores propios de matrices particulares
Teorema 3.4. Sea A € C™*™.

1. Si A es hermitiana entonces esp(A4) C R.

2. Si A es semi-definida positiva entonces esp(A) C Ry.

3. Si A es definida positiva entonces esp(A) C R*.

4. Si A es unitaria entonces esp(A) C S* donde S' = {\ € C; |\ = 1}.
Demostracion. Sea A € C"*"™.

1. Supongamos A hermitiana. Sea A € esp(A) y sea u vector propio asociado
a A. Tenemos Au = Au y (Au,u) = (u, Au) porque A es hermitiana.
Reemplazando en la dltima igualdad

(Au, u) = (u, Au) ,
es decir _
Au, uy = A{u,u) .

Como u # 0, B
A=A

Asi A e R.
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2. Sean A semi—definida positiva y A € esp(A). Sea u € C" tal que Au = Au,
u # 0. Tenemos
0 < (Au,u) = Au,u) = A (u,u) .

Como (u,u) > 0 deducimos que A > 0.

3. Si A es definida positiva entonces A es semi—definida positiva e invertible.
Asf esp(A) C]0  + oo

4. Sea A unitaria. Sean A valor propio de A y u # 0 tales que Au = Au.

Tenemos
(Au, Auy = (A" Au,u) = (u,u) .
Pero
(Au, Au) = O, M) = AN (u, u) = [ (u, u) .
Asi

A u, ) = (uy )
Como u # 0, |A* =1, es decir [A| = 1.

Teorema de Schur

Para toda matriz A € C"*" existen una matriz U unitaria (es decir U*U =
I) y una matriz triangular superior T tales que

A=UTU". (3.15)
Nota 3.10.

1. Veamos lo qué significa una matriz unitaria.
Sea U = (c1]...]|c,) unitaria.

(U 0)ij = (cir ¢5) = by
lo que significa que las columnas de U forman una base ortonormal de C™.

2. Se dice que A es ortonormalmente triangularizable si satisface la ecuacién
(3.15).
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Demostracion. Por induccién sobre n.
Paran=1

Va € C, a=(1)%a-(1).

Supongamos la propiedad valida para n — 1.

Sean A1 un valor propio de A € C"*" y 1 un vector propio asociado a A\; tal
que o], = 1.

Construyamos una base ortonormal {z1,...,2,} (Notar que la base contiene
],‘1).

Consideremos la matriz

T
{EQ*
V= (x1]...|zn), V* =
xn*
V' es unitaria por construcciéon. Tenemos
AV = (Axy, Axs| ... |Axy),
MO|bh
V*AV = ,
0 An—l

donde
bn—l c (Cnfl y An—l c (Cnflxnfll

La hipétesis de induccién implica que existen

(Cnflxnfl

W,.—1 unitaria en y
T,_1 triangular superior en Cn=1*n~1
tales que
Anfl = anlTnflw:;_y
Ponemos ahora
Wy = y
1 ‘ 0 1 ‘ 0
W;Wn - —
0 ;—1 0 Wn—l 0 W;_1Wn_1
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Asi W,, es unitaria.
Ahora el producto

1| 0 MO 1| 0
Wi V*AVW, =

0 ;:_1 0 Anfl 0 anl

A bi_, 1| 0
WXV*AVW, = ,

0 Wy _1An—1 0 Win-1

)\1 b;_lwn—l
WV*AVW, = ,

0 W;;flAn—an—l

M b W1
W*V*AVW, =

0 Tn—l

Asi, el producto WV*AVW, es una matriz triangular. Recordando que el
producto de dos matrices uniatarias es unitario y tomando

vw, =U,
tenemos
A=UTU",
donde
A1 ‘ b _ 1 Un—1
T =
0 Tnfl

O

Definicién 3.17. Se dice que una matriz A € C"*" es normal si A conmuta

con su adjunta. Es decir
AA* = AT A.
Ejemplo 3.4. Las matrices simétricas, hermitianas, ortogonales, unitarias son

normales.

Definicién 3.18. Se dice que una matriz A es unitariamente (respectivamente
ortogonalmente) semejante a una matriz B si existe una matriz unitaria U
(respectivamente ortogonal) tal que

A=UBU"

Si B es diagonal se dice que A es unitariamente (respectivamente ortogonalmen-
te) diagonalizable.
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Teorema 3.5. Toda matriz normal es unitariamente diagonalizable. Es decir
sI

AA* = A A,
existen U unitaria y A diagonal tales que
A=UAU".

Demostracion. Sabemos del Teorema de Schur (pdgina 50) que existen U
unitaria y T triangular superior tales que

A=UTU".
La normalidad de A implica
TT* =T*T. (3.16)

Para los elementos diagonales de la igualdad de la ecuacién (3.16) tenemos para
i1=1,...,n
(TT%)ii = (7T )i,

es decir . .
S T Ty =Y Thi Thi,
k=1 k=1
pero L
ik = Thi-
Asi ., .,
STl =Y |Tul> vi=1,....n (3.17)
k=1 k=1

La estructura triangular superior de T reduce la igualdad de la ecuacién (3.17)

a
STl = Tl (3.18)
k=1 k=1

Eliminando |T};|? de la ecuacién (3.18), obtenemos

n 1—1
SNoomklP =Y Imaf,  i=1....n.
k=1

k=i+1
Parai =1,
> Tl =o.
k=2
Asi
Ty, =0, n>k>2.
Para i = 2,

n

> | Tof? = |Th2f* =0.
k=3



54 Capitulo 3. Preliminares de dlgebra lineal

Asi
To, =0, n>k>3.

Continuando asi sucesivamente deducimos que la parte estrictamente triangular
superior de T es nula, lo que implica que T es diagonal. O

Nota 3.11.

Con este resultado, podemos deducir que las matrices hermitianas, simétri-
cas, unitarias y ortogonales son todas diagonalizables de manera unitaria u
ortogonal.

3.12. Raiz cuadrada de una matriz hermitiana
definida positiva

Teorema 3.6. Si A € K"*" es una matriz hermitiana definida positiva (her-
mitiana semi-definida positiva), existe una matriz A'/? hermitiana definida po-
sitiva (respectivamente hermitiana semi—definida positiva) tal que

(1) (1) = (4 <.

Definicién 3.19. La matriz A'/2 se llama raiz cuadrada de A.
Demostraciéon. A es normal entonces existe U unitaria tal que
A=U"DU

donde D es diagonal con D;; > 0 (respectivamente D;; > 0),4i=1,...,n, por el
cardcter definido positivo (respectivamente semi—definido positivo) de la matriz.
Sea D'/? la matriz diagonal definida por

D}/ =Dy, i=1,...,n.

Tenemos

(D1/2)2 = D.
Ahora

A=U*DU = U*DY2D'2y = (U*DWU) (U*DWU) .

Con A2 = (U*Dl/QU)7 tenemos

A= (A1/2)2.
Ahora

(A1/2)* _ (U*D1/2U) ’

es decir A'/2 es hermitiana. Ademds, esp AY/? = {\/D;;, i =1,...,n}, lo que
significa que A'/? es hermitiana definida positiva (respectivamente semi-definida
positiva). O



3.13. El cociente de Rayleigh de una matriz hermitiana 55

3.13. El cociente de Rayleigh de una matriz her-
mitiana

Definicién 3.20. Sea A € C"*™ hermitiana. El cociente de Rayleigh asociado
a A es la funcion

QA . ((C’n)* N R

Nota 3.12.
1. Recordemos que (C™)* es el conjunto C" — {0}.
2. La definicién de g4 tiene sentido porque A es hermitiana.
3. Para todo z € (C")*, Va e C
galaz) = qa(x).
4. Si x es vector propio de A asociado a A € esp(A) entonces
galz) =\

Teorema 3.7. Sea A € C"*"™ una matriz hermitiana y \; < Ao < ... < A, sus
valores propios. Entonces

A = mf . A= mi .
1= Er?(ég)*qA(w) mg(lgg;)*%(w)

Demostracién. Siendo hermitiana, A es unitariamente diagonalizable, es decir

existe una base ortonormal de vectores propios ui,...,u, de C", asociados
respectivamente a A1, ..., A,.
Ahora sea x € C". Existen escalares x1,...,x, tales que

n
Tr = E Ti Uj.
i=1

Por ortonormalidad tenemos

n

(w,2) = 3 Jaif.

i=1

<A<Z xi“i)y inui> Z)w ||
=1 =1 ;

(x,x) Z”: |x7|2

i=1

)
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de manera que

para todo z € (C")*.
Para terminar la demostracién es suficiente notar que

ga(ur) =Xy qa(un) = An.



Capitulo 4

Normas vectoriales y
matriciales

4.1. Introducciéon

En este capitulo prensentamos de manera sencilla las normas en los espacios
vectoriales en dimension finita. Estas herramientas son necesarias para evaluar
la qualidad de la aproxiamcién cuando buscamos una solucién aproximada.

4.2. Normas vectoriales

Definicién 4.1. Una norma vectorial en K™ es una funcion N : K™ — R, tal
que para todo x,y en K™ y todo A en K

i) N(z)=0siysdlosiz=0.
i) N(Ax) = |\ N(x).
i) N(z+y) < N(z)+ N(y).

Nota 4.1.
Usualmente las normas se denotan ||-||.

Ejemplo 4.1 (Ejemplos importantes). K=C 6 R.
1. Parap €[l +oo[yxz € K" se define

I, = (X lel)

xt = (xlaan' e ,Z‘n)-

2. Para x € K"

2]l = mdx |z
=1 n

PR Y

o7
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Mostremos que |||, es una norma en K" para p € [1 oo[. La dificultad
estd so6lo en la desigualdad triangular iii).

Empecemos por el caso p = 1.
Para z,y en K", se tiene

n n n
lz+ylly =Dl +uil <D lwil + > lwil,
=1 =1 =1

e +ylly < llzlly +[lyll; -

Para el caso p > 1 la demostracién es menos sencilla.

Primero:
Para todo «a,  en R, tenemos
P B4

donde p y ¢ son ntimeros reales positivos que cumplen la igualdad

1 1

Z4Z=1

qg P
y se llama conjugado real de p.
La demostracién de la ecuacién (4.1) se basa en la convexidad de la funcién
x +— e®. Sabemos que

7 HA=0Y < g 4 (1 — 0)eY. (42)

Eso es debido a que la segunda derivada del exponencial es siempre positiva.
Ahora, en la desigualdad (4.2), tomamos § = %, r=plna, y=qIng. Asi

60x+(1—0)y — elna-{—lnﬁ — 0&6 < Qe + (1 _ 0)61/ — lap + 16(1
p q

Segundo:
Ahora si x,y son dos vectores en K" tenemos para todoi=1,...,n
2”1 |yl

|iyi 1 1
pllzly  a llyllg

I, [lyll

IN

Sumando esta desigualdad para i =1,...,n resulta

T
B
=

N

Il

Jai
[t

~

Il

"=
NgE!
B
=

=)

™

=

)
=
=)

IA

n
Z |z
= e

Iyl

@
I
A
-
Il
-
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Asi
S faagsl < 2l Nyl (43)
i=1

Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de Holder. Su caso particular
para p = 2 es la famosa desigualdad de Cauchy—Schwarz.

Volvamos a la demostracion.
Tenemos para todoi=1,...,n,

—1 -1
(Js] + 1y )P = laal (lzal + o))"~ + lwal (il + wa)? ™ (4.4)

Sumando las igualdades (4.4)

n
> (il + lwil)” ZI%I (i + lyil)” +Z|yz AR
=1

Usando la desigualdad de Hélder viene

n n 1/q n

1 1
S (i + uil)” < ol (z ol )" >q) ol (z ]+ i) - >q)
i=1 i=1 =1

Pero (p — 1)qg = p. Asi

n n 1/q
> Gaal +lil)” < (Jlall, + ligll, ) (Z il + i) ) .
=1 =1

Simplificando y usando 1—17 + % = 1 tenemos
o +yl, < ll2ll, + llyll,
Ejercicio 4.1.
1. Verificar que ||-||, es una norma en K.
2. Mostrar que para x € K™ fijo
Jio izl = [l o
Ayuda: empezar con n = 2.
Nota 4.2.

La norma [|-||, se llama norma euclidiana y es la tnica norma que viene de
un producto escalar en K.

1/q
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4.3. Normas matriciales relativas

Sean A € K™*™ y ||-||, ||-|| dos normas vectoriales definidas respectivamente
en K™ y K™. Dado que para todo x € K" las componentes de Ax son funciones
lineales en los x;, podemos encontrar una constante ¢ > 0 tal que

lAz|| < cllz]|, Vo ecCn,

Con esta observacién la siguiente definicién tiene sentido.

Definicién 4.2. La norma matricial de A relativa a las normas vectoriales |||

y ||||’ se define por
[ Az]|

LS
||

(4.5)
zE(Kn)*

Nota 4.3.

1. En la préctica, las normas usadas en K" y K™ son las normas |||, para
p €[l +oo[. Tomando el mismo p en K" y K™se denota para una matriz

A e Kmxn
[ Az],
[All, = sup ———.
ve@my- N,
2. Las normas més usadas son ||-||;, [||ls ¥ [/l -
3.
A A
ja) = sup 2 e TS g ) = g jaz
vemys 2l ze@®m)+ flzl| i<t Jlz]|=1
porque de un lado el conjunto {z; |z|| = 1} es compacto, entonces la

funcién = — 1221 a1canza sus extremos v del otro .
[Ed]

[Az|[ /ll=ll = [AGe/ =Dy I/ D =1

4. Para toda norma matricial relativa a una norma vectorial tenemos

[Az| < (Al - [l -

Proposicion 4.1. Sea ||-|| una norma matricial relativa a una norma vectorial
I|l. Tenemos
i) ||A|| =0siysdlosi A=0, VA€ K™*".
i) ||MA| =M - | A, VA e K, VA e Km*™,
ii) ||A+ B < ||All + ||B| VA, B € Km*™.
iv) [|AB|| < [A]-[IB]-
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Demostracion.

i) SiA=0, ||4| =0 es evidente.
Si||All=0 = ||Az|| =0, Ve e K" = Az =0, V€ K" = A=0.

i) [AA] = mix [|Aa] = m (A [4s]) = - mis (14z]) = 13 - J4].

lzl=1

i) |4+ Bl = (4 -+ B)el| = mdx | Az + Bell < x| Az|+ mix || Bo =
T||= z||=1

[|z||=1 lz||=1
1A + B].
iv) | ABz| < || A| - | Bz| < |A]l- |B] - ]l
A |ABx]
Bx
< Al B].
El
[l
Nota 4.4.

Es importante precisar que existen normas sobre el espacio de las matrices
que verifican las cuatro propiedades pero no son relativas a ninguna norma
vectorial como lo muestra el ejercicio siguiente.

Ejercicio 4.2. Para A € K"*" se define

1/2

Al = | D 145,

ij=1

|-l se lama norma de Schur.
1. Verificar que ||-||, satisface las cuatro propiedades de la proposicién (4.1).
2. Calcular ||I]],.
3. Deducir que ||-||, no es relativa a ninguna norma vectorial.

Teorema 4.1. Sea A € K™*",

m
LAl = méx 37 |ag]-

Jj=1,...n ;=

2. || Ally = /oA A) = \/p(AA).

n
3 Al = méx Y Jayl.

=l..m ;=

Demostracion.
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1. Sea z € K" tal que [|z||; <1 es decir

n

=1

||Ax||1:Z|Ax|i_Z Zlaul 250 ) 5
=1

=1 j=1

n m m n
el <3 S oy 5] < <maxz|aij|) ).
i=1 =1

j=1 i=1 J

Az, < max (Z Iaul> lzlly
Az, < m;;tx <Z |aij|> .

i=1

Mostremos que esta desigualdad se vuelve igualdad para un z particular.
Sea k el indice que satisface

n n
méx » Jay| =Y -
(i i=1
y definamos el vector x € K" de la siguiente manera
;=0 si i# k, T =1,
Con esta eleccién de x se tiene
n n
Azl = la] = méx D |ay].
; j A
=1 =1

Asi
n
Al = méx Y " |ai;] .
J X
=1

2.
Az Az, A A*A
||A||§:max ” x|l2:méx< €L, J,‘> — méx < $,$>.
=#0 |75 #£0  (x,x) w0 (x,1)

Segun el cociente de Rayleigh y dado que A* A es hermitiana, esp(A*A) C
Ry

max 7<A Az, z) = A\,

w20 (z,7)

donde A\, = méx{);, \; € esp A*A}.
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Como A*A es semi definida positiva esp(A) C Ry y A, = p(4*A).

Asi [|All, = v/p(A7A).

Como esp(A*A) = (AA*) deducimos que ||A|, = \/p(AA*).
3. Sea x € K" tal que ||z < 1.

n n n
14zl = méx Z:laij rj| < @fgjnz:l |ai;| ;| < mjile |ag;|
J= J= J=

porque
méx |z;| < 1.
K3

Ahora sea k el indice donde
n n
max E a;il = E Ak
1<i<m 4 | w| : | kj|
-7 =1 Jj=1

y sea x el vector definido por

akj

T; = siag; #0
T Jan] !
y
z; =1 si ag; = 0.
Tenemos ||z| =1y
n a_ n n
kj .
el =2 fous fo 7] = 2 lanil =mfoc ) fas]
j=1 ki j=1 j=1

Proposicion 4.2.
1. SiU € K"*™ es unitaria y A € K™"*™ entonces
[UAly = [[AUly = [|All; -
2. Si A es normal
[Ally = p(A).
Demostracion.
1. Por el teorema (4.1) tenemos

|UAll, = p(AT*T A = p(A" )Y = || A,
AU, = p(U* A" AUV = p(AUU* A*)/2 = p(AA)/2 = | Al
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2. Si A es normal, es unitariamente diagonalizable, entonces existen U uni-
taria y D diagonal tales que

A=UDU",
[Ally = |D[l, = p(D) = p(A).

O

Observamos de las notas anteriores que existe una estrecha relacién entre el
radio espectral de una matriz y su norma euclidiana. En algunos casos particu-
lares son iguales.

Veamos ahora si tal relacién se extiende a otras normas matriciales.

Proposicion 4.3. Sea A € K"*". Para toda norma matricial relativa a una
norma vectorial tenemos

p(A) < ||l A]. (4.6)
Demostracion. Sean A € esp(A4) y u € K™ tales que Au = Auy |lu| = 1.
141} = méx [ Az] = flAull = A flull = Al

[A]l = p(A).

Nota 4.5.
En realidad, este resultado se puede extender a cualquier norma matricial
que satisfaga la desigualdad

IAB| < Al [BIl- (4.7)
Definicién 4.3. Una norma matricial que satisface la desigualdad (4.7) se le
dice norma submultiplicativa.

Nota 4.6.

1. Existen normas matriciales (normas en el sentido que cumplen con las tres
primeras propiedades de la proposicién (4.1) de la pdgina 60) y que no son
submultiplicativas como lo muestra el ejemplo siguiente.

En K2x2;
Al = médx [a;] .
i,
Es evidente que |||||| cumple con i) ii) iii) de dicha proposicién pero si
tomamos

A:<31>’ B:<1 1>, C:<3 4)7
0 1 0 1 0 1

Al =3, [BllI=1 vy [I[ABlll = 4> [[[Alll- [l BIll
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2. Por la proposcién anterior se tiene
p(A) < || All,,
donde ||-||, es la norma de Schur.

La desigualdad de la proposicién (4.3) es tan estrecha que se tiene e siguiente
resultado.

Teorema 4.2. Sean A € K"*" y ¢ > 0. Existe una norma matricial relativa
tal que
[A]l < p(A) +e.

Nota 4.7.
Este resultado se puede leer de la siguiente forma

p(A) = inf{||A||, ||| es una norma multiplicativa}.
Antes de demostrar el teorema hagamos el ejercicio siguiente.

Ejercicio 4.3. Sean ||-|| una norma matricial relativa y V' una matriz invertible.
Mostrar que la funcién

[l s K™™ — Ry
A Al = |[vAVY|
es una norma matricial relativa a una norma vectorial.

Demostraciéon. Segun el teorema de Schur existen una matriz triangular su-
perior 7'y una matriz unitaria U tales que

A=U"TU.

Sea a > 0 y definimos

Tenemos

ti1 atiz  o’tis a1y,

ATITA =

2
«@ tn—Q,n

tn—l,n—l atn,—l,n,
0 ton
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Notamos que las potencias de o en las diagonales de A™!TA son constantes.
Ahora calculemos la norma ||A_1TA||OO. Tenemos

HA‘lTAHDO = méx|[[ti| + ac]

donde

j=n
c; = Z |tij|0zj7l71.

j=i+1

Podemos también escribir
||A*1TA||DO = méx [t;;| + max ac;.
1 1

Para a =0, ac; =0y ac; es un polinomio en . Entonces por continuidad del
polinomio, para todo € > 0, existe §; > 0 tal que si o < §; tenemos |a¢;| < e.
Entonces

si a < mind;
T
maxac; < €.
(2
Para un tal « se tiene

AT TA| < méx ] + <.
Pero esp(A) = {ti, i=1,...,n}. Asi
|ATITA||_ < p(A) + <.
Ahora

T=UAU!,
ATI'TA = AT'TUAU A = (UTTA)TAU A

Llamamos V = UA, asi

ATITA =V~ LAV

ATITA| = ||[v7rAV|| . = ||A| (segtn el ejercicio 4.3).
0o oo \%4

Es decir
Al < p(A) +e.

Asi construimos una norma ||-||,, que satisface [|A[| < p(A4) +e. O
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4.4. Convergencia de vectores y matrices

4.4.1. Swucesiones de vectores

Consideremos el sistema de ecuaciones

322 —10Iny =1
cosy — In(zy) =0

donde (z,y) es la pareja de incégnitas.

Es evidente que es imposible resolver este sistema de manera analitica (o al
menos para mi :-)). Para problemas de este tipo la tinica manera que queda es
encontrar una aproximacion de la solucién. Para eso tenemos que estar seguros
a priori de la existencia de la solucién (lo que es el caso de este ejemplo).

Sabiendo que la solucién existe, viene el proceso de buscar un aproximacién
a la misma. Usualmente se construye una sucesién de aproximaciones de manera
iterativa de modo que la aproximacion sea “mejor” a medida que el nimero de
iteraciones va creciendo.

Para el caso de nuestro ejemplo, se construye una sucesién (zo, yo), (1, 41), - - -
que “converge” a la solucién exacta. Asi estamos usanando vectores (z;, ¥;)ieN-
Definamos ahora la convergencia de vectores.

Notacion

Para una sucesién de K*, adoptemos la convencién de notar sus términos de
la siguiente manera
n n __ n n\t
(@")nen 2" = (a7, 7p)

es decir el indice de abajo es de la componente en K"y el de arriba es el de la
sucecién.

Definicién 4.4. Sean (7"),ey una sucesién en K* y ||| una norma vectorial
en K*. Se dice que (z™),en es convergente si existe un vector 2 en K* tal que

Ve >0, N € N tal que

n >N implica |[z" —z| <e.
Nota 4.8.
1. En préctica, se trabaja con las normas ||-||, |||l ¥ ||| -

2. A priori la convergencia de una sucesién de vectores depende de la norma,
pero como veremos en el teorema siguiente la convergencia para una norma
implica la convergencia para cualquier otra norma en K.

Definicién 4.5. Decimos que dos normas [|-|| y ||-|' en K" son equivalentes si
existen a > 0, # > 0 tales que

veeK",  allz| <z < Bl
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Nota 4.9.
Es evidente que si dos normas |- y ||-]|" satisfacen
!
- < B
entonces la convergencia en ||-|| implica la convergencia en |-||". (Verificarlo a

titulo de ejercicio)
Asi si dos normas en K™ son equivalentes tienen las mismas sucesiones con-
vergentes.

Teorema 4.3. 1. Sea E = {1,2,00}. Para todo p, q en E, existe a,q > 0 tal
que
Ve e K", flafl, < opgllzll, -

2. Todas las normas en K™ son equivalentes.

Demostracién. Sea x € K". La norma ||z|| es igual a uno de los niimeros
|z1], |22|,. ., |zn| entonces

n
Izl < D lail = llz]); -
=1

Asi a1 = 1.
De la misma manera

Vi=1,...,n, ll¢]| o > |24l -

Sumando
n |zl = [zl -

Asi a100 = 1.
Igualmente, entre ||-||; ¥ |||l notemos que

lzlly > |2,  Vi=1,...,n.

Sumando
nllzlly = |z,

de manera que a2 =n'y
Izl = |zl  i=1,...,n.

Elevando al cuadrado y sumando

n
2 2
nflally =) ol
i=1

Tomando la raiz

lly < vl -
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Asl g1 = /1.
La equivalencia entre [|-|| ., v |||, se trata de la misma manera. Hacerlo como
ejercicio.

La demostracion de la segunda parte del teorema necesita argumentos de
continuidad fuera del a&mbito de este curso. |

Nota 4.10.
La convergencia de una sucesion en K"es independiente de la eleccién de la
norma.

Ejercicio 4.4. Mostrar que si (z"),en es una sucesiéon en K entonces tenemos
equivalencia entre:

i) (2")nen es convergente en K*.

i) Vi,i=1,...,k, (2')nen es convergente en K.

4.4.2. Convergencia de sucesiones de matrices

En esta parte, en realidad no nos interesamos en las sucesiones de matrices
de manera general sino sélo en las sucesiones de potencias de matrices, es decir
en las que son de la forma

(Ak)kENv

para una matriz A € K**", y donde A* = k-ésima potencia de A.

Nota 4.11.

Dado que una matriz A € K™*" puede ser considerada como vector en K™
y como todas las normas en K™ son equivalentes, estudiar las sucesiones de
matrices se vuelve lo mismo que estudiar sucesiones de vectores.

Definicién 4.6. Sea A € K"*". Se dice que la sucesién (AF);>0 es convergente
si existe una norma matricial tal que

lim || A% =o.

k—o0

Nota 4.12.
Sabemos que si (A¥);>o converge para una norma, converge para cualquier
otra norma matricial (relativa o no).

Teorema 4.4. Sea A € K"*". Las siguientes 4 aserciones son equivalentes.
i) (AF)g>o es convergente.
ii) Yo eK?, Akz —0.
iii) p(A) < 1.
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iv) Existe una norma multiplicativa tal que || A|| < 1.
Demostracion. Hacemos la demostracion en el sentido i) = i) = iii)) =
iv) = i).

i) = ii). Sea z € K.
Tenemos
[ ARz]| < [|A*] -l (4.8)

para toda norma inducida. El segundo miembro de la desigualdad de la ecuacion
(4.8) tiende a cero por i). Asf la sucesién vectorial A¥z converge a 0.

ii) = iii). Sean A\ € esp(A) y w un vector propio asociado a A.
Tenemos Au = Au. Aplicando A k veces

AFy = M, (4.9)

i) implica que A*u — 0. Es decir ||/\ku|| — 0 para toda norma vectorial. Es
decir |A|" |Ju|| — 0 1o que s6lo es posible si |A| < 1. Asf p(A) < 1.

iii) = iv). Sabemos del teorema (4.2) de la pagina 65 que Ve > 0, existe

una norma matricial inducida ||-||, tal que
[A]l < p(A) +&.
Si escogemos
1—p(A)
T

deducimos que [|4] < 1.

iv) = i). Tenemos
JAM| < 14l*, k>0

Asi lim ||Ak H = 0 para la norma proporcionada por iv. O

4.5. Sensibilidad a perturbaciones y Condicio-
namiento de una matriz

4.5.1. Ejemplo de introduccién

Consideramos el siguiente sistema lineal

Axr = b, (4.10)
donde
1 2 3 6
A=|2 4 5 |yb=| 11
3 5 1 9
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La matriz A es invertible y su inversa es dada por

21 —-13 2
A7t = -13 8 —1
2 -1 0

La solucién de este sistema es el vector u* = (1,1,1). Ahora perturbemos leve-
lente la matriz A agregédndole una matriz de perturbacién que notaremos J A

0,056 0,072 0,018
0A =1 0,087 —-0,026 0,013
0,039 —0,04 0,072

La solucién del sistema perturbado (A + dA)xz = b es el vector
u+ du = (2786.59,-1740.92,222.18)"

Por comodidad medimos los errores con la normas infinitas (matricial y vecto-
rial). Asi, el error relativo cometido en la matriz es

164l _ 0,146

_—_— ~ 12
Al ~ T o

y el error relativo que resulté en la solucién es

oo 2785,
loullos _ 278559 2785,59
[[ull oo 1

La “patologia” de este sistema lineal se presenta en que un error de orden 0.0012
en los datos (la matriz en este caso) generd un error de orden de 2785. Es decir
que el error relativo se multiplicé por 2785/0,012 ~ 232133 veces. Intolerable!

analicemos ahora como afectan los cambios pequenos en el vector b del sis-
tema (4.10) los resultados del sistema perturbado. La solucién de este sistema
lineal con

1 2 3 6+ 0.094
A= 2 4 5 |yt = 11-0.008
3 5 1 94 0.093

es el vector
u ~+ ou = ( 4.433999999, -1.098999999, 1.286000000 ).
Los errores relativos son
oullo _ 3.433

16b]lsc  0.098
9Nee 2270~ 0.009 ~ 200 3433
[1B]l0o 11 [l 1

es decir que el error relativo se multiplicé por 3.433/0.009~ 382 veces.
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4.5.2. El analisis teérico

Analicemos como afectan las perturbaciones en los datos del sistema lineal
la calidad de los resultados. Para eso consideremos el sistema lineal Az = b cuya
matriz A es invertible y sea u su solucién. Sea ||.|| una norma matricial relativa
a una norma vectorial que denotaremos de la misma manera.

Pertubaciones en la matriz

Proposicion 4.4. Sea A € K"*". Si u+ du es una solucién del sistema lineal
(A4 6A)x =

entonces
[0

l[u+ dull —

0A]

|
< AIA S
1Al

(4.11)

Demostracion. Tenemos
(A+0A)(u+du) =b.
Escrita de otra manera
A(u+ 6u) + §A(u+du) =b

Multiplicando esta tltima ecuacién por A~! y teniendo en cuenta que Au = b
se obtiene
ou=—A"'5A(u + Su)

de donde se tiene
6wl < [[A=H[ |6A[|u + ull

lo que implica

[0A]

o] 1 n
< a1 a4y = 41 a1 Ll
| 4

[l + Sl

Pertubaciones en el vector b

Proposicién 4.5. Si b es una perturbacion en el vector b entonces la solucién
u + du del sistema lineal
Ax =b+ b

satisface 154
(% _
= < A AT
[l

[160]

ol (4.12)
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Demostracion. Tenemos b = Au asi
ol < 1A [l (4.13)

También A(u + du) = b+ 6b. Desarrollando esta ecuacién y remplazando b, se
tiene Adu = b, es decir du = A~1b lo que implica

lowll < [IA7"[|l|ob] (4.14)

Combinando (4.13) y (4.14) se obtiene la desigualdad buscada (4.12). O

Notemos que en las dos proposiciones anteriores el error relativo del vector
solucién del sistema lineal inicial es controlado por el factor ||A|| [|A~Y| v que
aparece en las dos acotaciones (4.11) y (4.12).

Definicién 4.7. Sea A € K™*" una matriz invertible y ||.|| una norma matricial.
El nimero de condicién de la matriz A asociado a la norma ||.|| es el nimero
dado por

cond) (A) = A [lA71]
Nota 4.13.

1. El nimero de condicién se define siempre con una norma relativa, pero
dado que todas las normas son equivalentes, este hecho no influye mucho
en la estimacién del error.

2. Cuando no hay ambigiiedad, y es lo que sucede a menudo, omitimos la
dependencia de la norma en la notacién del niimero de condicion.

3. El caso particular de la norma euclidiana tiene su propia notacién.

H(A) = cond||_||2 (A)

4. A la luz de los resultados anteriores, notemos que mientras mas pequeno
es el namero de condicién de la matriz, menos es la amplificacién del error
en la solucién del sistema lineal.

Propiedades del niimero de condicién

1. Para toda matriz A se tiene
cond(A) > 1

pues
L= 1]l = |AATH| < [|Al[[| A = cond(A)
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2. Si A € K®*™ es normal entonces

K(A) = /\_17

donde
A1 = min{|A|, A €esp(A)} v A\ = max{|A|, A € esp(A4)},

en efecto, por el teorema de Schur, la normalidad de A implica la existencia
de U € K™*™ unitaria y D € K"*" diagonal tal que A = U*DU. Asi por
la invariancia de la norma euclidiana por la multiplicacién por matrices

unitarias,
[Alle = [UZDUl2 = [|D]|2 = [An]
Y 1 1 1 1
[A™ |2 = [U"D™ U2 = [[D7 |2 = [M ™
3. Si k(A) = 1 necesariamente A es unitaria pues en este caso todos los

valores singulares de A (i.e los valores propios de AA*) son de médulo 1.

4. Para todo o € K, ¢ # 0

cond(aA) = cond(A) (4.15)

Decimos que una matriz invertible estd bien acondicionada si su ntimero
de condicién esta relativamente cerca de 1 y se le dice mal acondicionada si
su numero de condicién esta muy grande comparado con 1. Con este concepto la
matriz del ejemplo introductorio debe estar muy mal acondicionada puesto que
los errores “admisibles y realistas ”de los datos generaron resultados muy lejos
de la solucién exacta. Un simple cdlculo muestra que el numero de condicién de
la matriz A al respecto de la norma ||.|| es

cond(A) = 11 x 36 = 396

Lo que es mucho para una matriz 3 x 3. Otra observacién que podemos hacer es
que debido a (4.15) no sirve de nada multiplicar un sistema lineal por un escalar
para mejorarle el nimero de condicién.



Capitulo 5

Métodos directos de
solucion de sistemas lineales

Introduccién

Nos interesamos en este capitulo en los métodos directos de solucién de
sistemas lineales de tipo
Az = b, (5.1)

donde A € K™*™ b € K" con
det(A) # 0.

En estos métodos el sistema (5.1) se resuelve en un nimero finito de pasos lo
cual significa que se halla la solucién exacta en un nimero finito de operaciones.

Nota 5.1.
Cuando se dice solucién exacta no se toman en cuenta los errores de calculo
ni las representaciones de los niimeros en las maquinas de céalculo.

5.1. Sistemas triangulares

Los sistemas lineales con matrices triangulares (superiores o inferiores) no
necesitan ningun célculo sofisticado.

1. Si el sistema lineal es de tipo
Ux =0,

donde U es una matriz triangular superior invertible de tamanony b € K™,
entonces la solucién se da por substituciéon hacia arriba con la férmula

1 . ,
Tp—g — —— <bn_7 — Z Qn—i,j5 Z‘j) s 2 =O,...,n— 1,

Gn—in—i n—it1

75
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que también se puede escribir

n
1 :
xi:? b; — E ai; x|, t1=mn,..., 1L
X2 j=it1

2. Si la matriz L del sistema triangular es inferior invertible entonces la
solucién del sistema lineal
Lz =5

es dada por substitucién hacia abajo con la férmula

1

i—1
r; = — bi_g Q5 Tj s i:1,...,n.
(2273 —
7j=1

Nota 5.2.

Calculemos el niimero de operaciones necesarias para resolver un sistema
triangular. Para calcular x; se necesitan (n — i + 1) multiplicaciones y (n — )
adiciones, i = 1,...,n. Asi el nimero total de operaciones es

n

> (2n—2i+1) =n’.

=1

5.2. El método de eliminacion de Gauss

Sea el sistema lineal
Axr = b, (5.2)

donde A € K"*" es una matriz invertible y b € K".

5.2.1. Operaciones elementales de filas

El método de Gauss consiste en realizar operaciones de ecuaciones en el
sistema lineal (5.2) para llegar a un sistema lineal equivalente

Uz =V,
donde U € K™*" es una matriz triangular superior y b’ € K.

Nota 5.3.

1. Las operaciones elementales mencionadas son las siguientes:

a) multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo;
b) permutar dos ecuaciones;

¢) reemplazar una ecuacién por la suma de ésta ecuacién y otra.
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2. Con sistemas lineales equivalentes se quiere decir que se obtiene uno del
otro a partir de una sucesion finita de operaciones elementales de ecuacio-
nes.

Para facilitar las notaciones consideremos la matriz M € K®*("*+1) definida
por

M;; = Aij, 1<i,j<n

Mi,n+1:bia Z':]-a"'vnv

n+1

Definicion 5.1. La matriz M asi definida se llama matriz aumentada del sis-
tema (5.2).

5.2.2. Los pasos del método de Gauss
Paso 1

En este paso se hacen las operaciones en las filas de la matriz aumentada M
en tal forma que todos los elementos de la primera columna que estan debajo del
elemento a7 sean nulos. Més explicitamente, si a1 # 0 se multiplica la primera
fila por

;1
Ci1 = —
ari
y se suma el resultado a la fila ¢, i = 2, ..., n. Con estas operaciones, la matriz

M se transforma en la matriz M) dada por

mir M2 o Min  Min+l

1 1 1
[P BRI T e i
0 myd o omin m

Si a;; = 0, se realiza un intercambio de filas de manera que la nueva matriz
tenga un elemento no nulo en la posicién (1, 1).
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Paso 2

En este paso, las operaciones de filas se hacen sobre la matriz M (Y de manera
que la matriz obtenida, M(?, tenga todos los elementos de la segunda columna
v que estén abajo de la diagonal nulos. Obviamente estas operaciones se hacen
sin perder los ceros de la primera columna obtenidos en el paso 1.

Si m%) # 0, la matriz M® es dada por

mir  Mmi2 e M1 Min41

1 1 1
0 my o omb) miy,

: 2 2 2

MO =1 0 mi e w2 m ],
0 0 m o m md,
donde
(2) m(é) (1) (1) : :
My = =y My, +m;;, 12>3,7 > 3.
Mag

G o . e
Si mg; = 0, se realiza intercambio de la segunda fila con una fila inferior en
la matriz M) de manera que la nueva matriz tenga un elemento no nulo en la

posicién (2,2).

El paso general k

Supongamos que ya tenemos la matriz M *~1) donde los elementos debajo

de la diagonal de las columnas 1,2,...,(k — 1) son nulos y queremos calcular
M®) - Asf
mii s mMin+1
1 1
0 méz) T mg,r)z-i—l
0 :
k—1) _ (k—2) (k—2)
MO = Mp_1k-1 (k : 5 k(—kl,ri-)l—l
0 My o My
0 0o ... 0 mgl’flzl) . mi’“;}r)l

Si m,(j;l) = 0 efectuamos un intercambio de la fila k y otra abajo de esta
(veremos en un ejerciocio mas adelante que si det(A) # 0 este intercambio es
siempre posible) de manera que la nueva matriz tenga en la posicién (k, k) un
elemento no nulo y sigamos las operaciones.

Si m{E~Y # 0 (eventualmente después de un intercambio) multiplicamos la

kk
fila k por
(k=1)
_ My
Cik = T (-1)

Mg
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y sumamos el resultado a la fila i, ¢ = k4 1,...,n. El resultado es la matriz
M}, dada por

mi1 mMin+1
.. 1
0 : mé,r)wrl
(k) — . . (k—1)
" ek (k) (k) ’
0 My g1 0 Mgt
' : ) ®)
0 o 0 My Ce My
donde
(k) my Vgl gl
M= ke My T
kk
para

E+1<i<nk+1<j<n+1

Al paso n— 1 la matriz M (™1 tiene la estructura de la figura (5.2), es decir,
la submatriz principal U de orden n de M ("~1) es triangular superior.

n+l

(n-1) __
M™ = n

Figura 5.1.

Si llamamos b(»~1) la tltima columna de M™~1) el sistema lineal que hay
que resolver al fin de esta eliminacién es

Uz = b1,

5.3. Estudio general del método de Gauss

Definiciéon 5.2. Sea A una matriz invertible de orden n. Decimos que A es
directamente Gauss-reducible si en la eliminacién de Gauss no se necesita en
ningun paso intercambiar filas.
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Nota 5.4.
Esta definicién significa que A es directamente Gauss—reducible si y sélo si
paratodo k=1,...,n—1
k—1
my #0,
con
0 _
mi = anx.

Ahora supongamos que A es directamente Gauss—reducible. Pasar de la ma-
triz M (recordar que M es la matriz A aumentada por b) a la matriz M) es
equivalente a multiplicar la matriz M por la matriz cuadrada

1 0
C21 1
L — ,
Cni 0 1
es decir,
LOM =MD,

De la misma manera pasar de M) a M@ equivale a multiplicar M) por la
matriz

1 0
0 1
L(Q) = C32 1 5
o0
0 Cn2 1

es decir,
L@Op® — @)

y de manera general
M®F) = ) ppt=1),

donde

L") —
Ck+1,k

0 Cn,k 1
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Recordemos que

g
ik = — 1y
(k—1)
Mk
Agrupando estos pasos, resulta
L= LALLM = pe-b), (5.3)

Si escribimos la ecuacién (5.3) en términos del sistema inicial

Ax = b,
tenemos
Lo=0 LALLM Ay = =D A My,
pero
L= LA rMA=. (5.4)
Asi
Uz = Ab, (5.5)

donde U es una matriz triangular y Ab es el vector dado por la ultima columna
de la matriz M (=1,

La solucién del sistema Az = b se reduce a resolver el sistema triangular
(5.5).

5.4. Descomposiciéon LU
Supongamos que tenemos el sistema
Ax = b,

con A € K™ invertible y directamente Gauss-reducible. La eliminacién de
Gauss nos lleva al sistema
Uz = Ab, (5.6)

con
A=r0D @A p),

Miremos mas de cerca la estructura de la matriz A.

Definicion 5.3. Sea 1 < k <n — 1. Una matriz V € K®*" es de tipo Lk
si existen escalares agy1,...,q, tales que

n
V=I+ E w;e;er,
i=k+1

donde {e;, i =1,...,n} es la base canénica de K™.
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Nota 5.5.
Las matrices de tipo L) tienen la estructura de la figura siguiente

k
!
1 0
1
Qp41
0 O, 1

Proposicion 5.1.

a) La inversa de una matriz de tipo L* es de tipo L*. Ademds tenemos

n -1 n
<I+ Z aieiez> =1 — Z a; e;er.

i=k+1 i=k+1

b) Si M y N son matrices de tipo L* y L' respectivamente con k < [ entonces
la matriz M N tiene la forma

1 0
1
1
0 0 0 1
7 T
k l
es decir, si
M=TI+ Zaieiez, N=I+Zﬁj€j€77
i=k+1 j=1+1
entonces

MN=M+N —1I.
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83
Demostracion.
a)
n n n n n
I+ E a;eer | [ T— E ajejer | =1+ E w;eey — E ajejer, — E aaeerejer,
i=k+1 j=k+1 i=k+1 j=k+1 i j=k+1
n
=1 - E aiozjeiéjke,*c.
i j=k+1
(5.7)

Como j empieza en k + 1, entonces §;; = 0. Asi

n -1 n
<I—|— Z aieiez> =1 — Z a; e;er.

i=k+1 i=k+1
b)
MN = <I+ Z ai@i@}i) I+ Z ﬂjejez‘ ,
i=k+1 j=l+1
=1+ Z o ei€p, + Z Bjejef + Z a;fjeerejer,
i=k+1 j=l+1 i=k+1
j=l+1
=M+N-IT+ Z aifjeidjre -
i=k+1
j=I+1
Tenemos que j empieza por [+ 1. Asi j > 1yl >k Asij>kydjr=0
lo que significa que
MN=M+N -1
O
Cuidado:

El orden es importante como lo muestra el ejemplo siguiente.

100 100 100
A=10 1 0 |, B=|11 0|, AB=11 1 0 [,
0 1 1 1 01 2 11

AB#A+B-1
porque A es de tipo L?) y B de tipo L.
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Nota 5.6.
De manera generalsil < ki < ks <... <k, <nconp<n—-1yM,,...,M,
son matrices de tipo L*1) L(2) L) entonces

MiMs...My, =My + My+---M,— (p—1)I

Volvamos ahora a la ecuacién (5.6) de la pagina 81. La eliminacién de Gauss
da
Uz = Ab,

con U triangular superior y
A=L10=D LG,
A es invertible entonces

A=W @7 g7

Las matrices L(k)_l, k=1,...,n—1 son de tipo L (de hecho son el origen
de la definicién). Asi

A =S (L(i))il —(n—2)I.

1

%

Denotemos A~! = L. Segiin la nota (5.5) L es triangular inferior con unos en la
diagonal. Ademé&s como

k
1
1
1
L&) — ’
Ck+1,k
Cn,k 1
deducimos que
1 0
—C21 1
L= —C32

—Cnl e —Cn,n—1 1
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De la ecuacién (5.4) de la pagina 81 tenemos
AA=U.

Siendo A=! = L, tenemos
A=LU.

Acabamos de demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Si A € K"*" es una matriz directamente Gauss—reducible exis-
ten una matriz U triangular superior y una matriz L triangular inferior con unos
en la diagonal tales que

A=LU.

Nota 5.7.
No es necesario que la matriz A sea invertible para que tenga la descompo-

sicion LU.
2 3\ (10 2 3
2 3/ \ 11 0 0/

Pero tenemos el resultado siguiente:

Ejemplo 5.1.

Proposicion 5.2. Si A es invertible y directamente Gauss—reducible entonces
la descomposicién A = LU es tinica.

Demostracién. Supongamos que A = LU = L'U’".
L L=v'v. (5.8)

El lado izquierdo de (5.8) es una matriz triangular inferior con unos en la diago-
nal y el lado derecho es una matriz triangular superior. Asi U U~! = I es decir
U=UyL =1L. O

Teorema 5.2. Una matriz invertible es directamente Gauss—reducible si y sélo
si todas sus submatrices principales son invertibles.

Demostracion. Sea A € K"*" invertible. Supongamos que paratodo k =1,...,n
det(A(k)) # 0,

donde A(k), k =1,...,n, son las submatrices principales de A.
En el proceso de la descomposicién LU de la matriz después de la etapa k—1
tenemos

k-1 n-k+1 k-1 n-k+1 k-1 n-k+1
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k-1 [ AW | A®) LM 0 v | u® k-1
n-k+1 \ A® AW L®) LW 0 U@ n-k+1
(5.9)
donde
AWM = Ak —1)

y L1, U7 son matrices triangulares inferior y superior respectivamente.
Ahora tenemos que mostrar que para pasar a la siguiente etapa en la elimi-
naciéon de Gauss no hay que intercambiar filas. En otras palabras, mostrar que

Ul(il) es no nulo.

ol g
[ |
no nulo
0 u®
Figura 5.2.

Para eso hacemos una particién de tipo k,n — k en el sistema (5.9), es decir

k n-k k n-k k n-k

k A A®) LM 0 U U
= (5.10)

n-k AB) A L3 L@ U® U@

La matriz U®) sigue siendo triangular superior. Asi

k
det 00 =TT ()
i=1
y el producto matricial por bloques de (5.10) da
P _ A0

Como det LM =1y A(k) = AM | decimos que

H UM = det(A(k)).
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Como por hipétesis det(A(k)) # 0, se tiene
(1) #£0,

para todo i = 1,...,k y en particular U 7é 0 que es justamente U Y de 1a
ecuacion (5.9). Este proceso inductivo garantlza la descomposicién LU sin inter-
cambiar las filas. El paso de A(1) a A(2) es evidente dado que det(A(1)) = A1;.

Inversamente, si existen L triangular inferior con unos en la diagonal y U
triangular superior tales que

A=LU, (5.11)

paratodo k=1,...,n,
k n-k
AWM A2 L 0 U U@

L® L@ 0 U@

y
det AV = det LM det UM = H U(1
Asi
det(A(k)) = H Ul = H Usi.
=1

Como U es invertible (porque A lo es) deducimos que det(A(k)) # 0. O

Como aplicaciones de este teorema tenemos los resultados siguientes sobre ma-
trices con diagonal estrictamente dominante y matrices hermitianas definitads
positivas:

Teorema 5.3. Toda matriz con diagonal estrictamente dominate es directa-
mente Gauss-reducible

Demostracion. las submatrices principales de una matriz con diagonal estric-
tamente dominante lo son también entonces son invertibles. O

Ejercicio 5.1. Mostrar que si A € K"*" es con diagonal estrictamente domi-
nante entonces todas la matrices intermedias A*®) de la eliminacién de Gauss
son también con diagonal estrictamente dominante.

Teorema 5.4. Toda matriz hermitiana definida positiva A se descompone en
la forma A = LU donde L es una matriz triangular inferior con unos en su
diagonal y U es una matriz triangular superior con elementos en la diagonal
estrictamente positivos. En particular A es directamente Gauss—reducible.
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Demostracion. Sea A € K™"*"™ hermitiana definida positiva. Tenemos del teo-
rema (3.3)
detA(k) >0, k=1...n

(recordamos que A(k) es la submatriz principal de A de tamano k).Es decir A es
directamente Gauss-reducible. De la ecuacién A = LU, tenemos parak =1...n

det A(k) = det L(k) det U(k) = detU(k) >0
pusto que L tiene unos en la diagonal.

Dado que para todo k,
i=k

detU(k) = [ U

i=1

deducimos que U;; > 0 paratodo k=1...n O

5.5. Descomposiciéon de Cholesky
Sea A € Knn una matriz hermitiana definida positiva. Escribamos
A=LU

Sea D la matriz diagonal definida por D;; = Uj;, ¢ = 1...n. Sabemos de la
seccion anterior que los elementos de D;; > 0 para todo i =1...n. Asi

A = LU
= LDD™'U
= LDV

donde V = D~'U. Por la construcién de D, los elementos diagonales de V son
unos y dado que A es hermitiana tenemos

A=V*D*L*=V*DL*

De la unicidad de la descomposicién mostrada en la proposicién (5.2) deducimos
que V* = L y por supuesto que L* =V, asi

A=LDL".
Ahora sea A la matriz diagonal definida positiva dada por
A*=D
Podemos ahora escribir A en la formas

A=LDL* = LA’L* = LAA*L* = (LA)(LA)*
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Teorema 5.5. Descomposicién de Cholesky
Una matriz A € K"*" es hermitiana definida positiva si y solo si existe una
matriz triangular inferior invertible tal que

A=LL" (5.12)

Demostracién. Por lo anterior la condicién es necesaria tomando como matriz
triangular inferior LA. La condicién es suficiente por que si A se descompone
en la forma (5.12) entonces A es evidentemente hermitiana ademds si x es un
vector no nulo se tiene

(Az,z) = (LL*z,z) = (L*x, L*x) = | L*z||3 > 0

5.5.1. Algoritmo de Cholesky

Este algoritmo se usa para resolver sistemas lineales Ax = b cuando la ma-
triz A es hermitiana definida positiva. La idea es encontrar la matriz triagular
inferior L de la descomposicién de Cholesky.

L1 = A
parat=2...n, Ly = A;1/L11
paraj=2...n—1, Ly = Au /L1
{ij =/ A — 2 L,
parai=j+1,....n Lij = (A — S0_) LixLjr)/ L
Ly, = \/Ann - 2;11 L?Lk
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Capitulo 6

Meétodos 1terativos de
solucion de sistemas lineales

Consideremos el sistema lineal
Ax = b, (6.1)

donde A € K**" det(A) A0y b e K".

Los métodos iterativos para resolver sistemas de este tipo consisten en cons-
truir una sucesién de vectores (z™)nen en K™ que converge a la solucién del
sistema A~'b. Lo que significa que no se busca la solucién exacta del sistema
sino una aproximacion con una precision deseada.

Nos interesa construir sucesiones (2*)ren de la forma

2° dadoy

e =Tk e, (6.2)

donde T es una matriz en K"*" y ¢ un vector. Escoger un método iterativo es
escoger la matriz T y el vector c.

Definicién 6.1.
1. Sea 7 la solucién exacta del sistema lineal de la ecuacién (6.1). El error e*
cometido en la iteracién k en el algoritmo de la ecuacién (6.2) se define

por

2. Llamamos residuo al vector r* definido por
rF=b— AzP.
Nota 6.1.

El error ¥ mide qué tan cerca estd 2* de T mientras r* mide qué tan bien
satisface 2 el sistema lineal Az = b.

91
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Consideremos el algoritmo

z° dadoy

e =Tk e (6.3)

k

Si la sucesién x* converge a la solucién del sistema lineal Ax = b, es decir si

lim 2% = A~ 'b,

k—o0

tenemos entonces en la ecuacién (6.3)
Ab=TA b+
Asi
c=(I-T)A. (6.4)
La ecuacién (6.4) es una condicién necesaria para que el algoritmo converja a
la solucién 7 = A~ 1b.

Definicién 6.2. Decimos que el algoritmo de la ecuacién (6.3) es consistente
si ¢ y T verifican la ecuacién (6.4).

Teorema 6.1. Si el algoritmo de la ecuacién (6.3) es consistente entonces
(2%) k>0 converge a la solucién T del sistema Ax = b si y sélo si p(T) < 1.

Demostracion.
2Pt =Tk + ¢

Restando T de los dos lados
et =Tak -7
y por la condiciéon de consistencia

et =Tk (1 -7z -7,
et =Tk —7),

eftl = ek

para todo k > 0. Asi
b = Thed,

es decir que 2* converge a T cuando k — 0o lo que equivale a decir que e — 0
que a su vez es equivalente, segtn el teorema (4.4) de la pagina 69, a p(T) < 1.

O
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6.1. Construccion de los métodos iterativos

Definicién 6.3. Sea A € K™*". Una descomposcicién regular de A (en Inglés
regular splitting) es escribir A en la forma A = M — N donde M es una matriz
invertible.

Ahora consideremos el sistema lineal en cuestion
Az =b. (6.5)

Sea A = M — N una descomposicién regular de A. De la ecuacién (6.5) podemos
escribir
Mz = Nz + b,

0 también

x=M"'Nx+ M b (6.6)
La ecuacién (6.6) sugiere el algoritmo

2P = M~INZF + M1,

2% dado.

Por construccién, este algoritmo es consistente y la convergencia a la soluciéon
del sistema de la ecuacién (6.5) es equivalente a p (M ~!'N) < 1.

6.1.1. Casos de descomposiciones particulares

Consideremos el sistema lineal de la ecuacién (6.5) y escribamos A en la
forma
A=D—-FE-F,

donde D es diagonal, E es triangular inferior estricta y F' es triangular superior
estricta.

N -F
A= D
_E .

Asumamos que D es invertible.

Método de Jacobi

M = D, N=FE+F
y el algoritmo es dado en la forma matricial con

2° dadoy

a"*t = DTYE+ F)z¥ + D7, k>0,
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que podemos escribir componente por componente en la forma

z°  dado,

1 n
xf“z— —E aijx;?—bi , i=1,...,n.

A4 —

j=1

J#i

Método de Gauss—Seidel

Para este método
M=D-F N=F

Asi el algoritmo en la forma matricial esta dado por

z°  dado,

P = (D-E)'Fa* + (D-E)"', k>o0.
Podemos también escribirlo en la forma
(D — E)z**t = Fak 4 b

o también
Dzt = EgF T + Fak b

2Ftl = p-1 (Ea:’”rl + FaPf + b) , k>0.
La forma puntual del algoritmo de Gauss—Seidel es

x; dado,

1 i—1 n
k+1 _ } : k+1 } : k -
Z; = bi— aijxj — aija:j y Z—l,...,n.
Qg J=1

j=it+1

Método de relajacién (SOR)

Sea w una parametro real no nulo. Se definen M y N como

(D - WE)7

ElrE|r

[(1-w)D+wF].
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Denotemos la matriz M ~1N por L,,. Miremos como es L,,.

- E(D_wm]l K% —1>D+F],

L,=wD—-wk)™! Ki - 1) D+F] :
L,=(D-wE)'[(1-w)D+wF],
L,=[D{IT-wD'E)] ' [D((1—w)+wD 'F)],
L,=(I—-wLl)'D'D[(1 - w)I +wl],
donde L =D E y U = D7'F. Asi
L,=(I-wl) '[(1-w)I-wU]. (6.7)

La iteracién en la forma matricial es

2% dadoy

oFtl = wak +con, k>0,

donde L, estd dada por la ecuacién (6.7) y

D -1
Co = (— — E) b,
w

que podemos también escribir en la forma

2° dadoy

(D — wE)z* = [(1 — w)D + wF]z* + wb.

Lo que nos da la forma puntual del algoritmo de relajacién

z°  dado,
1 i—1 n
k+1 k+1 k k .
xi+ 2; wbi—wg aijxj+ —l—aiixi—wg aij i |, i=1,...,n.
w j=1 j=i
Nota 6.2.

1. El método de Gauss—Seidel es un caso particular del método de relajacién
con w = 1.

2. Las multiplicaciones de las matrices D, E'y F por w o por (1 —w), que
se hacen sélo una vez, son los tinicos calculos adicionales con respecto a lo
que se hace en el método de Gauss—Seidel.

3. Cuando w < 1 se habla de método de subrelajacién y cuando w > 1 de
método de sobrerrelajacion.
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Proposicién 6.1. Si el método SOR converge entonces w €10 2[.

Demostracién. Para que el método SOR, converja es necesario que p(L,) < 1.
Calculemos el polinomio caracteristico de L.

P\(Ly,) = det(M — L) =det [\ — (I —wL) ' ((1 —w)I —wU)].
Como det(I — wL) = 1 entonces
Py(L.,) = det NI —wL) — (1 —w)I —wU)].
|det(Lo)| = [Po(Lu)| = [(1 —w)"[ = 1 —w["

pero al mismo tiempo

det(L,,)] = [T X =TT IM|
i=1 i=1
donde A1, ..., A, son los valores propios de L. Asi

—w|"= H [Ai] < p(Lo)™ < 1.
i=1

Esto significa que si SOR converge entonces |1 — w|" < 1 esdecir 0 < w < 2. O

6.2. Convergencia de los métodos iterativos

Dado que los métodos iterativos de tipo

z° dadoy

2" = (MIN)F + M, k>0,
no convergen a menos que p(M~'N) < 1, la convergencia de los métodos de
Jacobi y de Relajacién (SOR) puede fallar para algunas matrices A. Estudiare-

mos en las secciones siguientes la convergencia de estos algoritmos para matrices
particulares.

6.2.1. Matrices con diagonal estrictamente dominante
Teorema 6.2. Si A € K"*" tiene diagonal estrictamente dominante
p(D™HD - A)) < 1.

Nota 6.3.
Deducimos de este teorema que el algoritmo de Jacobi converge dado que su
matriz de iteracién es justamente D~1(D — A) = I — D! A.
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Demostracién. Sabemos por la dominancia estricta de la diagonal de A que

Vi=1,....n
laii| > i),
j=1
J#i

es decir

Y% <1, i=1.n

: (273

J=1

J#i
Pero

ai = (DilA)ij, 1< ,] S n

A5
y

(D*A); =1, i=1,...,n
Asi

II-D7 Al =max Y [%2] < 1.
v =1 A5
J#i

Como

p(1-D7A) < 11— DA
deducimos que el método de Jacobi converge. O

Teorema 6.3. Sea 0 < w < 1. Si A es una matriz con diagonal estrictamente
dominante entonces el método de relajacion (SOR) converge.

Demostracién. Mostremos que p(L,,) < 1 donde £, = (I —wL)™'[(1 —w)I -
wU ] El polinomio caracteristico de L, es

Py(Ls,) = det(M — L,,) = det (M —wL) — (1 —w)] —wU),
porque det(I —wL) = 1. Asi
Py(L,) =det((A+w—1)] —wAL —wU) = (A+w —1)" det(] — aL — bU),

donde
Aw w

= ——— bzi.
“ Atw-—1 Atw-—1

Procedamos por contradiccién. Sea A € esp(L,,) y supongamos que |[A| > 1.
en primero no se puede tener A+w—1 = 0 porque tendriamos |A| = |w — 1] < 1.
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Mostremos que det(I —aL — bU) = 0 también darfa contradiccién si |A| > 1.
Sea \ = re'?,

B Aw
S Atw-—1’
B Aw(A+w —1)
(rcos®+w—1)2+r2sen2f’
r+cosf(w—1)+i(w—1)send
r2 —2rcosf(1 —w) + (w—1)2"

a

y
laf’ = r2w? 72 + cos? O(w —1)%2 + (w —1)%sen? § + 2r cosf(w — 1)
[r2 — 2rcosf(1 — w) + (w — 1)2)? ’
r2w?
- [r2 —2rcosf(1 — w) + (w—1)2]"
Pero

2 —2r(1 —w)cosf+ (w—12>r* —2r(l —w) + (w—1)2 = (r — 1 +w)?,

y dado que
r—14+w>rw

puesr > 1y 0 < w <1, se tiene entonces

< Tw <1
Jal < (r—1+4w)
Como se supone que |A| > 1y que |a| = |A| |b], entonces |b] < |a| < 1.
Deducimos del ejercicio 3.6 que la matriz (I—aL—bU) también tiene diagonal
estrictamente dominante, es decir que es invertible, lo que contradice det(I —
alL —bU) =0. Asi p(L,,) < 1. O

6.2.2. Matrices hermitianas definidas positivas

Teorema 6.4. Sean A € K"*" hermitiana definida positivay A= M — N un
splitting regular. Entonces el algoritmo converge si la matriz Q = M + M* — A
es definida positiva.

Demostracién. Supongamos que @ es definida positiva (que es hermitiana es
evidente). Mostremos que p (Mle) < 1. Denotemos J = M~'N, es decir

J=1—M"1A. Sea A'/2 la matriz raiz cuadrada de la matriz A y sea

K = A1/2JA71/2 _ A1/2 (I _ MflA) A71/2 =] — A1/2M71A1/2.
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Ahora
KK* — (I _ A1/2M’1A1/2) (I _ A1/2M*—1A1/2) ’
KK*=1— A1/2M71A1/2 o AI/QM*—lAl/Z +A1/2M71AM*—1A1/2’
KK* =1 — Al/? (M*l M - M*lAM**l) A2,
KK*=1—AYV2M~(M* + M — A) M* " A2,
KK*=1—AY?M1QM*~tAY2.
Pero Q'/? existe. Asi
KK*=1— A1/2M71Q1/2Q1/2M*—1A1/2’
KK* = — (Al/QM—lQl/Q) (A1/2M—1Q1/2)* .
Si denotamos H = AY2M~1Q'/? tenemos
KK*=I1—-—HH".
Las matrices KK* y HH* son hermitianas definidas positivas entonces sus
valores propios son reales positivos. Pero
esp(KK*)={1-X; A€esp(HH")}.

Asi1—-A >0 = 1> Ay A > 0loque significa que p (KK*) < 1. Asi | K|, <1
y de hecho p(K) < 1. O

Corolario 6.1. Sea A € K"*" hermitiana definida positiva. Entonces
1. Si 2D — A es hermitiana definida positiva el método de Jacobi converge.
2. Para todo w €]0, 2] el método de relajacion converge.

Demostracién. Miremos bajo qué condiciones la matriz M + M* — A es her-
mitiana definida positiva para ambos casos.

Para el caso de Jacobi M = D. Como A es hermitiana definida positiva
deducimos que D también lo es. Asi

M+ M*—A=2D - A.

Para el caso de relajacién

M:(Q—E), D:D*.

w
Asi
D D 2D 2
M+M*—A:(——E>+(——E*>—D+E+E*=—— -27%p
w w w w

que es una matriz hermitiana definida positiva. [l
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6.2.3. Busqueda del parametro 6ptimo del SOR para ma-
trices tridiagonales por bloques

Notacion

Sea A € K™*™ con la forma por bloques siguiente

A1 B
Ci1 Ay Bs
A= , (6.8)
.. Bp—l
Cpfl Ap
donde A;, i =1,...,p, son matrices cuadradas.

En esta seccién vamos a estudiar la convergencia de los métodos de Jacobi
y SOR para este tipo de matrices. La eleccién de estas matrices no es fortuita
pues el método de diferencias finitas las genera.

Proposicién 6.2. Sea A € K"*" con la forma de la ecuacién (6.8). Denotemos
paraunt € K, t #0

Ay tilBl
tCy Ao tilBQ
Ay = tCo
t71B, 1
tCp—1 Ap
Tenemos det(A;) = det(A).
Demostracion. Es sencillo verificar que
At = QtAQt_17
donde
th
215
Q1 =
1,
con I; la matriz identidad del mismo tamafio que A4;, j =1,...,p. O

Teorema 6.5. Sea A € K™"*"™ tridiagonal por bloques. Tenemos

p(L1) = p(J)?, (6.9)

donde L1 y J son las matrices de Gauss—Seidel y de Jacobi respectivamente
asociadas a A.
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Nota 6.4.
La ecuacién (6.9) significa que los métodos de Jacobi y de Gauss—Seidel
convergen o divergen simultdneamente.

Demostracién. Descompongamos A = D— E— F'. Los polinomios caracteristi-
cos de £7 y J son respectivamente

Pi(\) =det (\[ — (D — E)"'F),
Py(\) =det (M - D Y (E+F)).

Tenemos
P;(\) =det D™! det(\D — E — F),
P;(\) =det D™! det(AD + E + F), t = —1 en la proposicién (6.2),
Py(A) = (det D7) (=1)" det(—=AD — E — F),
P;(\) = (det D7) (=1)" (det D)det (—AI — D™ (E + F))
PN = (=1)" Ps(=X).

Es decir, si A es valor propio de J, —A también lo es.

Pi(\) =det (D — E)™" det(AD — \E — F).
Sea A'/2 una rafz cuadrada de \.
Pi(\) = det (D — E)™" det ()\1/2 [AWD AR xl/QFD :
Pi(\) = det (D — E)™" A2 det (/\1/2D _AV2E /\‘1/2F) :
Pi(\) = det (D — E)™" A"/2 det (Al/ZD —E- F) ., t=AY2en la proposicién (6.2),
Pi(\) = det (D — E)™" A"/2 det(D) det ()\1/21 ~DYE+ F)) :
Pi(X) = X2 det (T = D7'E) ™" Py (A/2)
Pi(\) = A2 Py (AW) .
Asi si

A£Z0 y A€esp(Ly) = A€esp(J) y —A€esp(J).

Si
A€esp(J) = —Acesp(J) = N Cesp(Ly).
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Capitulo 7

Métodos basados en la
optimizacion para sistemas
lineales: Métodos del
gradiente

Introduccién

Sean K un subconjunto de R™ y J : K — R una funcién. El problema de
optimizacién asociado a la funciéon J y el conjunto K es encontrar T € K tal
que

J(T) = inf J(x) = min J(z).
(z) = fnf J(z) = min J(z)
Si tal T existe, se le dice solucion del problema de optimizacién

min J(z).

Nota 7.1.
SiJ: K — R es una funcién y a > 0, 3 son escalares entonces los problemas

min J(z) y mrré12(o¢.](x) + )

tienen las mismas soluciones.

En este capitulo nos interesamos en resolver sistemas lineales usando técnicas
de optimizacién. Para eso, dado un sistema lineal

Az = b, (7.1)
se le asocia un problema de optimizacién
min J(x) (7.2)

103
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de manera que T es solucién de (7.1) si y sélo si T es solucién de (7.2).
Generalmente, se busca una aproximacién de la solucién T (supuestamente
tnica) del problema (7.2). Este método se resume en construir una sucesién

(xn)nEN C Rn

tal que
J(2™) converjaa J(T)

esperando que z" converja a T cuando n — oo.

Definicién 7.1. Se dice que (z"),en es una sucesién minimizante del problema
(7.2) si J(2™) — infpex J(z).

7.1. Construccion de la Funcion J

Sean A € R™*™ una matriz simétrica definida positiva y b € R™. Se define
la funcién

J:R" SR,
1
T (Az,z) — (b,x).

Teorema 7.1. EI problema
min J(x
zER™ ( )
tiene una solucién T unica y es justamente la solucién del sistema Ax = b.

Demostracion. Para x € R", sea

donde

Definimos
Ji(z) = (Ae(z), e(x)).
Dado que A es simétrica definida positiva tenemos

i) Ji(z) > 0.

1) J(x) =0siy sélosie(x) =0, es decir z =T, lo que significa que T es la
solucién tinica del problema

Inin Ji(z).
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Para terminar la demostracién falta mostrar que los problemas
min Ji(z) y  minJ(z)

tienen las mismas soluciones. Desarrollemos Ji (z):

Ji(z) = (Ae(z),e(x)),
<Aw — AT, z—T >
<Aw —-b, x—T >
<Aw, x> <Aw x) <
<Ax, x> <x Ax) <
<Ax,x> — 2<b a:> <b E)

=2J(z) + (b, T).
Dado que <b, E> es una constante y teniendo en cuenta la nota (7.1) de la pagina
103, deducimos el resultado. O

7.2. Planteamiento general del método
La sucesién (z™),en que minimiza el problema
min 7 L (4a, @) — b, z)

se construye en la forma siguiente:

n+1

2" = 2"+ anp”,

donde «,, y p™ son respectivamente escalar y vector que van a ser elegidos de
forma que ™ converja a 7.

Definicién 7.2. p" se llama direccién de descenso.

7.2.1. Eleccién de «,,

Supongamos que p" ha sido elegido. Ahora vamos a hallar un «,, adecuado
de manera que

J(z") < J(2™).

Para cso:
J(@" ) = % (A" + anp™) , 2" + anp™) — (b, 2" + anp™),
= 2 (Ax",a™) — (b,a") + 3 an(Ap", 2"
+ 5 an(Aa”,p") 4 2 02 (Ap",p") — an(bp"),
=J(@") + 5 Lo >(Ap", p™) + an (Az™ — b, p™). (7.3)

2
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La expresién de J(2" 1) en la ecuacién (7.3) es un polinomio de grado 2 en a,
asi que alcanza su minimo cuando

<b— Ax™, p">
w=—""7 7.4
a <Apn’pn> ( )
Con este valor de a,,
1 <b—A$n,pn>2
Jaa Y =J@r) -2 ——— " 1 7.5
(@) = I~ 5 (75)

Definicién 7.3. El valor dado en (7.4) se llama éptimo local de a.
Notamos que:
1. El vector de descenso no puede ser nulo o la sucesion serd estacionaria.
2. A menos que (p", b— Az") =0, J(z"*) < J(z").
3. En la eleccién de p™, evitaremos que éste sea ortogonal a b — Azx™.

Recordando que el residuo 7* estd dado por 7F = b — Az*, la ecuacién (7.5) se
vuelve

2
1 <rn,pn>
J(@" ) = J(@™) - = ——L. (7.6)
2 (Apm,p")
Averiguamos ahora bajo que condicion (sobre p™) la sucesion (z"),en converge
a T Multiplicando (7.6) por 2 y sumando (b, ) se obtiene

(., p")’

Jl(xn—i-l) _ .]1(.23”) _ W

(7.7)
Sabiendo que J(x™) tiende a cero si y sélo si 2™ converge a T, la solucién del

sistema Az = b, transformamos la ecuacién (7.7) en la forma
J1 (anrl) = knJl (:En), (78)

donde k,, es un escalar que nos ayudara a elegir la direccién p™.
De la ecuacién (7.8) tenemos

<7ﬁn’pn>2 1
(Apm, pn) Jy(zn)

Si podemos mostrar que existe un 0 < k£ < 1 tal que

kp=1-—

Vn, 0 <k, <k,

tendremos

Ji(z™) < kT (20),
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lo que garantiza que

Miremos de cerca cémo es k.

1 <7ﬁn’pn>2
Ji(am) (Apn,pm)’

pero Ji(z™) se puede tambien escribir en la forma

knzl_

Jl(xn) —_ <’I“n,A_17”n>.

Recordando que los valores propios de A~! son los inversos de los de A y usando
el cociente de Rayleigh obtenemos

h@) < o 1",
o también
! > L Amin (7.9)
Ji(@) = e ?
De la misma manera
(Ap™,p") < Amaa lIP" I,
o también
! ! L (7.10)

> .
(Ap™,p™) = Amaz |Jp7|?
Multiplicando (7.9) y (7.10) tenemos

Ji(@™) (Ap™,p™) ~ Amaz |p7))? ||
Asi 2
1 1 2 )\mzn <,r,n7pn>
1 _ <rn’pn> S 1 —
Ji(zm) (Apn,pr) Amaz [|rm ] [lpn
Y 2
)\min n, "
< 1= D (797 (7.11)
Amaz |7 [[p
Denotamos )
(r",p")
n - 2 2°
7™ o™ |l

Observemos que por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos
0n <1

Teniendo en cuenta que
)\min o 1 <1
)\mam N (A) -
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la ecuacién (7.11) se vuelve entonces

o
<1-——".
o < 1 K(A)

Recordemos que queremos encontrar un real 0 < k < 1 tal que
kn <k <1.

es decir

5_”
K(A)
on > (—k+1)K(A).

1-— <k,

Entonces la tnica condicién para que Ji(z™) tienda a cero es que exista una
constante 3 > 0 tal que
O0n > B, Vn € N.

En este caso se toma

g

=R

<1

Recopilemos estos resultados en el siguiente teorema:
Teorema 7.2. Si la direccion de descenso p™ es elegida de manera que

()’
2 2
[l 17 {1

)

> B3>0, (7.12)

donde 3 es una real arbitrario fijo, entonces el método

k+1 _ .k k _ <f’kvpk>
x =" + ogp"” con ak_W’
29 arbitrario.

converge a la solucion del sistema Ax = b.
7.2.2. Eleccién de direcciones de descenso

Método del gradiente

Es evidente en la ecuacién (7.12) que la eleccién més natural de p™ es

pt=r".

<7ﬁn7pn>2
o2 a2
(1 1™l
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Este método se llama método del gradiente y su iteracién estda dada por
z¥ arbitrario y

para k>0, zFf! :xk+L

El método del gradiente es muy facil de implementar pero no es muy practico
por requerir, a veces, muchas iteraciones para alcanzar la precision deseada. Por
eso vamos a ver otro método en que se asegura que el niimero de iteraciones
no puede exceder el tamano del sistema lineal. Lo que significa de hecho, y
es la parte sorprendente de este algoritmo, que en la construccién del método,
esperando un método iterativo clasico, se llega a la solucién exacta en un nimero
finito de iteraciones. Este método se llama método del gradiente conjugado.

Métodos de los descensos A-conjugados

Definicién 7.4. Sea A una matriz simétrica definida positiva. Dos vectores x, y
se dicen A-conjugados si
(Az,y) =0.

Nota 7.2.
En otras palabras, x,y son A-conjugados si son ortogonales con respecto al
producto punto

(€,y) 4 = (Az,y).

Veremos que si los vectores de descenso son elegidos de manera que sean
todos A-conjugados entre si, es decir

Vn € N, <Ap",pk>:0, k=0,...,n—1,

entonces el algoritmo

k+1

T = z* —|—04kpk

converge en a lo sumo n iteraciones.

Nota 7.3.
De todas maneras en R™ no se pueden tener mas que n vectores A-conjugados
porque la A-conjugacién implica independencia lineal.

Teorema 7.3. Si las direcciones de descenso p*, i = 1,...,n, son A-conjugadas
entonces

r" =0,
es decir Az™ = b lo que significa que la sucesién converge en a lo sumo n
iteraciones.

Demostracion. Tenemos

2"t = 2" + a,p”, n>0 (7.13)
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(r™, p™)
Uy = ———————.
(Apm, pm)

Dado que los p* forman una base de R, es suficiente mostrar que

<7“",pk>:0, k=0,...,n—1.

Tenemos
xn _ xn—l_|_an_1pn—1 _ xn—2_|_an_2pn—2_|_an_1pn—1 - .= x0+oz0p0—|-- . '+Oén—1pn_
Asi
n—1
Az"™ = Az® + Z a; Ap'
i=0
n—1
b— Ax" =b— Az® = > o Ap,
i=0
es decir

n—1
=70 — E a; Ap'.
i=0

Sea k, 0 <k<n-—1.

S
|
—

(rm, "y = (% pF) =) i (Ap', p)

<
Il
o

y por la A-conjugacién
(rm, p"y = (r%, pF) — au, (Ap*,p*).
Pero

(r*,p*)

T AR phy

(rp") = (0 0%) = (F.p").

(
<r0—r,p>

<b Az’ — b+ Az ,p>
<Axk Az ,pk>

=

A(xk ) pk>.
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Ahora
k—1
A A Zx”l — 2t
i=0
Del algoritmo (7.13)
e — 2t = ayp!
Asi
k—1
<7“n;pk> = <A (xk - xo) ,pk> = ; <Ap",pk> =0 por A-conjugacion.
i=0

O

Ahora nuestra tarea es construir una sucesion de direcciones de descenso

p0, ..., p", A-conjugadas.

Un método intuitivo es el siguiente: tomar B = {ey, ..., e,} una base arbi-
traria de R™ y, utilizando el proceso de ortogonalizacién de Gram—Schmidt con
respecto al producto escalar ( -,-), = 2" Ay, construir una base de R™

tal que 4 4

(P, AP) =0,  Vi#j
Con esta eleccién de p’ el algoritmo es:
20 arbitrario y

para k < n, hacer el ciclo:
rk =b— AzF,

(7.14)
Oék = 7<pk77‘k>
(Apk, pk)’
okt = 2% 4+ app”.

Ejemplo 7.1.
1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6
1/4 1/5 1/6 1/7
bt = (25/12,77/60,19/20,319/420).

La solucién exacta del sistema Ax = b es

ot =(1,1,1,1).
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El proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt de la base canénica de R*
respecto al producto escalar (x, Ay) da la base

1,0,0,0),
1/2,1,0,0),

1/6,—1,1,0),
1/20,3/5,-3/2,1).

(1,
(=
(
(=

t
Y20
t
b
t
V)
t
b3

Del algoritmo (7.14), tomando 2° = (0,0,0,0), los resultados de las iteraciones
son

2! = (25/12,0,0,0),
22 = (19/30,29/10,0, 0)",
2 = (21/20,2/5,5/2,0)"

y la cuarta iteracién da la solucién exacta
(17 1) 17 1)
como se esperaba.

Este método es supremamente costoso en nimero de operaciones debido al
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt y en espacio de almacenamiento
dado que en el proceso de calcular un vector en un paso dado se necesitan todos
los vectores anteriores.

Método del gradiente conjugado

En este método los p* se eligen de manera inductiva en cada paso. Explici-
tamente, se escoge

PP =¥ 4 BptL (7.15)
Los escalares (3 se eligen de manera que las direcciones de descenso p’, i > 0,
sean A-conjugadas.
Proposiciéon 7.1. Para todo k > 0
<Apk:+1,pk:> =0
si y solo si
<7ﬁk+17 Apk>

Br+1 = —W (7.16)



7.2. Planteamiento general del método 113

Demostracion. Multiplicando la relacién
PP =M B ph
por A y tomando el producto escalar con p*, resulta
<Apk+1’pk> _ <A7'k+1,pk> + Brst <Apk’pk>.
Si (Ap**1,p*) = 0 tendremos

L)
" (Apk, pk)

y viceversa. O

Ejercicio 7.1. Mostrar que para este valor de [
<rk+1,rk> =0.

En el resto de este capitulo (i siempre tomara el valor dado por la ecuacién
(7.16).

Nota 7.4.

A priori la elecciéon de este valor para O no garantiza que las direcciones
p?, i > 0 sean A-conjugadas pero si asegura que dos direcciones sucesivas son
A-conjugadas.

Vamos a mostrar que esta eleccion de [y es suficiente para la A-conjugacién
de los p*, i > 0.

Nota 7.5.
Tenemos

anrl _ xn _|_anpn.

Multiplicando por —A y sumando el vector b, resulta

L — e, Ap™. (7.17)

r
Nota 7.6.

Vamos a suponer que las direcciones p* y los residuos r*, k < n — 1, son no
nulos. De hecho estas suposiciones son muy realistas dado que r* = 0 implica que
z* es la solucién exacta del sistema en cuestién y p* = 0 implica que 2"+ = 2,
es decir que la iteracion n + 1 es inutil.

De esta manera

(r*,p")

o= (ApF, p*)

estd siempre bien definido.
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Empecemos por unos lemas:
Lema 7.1. Sea k <n — 1.
(rk,p*) =0, i=1,...,k—1.
Demostraciéon. Por induccién sobre k.
k=1.
De la ecuacién (7.17)
<r1,p0> _ <r0 _ aOApO,pO>.

Dado que p° =% y que
Oék = 7<rk’pk>
(Apk,pk)’

deducimos que

10:00_<TOvTO>A 0\ _
<r,p> <r,r> <Ar0,r0)<r’r> 0.

Supongamos que la ecuacion es verdadera para k y mostremos que
(FFttpiy=0, i=0,...,k
Sii=k,

(r*,p*)
(Ap*, p*)

(rf ") = (rF — g Ap* p*) = (r*,p") - (Ap*,p*) = 0.

Sii=k—1,
<7"k+1,pk_1> _ <'f’k,pk_1> — ag <Apk,pk_1> .

Por hipédtesis de induccién <rk,pk_1> =0y <Apk,pk_1> = 0 por la eleccién de
Bk

Sii<k-1, 4 4 |
(r* i p"y = (rFp') — an (Ap*,p')

Por hipétesis de induccion <rk, pi> =0. Asi

—qy

i+l _ i . .
<rk+1’pz‘> - _ay, <Apk,pi> = —ay <pk, u> %% <pk77"“r1 — rl> =0.
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Lema 7.2. Para todo k >0

Ap® € gen {p" ", p*,p"} .
Demostracion. Tenemos

Ap* = 1 (rk+1 _Tk) _ 1

(" = Brarp”® — 1" + B ).
ar, ar,

Ap* € gen {p"~t, pF pFt1}.

Proposiciéon 7.2. Sea k < n — 1. Para

ﬂk _ <A7‘k,pk71>
(ApF—1, 1)
Y
P’ ="

P ="+ B,

la familia {pk, k=0,...,n— 1} es A-conjugada.
Demostracion. Por induccién sobre k.
k<n-—1.

Mostremos que 4
<Apk,p7'>=0, 1=0,....k—1.

Por la proposicién (7.1) de la pagina 112,
<Ap1, p0> =0.
Supongamos que la proposicién (7.2) es verdadera hasta k y mostremos que
(Ap™*t p'y =0, i=0,... k.

Sii=k,
<Apk+1,pk> =0 por la proposicién (7.1).

Sii<k-—1,
(Ap™TL phy = (pt, Ap'),
= <7"k+1 + ﬁk-l-lpka Ap7> )
= (r" Ap") + B (7, Ap') .
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Por hipdtesis de induccién <pk, Api> =0. Asi

<Apk+17pi> _ <rk+17Api>.
Del lema (7.2), podemos escribir Ap? como combinacién lineal de pi~—1, p?, pit!
y dado que i < k — 1, utilizando el lema (7.1), deducimos que

<Apk+1,pi> — <rk+1,Api> =0.

O

Podemos escribir (8, en una forma mas memorizable como lo muestra la
proposicién siguiente.

Proposicion 7.3.

2
eI
[+
parar°,....r*=1 no nulos.
Demostracion.
<T’k,Apk71>
= (ApF=t,pF=1)
_ 1 _
Aphl = . (r* — 1)
1
B ApE1Y = — koph _ gkl
(r*, Ap*~h) p— (r*, e — k)
1 2 1 _
S
== L ||7"’“||2 teniendo en cuenta el ejercicio (7.1).
k—1
Del otro lado,
(ApF=1 pt=1Y = _a: : (rh — k=1 ph=1)
_ 1 ko k-1 k=1 k-1
- Qg1 <'I’ ap >+ Qg1 < ’p >
Por el lema (7.1) (v, p*=1) =0 y como (rk=1 pF1) = ||7“k_1||2, tenemos
_
SESTR
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Recopilemos estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 7.4. Método del gradiente conjugado
Sean A € R™ "™ una matriz simétrica definida positiva, b € R" y T = A~'b.
Para todo z° € R™ la sucesién x,, definida por el algoritmo

20 =0
k>0
()
ap = ~——=
(Ap*, p¥)
P = oF 4+ ayp®
PRl =k — ap ApF
[
Pr1 = ==
[[7*]]
Pt =Rt g B P

satisface z™ = T.

7.3. Velocidad de convergencia

A continuacién analizemos otros aspectos optimales que satisface el gradiente
conjugado.Consideramos la funcién h : R**! — R definida por

i=k
h(u) = J(zo + Y uipi) (7.18)
i=0

Estudiamemos el mi nimo de esta funcién. Si notemos K la matrice n x (k+ 1)
cuyas columnas son los k + 1p;’s.Asi se pude escribir h en la forma

h(u) = J(zo + Ku), (7.19)
es deiir
(A(zo + Ku), 20 + Ku) — (b, xo + Ku)
1
h(u) = 5 ((xo + Ku),zo + Ku) — (b,xo + Ku)

Proposicién 7.4.
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Capitulo 8

Elementos finitos

Introduccién

Muchos problemas de fisica, mecénica y quimica dan lugar a problemas de
frontera que involucran ecuaciones con derivadas parciales sobre un dominio
geométrico y un conjunto de condiciones sobre la frontera del dominio en cues-
tién.

El método de elementos finitos se usa para este tipo de ecuaciones con la idea
principal de reducir la busqueda de la funcién solucién a un espacio vectorial de
dimension finita.

La mejor manera de presentar este capitulo es a través de casos particulares
porque la teoria general es dificil.

8.1. Elementos finitos en dimension 1

Consideremos el problema siguiente. Encontrar u(z), = € [0, 1],

{ — " (x) + cu(z) = f(z), = €0,1], (a)

u(0) = u(1) = 0, v &

donde ¢ es una constante positiva y f una funcién dada.
Nota 8.1.
Las condiciones de la ecuacién (8.1.b) se llaman condiciones de frontera de
tipo Dirichlet homogenea.
8.1.1. Desarrollo del método
Consideremos el espacio Vy dado por
Vo ={v:[0,1] = R, v suave, v(0) = v(1) = 0}.

Con el término suave queremos decir que v tiene la regularidad (diferenciabili-
dad) que requieren las operaciones en el desarrollo.

119
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Nota 8.2.
De acuerdo con el concepto de suavidad que acabamos de dar, Vy es un
espacio vectorial de dimensién infinita.

Sea v € Vj. Multipliquemos la ecuacién (8.1.a) del problema por v e integre-
mos los dos lados sobre [0, 1]. Resulta

1 1
/ (—u""v + cuv) dz :/ fudaz. (8.2)
0 0

Por razones de comodidad, omitimos la dependencia de la variable x de las
funciones. Integrando por partes la ecuacién (8.2) se sigue

1 1 1 1
[—u’v] —|—/ u'v'dm—i—c/ uv dz :/ fvdz.
0 0 0 0

Dado que v(0) = v(1) = 0, concluimos que

1 1
/ (u'v' + cuv) dz = / fvdx. (8.3)
0 0

Denotemos
1
a(u,v) = / (u'v' + cuv) dz, (8.4)
0

I(v) = /0 fodz. (8.5)

La ecuacién (8.3) se vuelve con estas notaciones
a(u,v) = l(v), Yo € V. (8.6)

La ecuacién (8.6) se llama formulacién variacional del problema (8.1). Esta
manera de escribir el problema suele ser clave para resolverlo numéricamente
como veremos ahora.

La idea del método de elementos finitos es, en lugar de buscar u en el espacio
Vb, buscarlo en un subespacio vectorial V,, de dimensién finita n. Por eso fijemos
V., tal subespacio.

Sea @1, @2, ..., e, una base de V,,. Sea u™ la aproximacién de u que pertenece
a V,. u"™ € Vp implica la existencia de reales oy, ..., a, tales que

u" = zn:ai ©i. (8.7)
i=1

Definicién 8.1. Las funciones ¢;, i = 1,...,n, se llaman funciones de base.

Con esta aproximacion la formulacién variacional (8.6) se escribe

a (Z @ p; ,v") =[(v"™) Yoo € V,.
i=1
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Las propiedades de a permiten escribir

n
D alenv™) o =10") Yo" €V, (8.8)
=1

v™ es arbitrario en V,, entonces podemos elegirlo como v = ¢;, i = 1,...,n

Asi la ecuacién (8.8) se vuelve

Za (i, p5) i = 1(pj) i=1,...,n. (8.9)
i=1

Las ecuaciones (8.9) forman un sistema lineal cuadrado
Az = b, (8.10)
donde
AeR", Aij = a(pi, pj)
T = Q;, bi = 1(p;), 1=1,...,n.

Asi buscar u en la forma (8.7) nos lleva a resolver el sistema lineal (8.10).
Ejemplo 8.1. Consideremos el problema de frontera

—u +4u =162 — 162> — 24z +8  en]0,1],

u(0) =u(l) =0.
Buscamos la solucién en el espacio V3 generado por las tres funciones

1(x) = zsen(mx),

w2(x) = z(1 — cos(z — 1)),

w3(x) = z(x —1).
Admitimos que la familia {¢1, @2, ¢3} es linealmente independiente (o més bien
témelo como ejercicio).

Las tres funciones satisfacen las condiciones de frontera entonces todo esté lis-
to para armar el sistema (8.10). Sabiendo que

1
Az‘j:/ @i + 4 pip; dr, 1<4,57<3
0

1
b; :/ (162% — 162® — 24z + 8) ¢; dz, i=1,...,3,
0
llegamos al sistema lineal

246027  0,12476 —0,89463 o —2,58331
0,12476  0,39215 —0,11296 as —0,12402 |. (8.11)
~0,89463 —0,11296  0,46666 as 0,93333
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Los célculos de estos coeficientes han sido hechos por Maple 7. La solucién del

sistema (8.11) es
—0,17667
sol = 7,21663
3,40814

La solucién aproximada es entonces

3
3 § :
u = [e7'ZR
i=1

La solucién exacta de este ejemplo es
u(z) = 422 (z — 1).

La comparacién grafica de u con u? estd dada en la figura (8.1).

X
0.2 0.4 0.6 0.8

b

-0.1
—o.z—f
—0.3%
0.4

—-0.51

-0.6-

— Lasolucion calculada
+ + + + + + Lasolucion exacta

Figura 8.1.

Como lo vemos en este ejemplo la aproximacién es muy aceptable pero no-
temos que el célculo de los coeficientes de la matriz y del segundo miembro del
sistema (8.11) es muy costoso y serfa imposible si la dimensién del espacio de
aproximacién V,, fuera muy alta o las funciones de la base mas complicadas. Con
este método los coeficientes de la matriz (a (@i, Spj))lgi,jgn son todos a priori

no nulos.
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Ahora vamos a trabajar en espacios (V,,)nen de dimensién finita de manera
que

1. Aumentar la dimensién n no cuesta mucho trabajo (ficilmente automati-
zable).

2. La matriz (a (@i, @j))lgi,jgn tiene el minimo de coeficientes no nulos.

3. No se necesitan muchos cédlculos para construir el sistema lineal final.

8.1.2. Elementos finitos lineales en dimensién 1

Volvamos al problema (8.1)

—u’(z) +cu(z) = f(z), z€[0,1],
u(0) = u(1l) =0,

cuya formulacién variacional es a(u,v) = i(v), Vv € Vy, donde

1
a(u,v) = / (u'v" + cuv) du,
0

l(v) = /01 fude,

Vo ={v:[0,1] = R, v suave, v(0) =v(1) =0}.

Ahora construimos V,,. Sean n € N* y h = n%rl Partimos el intervalo [0, 1]

por la subdivisiéon z; = th, i =10,...,n+ 1.
0=x, X, X, X, =1
Figura 8.2.
Para cada i = 1,...,n, definamos la funcién ¢; : [0,1] — R como sigue
07 € S Ti—1,
T—Ti_1
—7 0 Li-1 <z< Zi,
pi(z) =19 ... ' (8.12)
=5, ;i <z < T4,
O, X Z Ti41-
Nota 8.3.
Las funciones ¢;, ¢ = 1,...,n, son continuas, diferenciables en [0,1] ex-
cepto en los puntos x;, ¢ = 1,...,n,. Ademas para todo i =1,...,n,y todo
j=1...,n,

pi(x;) = bij-
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Figura 8.3.

Proposicién 8.1. La familia ¢;, i = 1,...,n, es linealmente independiente.

Demostracion. Sea la combinacién lineal
> Aigi=0. (8.13)
i=1
La igualdad (8.13) es funcional, es decir
vz € [0,1], Z)‘i pi(x) =0,
i=1

en particular para los z;, j =1,...,n. Asi
n
OZZ)\iSDi(xj):)\ja j:].,...,n,
i=1

es decir la familia ¢;, i = 1,...,n, es linealmente independiente. O

Proposicién 8.2. Paralosp;,i=1,...,n, definidos en (8.12) tenemos a (v;, ¢;) =
0sili—j|>2.

Demostracion. Si |i —j| > 2, no hay = € [0,1] para el cual ¢;(x) # 0y
@;(x) #0. Asi
wi(z)p;(x) =0, Yz € [0,1].

De la misma manera

i (2)p] () = 0.
Asi

a(pi, ;) =0.
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Nota 8.4.
Este resultado significa que la matriz

A= (a(ps, sﬁj))1gi,j§n

es tridiagonal.

Caélculo de los coeficientes de A

1/h, xr e [33‘1'_1,.237;],
¢i(x) = § =1/h, x € [z, Tig1],
0, si no.

Asiparal <i<n

1 1
2
0 (05, 05) = /0 () da + /0 o2 da,

Fit1 ] i T — Tj—1 2 Fiti Ti+1 — T 2
:Li_l ﬁdx—’—c/mi_l(ih ) dx—!—cLi (711 dzx,

h i1 T
2 c
T h o 3n2
2
h

(h* +h?),
2ch
=

_|_

Paral <i:<n-1

1 1
a (‘pia 80714—1) = / ‘P;%H dz + C/ Yipit1 dx.
0 0

Pero los productos ¢j@;,; ¥ @ipit1 son nulos excepto en [z, 2;41]. Asi

Tit1 1 Tit1 € — ) (Te1 —

1, ch

R

La simetria de la matriz A implica que

~+
W o+
~

o
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donde

Caélculo del vector b

= [ e s

Ti—1

que se calcula de manera analitica si f es una funcién sencilla. Si no, se usa
uno de los métodos de integracién numérica vistos en el capitulo 2. El sistema
tridiagonal que resulta se resuelve con un método directo o iterativo como los
vistos en los capitulos 5, 6 y 7.

Ejemplo 8.2. Resolvamos el ejemplo siguiente con este método

— " 4 4u = [(167% + 3) sen(4nx) — 8 cos(4nz)] €”,
u(0) =u(l) =0

y sabiendo que la solucién exacta (figura 8.4) es

e’ sen(4nx).

Para examinar la precisién del método resolvemos el problema para varios
valores de n, después calculamos la norma infinita del vector U™, solucién del
sistema lineal, que representa los valores de la solucién aproximada u™ en los
nodos z;, i = 1,...,n. Comparamos esta norma con la de la solucién exacta U
dada por

Ui:u(xi), i:l,...,n.

Para tener una idea mejor de la aproximacién, calculamos el error relativo dado
por
n
S
o0

Los resultados

n [U=U". e

2 0,13602 0,08064
10 0,00569 0,00252
100 0,00007 0,00003

son aceptables teniendo en cuenta la precisiéon lograda y el trabajo que ha cos-
tado.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

2

Figura 8.4. La solucién exacta del ejemplo (8.2).

8.1.3. Otros tipos de condiciones de frontera

Miremos variantes del problema (8.1).

Condiciones de frontera de tipo Dirichlet general

{ — (@) +culz) = f(),  x €01, RCRTY

u(0) =a, u(l) =p. (b)
Se hace, como en el caso anterior, la discretizacién de [0, 1] escogiendo en n € N*
1 . ;
h=——"/ x; = th, 1=0,...,n+ 1.
n+1

Las funciones ¢;, i = 1,...,n, se definen como en (8.12) de la pdgina 123 y

{h;m, 0<az<h,

0 h<z<l1.

() 0, 1<z<1-—h,
n T) =
ot p=lih ] _p<g<l.
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P For

Figura 8.5.

Busquemos la formulacién variacional de (8.14). Sea
Va,8 = {v, vsuave y v(0) =, v(l) = g},

Multipliquemos la ecuacién (8.14.a) por un v € V e integremos por partes
1 1
/ (—u"v + cuv) dz = / fvdz, Yo € V, 3,
0 0

1 1
/ v + cuvdz — ' (1)v(1) + 4/ (0)v(0) = / fvdz,
0 0

1 1
/ (u'v" + cuv) dz — o' (1) + pu’(0) = / fvdz, Vo e Vypg.  (8.15)
0 0

Particularmente para v = u, la solucién del problema

1

1
/ (u'v' + cun) dz — au' (1) + Bu’(0) = / fodz, Vo e V. (8.16)
0 0

Restando (8.16) de (8.15)

1 1
/ u (u' — ") + cu(u —v)dz = / f(v—u)daz.
0 0
Siu,ve€Vypg u—ve V. Recordemos que
Vo ={v:[0,1] = R, v suave, v(0) =v(1) =0}.
Asi,
1 1
/ u'w’—i—cuwdx:/ fodz Yw € V,
0 0
que se escribe también en la forma

a(u,v) = l(v), Yv e V.
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Entonces la formulacién variacional del problema (8.14) es la misma que cuando
a = [ =0, si se elige

n+1
u” = Z /\7@7,
i=0
donde {¢;,i =0,...,n} es la base de funciones afines por trozos. De la formu-
lacién variacional resulta
n+1
Zaij)w:bi, i=0,....,n+1, (817)
j=0
donde

1
bi:/fcpidx, 1=0,...,n+1,
0
aij = a(pi,p;), 0<i,j<n+1

Sabemos que A\g = @, A,+1 = [ entonces podemos imponer directamente en
(8.17)

ago = 1, by = «a, agj = 0, 7=1...,n+1,
Opntins1 =1, bpy1 =0, any1;=0 j=1,...,n.

y el sistema (8.17) se vuelve

1 0 0 e Ao «
aip ailr - A1np4l A b1
Gnpo Aanl Gp,n+1 )\n bn

0 0 1 Ant1 g

Nota 8.5.
Este sistema lineal es de dimensién (n + 2).

Ejemplo 8.3.
— " 4 4u = €” [3cos(4nz) + 8sen(4mwz) + 1677 cos(4rz)]
u(0) =1, u(l) =e.
La solucién exacta del problema es
u(z) = e” cos(4dnz).

Los resultados obtenidos estan resumidos en la tabla siguiente

no |U-U"|, er

2 0,10125  0,03724
12 0,00920  0,00338
100 0,00012  0,00004
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Condiciones de frontera de tipo Neumann

Las condiciones de tipo Neumann son las que involucran la derivada de la
funcién buscada en la frontera del dominio, es decir, de la forma

u'(a) = a,

donde a es una extremo del intervalo del problema. Miremos cémo es la formula-
cién variacional del problema cuando tiene este tipo de condiciones de frontera.
Sea el problema

—u"(x) + cu(x) = f(z), z€]0 1], (a)
{U(O) =0, u(1)=p. (b) (8.18)

Aqui la condicién de Neumann estd aplicada sélo en el punto x = 1.

Sea
WNeu = {v :[0,1] = R, suave y v(0) = 0}.

Para un v € Vyey multipliquemos la ecuacién —u” + cu = f por v e integremos
sobre [0, 1].

1 1
/ w'v' + cuvdr —v(1)u' (1) = / fvdx.
0 0
Pero v/(1) = 3. Asf la formulacién variacional del problema (8.18) da
a(u,v) = l(v), Vv € VNeu,

donde
1
a(u,v) = / (u'v" + cuv) du,
0

l(v)z/o fvdx + Bv(1).

Nota 8.6.

Lo que cambia en esta formulacién con respecto al problema con condiciones
de Dirichlet es la funcién [ que ahora tiene un término adicional que involucra
la condiciéon de Neumann.

Ahora sean @q, p1, ..., Yn, ©nt+1 las funciones descritas en (8.15) y (8.16), de
la pdgina 128, y (8.12) de la pagina 123. Busquemos la solucién del problema

en la forma
n+1

i=0
El sistema lineal que resulta es

n+1

Za(%a@j)%:l(%), 1=0,...,n+1.
§=0
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La matriz que resulta es

a f 0
g oa B
5
- B
0 0 «
Como para todo ¢;, 1 =0,...,n,
¢i(1) =0
y
Pnt1(l) = 1.
folapifdx, 1=0,...,n,
l:
B+ [ ppirfde, i=n+1.
Ejemplo 8.4.

—u” +u = [144sen(12z) — 24 cos(12z)] *, z €]0 1],
w(0) =0, /(1) = 26,06743.

Cuya solucién exacta (figura 8.6) es

u(z) = e”sen(12z).

Los resultados se resumen en la tabla siguiente

n  |JU=U", er

2 0,22448 0,11649
10 0,14747 0,00596
100 0,00016 0,00006

8.2. Elementos finitos en dimension 2

8.2.1. Preliminares de calculo vectorial
Primera formula de Green

Dados un dominio acotado 2 C R™ de frontera suave 02 y un campo vecto-
rial suave F': Q — R™, tenemos

/FndSZ/didex,
o0

Q
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0.2 0.4 0.6 .8 1

2

Figura 8.6. La solucién exacta del ejemplo (8.4).

donde n es la normal unitaria saliente de 92 que, evidentemente, depende de s
y

Nota 8.7.
En esta seccion, x denota una variable general de €2 y s la variable curvilinea
de la frontera 0f).

Segunda férmula de Green
Sean u,v dos campos escalares y suaves. Denotemos Vu el gradiente de u
definido por
ou 0 ou \'
Vu = ( v _u) .

Ox1’ Oxs’ " Oz,

El campo vVu :  — R™ es suave de modo que se le puede aplicar la primera
férmula de Green, es decir

/div(vVu) dx = /vVunds.

Q [2}9)
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Pero
div(vVu) = VuVo + vAu

donde Aw es el operador laplaciano definido por

Ay = @ + @
ox2 = 0y?
Asi
/Vqudx—!—/vAudx = /vVunds
Q Q 2Q
o también

—/vAudmz/Vqudx—/vVunds. (8.19)
Q Q Elo)

La ecuacidn (8.19) se llama segunda férmula de Green o, sencillamente, férmula
de Green.

8.2.2. Problema modelo

Como en el caso monodimensional, vamos a ver los diferentes pasos a seguir
en elementos finitos a través de un ejemplo modelo.

Sean  un dominio del plano con frontera 92 suave, ¢ una constante positiva
vy f:Q — R una funcién dada. Nuestro problema es buscar u : 2 — R tal que

(8.20)

— Au(z,y) + culzy) = flzy) en 9, (a)
u=0 en 0. (b)

El problema (8.20) es un problema de frontera. La condicién (8.20.b) se llama
condicion de frontera de tipo Dirichlet.
Formulacién variacional del problema (8.20)

Consideremos el espacio vectorial
Vo = {v : 0 — R suave tal que v =0 en 89}.

Sea v € Vj arbitrario. Multipliquemos la ecuacién (8.20.a) por v e integremos
sobre 2. Obtenemos

/—Auvdw—!—c/uvdm:/fvdx, Yu € V.
Q Q

Q

Utilizando la férmula de Green, obtenemos

/Vqudx—/vVunds—l—/cuvdx:/fvdx.
Q Q Q

[219]
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Pero v = 0 en 092. Asi

/(Vqu—i—cuv) dx = /fvdx, Yv e W. (8.21)
Q Q

La ecuacién (8.21) se llama formulacién variacional del problema (8.20) y se
escribe también en la forma

a(u,v) = l(v), Yv e Wy (8.22)
donde
a(u,v) = /(Vqu + cuv) dz
Q
y
l(v) = /fv dx.
Q
Nota 8.8.

Igual que en el caso de dimensién 1, a es una forma bilineal simétrica sobre
Vo v [ es una forma lineal sobre Vj.

Sea V™ un subespacio vectorial de Vy de dimensién finita. Vamos a buscar
una solucién u™ dentro de V" que aproxime u. Para eso, sean ¢, s, ..., ©n,
n funciones linealmente independientes de V[, y denotemos V™ al subespacio de
Vb generado por estas funciones. Busquemos u™ en la forma

n
n
u" = E Aipi
n=1
donde Aq1,..., A\, son escalares a ser hallados. De la formulacién variacional

(8.22) y variando v = ¢;, i = 1,...,n, tenemos

n

doaleie)h =Ues),  i=1...n

i=1
que constituye un sistema lineal

Az

I
SH

donde
Aij = alpis i), ,j=1,...,n

bi:l(gﬁi), izl,...,n.
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Construccién de los espacios V"

La construccion de los espacios V" se realiza con las siguientes consideracio-
nes:

1. El proceso de hallar la base no es muy costoso.

2. La matriz que resulta tiene el minimo de coeficientes no nulos.

3. El célculo de los coeficientes a(p;, ¢;), i(pi) es relativamente facil.
Definicion 8.2. El soporte de una funcién h : 2 — R es la clausura del conjunto
{x € Q; h(zx) # 0} que denotamos sop h.

Discretizaciéon del dominio

Una manera de conseguir que la matriz del sistema lineal que resulta sea
dispersa, es decir con un nimero alto de coeficientes nulos, es escoger las funcio-
nes de base con soportes reducidos en el dominio 2. Asf, si dos funciones ¢;, ;
tienen soportes disyuntos, el coeficiente A;; es necesariamente nulo. Es por esta
razén que partimos €2, el dominio geométrico del problema, en subdominios de
formas geométricas facilmente manejables (tridngulos, rectangulos, ... ).

Definicién 8.3. Una discretizacién del dominio 2 C R? es la particién del
dominio en subdominios Fy,k =1,..., N, tal que

Ne
U E, = Q.
k=1

Para todo i,j = 1,...,N,, la interseccién F; N E; es vacia, un punto o un
segmento. Los subdominios Ey, k = 1,..., N, se llaman elementos y sus vértices
P;, de coordenadas (z;,y;), i =1,..., N, nodos.

8.2.3. Elemento finito lineal: triAngulo con 3 nodos

Para este caso se discretiza en tridngulos como lo muestra la figura (8.7).

VAVAVAN.

Figura 8.7.
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Nota 8.9.

Si el dominio €2 no es un poligono se hace una discretizacién de la frontera
de manera que se aproxime a un poligono como se ve en la figura (8.7). En otras
palabras, se desprecian los trozos que exceden al poligono.

A cadanodo P;, i =1,..., N, se le asocia una funcién ¢; tal que
pi(zj,y;) = dij, i,j=1,...,N

v ; es de gréafica plana sobre cada tridngulo de la discretizacion.

Figura 8.8.

Nota 8.10.

Para este elemento finito el soporte sop(y;) de ¢; es la unién de todos los
tridngulos que tienen el nodo (x;,y;) como vértice (que podemos ver también
como el piso de la carpa en la figura 8.8).

Célculo de la matriz del sistema (matriz de rigidez)

Intuitivamente, uno calcularia el coeficiente
Ay = /V%Vgoj +cpip; dx
Q

de manera directa variando ¢ y j de 1 hasta N pero esta técnica de calcular los
coeficientes de A uno tras otro tiene desventajas:

a) Las funciones ¢; cambian de expresion sobre cada tridngulo.

b) El nimero de tridngulos en la interseccién de los soportes no es siempre
constante como se ve en el ejemplo de la figura (8.9).

sop(1) Nsop(pa) = T1
sop(p2) Nsop(ps) = T U T

Asi la sistematizacion de los calculos no es facil. Para evitar estos problemas se
trabaja con la estrategia elemento por elemento. La idea del método se basa en
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Figura 8.9.

la formulacién variacional. Sabemos que

a(pi, pj) = /V%Vsoj + cpipj d,
Q

a(pisps) = ) /V%V% + cpip; dz,

Tw€T 7,

donde 7T es el conjunto de los elementos (tridngulos en este caso) de la discreti-
zacién. Asi
(i, 05) = Y ar(ei, )
T,eT

con

ar (i, pj) = /V%Vsﬁj + cpip; dr.
Ty

Definicién 8.4. La matriz A* € R3*3 definida por
Al = ax(pi, ¢5)
se llama matriz elemental asociada al elemento T}.

El ntimero ag(p;, ¢;) se puede ver como la participacién del elemento T} en
el coeficiente a(y;, ¢;). La ventaja de trabajar con los ax(p;, ¢;) es que permite
automatizar la computacion de manera sencilla debido a que cada triangulo T},
tiene exactamente 3 funciones py, , Yk, , Pi;, no nulas en él. Esta automatizacién
se hace de la manera siguiente:

Se recorren los tridngulos uno a uno. Sea Ty, un tridngulo de vértices (zg, , Yk, ),
(Thyy Yky) V (Tks, Yks ). Las tres funciones @i, , ¢k, , Pr; son las restricciones al
tridngulo T} asociadas a sus vértices. Como estas restricciones son de tipo
azx + by + c entonces encontrar g, , Yk,, Pk, Se reduce a calcular los 9 coefi-
cientes

akmbkwckw i:1a273a
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de las funciones
or, (T,y) = ar,x + b,y + i, i=1,2,3.

Pero dado que
ei(;,y;) = dij,
el problema se reduce entonces a invertir la matriz
gy Yk 1

Ek == ku ka 1

Thy Yk 1

Asi
akl ak2 akS
—1
E "= by, br, bg,
Ckq Cky Ck3
Nota 8.11.

Un simple cdlculo muestra que

1 Yko — Yks Yks — Yky Yk — Yko
Eil=—+ Tk, — T Tp, — Tk, — T
k k3 kg kl k‘3 k2 kl
2|T|
TholYks — LhylYky LThsYky — ThiYks ThiYks — LholYky

Nota 8.12.
Notemos que el determinante de la matriz £, * es 2 |T)| donde |T}| es el drea

de Tk.

Ahora el célculo de los coeficientes ay (¢, ¢;) de la matriz elemental se vuelve
muy sencillo. Tenemos

v@ki (iC, y) = (a’ki ) bki)t .
Asi

ar(pi, 05) = /akiakj + by, br; dx + C/S% (z,y) or; (z,y) d,

Ty Tk
ar (@i, ;) = |Tk| (ar,ar, + br,br,) + 0/% (z,y) or; (z,y) dz.
Tk

Enumeracién de nodos

Hasta ahora nos hemos referido a los nodos P;, de coordenadas (z;,y;),
i1 =1,..., N, listdndolos sin mas detalles. Implicitamente, estamos haciendo una
enumeracion de los nodos. La importancia de este concepto es que en la matriz
del sistema lineal un coeficiente a;; es nulo si la interseccién sop(p;) N sop(y;)
es vacia. Es decir que dos funciones asociadas a dos nodos i, j geométricamente
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alejados dan lugar, generalmente, a un coeficiente nulo. Mas precisamente, es-
tamos seguros de que si 7, j no son nodos del mismo triangulo, necesariamente
a;; = 0. Considerando estos aspectos, es importante hacer una enumeracién de
nodos de manera que la matriz tenga un ancho de banda minimo.

Para entender este concepto, presentamos en el ejemplo a continuacién dos
enumeraciones diferentes para una misma discretizacion.

Ejemplo 8.5. En este ejemplo, los coeficientes no nulos de la matriz se denotan
con una caja WM. Las casillas vacias corresponden a los coeficientes nulos de la
matriz.

NN BN | H B

2 | R mn H BN

3 H H B H N

4 H N |

5 | W H B H N

6 |l N H B N H n
7 H H | BN BN H N
8 H N H B |
9 | H n

10 H N H H N
11 H N H B B
12 H B H n

Tabla 8.1. Estructura de la matriz de la Enumeracién 1 del ejemplo (8.5).
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1| . | | |
2 [ | | | |

3 H N | | |
4 H B N H N
5 H N | H B

6 [ | H B | |

7 |l | | | |
8 H N |

9 | | |

10 | W [ | H H B
11 | HE BN H E N
12 | N H N | H H B

Tabla 8.2. Estructura de la matriz de la Enumeracién 2 del ejemplo (8.5).

Buena enumeracién, mala enumeracion

Como se ve en el ejemplo (8.5), la estructura de la matriz en términos de
la distribucion de ceros esta estrechamente ligada a la manera de enumerar los
nodos. Tomando como criterio el ancho de la banda de la matriz, una buena
enumeracion es la que minimiza méx |i — j|, donde i y j son vértices del mismo
tridngulo. Es muy complejo resolver este problema de optimizacién para una
discretizacién dada.
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Tabla de conexiones

La técnica de trabajar elemento por elemento exige que asociemos a ca-
da elemento los nodos que constituyen sus vértices. La tabla que agrupa esta
informacién de llama tabla de conexiones.

Para facilitar la tarea de crear la tabla de conexiones, es importante iden-
tificar cada elemento. Es por eso que también se enumeran los elementos de 1
hasta N,.

Nota 8.13.

Contrariamente a la enumeraciéon de los nodos, la enumeracién de los ele-
mentos no tiene incidencia alguna sobre la estructura de la matriz ni sobre el
proceso numeérico.

Tlustremos con un ejemplo la tabla de conexiones

Ejemplo 8.6. En la discretizacién de este ejemplo (figura 8.12), los nimeros
de elemento estan en un circulo para diferenciarlos de los niimeros de nodo.

Figura 8.12. Discretizacién del ejemplo (8.6).

Ntmero del elemento Sus nodos
1 1 2 4
2 2 3 4
3 4 3 8
4 4 8 7
5 4 7 b5
6 1 4 5
7 5 6 7
8 6 7 10
9 7 9 10
10 7 8 9

Tabla 8.3. Tabla de conexiones del ejemplo (8.6).
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Nota 8.14.
No es importante el orden en que se listan los nodos asociados a un elemento
dado en la tabla de conexiones.

Ensamblaje de la Matriz A

Resumiendo lo que hemos hecho para calcular los coeficientes de la matriz
A, usando la técnica elemento por elemento construir la matriz A es volver a
armarla a partir de las matrices elementales dadas en la definicién (8.4) de la
pagina 137. Este proceso se llama ensamblaje de la matriz.

Ejemplo 8.7. Ejemplo sencillo de ensamblaje de la matriz
La discretizacién de este ejemplo estd dada por la figura (8.13). La matriz
A € R**4 del sistema lineal se inicializa con ceros

Ay =0, ij=1,...,4

2

Figura 8.13. Discretizacién del ejemplo (8.7).

Nodos | =,y
1 T1,Y1 Elemento | Sus nodos
2 T2, Y2 1 1 2 3
3 T3,Y3 2 2 3 4
4 T, Y4

Tabla 8.4. Tablas de coordenadas y conexiones del ejemplo (8.7).

Para el elemento 1, tenemos

r1r Y1 1
E1 = T2 Y2 1
z3 ys 1

agl) aél) aél)

Ert=| o) b b)Y

(1) 1)

€1 Cé Y

s
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Ahora calculemos los coeficientes de la matriz elemental A1) € R3%3 que co-
rresponde al elemento 1.

1) _ (1) (1) (1)7(1)
Aij —/(ai a; +b; bj )dx
T

—|—c/ (agl)x—kbgl)y—!—cgl)) (a§1)x+b§1)y+c§l)) dz, 1,j=1,2,3.
Ty

Después de eso empecemos a ensamblar la matriz A con la matriz elemental
calculada para el elemento 1.

A —

Ahora, pasando al elemento siguiente que es el elemento 2, de la tabla de cone-
xiones tenemos

X9 Y2 1
E2 == I3 Y3 1
T4  Yaq 1
y
al? ag) ag2)
-1 _ 2 2 2
E b b b
2 C;Q) 652)
Nota 8.15.

El indice en los coeficientes es 2 porque la matriz es la asociada al elemento 2.

De la misma manera que para el elemento 1, calculamos la matriz elemental
A®@ correspondiente al elemento 2.

(2) _ (2) (2) (2)7(2)
Aij —/(ai a; +b; bj )dx
T2

—|—c/ (a§2)x+b§2)y—|—c§2)) (a§2)x—|—b§2)y—|—c§2)) dz, i,j=1,2,3.
Ts

Como

_ (k)
a = ai;,
k
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donde la suma se hace sobre todos los elementos k& comunes entre los soportes
de las funciones ;, ¢;, entonces el ensamblaje del elemento 2 en la matriz A le
da la forma

. 1 1
AR AR Ay 0
1 1 2 1 2 2
Ag1) AgQ) + A§1) Ag:s) + Agz) A§3)
1 1 2 1 2 2
Agn) AgQ) + A;1) Ag3) + Aéz) Ag3)

2 2 2
0 A3 Ay Az |

Calculo del segundo miembro del sistema Az =)

bi =/<p7;fda:,

Sabemos que

Q
o también
bi = / (pif dx.
sop (i)
Esta forma de escribir b;, ¢ = 1,...,n, nos sugiere, como en el caso de la matriz

A, trabajar elemento por elemento y hacer un ensamblaje. Asi, para cada ele-
mento k, se buscan en la tabla de conexiones los nodos k1, k2, k3 que lo forman
y se calcula el vector elemental b*) € R? definido por

M :/f%dx, i=1,2,3.
T

Ejemplo 8.8. Para el ejemplo (8.7) de la pagina 142, el vector F' € R* tiene la
forma

bt
by + bf

bs" + o

by

Integracién de las condiciones de frontera de tipo Dirichlet

Normalmente, los n nodos de la discretizacién incluyen los nodos que estan
en la frontera. La combinacién de la nota (8.10) de la pdgina 136 y la condicién
de frontera u(x,y) = 0 en 9N indica que A\; = 0 para todos los nodos i de la
frontera.

Asi, en el sistema lineal que resulta del ensamblaje AA = b hay que forzar
las incognitas A; que corresponden a los nodos de la frontera a tomar el valor 0.
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Una manera de hacer eso es el proceso siguiente. Para todo nodo i de la frontera
hacer

az; =1,
a;; =0, 1i#],
b; = 0.

Si las condiciones de frontera son de tipo Dirichlet pero no homogéneas,
es decir si son de la forma u(z,y) = g(z,y), entonces se procede de la misma
manera que en el caso anterior con los siguientes cambios. Si ¢ es un nodo
sometido a esta condicién de frontera entonces el sistema lineal cambia de la
forma

a;; =1,
aij =0, i # ],
bi = g(xi,yi)-

Ejemplo 8.9. Ejemplo detallado
Sea 2 = [0 1] x [0 1]. Consideramos el problema Au(x,y) = —26 en 2 con
las condiciones de frontera

Figura 8.14.

3z% —x, en el segmento [A B],

3+ 10y? — 1, en el segmento [B D],
322 — 2z + 11, en el segmento [D C] y
10y% +y, en el segmento [C A].

La solucién exacta de este problema es
u(z,y) = 32 + 10y —xy —z +y.

Realizamos la discretizacion (figura 8.15) con las siguientes caracteristicas:

Tipo de elemento Tridngulo con 3 nodos

Numero de nodos 16

Numero de elementos | 18

La tabla (8.5.1) es la tabla de coordenadas. La primera columna es el ntimero
del nodo y la segunda sus coordenadas. La tabla (8.5.2) es la tabla de conexiones.
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4 8 12 16

o 1o/ @
o /o /0|,

Figura 8.15. Discretizacion

Nota 8.16.

Es una redundancia poner la primera columna en estas tablas pero por ra-
zones de legibilidad se incluye en este ejemplo.

A continuacién veremos cémo se llenan la matriz A € R'6*16 y el vector b
del sistema lineal a medida que los elementos se recorren uno a uno.
Para el elemento 1

o

N
N[—=

N[

S O O =
N[ =

N[ =

S O O O O O O o o o o o oo

O O O O O OO O o o o o o o oo
O O O O O OO O o o o o o o oo
S O O O O O O O o o o o o o oo
S O O O O O O O O oo O O

O O O O O OO O o o o o o o oo
S O O O O O O O o o o o o o oo
S O O O O O O O o o o o o o oo
O O O O O OO O o oo o o o oo
O O O O O OO O o oo o o o oo
S O O O O O O O o o o o o o oo
S O O O O O O O o o o o o o oo
O O O O O OO O o oo o o o oo
O O O O O OO O o o o o o o oo
S O O O O O O O o o o o o o oo

S O O O O O o o o o

b= [-22,-12,0,0,0,—-22,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] .
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o — O N —~ < Mmoo F O
g
o — N O - 10 AN O
SN © m i~ o S - T oo &S TS Y
n
mﬁ\uu o O
—
— = NN M MmN O O~ oS S DD
Q
+—
g
© — NN M < 1D © I~ ©
m123456789111111111
)
e
=
DO HOAM = O AR O AR O A e —
SO S S O M o M QI e Qe QD o~
g
© - N Mm < 10 ©
M1234567891111111
Z

Tabla 8.5. Tablas de coordenadas y conexiones

Para el elemento 2

Co o0 o0 o000 0co00o oo oo
E=R=ER=EE=E=EE=-E-E-E=-E-E=E=
Co oo Ooc o0 o0 o000 0000 oo
Co o0 o0 o0 o000 o00o oo oo
Co oo oo o0 o0 o000 0000 oo
E=R=E-R=EE=E=EE=-E-E=-E=-E=-E=E<
Co o000 o000 0Co0o0 oo oo
Co o0 o0 o0 o000 o00o oo oo
Co oo Ooc o000 0c 0000 oo
Co oo o0 o0 o000 0c 00 oo oo
01_2001_210000000000
1_200011_20000000000
Co o0 oo o0 o000 O0c 0000 oo
Co o0 o0 o0 o000 o00o oo oo
1_210001_20000000000
11_2001_200000000000
L

I

<t
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bt == [_%,_%70507_%;_%70507050705070507050} .

Finalmente, para el elemento 18

1 -3 o o -4 0 0 0 0 0O O 0O 0O 0 O
-2+ 2 -+ 0 0 -1 0 0 O O O O 0 0 O
o -4 2 -2 0 0 -1 0 0 0 O 0O O 0 0
o 0o -+ 1 0o o o - 0o o 0o 0 0 0 O
-2 0 0 0 2 -1 0 0 -3 0 0 0 0 0 0
o -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 ©0
o 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 ©0
4_| 0 0 0 -3 0 0 -1 2 0 0 0 -3 0 0 0
o 0o 0 o0 -2 o0 0o o0 2 -1 0 0 -1 0 o0
o 0o o o0 O -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0
o 0o o o O 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1
o 0o 0o o0 O 0O 0 - 0 0 -1 2 0 0 0
o 0o 0o o o o0 0 O - 0o 0o o 1 -f o0
o 0o 0 o o o o0 0o 0 -1 0 0 -3 2 -1
o 0 0o o O 0 0O O O 0 -1 0 0 -1 2
0o o 0 0 o O 0 O 0 0O 0 -3 0 0 -%
y

La tabla siguiente da los nodos de la frontera (no hay un orden).

1234 |5]8]9]12]13]14]15]16

O O O O O O o o o o o

I o O
N[—

N[

—_
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La aplicacién de las condiciones de frontera a estos nodos da el sistema lineal

$1P 0o o o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o 0 0 0 O
0 1 o 0 0 o0 o0 o o o o o0 o0 o0 o0 o0
0 O $1 0o o0 o o o0 o0 o0 o0 o0 o0 0o o0 O
o 0 o010 O O o o o o0 o0 o0 0 o0 o0
0 0 0 0 1 o o0 o o o o0 o0 0 o0 0 O
o -1 o0 0 -1 4 -1. 0 0 -1 0 0 O O 0 O
o 6 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 O
e 0o 0 0 0 O 0 1 0 0 0 0 0 0 O
0o 0 0 0 O 0 0 1 0 0 0 0 0 0]
o 60 o0 o0 0 -1 0 O -1 4 -1 0 0 -1 0 O
o 60 o0 o0 0 O -1 0 O -1 4 -1 0 0 -10
o o0 o0 o0 0 o o o o o0 o0 1 0 0 0 O
o o0 o0 o0 0 o0 o o o o o o0 1 0 0 O
o o0 o0 o0 o0 o o o o o o0 o0 o0 1 0 0
o 60 o0 o0 0 o0 o o o o o0 0 o0 0 10
)0 0o o 6 0o 0 0 o0 O o0 O 0 0 0 0 1]

t __ 13 46 —26 —26 32 2 —26 —26 28 58
F _[07§5?711507 9 °» 9 7" 32309 » 9 511725?7§512}5

cuya solucién es

13 46 4 44 32 2 17 16 28 58 t
[07?7Ha]-]woaga?7?a§a?7?a1172a?aj712] .
La solucién exacta en los nodos es

[0 13 46 1170 4 44 32 2 17 16 11.2 28 58 12]"’,

599 90 5’3792 3937 9 3 34579 9

lo que da un error

[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]".
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