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1. Introduccién

Sea (S, P) una superficie topologica compacta, conexa y orientable, posi-
blemente con borde y P := {s1,82,...,8,} un conjunto finito de puntos de S.
Sea Homeog(S, P) el grupo de homeomorfismos f : S — S que preserven la
orientacion, tales que flas = idaps y que f(P) C P. A continuacién llamaremos
automorfismo de S un elemento f de Homeop (S, P). La siguiente definicion
formaliza la nocioén de deformaciéon continua entre homeomorfismos.

Definiciéon 1.1 (Isotopia). Una isotopia entre dos elementos f y g pertene-
ciendo a Homeog(S, P) es una aplicacion continua H : S x [0;1] — S tal
que:

1. Para cualquier t € [0;1], la aplicacion H(-,t) : S — S es un elemento de
Homeo} (S, P).

2. Para cualquier x € S, H(z,0) = f(z).

3. Para cualquier x € S, H(xz,1) = g(z).



Si existe una isotopia entre f y g, se dice que f y g son isétopos. Denotaremos
f ~ g la relacion f es isdétopo a g.

La relaciéon ~ es una relaciéon de equivalencia.
Definicion 1.2. Sean [f],[g] € Mod(S) entonces [f] o [g] := [f o g]

Primero miremos que ésta es una buena definicion. Sean f, f' € [f] g,9’ € [g],
queremos ver que [f o g] = [f’ o ¢'] es decir, queremos ver que fog ~ f'og'.
Sabemos que existen

F:8%x[0;1] = S:F(,z) = f(x) F(1,2)=f(x)
G:Sx[0;1] = S:G0,z)=g(x) G1,z)=4(x)
homotopias entre f, f’ y g, g’. Defina ahora
H:Sx[0;1] = S: H(t,z) = G(t, F(t,x))

H es continua porque G'y F'lo son. Ademas H (0, z) = G(0, F(0,z)) = G(0, f(x)) =
(g0 f)(@) y H(Lz) = G(L, F(1,2)) = G(L, f'(z)) = (¢' o /")(x).

Entonces tenemos que fog ~ f'og por ende [f og] = [f o ¢'] y tenemos
una buena definicion.
A partir de la nociéon de isotopia, se define el grupo modular de una superficie.

Definicién 1.3. El grupo modular de ¥ = (S, P) es el conjunto
Mod(X) := Homeo} (S, P)/ ~

con la operacion de grupo dada por la definicion 2.

1.1. Curvas

Definicion 1.4. Una curva cerrada sobre una superficie S es una aplicacion
continua ¢ : S1 — S. Se dice que una curva cerrada es simple si establece
un homeomorfo entre Sy y ¢(S1), este dltimo con la topologia inducida por la
topologia de S. Se dice que es esencial la curva ¢, si no es homdétopa a un punto
marcado o a un componente de frontera.

Definiciéon 1.5 (Namero de interseccién geométrica). Sean o y 8 dos
curvas sobre S. Su nidmero de interseccion geométrica es el entero

i(a, B) == min{la’ N B] | o’ € [a], B € [A]}.

1.2. Arcos

Definicion 1.6. Sea (S, P) una superficie compacta, posiblemente con frontera
y con P finito. Un arco propio en S es una aplicacion « : [0,1] — S tal que
a"Y(PNasS) = {0,1}. Se dice que el arco propio o es simple si es inyectivo.
Se dice que es esencial si no es homdtopo a un componente de frontera de S o
un punto marcado.



Falta hacer una aclaracion: Una homotopia se dice relativa si dados v,~' :
I — S con y(0) =+'(0) € S y v(1) = +/(1) € &S y una homotopia entre los
arcos H : I x I — S se debe cumplir:

H(O,CC) = ’V(x)
H(1,z) =(x)
H(s,0) = ~(0) = ~'(0)
H(s, 1) =~(1) =~'(1)

Este breve estudio sobre los arcos, sera importante en los ejemplos de las super-
ficies con puntos marcados méas adelante.

1.3. Resultados previos
1.3.1. Homotopia vs Isotopia para curvas cerradas simples

Definicion 1.7. Dos curvas cerradas simples o, 8 son isétopas si hay una ho-
motopia
H:S x[0;1] = S

entre a y B con la propiedad que la curva cerrada H(S1 x {t}) es simple para
cada t € [0;1].

En algunos casos, es mas sencillo pensar en homotopia sobre isotopia, pero
esto no va a ser una complicacién gracias a un hecho originario de Baer.

Proposicion 1.1. [J, Prop. 1.10] Sean «, 8 dos curvas cerradas esenciales sim-
ples en una superficie S. Entonces a es isétopo a B si y sdlo si a es homdtopo

a .

Teniendo una isotopia entre dos curvas cerradas simples en S, es tutil poder
extender esta isotopia a una isotopia de la superficie S lo que se conocera como
la isotopia de ambiente de S.

Proposicion 1.2. [Jl/ Sea S una superficie. Si F' : S1x[0;1] — S es una isotopia
de curvas cerradas simples, entonces existe una isotopia H : S x [0;1] — S tal
que

H‘SX{O} =1idg H(v(0),t) = F(6,t)

donde vy es la curva dad por F(Sy x {0})

1.3.2. Sobre las curvas ceradas simples
= Clasificacién de curvas cerradas simples

Definicion 1.8 (Cortes de superficies). [J] Dada una curva cerrada
simple o en una superficie S, la superficie obtenida cortando a S a lo largo
de « es la superficie compacta S, equipado con un homeomorfismo h entre
dos de sus componentes de frontera tal que:



1. El cociente S, /(x ~ h(x)) es homeomorfo a S.

2. El dominio y la imagen de h son una copia homeomorfa de c.

Esta definicion también se tiene cuando se quiere cortar a lo largo de
un arco propio simple. Por dltimo, una curva cerrada simple se dice que
es no separadora si la superficie S, es conexa, de lo contrario, se dice
separadora.

= Relacién entre curvas no separadoras.

Afirmacion 1. [/ Si « y 8 son dos curvas cerradas simples no separa-
dores en una superficie S, entonces existe un homeomorfismo ¢ : S — S
con la propiedad que ¢(a) = f5.

2. Ejemplos

Notacion: La superficie S, hace referencia a una superficie con género g
y con n puntos marcados.

2.1. Superficies compactas
2.1.1. Disco cerrado (D?)

Proposicién 2.1. [5] El grupo modular Mod(D?) del disco cerrado (D?) es
trivial.

Este es un resultado clasico que es conocido como el “truco de Alexander”

Demostracion. Sea f: D? — D? un homeomorfismo del disco que preserva la
orientacion y es la identidad en el borde. Lo que queremos ver es que podemos
deformar a f continuamente dentro de Homeot (D?) hasta volverla la identidad.
Para todo t € [0, 1] defina f;(x) : D* — D? tal que:

tf(%) 0<|z| <t
fi(z) =

T t<|z| <1

fo es la identidad de D? y f; es el homeomorfismo original por lo que tenemos
una homotopia entre f y la identidad y como isotopia coincide con homotopia
en dimension 2, tenemos una isotopia entre f y la identidad. O

2.1.2. Anillo (A)

Proposicion 2.2. El grupo modular del anillo (A = S; x I) Mod(A) es iso-
morfo a Z.



Demostracion. Sabemos que m(A) ~ Z y también Hi(A,Z) ~ Z. Sea a =
[S1 x 3] un generador de Hy(A,Z) y sea p:= {1} x I € A.

¢:Mod(A) = Z:[f]—k

Donde k.a = [p~! * f(p)]

Entonces ¢ es un isomorfismo.

Toca notar primero que si f, f’ € [f] sabemos que f(p) es homotopo a f/(p) por

ende [p~! % f(p)] = [p~! * f(p)] ¥ no tenemos problema con la definiciéon de ¢.
= ¢([id]) = 0 ya que 0.a = [p~! xid(p)] = [p~" * p] = [id]

= Sean [f][g] € Mod(A) con [f] # [g]. Queremos porbar que ¢([f o g]) =
o([f]) + ¢(lg])
Sean s = 6([f]) v ¢ = () por lo tanto, s.0 = [~ * f(p)] ¥ ta =
[p~" % g(p)] Ahora

p~tx(fog)p)=p"* flg(p))

“Lxf(pxpTtxg(p)

L f(p) x flp~ g(p)

= s.a+ f(t.a)

=s.a+t.f(a)

=(s+1t).a

Entonces ¢ es un homomorfismo de grupos. o
Sobreyectividad: Sea A = R x I la cubierta universal de A y sea F,, : A — A
un homeomorfismo que preserva la orientacion asociado a n € Z que viene dado
por la matriz ({7) entonces A 3 (z,t) — (z + nt,t) haciendo conmutar al
siguiente diagrama:

A o4
o Ip
A o4

Luego, por el diagrama, la proyecciéon canénica manda a (z,t) ~— (e2™% t)
induciendo f, : A — A un homeomorfismo que preserva orientacion y que es la
identidad en la frontera de A ya que F,(z,0) = (z,0) y Fy(z,1) = (z +n,1)

por lo que se tiene que en f, que
p(x +n, 1) _ (627ri(x+n)’ 1) — (627ri37;627rin7 1) — p(x7 1)

Y para un (z,t) arbitrario:

(z,t) —2— (2 +nt, 1)

J» s
(627Tix’ t) fn (62771’(90-&-nt)7 t)



que lo que esté haciendo en p es deformarlo para que deje fijos los extremos y
gire alrededor de la frontera interior, por lo que se puede ver que debe dar n
vueltas y por ende ¢([f,]) = n.

Inyectividad: Sea [f] € Mod(A) un homomorfismo que preserva orientacion y
es la identidad en la frontera tal que ¢([f]) = 0. Sabemos que se puede levantar
de manera unica a f a un f: A — A con f(O) = 0 y por hipoétesis sobre f, f
es Z-equivariante. Ademads, como por hipotesis, ¢([f]) = 0, el levantamiento es
la identidad en la frontera de A. Por lo tanto podemos formular la siguiente
homotopia llamada la homotopia afin.

H:Ax[0,1] = A: ((z,t),s) > sf(z,t)+ (1—s)(x,t)

que es una homotopia entre Idz y fy es equivariante con respecto a Z ya que
dado (n,0) € Zx0~Z

H((z,t) + (n,0),s) = sf(z +n,t) + (1 — s)(z +n,t)
s(f(z, 1) + (n,0)) + (1 — s)(z,t) + (1 — 5)(n,0)

sf(z,t) +t(n,0)+ (1 —s)(x,t) + (1 — s)(n,0)

= sf(m, t) + (1 - S)<x7t) + (n,0)
= H(z,t,s) + (n,0)
Entonces, esta homotopia desciende a una homotopia entre Id4 y f. Como en

dimension 2, homotopia coincide con isotopia, podemos concluir que [f] =1 €
Mod(A) O

Con esta transformacion de p dada por los diferentes elementos de Mod(A)
podemos dar una primera idea de lo que se llama Twist de Dehn. Un Twist
de Dehn asociado a la curva p(7,) viene siendo fi(p) i.e. es un generador de
Mod(A).

Figura 1: Twist de Dehn

2.1.3. Esfera (S2)

Proposicion 2.3. El grupo modular de la esfera So es trivial.



Demostracion. Sea [ : Sy — Sy un homeomorfismo que preserve orientacion y
sea 7y una curva simple cerrada sobre S5. Usando el hecho de homologia que dos
curvas cerradas sobre Ss son hométopas, podemos decir que f(y) es homotopico
a v, por ende, podemos asumir que f(vy) = 7. Luego podemos cortar a Ss por
esta curva y el resultado es identificable con D? (En este caso, dos discos) y
sabemos por el truco de Alexander tiene grupo modular trivial. Por ende,
tenemos que Mod(Ss) es trivial y si denotamos Dy y Ds a las partes tenemos
que existe Hp, : D1 x [0,1] — D; una homotopia entre idp, y f|p, vy Hp, :
Dy x[0,1] — D5 una homotopia entre idp, v f|p, y por lo tanto podemos crear
una homotopia
H : Sy x[0,1] — S5 tal que

. HD1($7t) six € Dy
H(x,t){ Hp,(z,t) six € Dy

Que es una homotopia entre idg, y f de nuevo, por lo que homotopia coincide
con isotopia en dimension 2, tenemos que hay isotopia entre ids, y f y por lo
tanto Mod(S2) es trivial. O

2.1.4. Toro (S10 0 S1 x S1)
Teorema 2.1. El grupo modular del Toro es isomorfo a SL(2,7Z)

Teorema 2.2. Sean (a,b) base de H1(S1 x S1;7Z) definidos asi a := [S1 x {1}]
yb:=[{1} x S1] con T? = S; x S;
Entonces el mapa:

¢ : Mod(Sy x 8y) — SL(2,7)

que envia la clase de isotopia de [f] a la matriz de f. : H1(S1 X S1;Z) —
Hy(S1 x S1;7Z) relativa a la base (a,b) es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Mostremos primero que ¢ : Mod(S; x S1) — GL(2,Z) es un
homomorfismo de grupos.

= Sea [id] € Mod(S; x S1) luego, ¢([id]) = ids : H1 (S x S1;Z) — H1(S1 %
S1;Z) nos da que idy(a) = a y id.(b) = b tenemos entonces (§9) que es
la matriz relativa a la base (a,b) y que es la identidad de GL(2,Z)

= Sea [f],[g] € Mod(S1 x S1), queremos ver si ¢([f o g]) = ¢(f)d(g)-

(b([fog]) = (fog)*
= o([fDe(lg])

Entonces ¢ es un homeomorfismo. Para mirar que ¢ toma valores en SL(2,7Z)
miremos lo siguiente

VIf] € Mod(S1 x 51)  ([f]) = (Zf{f(@)b;) 1§{<



Esta matriz también se puede ver de la siguiente forma:

(S 5G)

donde x : H1(S7 x S1,Z) x H1(S1 x S1,Z) es otra forma de denotar el nimero
de interseccion. Como f preserva la orientacion, también preserva el niimero de
interseccion. Por lo tanto, tenemos:

det(¢([f1)) = (f+(0)%b)(f+(a)xa) = (fu(a) D) (f+(b)xa) = fi(a)x fu(b) = axb =1

Sobreyectividad: Podemos pensar a S; x S; como R?/Z? y de tal forma que
podamos identificar a a con [0; 1] x0y a b con 0x[0; 1]. Toda matriz T € SL(2,Z)
define un homeomorfismo de R? — R? que deja invariante a Z? globalmente, ya
quesi T = ({f g) y z = [m,n] tenemos que T'(z) = [pm~+qn,rm+sn] € Z?,y por
ende induce un homeomorfismo (que preserva orientacion) t : R? /Z? — R?/7Z?
y por la construccion de esta t se puede ver que ¢([t]) = T.

Inyectividad Sea f : S; x S; — S1 x 51 tal que ¢([f]) es trivial. Como
71(S1 X S1) es abeliano, esto implica que f actia trivialmente al nivel del grupo
fundamental. La proyeccién canénica R? — R?/Z? da la cubierta universal de
S1x.S1,por lo tanto, f se puede levantar a un tinico homeomorfismo f: R? — R?
tal que f(0) = 0y, por los supuestos sobre f, f es Z?-equivariante.

Entonces la homotopia afin

H:R2x[0,1] 5 R?: (F,t) = tf(Z) + (1 — )F

es una homotopia entre idg2 y fque ademas es equivariante con respecto a Z>2
ya que dado 7 € Z?2

Entonces, esta homotopia desciende a una homotopia entre Idg, xs, v f. Como

en dimension 2, homotopia coincide con isotopia, podemos concluir que [f] =
1e MOd(Sl X Sl) O

Ya que sabemos que Mod (57 x.51) ~ SL(2,7Z), estudiemos a este ultimo para
poder conocer mejor al primero. SL(2,Z) es un grupo bajo la multiplicaciéon de

matrices. Miremos que:
1 1 0 1
(1) o= (50)

generan SL(2,7Z). La matriz T tiene orden infinito (7" = (§ 7)), la matriz S
tiene orden 4 (S = —I5) y ST = ({ 7') tiene orden 6.



Ahora, el efecto que tienen estas dos matrices por multiplicacién a la izquierda
en los elementos de SL(2,7Z) es:

T"(a b):<a+nc b—i—nd) S(a b):<c d)

c d c d ’ c d —a —b

Dado A = (2%) € SL(2,Z) con el teorema de la divisién euclidiana en Z
demostraremos que A es producto de S 'y T'. Suponga que ¢ # 0 ya que si ¢ =0
tendriamos que a = 1,d = 1 y entonces A = T°. Si |a] > |c| se puede escribir
a=cq+rcon0<r<|c| entonces T~ ?A tiene en la entrada superior izquierda
a — qc = r que es menor en valor absoluto que c. Aplicando S, se cambian
esas entradas (con un cambio de signo) y se puede aplicar de nuevo el teorema
de la division siempre y cuando r # 0. Eventualmente, con la multiplicacion a
la izquierda de A por suficientes copias de S y potencias de T, se llega a una
matriz con la entrada inferior izquierda igual a 0. Esta matriz esta formada por
enteros y tiene determinante 1, por lo tanto debe tener la forma (j([)l ?1) =Tm
6 T~™ para algin m € N. Por consiguiente, GA = 7" para un n € Z y como
T" € SL(2,Z)y — Iy = Sa, tenemos que A = +G~1T" € SL(2,7Z). 2]

Y tenemos una presentacion

SL(2,Z) =< S,T|S*, (ST)° >

Ahora, volvamos al toro (S7 x S1) con a := [S7 x {1}] y b := [{1} x S;] base
de Hy(S1 x S1,Z) y estudiemos las transformaciones [7,]y[m] (Ver seccion 3)
para a y b representantes de las respectivas clases, queremos ver las imagenes
de estas clases bajo el homeomorfismo ¢.

otnl) = (Tlsd - 7O N oty = (Tt )

—Tax(@) k@  —Tas(b) x a —Tpx(a) * a
teniendo que a x b = 1, podemos calcular los coeficientes dado que:

n T(a) ~a

B Thy b)'\/b

donde la notaciéon de suma, hace referencia a la curva con orientacion creada
por a y b.
Con esto, las matrices correspondientes :

1 -1

o= (3 7)ot =} )



note que ¢([r,]) =T~ y que:
=G 9= )G )
=)@ )6 )

=T78~'T

entonces U = T~ 18T~ 6 S =TUT y al mismo tiempo tenemos que:

0 1
S_-(l 0)-UTU

=9

por lo que tenemos que UTU = TUT y como TUT = S entonces TUT tiene
orden 4. También como ST = (UTU)T, entonces UTUT tiene orden 6

(UTUT)® = (UTUT)(UTUT)(UTUT)(UTUT)(UTUT)(UTUT)
= (UTUTUTUTUTUTUTUTUTUTUTUT)
=TUTTUTTUTTUTTUTTUTTUTTUT
= (TUT)®
=1

Por lo que la segunda condicién de la presentaciéon anterior sobra con estas dos
nuevas matrices. Y por lo tanto se tiene la siguiente presentacion:

SL(2,7Z) =< T,U|TUT = UTU, (TUT)* = I >

y para probar que estas dos representaciones son del mismo grupo, miremos que
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siU=T"15T"1

T8l 'ST' =TT~ 'ST~I'T
78771871 =9
ST=1S =1ST

0 1\ /1 -1 0 1\ _ (1 1 0 1\/1 1
-1 1/\0 1 -1 0/ \0 1)\-1 0)\0 1
0 1 0 1\ (-1
-1 1/\-1 0/ \-1
-1 0\ (-1 0
-1 -1) \-1 -1
También (UTU)* = (T 1ST-I'TT ST 14 = (T 1ST-1ST-1)* = §* = I.
Por lo tanto, estas dos presentaciones son presentaciones del mismo grupo, y la

tltima da una descripcion de Mod(S; x S1), partiendo de las curvas que definen
a y b sobre la superficie.

2.2. Superficies con puntos marcados
2.2.1. Disco con un punto marcado

Proposicion 2.4. El grupo modular del disco con un punto marcado es trivial

Demostracion. Se puede asumir, que el punto marcado es el 0 dado que podemos
hacer una traslacion de cualquier punto al cero mediante ;la siguiente aplicaciéon
T(t) = (1 —t)x x € D?) y componer la homotopia con esta traslacion. Con lo
anterior, podemos de nuevo emplear el “truco de Alexander’ya que si tenemos
una clase [f] € Mod(D3) tal que Vf € [f], f(0) = 0, la homotopia: f;(x) :
D2 — D2 tal que

fo es la identidad de D?. Entonces Vt € [0, 1], f; es un homeomorfismo y f;(0) =
0, por lo que como resultado tenemos una homotopia entre f y la identidad que
fija al 0 O

2.2.2. Esfera con un punto marcado (Sp 1)

Proposicion 2.5. El grupo modular de la esfera con un punto marcado (Mod(Sy.1))
es trivial.

Demostracion. La esfera sin un punto se puede identificar con R?. Por lo tanto,
podemos estudiar este tultimo.
Sea f : R? — R? un homeomrofismo que preserve la orientacién, ahora sea
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H:R? x [0;1] = R?: (z,t) = tf(z) + (1 — t)x. Entonces, H es una homotopia
entre f y la identidad. Por lo tanto, Mod(Sp 1) es trivial. O

2.2.3. Esfera con 2 puntos marcados (S 2)

Proposicion 2.6. El grupo modular de la esfera con 2 puntos marcados (Mod(Sp 2)
es isomorfo a Lo que es el grupo de permutaciones de dos elementos. Es decir,
la aplicacion

o MOd(SQ72) — Yo

dado por la accion de Mod(Sy,2) en los puntos marcados es un isomorfismo.

Demostracion. La esfera se puede pensar como la compactificacion de C que
tiene 2 puntos marcados y mirar transformaciones que dejen esos puntos fi-
jos, entonces sean a,b,a # b los puntos marcados en Spo. Si tenemos que
Yo = {id, (ab)} queremos encontrar transformaciones que hagan esto en Sy o.
Para el primer elemento de Y5 tome la tranformacion id que a z — z. Esta
transformacion tiene la accion requerida en los puntos y [id] € Mod(Sp ). Para
el otro caso, veamos que solo es necesario saber la transformacion T para {0, 1}
que seria la dada por z — 1 — z ya que bajo la transformacion L

a—=z Lt ,b
zn—>{ (=5 sia,b# oo

S

1= sia=o0c0 beC

—
w

podemos enviar dos puntos cualesquiera distintos a {0,1} y la transformacion
seria L™ 'oToL que mandaaaenbyabena. L= 'oToL es homeomorfismo que
preserva la orientacion porque es la composicion de elementos de Homeo+(5’072)
que es grupo bajo composicion. Por lo tanto [L™ o T o L] € Mod(Sp 2)

Falta probar que si f fija a a,b entonces f es homoétopa a la identidad. Sea
un arco entre a y b entonces f(y) deja fijos los extremos del arco, entonces f(7)
es homotopico a y por lo tanto podemos decir que f fija puntualmente a . Por
lo tanto, podemos cortar a Sy 2 a lo largo de v y obtenemos un disco. Al mismo
tiempo f induce una funcion f : D? - D? . ﬂaDz = id ya que f fijaba el
arco y puntualmente. Por ende fes homotopa a la id y asi obtenemos que f es
homotépico a la identidad.

Entonces tenemos que o es isomorfismo. O

2.2.4. Esfera con 3 puntos marcados (S 3)

Proposicion 2.7. El grupo modular de la esfera con 8 puntos marcados Mod(Sp 3)
es isomorfo a X3 que es el grupo de permutaciones de tres elementos. Es decir,
el mapa

(o MOd(S()’g) — Y3

dado por la accion de Mod(Sy,3) en los puntos marcados es un isomorfismo.

Antes de pasar a la demostracion, un resultado necesario:
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Proposicion 2.8. Cualesquiera dos arcos propios simples esenciales en Sy 3
con los mismos extremos son isétopos. Cualesquiera 2 arcos esenciales que co-
miencen y terminen en los mismos puntos marcados de S 3 son isétopos.

Demostracion. Sean o, 3 dos arcos simples propios de Sy 3 conectando los mis-
mos puntos marcados. Podemos modificar « via isotopia para que esté en posi-
cion general de interseccion con . Si a y 8 no son disyuntos, podemos hallar
un disco encajado que esté acotado por un arco de o y un arco de 8 y moviendo
« por isotopia podemos reducir esa interseccion hasta que «, 8 tengan interior
disyunto. En ese momento, se puede cortar a S 3 por a3y al hacer esto, por
el teorema de clasificacion de superficies, obtenemos dos discos. Ambos con 2
puntos marcados en la frontera y s6lo uno con un punto marcado en el interior.
Entonces a y [ estan en la frontera de un disco encajado en Sy 3 y por los
ejemplos sobre los discos, son isétopas O

Prop. 2.7. La esfera se puede pensar como la compactificacion de C que tiene 3
puntos marcados y mirar transformaciones que dejen esos puntos fijos, entonces
sean a, b, c distintos dos a dos, los puntos marcados en Sy 3. Si tenemos que
Y3 = {(bc), (ac)) queremos encontrar transformaciones que representen esto en
So,3. Al igual que en el ejemplo anterior, se pueden mirar las transformaciones
sobre un grupo especial de puntos, en este caso {0, 1,00} ya que dados {a,b, c}
podemos hacer la transformacion L tal que

a—z

a—2b

—
~—

(c—b

cC—z

~

A

—~
~—~
—~
~

y con esto podemos definir la transformacion 7' tal que z — % y S tal que
2+ —Z7 y de esta forma, tenemos las transformaciones L 'oToLyL 'oSoL
que son representantes de las mismas clases de equivalencia respectivamente.
De nuevo, falta probar que si ¢ es un homeomorfismo de Sy 3 que fija los
puntos puntualmente, entonces ¢ es homotopico a la identidad. Sea « un arco
en Sp,3 con extremos distintos a,b. Como ¢ fija a a, b, c entonces los extremos
de ¢(«) son a,b y por la proposicion anterior ¢(a) es isétopo a « entonces ¢
es homotodpico a un mapa ¢ que fija a o puntualmente, por lo tanto podemos
cortar a Sy 3 a lo largo de o y se obtiene a un disco con un punto marcado c. ¢

induce un homeomorfismo 5 del disco, fija a ¢ y es la identidad en la frontera.
Como Mod(D3) es trivial entonces ¢ es homotopico a la identidad, por lo tanto
¢ es homotopico a la identidad. Por ende o es isomorfismo. O

2.2.5. Esfera con 4 puntos marcados (Sp4)

Proposicion 2.9. EL grupo modular de la esfera con cuatro puntos marcados,
Mod(So,4) ~ PSL(2,Z) x (Z/2Z x Z/2Z)

Demostracion. Laidea es construir un homomorfismo @ : Mod (S 4) — PSL(2,Z)
junto a un inverso por la derecha, luego mostrar que el kernel es isomorfo a
Z7)27 x 7.)]27.
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Sea ¢ € [f] € Mod(Sp4). Hay dos levantamientos de ¢ a Homeo™ (S x S1),

llamelos ¢, 1. Defina (f) como el elemento de PSL(2,7Z) representado por la
matriz o([¢]) donde o : Mod(Sy x S1) — SL(2,Z) es el homomorfismo estudia-
do en el ejemplo del Toro. Esta bien definido ya que dos levantamientos de ¢
difieren en ¢, y o(t) = —1.

Ahora la inversa por derecha: Un elemento de PSL(2,Z) induce un homeomor-
fismo de S7 X S que preserva orientacion y que es bien definido bajo multiplica-
cion por ¢. Cualquiera de esas aplicaciones de S7 x S7 conmuta con ¢ e induce un
homeomorfismo que preserva la orientacién de Sp 4. Asi, definimos una seccién
s: PSL(2Z) — Mod(So.4)

Los homeomorfismos de orden 2 de Sy 4 son las involuciones hiper-elipticas
(t1,t2) de Sp4. Las clases de ¢1 y 1o generan un subgrupo de Mod(Sp4) iso-
morfo a Z/27 x Z/27. Estas involuciones hiperelipticas cada una se levanta a
un homeomorfismo de S; x S1 que rota cada uno de los factores por m: Por lo
tanto, (i1, o) esta contenido en el kernel de . Ahora queremos ver que (i1, t2)
es efectivamente el kernel de 7. Sea f € ker(c). Por la definicion de @ cual-
quier levantamiento de un representante de f a Homeo™(S; x Si) acttia por
+1I sobre Hy(S; x S1,Z) y por ende actta trivialmente en el conjunto de clases
de homotopia de curvas cerradas simples en S; X S; y, por un resultado que
dice que las involuciones hiper-elipticas inducen una biyeccién entre el conjunto
de clases de homotopia de curvas cerradas esenciales simples en S; x S7 y las
clases de homotopia de curvas cerradas esenciales simples en So 4 [4] tenemos
por lo tanto que f actia trivialmente en el conjunto de curvas cerradas simples
de Sp.4, en particular, f fija las clases de homotopia de @ y B que vienen de
las curvas de S; x S7. De lo anterior se sigue que se puede componer a f con
un elemento k €< ¢1,t2 > tal que fk fija los cuatro puntos marcados de Sy 4.
Ahora, toca ver que fk es la identidad. Suponga que fk es representado por
el homeomorfismo ¢ que puede ser modificado para que fije a @ y 3. En este
punto, se puede cortar a lo largo de @ U 3 y obtener asi cuatro discos con un
punto marcado cada uno, ya que ¢ fija los cuatro puntos marcados y usando de
nuevo el Truco de Alexander, 4 veces, se tiene que fk es la identidad. Por lo
tanto tenemos la siguiente sucesion exacta:

e — Z/2Z x Z/2Z — Mod(Sp.4) — PSL(2,Z) — e
y por lo tanto obtenemos que

Mod(So.4) ~ (Z/2Z x 7./2Z) x PSL(2,Z

2.2.6. Toro con un punto marcado (51’1)

Proposicion 2.10. El grupo modular del toro con un punto marcado Mod(S1,1)
es isomorfo a SL(2,Z).

Demostracion. Para esta superficie tenemos que Hi(S1,1,7) ~ H1(T?,Z) ~ 7>
por lo tanto, como en el caso de Sy x S, hay un homomorfismo o : Mod(S1,1) —
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SL(2,7). Este mapa es sobreyectivo ya que dado cualquier elemento de SL(2,7Z)
puede ser visto como un mapa de R? que es equivariante con respecto a Z? y
que fija el origen.Por lo tanto, se puede ver como una aplicaciéon de S ;.

Para probar la inyectividad, sean o y 8 curvas simples cerradas en 511 que se
intersequen en un punto. Si f € ker(c) es representado por ¢ entonces ¢(«)
y ¢(B) son isotopos a o y f y podemos modificar a ¢ para que fije a a y 8
puntualemente. Si se corta a S ; a lo largo de aU 3 obtenemos un disco con un
punto marcado y ¢ induce un homeomorfismo que fija la frontera y al punto,
que por el truco de Alexander, es homotdpico a la identidad, por ende, ¢ es
homotoépico a la identidad. O

3. Twists de Dehn

Considere A = Sy x I. Para orientar a A, se puede encajar a A en el plano
(0,t) con el mapa (0,t) — (6,t+ 1) para asi tomar la orientacion del plano. Sea

T:A— A:(0,t)— (0+2tm,t)

Note que T fija puntualmente a JA. Ahora, esa S una superficie arbitraria
(orientada) y sea a una curva cerrada simple en S, sea N una vecindad regular
[3] de o y tome un homomorfismo que preserve orientacién ¢ : A — N y con
esta se crea 7, : S — S llamado el Twist de Dehn alrededor de « tal que:

[ ¢poTop  (z) siz e N
Ta(z){m size S\ N

T depende de N y ¢, sin embargo por la unicidad de vecindades regulares [3] la
clase de isotopia de 7, no depende de esas elecciones. Atn mas 7, no depende
de la eleccion de « sino tan sélo de su clase de isotopia, luego si a = [a] entonces
T, esta bien definido como un elemento de Mod(S).

Se puede imaginar a los twist de Dehn actuando sobre una superficie de la
siguiente forma:

cut

I twist

glue

— — (G
il

Figura 2: Accion de twist de Dehn en superficie (Sobre curva b)
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3.1. Propiedades de los Twists de Dehn

Ahora, vamos a hablar de estos elementos que juegan un rol muy importante
en la comprension del grupo modular.

3.1.1. No trivialidad

Dada una superficie S, sea a = [a] con « una curva cerrada simple (c.c.s.)
que es isdtopa a un punto, entonces 7, es trivial en Mod(S). Podemos usar la
accion del twist de Dehn sobre curvas simples cerradas para probar que los otros
twist de Dehn son no triviales.

Proposicion 3.1. [J, Prop. 3.1] Sea a la clase de isotopia de una c.c.s. «
en una superficie S. Si a no es homdtopa a un punto o punto marcado de S
entonces el twist de Dehn 7, es un elemento no trivial de Mod(S).

3.1.2. Hechos basicos

En esta secciéon, se miraran algunos hechos o propiedades de los twists de
Dehn.

Proposicion 3.2. [/, Prop. 3.2/ Si a,b son las clases de isotopia arbitraria de
curvas esenciales simples cerradas en una superficie y k € Z, entonces tenemos

i(7y (b),b) = |Kli(a,b)*

De la anterior proposicion se puede derivar una consecuencia importante y
es que: Los twist de Dehn tienen orden infinito

Proposiciéon 3.3. 7, =1, < a=0

Demostracion. (<) Como el twist de Dehn esta bien definido, este resultado se
tiene.

(=) Asuma que a # b y mostremos que 7, # 7. La idea es buscar una clase de
isotopia ¢ de curvas cerradas simples tal que i(a,c) = 0y i(b,c) # 0. 2 casos.

= Caso 1: i(a,b) # 0 luego podemos tomar ¢ = a

= Caso 2: i(a,b) = 0 entonces se puede usar un cambio de coordenadas para
hallar ¢

Ahora, teniendo a c, se puede aplicar la proposiciéon anterior ya que:
i(14(c),c) = i(a,c)® = 0 #i(b,c) = i(mp(c), )
y por lo tanto 7,(c) # 7(c) y tenemos que 7, # Tp O

Proposicion 3.4. Para cualquier f € Mod(S) y cualquier clase de isotopia a
de curvas cerradas simples en S, tenemos que T,y = fraf ™t
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Demostracion. Sea ¢ un representante de [f] y « representante de a. Sea 1),
representante de 7, cuyo soporte es un anillo.

¢~ ! envia una vencidad regular de ¢(a) en una vecindad regular de o (y que
preserva orientacion), luego v, realiza un twist a la vecindad de « y después
¢ toma esta vecindad transformada de « para enviarla a una vecindad de ¢(«)
(de nuevo preservando la orientacion).

El resultado es que se tiene un Twist de Dehn alrededor de ¢(«) O

Proposicion 3.5. Para [f] € Mod(S) y una clase de isotopia a de curvas
cerradas simples en S tenemos que f conmuta con 7, < f(a) =a

Demostracion.
fTa :7—af<:>fTaf_1 = Ta

<:>7_f(a):7_a
< fla) =a

O

Por la clasificacion de c.c.s en .S dadas 2 curvas no separadoras a, b, existe
h € Mod(S) tal que h(a) = b. Este hecho anterior, también nos dice que si a,b
son dos c.c.s no separadoras en S, entonces 7,, 7, son conjugados en Mod(.S).

3.1.3. Relaciones entre twists de Dehn

Proposicion 3.6 (Relacion de trenza). Si a,b son clases de isotopia de c.c.s
con i(a,b) =1, entonces TaTpTo = ToTaTb

Este hecho es equivalente a:

TaToTa = ToTaTh < (TaTb)Ta(TaTb)il =7
Aad TTaTb(CL) =Ty
& 1ump(a) = b

Proposicion 3.7. Sia,b son clases de isotopia de c.c.s coni(a,b) = 1, entonces
Tap(a) = b

Demostracion. La demostracion viene ilustrada en el siguiente dibujo
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Figura 3: La relacion de trenza [4]

O

Proposicion 3.8. Si a,b son clases de isotopia de c.c.s y los twist de Dehn
Ta, To Satisfacen ToTpTq = ToTaTy- Entonces i(a,b) =1

Demostracion. Por la relacion de trenza, tenemos que

TaTp(@) = b =i(a, 7,75(a)) = i(a,b)

i(ry ' (a), o(a

Y por la proposicion (3.2
i(a,m(a)) =i(a, b)2 =i(a,b) = i(a,b) € {0,1}

pero si i(a,b) = 0 entonces 7,(a) = a por lo que 7, = 73 lo que diria que a = b
y esto no puede ocurrir. Por lo tanto i(a,b) = 1. O

Proposicion 3.9 (El homomorfismo de tapado). [{, Prop. 3.19] Sea S’ la
superficie obtenida de la superficie S tapando el componente de frontera de B
(B € b e Mod(S)) con un disco con un punto marcado. Llame al punto marcado
po. Denote por Mod(S, {p1,...,pr}) el subgrupo de Mod(S) que consiste de los
elementos que fijan a los puntos p1 ...py donde k > 0. Sea Mod(S, {po, - .., Pk })
denote el subgrupo de Mod(S") que consiste de los elementos que fijan los puntos
marcados po, . . . pr y sea Cap : Mod(S, {p1,...,pr}) = Mod(S’, {po,-..,pr}) €l
homomorfismo inducido. Entonces tenemos la siguiente sucesion que es exacta:

Ca
1— <Tb> - MOd(S7 {pla v apk}) ‘E) MOd(Sla{pOa cee 7pk}) —1
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Esta proposiciéon permite realizar el calculo de algunas superficies con fron-
tera.
Sea P un par de pantalones, es decir, una superficie compacta de genero 0 con 3
componentes de frontera y sin puntos marcados. por la proposicion (2.7)) tenemos
que el PMod(Sp 3) =1 [Ver . Empezando desde este hecho, y aplicando la
proposicion anterior tres veces, obtenemos un isomorfismo

Mod(P) ~ 73

Otro ejemplo en el que podemos usar esta proposicion es el de la superficie ST
que es un toro menos un disco abierto. Mostraremos que

Mod(S}) ~ SL(27Z)

donde SL(2Z) es la extension central de SL(27Z). Para probar esto necesitaremos
la presentacion de SL(2,Z) que es

(a,blabab™ a" b1, (ab)®)
y la de SRQ/Z) que es
(a,blabab™ta™1bt)

[4, pg. 92]. de estas presentaciones, podemos ver que existe una aplicacion sobre-
yectiva SL(2Z) — SL(2,7) mandando a en a y a b en b con kernel {(ab)®) ~ Z.

También hay un homomorfismo SL(2Z) — Mod(S7) y de SL(2,Z) — Mod(S1,1),
donde cadad generador se envia a las curvas de latitud y longitud. Estos cua-
dran en el siguiente diagrama de sucesiones exactas, en las que cada cuadrado
conmuta:

—_~—

11— Z —— SL(2Z) — SL(2Z) —— 1

FT

1 —— Z —— Mod(S}) ~225 Mod(Sy.;) — 1

donde el isomorfismo de la mitad se sigue por el lema de los 5.

3.2. El teorema de Lickorish

Todo lo anterior, lleva a esta seccién. En ésta se mirara que se puede generar
todas las clases de isotopia de homeomorfismos de una superficie. Ya tenemos por
ejemplo que el grupo modular del toro se puede generar por las transformaciones
asociadas a las curvas explicitas dadas sobre esta. Antes de empezar definamos
el grupo modular puro.

Definicién 3.1. EI grupo PMod(S, ) es el subgrupo de Mod(Sy ) de los ho-
meomorfismos que fijen puntualmente a los puntos marcados.
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El objetivo final es probar

Teorema 3.1. Sea S, una superficie cerrada de género g > 1 entonces Mod(Sy)
es generado por 3g — 1 twist de Dehn asociados a ciertas clases de isotopia
explicitamente dadas.

Para poder llegar a probar este resultado, se necesitan varios resultados
previos a desarrollar.

3.2.1. Complejo de Curvas

Definicion 3.2. El complejo de curvas C(S) es un complejo simplicial asociado
a la superficie S. Su 1-esqueleto viene dado por:

n Vertices: Un vértice por cada clase de isotopia de una c.c.s. esencial en

S.

= Arista: Hay arista entre dos vértices de C(S) correspondientes a las clases
ayb coni(a,b)=0

Por la definiciéon dada, un punto marcado tiene el mismo efecto que un
componente de frontera, ya que las curvas alrededor de estos son NO esenciales,
por lo tanto, se consideraran las superficies con puntos marcados nada mas.

Teorema 3.2. [} Si3g+n > 5 entonces C(Sy,n) es conexo.

Definicion 3.3. Sea N(S) el subcomplejo de C(S) generado por los vertices
correspondientes a c.c.s. no-separadoras

Teorema 3.3. [/ Si g > 2 entonces N(Sy,,) es conexo.

El complejo de curvas sobre el que vamos a trabajar es el complejo de curvas
no separadoras modificado que se define de la siguiente forma:

Definicién 3.4. Sea /\A/'(S) el complejo simplicial 1-dimensional cuyos vertices
son la clases de isotopia de c.c.s. no separadoras en la superficie S y las aristas
corresponden a pares de clases a,b con i(a,b) =1

Lema 3.1. Sig > 2,n > 0 entonces el complejo ./\A/(Sg,n) es conexo.

Demostracion. Sean a y b dos clases de isotopia de curvas cerradas simples
en Sy . Por el teorema tenemos que existe una sucesion de clases de
isotopia a = c¢y,c¢a,...c = b representando los vertices de /\A/(Sg,n) y ademaés
i(ci, ci41) = 0. Por el principio de cambios de coordenadas, podemos encontrar
curvas no separadores d; de tal forma que i(c¢;,d;) = i(d;, ¢;1) = 1 por lo que
tenemos sucesion a = c1,dy,ca,ds, ..., Ck_1,dr_1,cr = b con la propiedad que
queriamos, por lo que tenemos que la sucesién esta en N (Sg.n)- O
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3.2.2. Sucesion exacta de Birman

Teorema 3.4 (Sucesion exacta de Birman). Sea S,, una superficie con
X(S) < 0 posiblemente con puntos marcados y frontera. Sea Sy.n la superficie
obtenida de Sy, mediante la marcacion de un punto x en el interior de Sg .
Entonces la siguiente sucesion es exacta:

1 71(Sgm, ) 25 Mod(S7,,) —2% Mod(Sy,n) — 1

Demostracion. Para probar la existencia de la sucesion, vamos a mirar que hay
una fibracién

Homeog(ng,x) — Homeog(Sg,n) = Sgn

con espacio total Homeo™ (Sn,g) ¥ con espacio base Sy, ¥ con fibra el subgrupo
de Homeo+(5’n7g) que consiste de los elementos que fijan a x. La aplicacion ¢ es
la evaluacién en .

Miremos que € : Homeog(Sg,n) — S, 4 es una fibracién, eso quiere decir que
Homeog(Sg,n) es localmente homeomorfo al producto de un abierto U de Sy,
con Homeo+(Sgyn, x) por lo tanto, la restriccion de € es la proyeccion del primer
factor. Sea U una vecindad abierta de x en S, 4 que sea homeomorfa a un disco.
Dado u € U podemos elegir un ¢, € Homeo™ (U) tal que ¢, () = u y que ¢,
varie continuamente como funcion de u [Piense en el grupo SU(1,1) en C cuyos
elementos son las matrices que tienen la forma (¢ %) y que cumplen |a|? — b =
1]. Se tiene entonces un homeomorfismo de U x Homeo™ (S, 2) — e~ 1(U) dado
por

(U,l/)) = gy 0

y cuyo inverso viene dado por

b= (P(x), ¢y () 0 )

Para cualquier otro punto y € S se puede escoger homeomosrfismo £ de S
que envia x a y, luego hay un homeomorfismo e~ *(U) — ¢~ 1(£(U)) dado por
1 +— £ 0 1) que verificaria la propiedad de la fibracion.

El teorema se sigue de la sucesion larga exacta de grupos de homotopia asociada
a la fibracién anterior. La parte que nos interesa es la siguiente:

cee ﬁl(Homeog(Sgyn)) — w1 (Sg,n) = WO(Homeog(ng,x)) — ﬁO(Homeog(Sg,n)) — mo(Sgn) = -+

Y se tiene que 71 (Homeo} (S,,,,)) es trivial [4, Teo. 1.14] y también se tiene
que 7 (S) es trivial. Lo que queda coincide con lo que se queria encontrar en
la sucesién y por lo tanto las aplicaciones Push y Forget son las definidas por
esta sucesion. O

Miremos que la sucesién exacta de Birman también aplica para el subgrupo
PMod(Sg,»)
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m1(S; ) —— m1(S;.)

1 —— PMod(S;,) —— Mod(S;,) —2—= £, — 1

lt Forget J(:

1 —— PMod(S, ») —— Mod(S,,) —/— =, — 1

T

1

Queremos ver que la sucesion que involucra a PMod (S, ;) es exacta, sabiendo
que el resto son exactas.

= Sea a € Ker(t) por t(a) = 0 y porque el diagrama conmuta, tenemos
que f ot = Forgeto f; por lo tanto, tenemos f(0) = 0 = Forget o fi(a)
lo que implica que f1(a) € ker(Forget) = Im(Push) por lo que existe
un elemento a € m (S ,) tal que Push(a) = fi(a) y por la igualdad
del diagrama arriba, junto con la conmutatividad, tenemos que s(a) = a
entonces Ker(t) C Im(s)

= Sea b € Im(S), sabemos que hay un v’ € m1(Sj; ,,) tal que s(b) = by por
conmutatividad, tenemos que f; os = Push, por lo que al aplicar Forget,
llegamos, por la exactitud de la sucesion, al 0 en Mod(Sy,,) y como f es
inyectiva, tenemos que g(b) = 0, dada la conmutatividad del diagrama.

Por lo tanto, tenemos que la sucesion exacta de Birman, aplica para PMod(S, )

3.2.3. La aplicacion Push sobre lazos en términos de twist de Dehn

Para un lazo simple o basado en un punto x de S, podemos dar un repre-
sentante explicito de Push(a) de la siguiente forma. Identifique una vecindad
de « con el anillo S; x [0, 2], orientando este tltimo de forma estandar. Suponga
que el punto marcado x esté en (0,1) en el anillo. Hay una isotopia del anillo
dada por:

| (04 2nrt,r) 0<r<1
f((””)—{ O+2r(2—r)t,r) 1<r<2

Y por la extension de isotopia, podemos extender F' para obtener una isoto-
pia de S. Cuando restringimos F a {x} x [0,[] tenemos

F((0,1),1) = (27t, 1)
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T"H.‘i.llr I:u:l

Figura 4: Aplicacion Push como twist de Dehn

Hecho 3.1. Sea a un lazo simple en la superficie S representando un elemento
de m1 (S, x). Entonces
Push(a) = 7,7 *

donde a y b son las clases de isotopia de las curvas cerradas en S* obtenida por
mover la curva alpha fuera de ella misma para la izquierda y la derecha.
Estas clases de isotopia son no separadoras si a es no separadora en S.

Hecho 3.2. Para cualquier h € Mod(S,z) y a € m1(S, z)

Push(h.(a)) = hPush(a)h™"

3.2.4. El grupo Modular de S,

Vamos a hallar PMod(S ). Procedemos bajo el siguiente anélisis Paran < 3
tenemos que PMod(Sy,,) es trivial. Para n > 4 usamos la sucesion exacta de
Birman en su version del grupo modular puro (3.2.2))

1— 7T1(5073) — PMOd(SOA) — PMOd(S&g) —1

y sabemos que PMod(Sp3) es trivial, por lo tanto, PMod(Sp4) ~ m1(So0,3) ¥
este ultimo es isomorfo a Fy el grupo libre con 2 generadores.
Para n = 5 tendriamos

1— 7T1(SO,4) — PMOd(S075) — PMOd(SoA) —1

y tenemos que 1 (Sp,4) =~ F3 y PMod(Sp 4) ~ F», y tendriamos que PMod(Sp 5) ~
F3 X F2

Por ende, para Sy, es seguir extendiendo el producto por el grupo funda-
mental de la esfera con n — 1 puntos marcados. El hecho junto con que
m1(S0,r) es generado por finitos elementos, nos da que PMod(Sy ,,) es generado
por finitos twist de Dehn. Para generar los elementos de Mod(Sy ,,), aplicamos
la siguiente sucesion exacta

1 — PMod(So,,) — Mod(So,n) = £, — 1
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Por lo tanto, un conjunto de generadores para Mod(Sp ) es obtenido del conjun-
to de generadores de PMod(Sp,,,) junto con los levantamientos de los generadores
de X,,. Sabemos que %, es generado por transposiciones, que son finitas. Por lo
tanto, tendriamos que Mod(Sy,,,) es finitamente generado.

3.2.5. Generacion finita

Para mostrar que Mod(S) es generado finitamente, vamos a considerar su

accion sobre el complejo de curvas N (S). Note que Mod(S) actaa sobre este
complejo ya que los homeomorfismos toman curvas cerradas simples no separa-
doras y las envia a curvas cerradas simples no separadoras y ademas se preserva
el namero de interseccién.
De la teoria geométrica de grupos, se tiene el siguiente resultado: Si un grupo G
acttia en un espacio camino-conexo X y D es un subespacio de X cuyos traslados
por G cubren X, entonces G es generado por el conjunto {g € G : ¢DND # 0}.[4]
El siguiente lema es una version especial de este resultado disenado especifica-
mente para poderlo aplicar a la accion de Mod(S).

Lema 3.2. Suponga que un grupo G actia por automorfismos simpliciales sobre
un complejo simplicial 1-dimensional conexo X. Suponga que G actia transi-
tivamente sobre los vértices de X que estdn conectados por una arista. Sean v
y w los dos vertices de X que estdn unidos por una arista y elija h € G tal
que h(w) = v. Entonces, el grupo G es generado por el elemento h junto con el
estabilizador de v en G.

Demostracion. Sea g € G, a ver, g esta contenido en H < G donde H es
generado por Stab(v) junto con h. Como X es conexo, tenemos entonces que
hay una sucesion de vertices v = vg, vy ... vx = g(v)donde los vertices adjuntos
estan conectados por una arista. Como la accién de G es transitiva, podemos
elegir g; € G de tal forma que g;(v) =v; con 0 <i < k. Tome go =1y gr = g.
Miremos por induccién que g; € H.

= ; =0, sabemos que go =1 € H
= Suponga que g; € H

= Probemos que g;41 € H. Aplicando g; ' a la arista entre v; = g;(v) y
Vi+1 = ¢gi+1(v) obtenemos arista entre v y gi_lgiﬂ(v). Como G actia
transitivamente en pares ordenados de vertices de X que estan conectados,
tenemos que existe un elemente r € G que toma el par (v,g; *giy1(v)) ¥
lo envia en el par (v, w), en particular, r € Stab(v) y 7g; *gi+1(v) = w por
lo tanto hrg; *giy1(v) = v y tendriamos que hrg; *g;+1 € Stab(v). Como
h,r,g; € H tenemos entonces que g;+1 € H, en particular, g, € H

O

Teorema 3.5. Sea Sy, cong > 1 yn > 0 puntos marcados. Entonces PMod(Sy,»)
es finitamente generado por twists de Dehn a los largo de curvas cerradas simples
no separadoras en Sq .
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Recuerde que ya vimos este resultado para el caso g = 0.

Demostracion. La prueba se desarrolla mediante una doble induccién, primero
en n y luego en g. Sea g > 1 fijo, vamos a hacer induccién en n, los casos bases
serfan S 9,.51,1 que ya conocemos que se generan finitamente por twist de Dehn
a lo largo de curvas cerradas simples no separadoras. Para la hipotesis asuma
que PMod(S,.,,) es generado por finitos twist de Dehn definidos sobre curvas no
separadoras {a;} en S, ,,. Mostremos que PMod (S, ,,+1) es generado por finitas
curvas no separadoras en Sg 41 (Asume que (g,n) # (1,0) ya que sabemos
que Mod(S1,1), Mod(S1,0) es generado por finitos twist de Dehn definidos sobre
curvas cerradas simple no separadoras).

Tenemos entonces:

1 = m1(Sg,n) = PMod(Sg,5+1) = PMod(Sg,) — 1

Como g > 1 tenemos que 71(Sy,,) es generado por clases de curvas no separado-
ras simples, por el hecho la imagen de cada uno de estos es el producto de
dos twist de Dehn alrededor de curvas no separadoras. Empezamos la construc-
ciéon de los generadores de PMod(S, »+1) tomando cada uno de estos twist de
Dehn individualmente. Para completar el conjunto de generadores, necesitamos
elegir un levantamiento de cada twist de Dehn 7,, generador en PMod(Sy »).
Por el mapa Forget, dada una curva no separadora a; en Sy, existe una curva
no separadora en Sy, 41 cuya imagen es «;. Por lo tanto, el twist de Dehn 7,
en PMod(S, ) tiene una preimagen en PMod(Sy »+1) que es un twist de Dehn
alrededor de la curva no separadora mencionada arriba en Sg 541 .
Como Mod(S1,0) y Mod(S1,1) se generan con dos twists de Dehn definidos en
curvas cerradas simples no separadoras, se sigue de la induccién en n que para
n > 0 el grupo PMod (S ,,) es generado por finitos twist de Dehn, definidos en
curvas cerradas simples no separadoras.
Ahora, induccion en g. Sea g > 2 y asuma que PMod(Sy_1,,) es finitamente
generado para n > 0. Como N (Sq) es conexo, por el principio de cambio de
coordenadas, tenemos que Mod(S,) actiia transitivamente en pares ordenados
de clases de isotopia de curvas cerradas simples con intersecciéon geométrica 1.
Aplicamos el lema en el caso de Mod(Sy) actuando sobre N(Sy). Sea a
clase de isotopia de una c.c.s. no separadora en S, y sea b otra clase de isotopia
de una c.c.s. no separadora con i(a,b) = 1.
Defina Mod(Sy, a) = Stab(a) en Mod(Sy). Aplicando el lema (3.2) Mod(S,) es
generado por Mod(Sy, a) junto con 7,, 7, ya que sabemos por la proposicion
que 7,74 (b) = a. Por lo tanto, es suficiente mostrar que Mod(S,, a) es generado
por finitos twist de Dehn alrededor de c.c.s. no separadoras.
Defina Mod(Sy, @) como el subgrupo de Mod(Sy, a) que consiste de los elemen-
tos que preservan la orientaciéon de a y tenemos la siguiente sucesién exacta
corta

1 — Mod(Sy, @) — Mod(Sy,a) = Z/2Z — 1

Como 7,727, cambia la orientacion de a (este representa el coconjunto no tri-
vial Mod(Sy,d@) en Mod(Sy,a)) , luego solo hay que mirar que Mod(Sy,a) es
finitamente generado por twist de Dehn definidos sobre c.c.s. no separadoras.
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Por la proposicion (3.9)) tenemos la siguiente sucesion exacta corta
1 = (1) = Mod(Sy, @) = Mod(Sg —a) = 1

donde Mod (S, —a) es la superficie obtenida de S, borrando a a € a consiguiendo
asi una superfice que es homeomorfa a Sy_1 2. Por lo tanto Mod (S — ) es fini-
tamente generado por twist de Dehn definidas sobre c.c.s. no separadoras. Cada
uno de esos twist de Dehn tiene preimagen en Mod(S,, @) que es también un
twist de Dehn definida sobre una c.c.s. no separadora, por lo tanto Mod(Sy, @) es
finitamente generado, con lo que podemos concluir nuestra induccién y concluir
que Mod(S,,,) es finitamente generado. O

3.2.6. La relacion de cadena

Esta tltima secciéon, va a ser necesaria para el final de la prueba del teorema
de Lickorish.

Proposicion 3.10. [J, Prop. 4.12] Sea k > 1,¢1,¢2. .. ¢, una cadena de curvas
en la superficie S. Si tomamos un representante ¢; que esté en posicidn minimal,
luego tomando una vecindad regular cerrada de la union entonces la frontera de
esta vecindad consiste de una o dos curvas cerradas simples. Denotelas d si k
es par y dy,ds si k es impar. Entonces tenemos:

(Tey - o T )2 =
)k+1

Td

(Tey - Tey, = Td, Tdy

La demostracion de esta proposicion es usando el método de Alexander[d]. El
caso en el que k = 2 tenemos (7,7,)% = 74 donde d es la frontera de la vecindad
regular de a Ub. Si a,b caen el S; ¢ 0 Si,1 tenemos que d es trivial y tenemos
que (7,7)% =1

3.2.7. Genradores de Lickorish

Teorema 3.6 (Los generadores de Lickorish). Sea S, una superficie cerrada de
genero g > 1.

iy ma 5] My

Figura 5: Generadores de Lickorish
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entonces los twist de Dehn definidos sobre las clases de isotopia
aly.-.,Qg,M1...,Mg,C1,...,Cqo—1
generan Mod(Sy)

Demostracion. Caso base, los generadores de Lickorish para S; son los de Mod(S7).
Asumalo para g > 2 apliquemos el lema a la accion de Mod(S,) sobre
el complejo simplicial 1-dimensional N (Sq). Por la proposicion tenemos
que Ty, Tm,Ta;(M1) = a1, luego por el lema es suficiente mostrar que
Mod(Sg,m1) cae en el grupo generado por los twist de Dehn.

Si Mod(Sy,m71) es el subgrupo de Mod(S;) que consiste de los elementos que
preservan la orientacién de m;, entonces tenemos:

1 — Mod(Sg,m1) = Mod(Sy,m1) = Z/2Z — 1

Dado que el producto de los twist de Dehn Taleanal reversa la orientacion de
m;. Es suficiente entonces mostrar que Mod(S,,n1) cae en el grupo generado
por los twist de Dehn. Por la proposicion (3.9) tenemos la siguiente sucesion
exacta

1 = (Tm,) = Mod(Sg, m1) = PMod(S,,,) =1

Con Sp,, ~ S¢—1,2 la superficie obtenida de borrar un representante de m; de
Sy (un abuso de notacién, pero para no hacer la escritura més pesada). Como
Tm, €s un twist de Dehn, es suficiente mostrar que PMod(S,,, ) es generado por
las imégenes de los twist de Dehn:

l‘f'«"‘:lnl Tma Ty My

g S J'J'lq

Figura 7: Superficie de ayuda. S;,
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Ahora, apliquemos la sucesion exacta de Birman dos veces. Sea S, super-
ficie obtenida de S,,, quitando el punto m_ y sea S} la superficie obtenida al
quitar el otro punto.

1 —— 1 (S, ,m_) 22" PMod(S,,, ) —— Mod(S/,,) — 1

i } E

1 — 7T1(Sg_1,1) E— PMOd(Sg_Lg) E— MOd(Sg_Ll) — 1

1 —— m (S0 my) 24 Mod (S, ) —— Mod(S7, ) — 1

(
i k |

1 —— mi(Sg—1) — Mod(Sy—1,1) —— Mod(Sy_1) —— 1

"
ma
o~

Ahora estudiemos las sucesiones, empecemos por la tltima. La meta es hallar
que Mod(S;,,) es generada por las iméagenes de los twist Dehn en Mod(S;, ),
eso es que Mod(S;,,) es generado por los twist de Dehn alrededor de las curvas
en la figura (7} Por induccion Mod(S;,, ) ~ S;_1 es generado por twist de Dehn
definidos sobre las imagenes de las curvas en la figura [7] Luego por el segundo
diagrama de sucesiones exactas, es suficiente mostrar que cada elemento de
Push/(m(S)),,)) es producto de twist de Dehn.

Los generadores de 7 (S}, ) ~ m1(S4—1) son dados por los siguientes:

Figura 8: Generadores del grupo m1(S);, ,m4)

La clase de Push/(ay) es igual al producto de TclT,;zl, luego es producto de
twist de Dehn. ;Como escribir 81 como producto de twist de Dehn?
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Por la proposiciéon tenemos que Ty, Ta, (1) = B1. Luego por el hecho ,
Push’(31) es conjugado de Push/(«y) por un producto de twist de Dehn.
Repitiendo este truco de conjugacion, cada generador de 71(S},,) bajo Push’
es producto de imagenes de twist de Dehn en Mod(S],,) cuyas férmulas son:

(e Tt VT 7 D (Bicr) = Bi
Ta:}rlﬁﬁjlﬂ(ﬂi) =y

Al parecer, los twist de Dehn son ideales para que se cumplan estas.

Pasando al primer diagrama de sucesiones, solo faltaria mostrar que Push (1 (S}, ,m_))
cae en el grupo generado por los twist de Dehn definidos sobre las curvas en la

figura [6] La prueba es esencialmente la misma a la de la parte anterior. Para
facilitar este argumento, es de gran ayuda notar que cada 7;, es un producto de

twist de Dehn, donde mb, m% ... m._, son las clases de isotopia de la siguiente

g—1
figura:

i’
T m f-';

,
S,

Figura 9: Los twist de Dehn 7,/ , 7, - T

1

Esto se sigue de la relaciéon de cadena

2(g—k+1) _ T 7_/
k

(ngTachgflTag71TCg72 v Tak+17—ck) mp
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