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Introduccion

En este trabajo se pretende mostrar un ejemplo de reduccién hiperkéhleriana en dimen-
sién infinita. Este ejemplo estd motivado por estudiar la geometria diferencial de espacios
de médulos surgidos de la geometria algebraica. Este punto de vista fue introducido por
Atiyah y Bott [[AB83]] en el estudio de las Ecuaciones de Yang-Mills.

En el Capitulo 1 se muestran en detalle los procesos de reduccién simpléctica, kahle-
riana e hiperkahleriana. En todos ellos la herramienta central es el Teorema de Marsden-
Weinstein (Teo. 1.1.1). Se muestran ejemplos de estas construcciones y se establece la
conmutatividad de dos operaciones: tomar el cotangente a una variedad y aplicar el pro-
ceso de reduccién a dicha variedad (C"*1).

En el Capitulo 2 aparecen aspectos basicos de la teoria de conexiones en fibrados ho-
lomorfos y operadores de Dolbeault. Mas aun, consideramos un ejemplo de espacio con
estructura kdhleriana (en dimensién infinita): el espacio de conexiones unitarias sobre un
fibrado hermitico (F, h). Por tltimo, se muestra una accién sobre este espacio que permi-
te considerar reduccién (kahleriana) y su conexién con espacios de mddulos de fibrados
estables (gracias al Teorema de Donaldson).

El capitulo 3 estudia fibrados de Higgs y las Ecuaciones de Hitchin. Se considera el espacio
cotangente al espacio de conexiones unitarias con su estructura hiperkéhleriana. El hecho
mas destacado recae en el Teorema de Hitchin, que permite identificar cierto espacio de
médulos de fibrados de Higgs como un cociente hiperkéahleriano.

Quiero aprovechar estas lineas para agradecer a mi familia por su constante apoyo
y especialmente a mi asesor Florent Schaffhauser, por su infinita paciencia, entrega y
consejeria para la realizacién de este trabajo.



Capitulo 1

Geometria Kahleriana e
Hiperkahleriana

1.1. Reduccién simpléctica

El estudio de la geometria simpléctica estd motivado historicamente por la fisica, toda
vez que es el escenario ideal donde modelar la mecanica clasica. La idea en estas paginas
es detallar los elementos béasicos y terminar con el Teorema de Marsden-Weinstein de re-
duccién simpléctica.

Definicion 1.1.1. Una variedad simpléctica es una variedad diferenciable M dotada
con una forma w € Q*(M) cerrada y no degenerada, en el sentido que para todo p € M la
aplicacion wy, : T,M x T,M — R es una aplicacién bilineal no degenerada.

La no degeneracién de w garantiza que para cada p € M se tiene que (T, M,w,) es un
espacio vectorial simpléctico, luego toda variedad simpléctica tiene dimensién par. Mas
aun, wy, induce un isomorfismo canénico

5. M — M
Xp  — ¢p(Xp)

donde ¢, (X)) (Yy) = wp(X,,Y),) para todo Y, € T,M. En términos geométricos, una va-
riedad simpléctica es orientable. En efecto, w™ = w A ... Aw € Q?*(M) resulta ser una
forma cerrada y no nula en todo punto de M, por lo tanto induce una forma de orientacion
en M. De hecho, dado que w™ no es exacta (por el Teorema de Stokes) se tiene que su



clase de cohomologia en H?"(M) asociada es no nula.

Ejemplo 1.1.2. El primer ejemplo de variedad simpléctica es R*™ con coordenadas (x1,. .., Tn, Y1, - - -

cuya forma simpléctica es w = Y dx; Ady;. También podemos hacer la identificacion
R?2 ~ C y de este modo C™ tiene como forma simpléctica asociada wc = 5> dz Ndz,.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos n = “dyA?;;jZ;ﬁj;;fgmdy una 2-forma en R3 — {0} y

denotemos también por n a su restriccion sobre S%. Si usamos coordenadas cilindricas en

S2
(x,y,2) =®(0,2) = (V1—22cos0,\/1— 22sinb, 2),

entonces w = ®*n = df A dz es una 2-forma cerrada y no degenerada, por tanto dota a
la esfera de una estructura simpléctica. De hecho, la unica esfera de dimension par que
admite estructura simpléctica es S%. En efecto, sin > 1 y w es una 2-forma cerrada en
S entonces w = dn para alguna 1-forma n; por lo tanto

vol(SQ"):/S2 w/\.../\w:/s2 dinpNdnA...N\dn)

:/ nAdnpAN...Ndn=20
0S52n

lo cual es absurdo.

Ejemplo 1.1.4 (Espacios cotangentes). Sea X una variedad de dimension n. Vamos a
construir una 2-forma en M = T*X como sigue. Supongamos que tenemos (U, x1, ..., xy)
una carta local en p € X. Entonces dx1,...,dx, forman una base para T,;U, de modo que
cualquier o € T;U se puede escribir como

n
a = Z Ypdxp.
k=1

Esto permite definir coordenadas locales (T*U, (x1, ..., Zn;Y1, .-, Yn)) que constituirdn un
atlas para M. En coordenadas locales, podemos definir

n
Wi, = Z ykdack
k=1

y la estructura simpléctica estard dada (localmente) por n = > dyi A dzxy. Claramente es
cerrada y no degenerada y mds aun, al considerar nuevas coordenadas para wy, se puede
ver que en la interseccion coinciden, por lo tanto definen una forma global.
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La mecénica clasica puede ser formulada via mecanica lagrangiana o via mecénica ha-
miltoniana, en donde una funcién (que representa la energia total de un sistema) determi-
na la evolucién del sistema. Consideremos entonces un sistema Hamiltoniano (M, w, H),
donde (M,w) es una variedad simpléctica (que seria el espacio de fases del sistema) y
H € 0°°(M). Como dH, € T, M, existe un tnico campo vectorial Xy € X(M) que
satisface

ixyw=dH (1.1)

Tal campo vectorial se conoce como el campo vectorial Hamiltoniano asociado a H.
La ecuacién anterior significa que para todo Y € X(M) se tiene w(Xpy,Y) = dH(Y).

Observacién 1.1.5 (Propiedades).

1. El flujo uniparamétrico generado por X y denotado por ¢f es un simplectomorfismo
(es decir, (¢f1)*w = w). Esto es consecuencia del hecho que Lx,w = ix,dw +
diXHw = diXHw =ddH = 0.

2. dH(Xpg) = (ix,w)(Xg) = w(Xg, Xg) =0 por lo tanto Xg es tangente a las curvas
de nivel de H.

Definicién 1.1.6. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Un campo vectorial X € X(M)
se dice simpléctico siixw es una 1-forma cerrada. X € X(M) se dice hamiltoniano si
ixw es una I-forma exacta. En este dltimo caso, ixw = dH para alguna funcion H (que
no es unica) y se denomina un Hamiltoniano asociado a X.

Obviamente todo campo vectorial Hamiltoniano es simpléctico y recordemos que X(M)
tiene una estructura de algebra de Lie. Mas atin, el corchete de Lie de dos campos simplécti-
cos es hamiltoniano. Esto se debe al hecho que

z'[Xy]w =dixiyw —ixdiyw —iydixw + ixiydw
= dixiyw = dix(w(}/, ,)) = dw(Y,X)

por lo tanto w(Y, X) es un Hamiltoniano asociado a [X,Y]. En particular esto implica que
el conjunto de campos simplécticos X*(M) constituye una subélgebra de Lie de X(M) y en
efecto [X*(M),X%(M)] C X"(M). Por supuesto el corchete de dos campos Hamiltonianos
es, de nuevo, Hamiltoniano.



Definicién 1.1.7. El corchete de Poisson de f,g € C*°(M) se define como

{f 9} = w(Xy, Xy).

Este corchete satisface la Identidad de Jacobi ({f,{g,h}} + {g,{h, f}} + {h, {f,9}} =0)
y es antisimétrico, por lo tanto dota al espacio C°°(M) de estructura de algebra de Lie.
Recordemos que el Teorema de Darboux garantiza coordenadas locales en M de tal forma
que w es simplectomorfica a

Z dpy, N\ dqy,.
k=1

Dichas coordenadas (pg,qr) son llamadas coordenadas de Darbouz y permiten escribir el
corchete de Poisson como sigue:

Observacién 1.1.8. La funcion ¥ : C*(M) — X(M) dada por V(f) = X; es un
homomorfismo de dlgebras de Lie. Es decir, se tiene [Xy, Xy| = X(f.g}-

Demostracion. En efecto, para f, g arbitrarias tenemos

i[Xf,Xg]w = dinngw — ’indixgw — ngdinw + inngdw
= dix,ix,w = dix,(dg) = d(dg(Xy)) = d(ix,w(Xy))
= d(w(Xg, Xy)) =d({f.9})

O

Como vimos anteriormente un sistema Hamiltoniano produce un campo vectorial X g
y por tanto, un grupo l-paramétrico de transformaciones en M; es decir, una accién de
R en M (llamada accién Hamiltoniana). Ahora queremos considerar una accién de un
grupo de Lie (que supondremos compacto) G en M, es decir una aplicacién

G —  Diff(M)

Oy gy M M

donde ¢4(p) := g - p y ver en ese contexto qué es una accién Hamiltoniana.

Definicién 1.1.9. Sea ¢ : G — Diff(M) una accion. Se dice que ¢ es una accién
simpléctica si ¢4 es un simplectomorfismo para todo g € G.



Si X € g, entonces se generard una accién (local) de R sobre M determinada por
e!X. Tal accién induce naturalmente un vector tangente en cada punto p € M tomando
el inverso aditivo de la derivada de la accién en t = 0, por lo tanto se forma un campo
vectorial sobre M. Tal campo vectorial es denominado el campo fundamental asociado
a X € G y su descripcién explicita esta dada por

d
Vx, = —— X p).
Xp dt tzo(e P)

Observacion 1.1.10. La aplicacion A : G — X(M) dada por A(X) = Vx es un homo-
morfismo de dlgebras de Lie. Es decir, se satisface [Vx,Vy] = Vix,y]-

Demostracion. Veamos que

d
= — Vix = — t —t
Vs Wlo = G973 Vg ) = Gl B0 (remoxsy)
d d _
= Gtlo sl e e e )
d d sAd(etX)(Y)
= — _—— e . p
dt t:O( ds |s=0 )
d
=2l (VAd<efX><Y>)
=Vixyy,

Definicién 1.1.11. Sea ¢ : G — Dif f(M) una accion simpléctica de un grupo de Lie G
sobre M. Se dice que la accion es hamiltoniana si existe una aplicacion

w: M — G*
que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo X € G la funcién pX : M — R definida por pX(p) := (u(p), X) tiene
como campo hamiltoniano asociado Vx. Es decir, se satisface

dp™ = Ty w.



2. u es equivariante. Es decir, para g € G,p € M se tiene
1(dg(p)) = Adyp(p).

Observacion 1.1.12. Tal p definida anteriormente se llama aplicacion momento pa-
ra la accién y la cuddrupla (G, M,w, pn) se llama un G—espacio hamiltoniano. Por
iltimo, Ady : G — G corresponde a la representacion coadjunta determinada por

Ad*: G — GL(G*)
g — Ady

y para p € G*, X € G se define (Ady(p), X) = (p, Adg-1(X)).

Una accién hamiltoniana de un grupo de Lie conexo G también puede ser formulada
en términos de aplicaciones co-momento, a saber una aplicacién

p G — C®(M)
X = i (X) = pt
que debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. Paratodo X € G se tiene que p*(X) es una funcién con campo hamiltoniano asociado
Vx.

2. p* es un homomorfismo de algebras de Lie, es decir, para todos X,Y € G se tiene
{pr(X), (V) } = p([X, Y]).

Proposicion 1.1.13. p es una aplicacion momento si y solamente si p* es una aplicacién
co-momento.

Notemos que en el caso que G = R é S! tenemos G = R. Por lo tanto, para el generador
1 de G se tiene p!(p) = (u(p),1) = p(p) de modo que solo existird una p. Ademés Vy
es el campo inducido por la accién. Por lo tanto, una funcién p : M — R es aplicacién
momento si p es una funcién hamiltoniana asociada a V.

Ejemplo 1.1.14. Consideremos la accién de R en R? dada por ¢i(z,y) = (xcost +
ysint, —xsint + ycost). El campo generado por la accion es X = y% — xa% Busquemos
una funcion H de tal forma que ixw = dH, recordando que w = dx A dy. Las ecuaciones
que se generan son

. 0 0 0 o 0 0
zxw<a% +ba—y> —w<y% —xa—y,a% —i—ba—y) =yb+za
0 0 0 0 0OH 0OH
H{a— +b— ) = (H, H — 4+b—)=a— +b—
d <a8x+b(9y) (Hpdx + ydy)<a(‘9x+b8y) as +b<9y



por lo tanto H(x,y) = #

Ejemplo 1.1.15. Consideremos la accién de S' en S? dada por a - (0,2) = (a + 0, 2).
Su campo vectorial asociado es X = %, de modo que para que la accion sea hamiltoniana
debemos hallar una . En este caso, w = df A dz, luego

z’Xw(ag—i-bg):w(a 0 —i—bg):b

20 "o 90" 90 " "oz
o dy\ o o\ _ ou o

de modo que la aplicacion momento asociada es u(0,z) = z.

Ejemplo 1.1.16. Consideremos la accion de S' sobre C" dada por 0 - (z1,...,2,) =

(€P21,...,e"2,), cuyo campo vectorial inducido es
~r 9 _ 90
X = E 2p=— — Z—=—|.
el 8zk 8Zk

Buscaremos una aplicacion p : C* — R, recordando que w = %Zzzl dzi N dz. Para un
campo arbitrario Y se tiene

ou ou ou ou
du(Y) gt Fang - Fhig= ot bag

ixw(Y) = % [dz1 ANdZ(X,Y) 4 o+ dzg Adz(X, Y)}

e L . L
= §<zzlbl +1a121 + ...+ 12,0y, —i—zanzn)
PP A P B

2 2 2

por lo tanto la accion es hamiltoniana, con aplicacion momento

1
pla e m) = 5 [L= (a4 el

Terminamos esta seccién con el Teorema de Marsden-Weinstein, que permite a partir
de una accién de grupo hamiltoniana obtener nuevos espacios simplécticos.

Teorema 1.1.1 (Marsden-Weinstein,74). Sea (M,w,G, n) un G—espacio Hamiltoniano,
con G compacto. Sea i : u~'(0) < M la aplicacion de inclusion. Supongamos que G actia
libremente sobre u~'(0). Entonces

1. Myeq := = 1(0)/G es una variedad.



2. 7: u Y0) = Myeq es un G—fibrado principal.
3. Existe una unica forma Wyeq en Myeq que satisface 1*w = ¥ wWyeq-
4. wreq €8 una forma simpléctica.

El par (Myeq, wreqd) se denomina cociente simpléctico o cociente de Marsden- Weinstein
y se denota M//G.

Demostracion. La prueba se realizard a pasos. Denotemos G, el estabilizador de p bajo la
accion y sea G, = Lie(G)).

1. Veamos que N = p~1(0) es una subvariedad regular de M.
Notemos dy, la derivada de la aplicacién momento en p € M. Probemos primero
que
Im(dpp) = g27K€T(de) = (T,0p),

donde A“? es el complemento simpléctico de A. En efecto, dpu,(Xp)(Y) = wp(Vyp, Xp)
para cualquier Y € G, por lo tanto

X, € Ker(du,) & X, € A“?,

donde A = {Vy,,Y € G} que es precisamente 7,0,. Esto demuestra la segunda
propiedad. Para demostrar la primera propiedad primero encontremos G,. La funcién

al restringirse a GG, se vuelve constante (igual a p), de modo que para Y € G,

d d
0=d2.(¥)= 2| @™)=2| o)

d Y
dt ‘t:()p ¢ Yp

con lo cual queda demostrado que G, = {Y € G t.q. Vy,, = 0}. Ahora, la aplicacién
adjunta a dpu, estd determinada por

<dM;(Y)7 Xp> = <dMP<XP)7 Y),

luego Y € Ker(duy) siy solo si Vy,, € (T, M)“» = {0}. Por lo tanto demostramos
que Ker(du,) = Gp, que es equivalente a la primera propiedad.
Por 1ltimo, como G actua de manera libre sobre IV, entonces para p € N se tiene

Im(dpp) = Gy ={0}° =g

de modo que por el teorema de valor regular, N es subvariedad regular de M.
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2. Ahora vamos a garantizar la existencia de wyeq-
Sea p € N. El hecho que N sea subvariedad garantiza que Ker(dp,) = T,N, lo
cual significa que T, N y 7,0, son complementos simplécticos en T, M y de hecho,
Ker(dpu,) es un subespacio coisotrépico de T, M. Esto es equivalente a afirmar que
1,0, C (T,0p)“». En efecto, si Vy, € T,0, y escogemos Vz, € T,0, arbitrario,
entonces

/l:V[X,Y]w = i[VX,Vy}W = diVXivyw - ivxdivyw — ivydivxw + vy vy dw
= divyivyw = diy, dp’ = d(dp¥ (Vx)) = d(w(Vy, Vx))

de modo que w,(Vyp, Vxp) = pXYl(p) = 0 y por ende, Ker(du,) es subespacio
coisotrépico de T, M. Esto significa que w induce una forma [w], en T,N/T,0,, para
todo p € N. De hecho, [w], := Wredp €8 Una forma no degenerada.

3. Parap € N = pu~1(0) se tiene que Tip)Mreq = TyN/T,Op y por tanto la 2-forma
construida en el inciso anterior satisface i*w = m*w;.4. Resta ver que es cerrada. En

efecto,
T (dwreq) = (T wreq) = d(i*w) = i*(dw) =0

y como 7* es inyectiva (puesto que 7 es sobreyectiva), entonces wy.eq es cerrada.

1.2. Variedades de Kahler

Ahora la idea es agregar informacién a una variedad, esta vez por medio de una estruc-
tura compleja. En este contexto también tiene sentido considerar el cociente simpléctico
bajo una accién y lo interesante es que se conserva la estructura Kéhleriana.

Definicion 1.2.1. Una estructura compleja sobre un espacio vectorial V es una apli-
cacion lineal J : V. — V que satisface J*> = —Id.

Definicion 1.2.2. Una variedad casit compleja consta de una variedad M junto con
una estructura compleja J,, en T,M para cada p € M. Esto determina una seccion global
J: M — End(TM), denominada estructura casi compleja.

Para llegar a definir una estructura Kéhleriana en una variedad simpléctica, requeri-
mos de cierta condicion de compatibilidad entre las estructuras simpléctica y compleja,
establecida a continuacién.
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Definicién 1.2.3. Sea (M,w) una variedad simpléctica y J una estructura casi compleja.
Se dice que J es compatible con w si inducen una métrica Riemanniana en M. Mds
precisamente, para p € M la aplicacion

g9 T,M x T,M — R
(Xp, Yp) = wp(Xp, Jp(¥p))

debe ser una aplicacion bilineal definida positiva y simétrica. En este caso la tripla (w, J, g)
se llama tripla compatible y g(-,-) = w(_, J_).

Para obtener una variedad compleja a partir de una variedad casi compleja, nece-
sitamos que la estructura compleja permita definir cartas complejas en M. Esto se lo-
gra determinando la integrabilidad de J usando el tensor de Nijenhuis y el Teorema de
Newlander-Nirenberg. El tensor de Nijenhuis sobre (M, J) se define para X,Y € TM
como

NJ(X,Y):=[JX,JY] - J[X,JY] — J[JX,Y] - [X,Y].

Teorema 1.2.1 (Newlander-Nirenberg). [[MS98]] Sea (M, J) una variedad casi compleja.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

= M es una variedad compleja.

= J es integrable.
« N;=0

Definicién 1.2.4. Una variedad de Kdhler es una variedad simpléctica (M,w) junto
con una estructura casi compleja compatible con w e integrable. En este caso w es deno-
minada forma de Kdahler.

Ejemplo 1.2.5. El ejemplo estandar de Kdhler es C". La forma simpléctica es la esta-
blecida en el Ejemplo 1.1.2 y la estructura compleja es multiplicacion por i = +/—1. Bajo
estas condiciones la métrica de Kdhler estd dada por
1 n
g== Z (dz ® dzg, + dz @ dzy,),

2
k=1

y la forma simpléctica serd

{ _
we = 3 Zdzk N dZg.
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Observacion 1.2.6. En general, si V es un espacio vectorial complejo y h es una forma
Hermitica, entonces V' es una variedad de Kdhler. Recordemos que una forma Hermitica
satisface h(v,w) = h(w,v) parav,w € V, es C—lineal en la primera componente y ademds
h(v,v) > 0 para todo v € V. Asi pues, vamos a definir

Claramente g es simétrica y definida positiva. Con respecto a w veamos que

w(w,v) = Im(h(w,v)) = Im(h(v,w)) = —Im(h(v,w))

= —w(v,w)

luego es antisimétrica. Por ultimo veamos la condicion de compatibilidad con la estructura
compleja dada por multiplicacion por i:

w(v,w) = Im(h(v,w)) = Re(—ih(v,w)) = Re(ih(w,v))
= Re(h(v,1w) = g(v, iw).

Los ejemplos mas basicos de variedades Kéahlerianas son los espacios proyectivos. Antes de
introducir sus caracteristicas, vamos a ver que, efectivamente, la estructura Kahleriana se
mantiene al realizar el cociente de Marsden-Weinstein de una accién Hamiltoniana sobre
una variedad Kéhleriana.

Teorema 1.2.2 (Marsden-Weinstein, versién Kahler). Sea (M,w,G,un) un G—espacio
Hamiltoniano. Supongamos que M es una variedad Kdhler y que ademds la accion de G
en M preserva la estructura Kahler. Entonces el cociente simpléctico establecido en el
Teorema 1.1.1 posee también una estructura Kdahleriana.

Demostracion. Sabemos que O, C N por la equivarianza de la aplicacién momento. Por
lo tanto, 7,0, C T,N y tiene sentido considerar el subespacio ortogonal (con respecto a
la métrica en M) a T,0p en T,N. Si denotamos tal espacio por H,, entonces tenemos

T,N = T,0, & H,. (1.2)

Vamos a ver que el complemento ortogonal (segin la métrica) de T,,N en T, M estd dado
por {JVx; X € G}. Recordemos que el gradiente Riemanniano de p~, denotado Vi, es
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ortogonal a las curvas de nivel de x4~ , en particular a N = p~1(0). Por lo tanto, cualquier
vector de T, N es ortogonal a VX, Ahora bien, también existe el gradiente simpléctico
de una funcién suave f y por definicién debe satisfacer

w(VIEY) = df(Y)

para todo Y € X(M). En este caso, VoM X = Vx por definicién de la aplicacién momento.
Por tdltimo, veamos la relacién existente entre los gradientes simpléctico y Riemanniano:

w(V YY) =df (V) = g(Vf,Y)
W(V YY) = w(Vf,JY)

w(V £, )—w(JVf, Y)
w(V™f 4+ JVf,Y) =

de modo que

Ve — _JVf.

Esto permite inferir que las direcciones normales a 7, N en T,,M estan dadas por vuX =
JVs™m X = JVy, como se propuso anteriormente.

Esto significa que tenemos la siguiente descomposicién de T, M:
T,M =H, ®T,0, D JT,0,.

Esta descomposicién identifica a H, como el cociente de dos espacios vectoriales complejos
(T, M es Kahler por hipétesis y 1,0, J1,0, puede ser visto como una complexificacién de
T,0p). Pero la descomposicién exhibida en la Ecuacién 1.2 identifica a #, con Ty Mred-
Por lo tanto hemos probado que, para todo p € N, T}, M,eq €s un espacio vectorial
complejo. El hecho que la estructura compleja inducida sea integrable se sigue del hecho
que la conexiéon de Levi-Civita en M,..q se obtiene haciendo proyeccién ortogonal sobre
Hp, que conmuta con la estructura compleja de base. ]

Ejemplo 1.2.7 (Espacios Proyectivos). El espacio proyectivo CP™ se puede construir me-
diante cociente simpléctico de la accion descrita en el Ejemplo 1.1.16 sobre C"1. Pero
mds aun, este cociente simpléctico es una variedad de Kdhler, por el Teorema 1.2.2. En
estos espacios, la estructura estd dada por la métrica de Fubini-Study, que detallaremos a
continuacion.
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Consideremos Uy, = {[z0 : ... : zn]|zk # 0} y la funcion de coordenadas en ese abierto,

dada por ¢r([z0 : ... : zn]) = A, Z’;;l, Z’Zl,..., Zk) Entonces la forma de Fubini-
Study en Uy, estard dada por .
1=
= —-00
5001k,

donde fi(z0, ..., 2n) = log(|2[?) — log(|zx[?)-

Recordemos que la forma de Kiahler en C™ estd dada por w = %659, donde g(z1,...,2n) =
log(1 + |2|?). Veamos ahora que, w]fs = ¢rw. Esto serd util para probar que la forma wt™s
pega bien en las intersecciones. En efecto,

Prg(lz0 : - znl) = 9(dr([20 1 - 2 20]))
(B A e
_g<zk o 2k ’ Zk 7“"2’]@)

2 2 2 2 2

por lo tanto

S = L00fi = 500(619) = o7 [ ;00| = Gi

Para ver que w'™® estd bien definida, supongamos que Uy, U son dos abiertos coordenados.
Entonces
-1 . . ST . .
¢k¢l (Zl,...,Zn> = ¢k([zl D A I 1: Zl41 ¢ et Zn])
_ (z1 2k-1 Zk+1 1 Zn)
— \ ey ) gy Ty s
Rk Rk Rk Rk %k

de modo que

[gkaS;l]*g(Zl, . '7zn) = g(gbkqb;l(zla o '7zn))

_ (ﬂ Zk—1 Zk+1 1 an)
T m m w  ,

2 2 2 2
_ R I S

:10g<1+ |2:1‘ —|-|Zk 1| —|-|Zk+1|2+ + 1+ +‘Zn’ )

| 2|
14 [z
=lo ( ’Zk’P’ ):1085(1+‘Z|2)—10g(|2k|2)
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esto lleva a afirmar que

on6 17w = S0016k07 "9 = 5009 — log(|=4]%)

Z —
= -00g =w
5 g
y en consecuencia, en U NU; tenemos

wi, :(ZSZUJ:d)Z‘w:wZFS.

Por ltimo, si denotamos por p : C**t — {0} — CP™ la proyeccion candénica, entonces se
puede mostrar que

* P
prwf® = 53010g(|z|2).

1.3. Geometria hiperkahleriana

El estudio de las variedades hiperkahlerianas surge con la clasificacién de grupos de
holonomia de variedades Riemannianas por parte de Berger (1955) y también en fisica
matematica. Se pretende replicar la estructura de los cuaterniones de Hamilton por medio
de estructuras complejas con ciertas condiciones.

Definicién 1.3.1. Una variedad hiperkihleriana es una variedad Riemanniana (M, g)
dotada de 8 estructuras complejas I, J, K que satisfacen las siguientes condiciones:

1. IJ=K,JK=1,KI=J.

2. g(IX, 1Y) = g(JX,JY) = g(KX,KY) = g(X,Y) para cualesquiera campos vecto-
riales X,Y en M.

3. 51 V denota la derivada covariante de la conexion de Levi-Civita de g, entonces se
tiene VI =VJ =VK =0.

La condicién 2 da lugar a la existencia de una tripla de 2-formas cerradas y antisimétricas
definidas como

wi(X,Y) :=g(X,IY)
wr(X,Y) = g(X,JY)
wr(X,Y) = g(X,KY),
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por lo tanto, g es una métrica de Kéhler con respecto a las 3 estructuras. Ademsds, si
T = al +bJ +cK donde (a,b,c) € S%, entonces la tripla (M, g, Z) también es una variedad
Kahler.

Por 1ltimo, debemos resenar que toda variedad hiperkahleriana es una variedad compleja
con una estructura holomorfa-simpléctica. Esto se debe a que, por ejemplo, la estructura
es integrable y la 2-forma w = wy + iwk resulta ser una forma de tipo (2,0) con respecto a
I que es cerrada y no degenerada. La misma situacién ocurre considerando a J, K como las
estructuras complejas. Reciprocamente, el Teorema de Calabi-Yau permite obtener una
estructura hiperkahleriana a partir de una variedad compleja compacta con estructura
holomorfa-simpléctica [[Hit92]].

El Teorema de Newlander-Nirenberg provee otro criterio para determinar cuando una
variedad es hiperkéhleriana, que en principio es més facil que verificar si las estructuras
complejas son constantes bajo la derivada covariante.

Lema 1.3.2. [[BoaJ] Sea (M, g) una variedad Riemanniana dotada de 3 estructuras casi-
complejas I, J, K que dejan invariante g y ademds satisfacen las ecuaciones de los cua-
terniones. Entonces M es una variedad hiperkdhleriana si y solamente si las 2-formas
wr,wj, WK son cerradas.

Ejemplo 1.3.3. Vamos a mostrar la estructura hyperkihleriana de T*C" = C?". Consi-
deremos (z,w) € T*C", por lo tanto z = (z1,...,2n),w = (wy,...,wy,) donde zx, wy € C.
Identificaremos (z,w) = (21, W1, . . ., Zn, Wy ). Asi pues, definimos

Li(z,w) = (—iz, —iw)

12(27 w) = (Zwa —Zf)

I3(z,w) = (w0, —2).

Claramente I? = —1 y ademds
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Si trabajamos en coordenadas (g, yx), las expresiones para las 2-formas inducidas son

2n

Wy = Z dxi A dyy
k=1
2n—1

Wy = Z dxg N\ dygy1 — drg1 N dyg
k=1
2n—1

w3 = Z dxy N\ drgyr — dyg A dygi1
k=1

que claramente son cerradas. Por ultimo recordemos que la métrica estd dada por

2n

9= dup ® duy + dyy, @ dys.
k=1

Es natural preguntarse en este contexto si tienen sentido cocientes similares a los cons-
truidos en los Teoremas 1.1.1 y 1.2.2. La respuesta es afirmativa y naturalmente implica
modificar nuestro concepto de aplicacion momento. Supongamos que G es un grupo de
Lie que actua sobre (M, g, I, J, K) invariante bajo g y que preserva la tripla de estructuras
complejas. Requerimos que exista una aplicacion momento asociada a cada una de las 2-
formas, es decir, tenemos uy, py, pr : M — G*. Ello es equivalente a tener una aplicaciéon
momento hiperkéahleriana
w:M— G oR?

y en estas condiciones la accién de G en M es llamada accién hiper-hamiltoniana.
A continuacién vamos a ver que, cuando se pueda construir el cociente por una accién
hiper-hamiltoniana, éste obtendra también estructura hiperkéahleriana. Esto permite na-
turalmente obtener nuevos ejemplos de variedades hiperkahlerianas.

Teorema 1.3.1 (Marsden-Weinstein, Versién hiperkéhleriana). Sea G un grupo de Lie
actuando de forma hiper-hamiltoniana en una variedad hiperkdhleriana (M, g,I,J, K).
Supongamos que G actiia de manera libre en N = p~1(0). Entonces

1. N/G es una variedad diferenciable que posee estructura hiperkdhleriana.
2. Si ademds M es completa, entonces N/G también.

N/G se denomina el cociente hiperkdhleriano de M por la accion de G. Se denota

MyjjG.
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Demostracion. Vamos a probar que NN es una variedad. Para ello necesitamos que dj, sea
sobreyectiva en todo p € N. Recordemos que para V € T,M y Y € G se tiene

dup(V)(Y) = (dur,(V)(Y), dpyp,(V)(Y), dpk,(V)(Y))
= (wiVyp, V),wi(Vyp, V), wi (Vyp, V)

) (1.3)
= —(gUV,Vyp,),9(JV,Vyp), g(KV, Vyp)).

Ahora bien, si V' = Vx,, para algiin X € G, entonces

WI(VYp7 VXp) - /"L[[X Y] (p) = 0

v lo mismo ocurre para wj,wg, donde la igualdad a 0 se debe a que p € N. Por lo tanto,

9UIVxp, Vyp) =0
9(JVxp, Vyp) =0
g(KVXp) VYp) =0

y esto implica que 7,0, es ortogonal a I'T,0,, JT,0,, KT,0,. Méis ain, por invarianza
de g los 4 subespacios son mutuamente ortogonales. La aplicacién dy, envia

» IT,0, a (%,0,0).
» JT,0, a (0,%,0).
» KT,0, a (0,0, ).
En efecto, para Y € G arbitrario

d,U'p(IVXp)(Y) = _(_g(VXp7 VYp)7 g(JIVXp) VYp)7 g(KIVXpa VYp))
= (9(Vxp, Vp), —9(KVxp, Vwp), 9(JVxp, Vip))
- (g(VXp7 VYp)7O7O)'

Célculos analogos se hacen para probar las otras 2 afirmaciones. Por lo tanto hemos pro-
bado que du, es sobreyectiva en todo punto p € N y esto implica que /N es variedad.
Como G actia de manera libre en IV, el espacio cociente adquiere estructura de variedad
diferenciable.

Mostraremos como surge la estructura hiperkéhleriana en N/G. Es claro que Ker dyu, =

T,N y por equivarianza tenemos 7,0, C T, N. Denotemos por H, el complemento orto-
gonal de 7,0, en T,,N. Recordemos que Ker dpu,, por la ecuacién 1.3, es el complemento
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ortogonal de I'T,0, ® JT,0, ® KT,0, en T, M. Es decir, se tiene la siguiente descompo-
sicion:
T,M =H, ®T,0,®IT,0, ® JT,0, ® KT,0,.

Dicha descomposicién permanece invariante bajo I, J, K y por lo tanto permite obtener una
presentacion de H, como un espacio vectorial complejo con 3 estructuras casi complejas
I', J', K' que dejan invariante g. Asf pues, lo inico que falta para garantizar la estructura
hiperkéhleriana de N/G es demostrar que las 2-formas inducidas son cerradas (haciendo
uso del Lema 1.3.2). En efecto, dado que w} satisface m*w} = t*wy, entonces

mrdw; = d(r*w}) = d(i*wr) = i*(dwr) = 0

y por consiguiente w’ es cerrada. Lo mismo ocurre cambiando I por J, K. 0

Vamos a terminar este capitulo con otro ejemplo de variedades hiperkéhlerianas, que a
pesar de ser basico refleja la riqueza de esta nueva estructura. Nos referimos al espacio
cotangente del espacio projectivo complejo T*CP™. Se obtiene por reduccion hiperkdhle-
riana de T*C™ por cierta accién de S'. Este ejemplo presenta un caso histéricamente
particular; es el espacio de Eguchi-Hanson, que fue el primer ejemplo no trivial de varie-
dad hiperkéahleriana.

Consideremos la accién de S! sobre T*C"*+! dada por
Sl % T*cn—l—l N T*cn—l—l
P ) (P20 )
Entonces las aplicaciones momento asociadas a las 2-formas wy,wy,wk estdn dadas por

1

pr(zw) = S (121" = fJwl*)

wi(z,w) = Re(z - w)

e (2, w) = —Tm(z - w)
y por ende el cociente hiperkéhleriano en el punto (1/2,0,0) estd dado por
{(zw) : [l2[” = w]* = 1,2 -w = 0} /S

Ahora bien, dados (z,w) con z # 0 siempre existe t > 0 tal que t2|z|?> — t72|lw|* = 1;
esto permite identificar el cociente anterior con el siguiente cociente:

{(z,w):2#0, z-w=0}/C*

20



que a su vez es equivalente a especificar un elemento Z € CP", un punto z # 0 de ésa
linea y un « con a(z) = 0. Es decir,

{(Z,z®«a): Ze€CP",z€ Z, a(Z) = 0}.

Por 1ltimo, enunciaremos un resultado general sobre variedades Grasmannianas, sin de-
mostracién, que nos muestra claramente la descripcion de T*CP™.

Lema 1.3.4 ([Kob87]). Denotemos M = Gri(V) la Grasmanniana de subespacios k-
dimensionales complejos de V. Sea W C V wuno de estos subespacios. Entonces Ty M =
Hom(W,V/W) y por lo tanto

TiwM =W @ W°,

donde W° denota el subespacio anulador de W en W*.

El proceso de reduccién, independiente de la estructura de la variedad base, formaliza la
idea de asociar cantidades conservadas a grupos de simetria de un sistema fisico; ésto se
conoce como el Principio de Noether. El hecho de encontrar grupos de simetria de un
sistema permite reducir la dimensién del espacio de configuraciones del mismo y da lugar
a nueva informacién. En particular, siempre se garantiza que la estructura original se pre-
serva en el espacio cociente.

En general el espacio cotangente de una variedad kahleriana no posee estructura hi-
perkédhleriana. En dimensién finita, los ejemplos mostrados a lo largo de este capitulo
si satisfacen dicha propiedad. Iniciamos con C"t! y a partir de él se obtuvo CP™ por
medio de cociente kihleriano usando una accién de S'. Pero T*C"*! tiene estructura hi-
perkihleriana y admite una accién de S hiperhamiltoniana cuya reduccién nos brinda
una descripcion de T*CP"™. En otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo:

red.

cntl cpr

cot. { cot.

red.

T*Cntl —— T*CP".
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Capitulo 2

Modbdulos de fibrados vectoriales
semiestables y Teorema de
Donaldson

En este aparte se mostrara como los conceptos del capitulo 1 permiten una conexién po-
derosa y util entre la geometria algebraica y la geometria compleja. A saber, el Teorema
de Donaldson permite describir un espacio construido desde la geometria algebraica como
un cociente, en el sentido del Teorema de Marsden-Weinstein. Por consiguiente, debemos
hablar de conexiones unitarias sobre un fibrado vectorial y de espacios de mddulos; tales
conceptos seran aclarados a lo largo de esta parte de la tésis.

2.1. Espacios de modulos de fibrados vectoriales

La motivaciéon para los contenidos de este capitulo recae en un problema central en ma-
tematicas: clasificar objetos. Estamos interesados en clasificar fibrados vectoriales sobre
una superficie de Riemann Y, compacta de género g. Es conocida dicha clasificacién para
g = 0,1 debida a Grothendieck [[HSW99]] y Atiyah [[Ati57]]. Para ¢ > 1 no se conocen
teoremas de clasificacién, pero a cambio de ello podemos estudiar la geometria de los
espacios de modulos. Un espacio de mdédulos es un espacio cuyos elementos representan
clases de isomorfismo de ciertos objetos que tienen en comun ciertas propiedades. Para el
contexto de este escrito los objetos son fibrados vectoriales holomorfos y los invariantes
discretos corresponden al grado y al rango.

La Teoria Geométrica de Invariantes (TGI), desarrollada por D. Mumford [[MFK93]],
ayuda en la construccién de cocientes en geometria algebraica y por ende, en la cons-
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truccién de espacios de médulos. No especificaremos detalles de la Teoria Geométrica de
Invariantes y referimos a [[Sch08]] para mayores detalles. Lo que si mencionaremos es que
la construccién de un espacio de médulos implica escoger un conjunto adecuado de ob-
jetos de tal forma que el espacio de mdédulos tenga estructura de variedad proyectiva, o
al menos casiproyectiva. Esto lleva a considerar, desde el punto de vista de TGI, objetos
semiestables.

En el contexto de fibrados vectoriales de tipo topoldgico fijo (grado y rango fijos), la
nocién de estabilidad viene determinada por la pendiente de un fibrado. Recordemos que
para un fibrado &, se define rnk(€) como la dimensién de la fibra de £ y deg(€) se define
como la integral de ¢1(€), la primera clase de Chern de £.

Definiciéon 2.1.1. Sea & — X, un fibrado vectorial complejo. Su pendiente se define por

La nocién de estabilidad determinada por la pendiente esta relacionada con los subfi-
brados no triviales de £; de ahora en adelante esta expresién hara referencia a un subfibrado
distinto de 0 y de &.

Definicién 2.1.2. Un fibrado vectorial holomorfo £ — ¥, se denomina
1. Estable si para todo subfibrado F holomorfo no trivial se tiene u(F) < pu(E).

2. Semiestable si para todo F subfibrado no trivial holomorfo se satisface u(F) <
u(E).

Claramente todo fibrado estable es semiestable y si un fibrado semiestable £ tiene (deg(E),rnk(E)) =
1, entonces £ es de hecho estable. Se puede obtener un espacio de médulos de fibrados se-
miestables por medio de cocientes desarrollados en la TGI [[Sch08]]. El siguiente resultado
permitird comprender mejor los fibrados semiestables.

Teorema 2.1.1 (Filtraciéon de Jordan-Holder). [[Ses67]] Todo fibrado holomorfo semies-
table £ admite una filtracion

0=&Ccé&E C...cé&=¢&
en donde &; son subfibrados y satisfacen, para j > 1,

1. &/E;-1 es estable.
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2. w(&/€j-1) = w(€).
En este caso tal filtracion se llama filtracion de Jordan-Holder de longitud k.

Demostracion. Remitirse a [[Ses67]] para detalles de la prueba.
0

Claramente todo fibrado estable £ tiene una filtraciéon de Jordan-Hélder de longitud 1, a
saber 0 = & C & = &. Si bien la filtracién de Jordan-Hélder no es tnica, el siguiente
resultado abre el panorama para definir apropiadamente ciertos espacios de médulos.

Proposicion 2.1.3. Dos filtraciones de Jordan-Holder asociadas a un fibrado semiestable
£ tienen la misma longitud

(S) :0=&Ccé& C...Ccé=E
(8" :0=¢&cé&c...cE=¢
Es decir, kK = [. Ademds, sus objetos graduados correspondientes, definidos por
gr(S) =& /E @ ... D E/Ek-1
gr(S) =& /E ® ... D EL/EL_

satisfacen, para j > 1,

Demostracion. Ver [[Ses67]].

Este resultado motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.1.4. Un fibrado vectorial holomorfo £ se dice poliestable si es isomorfo a
una suma directa de fibrados estables que tienen igual pendiente que &.

Es decir, £ es poliestable si
E~Fo®... D Fp.

Notemos que dada una filtracién de Jordan-Hélder de £ semiestable, su objeto graduado
asociado es un fibrado poliestable. De hecho, gr(£) es una clase de isomorfismo graduada
de fibrados poliestables. Para describir el conjunto de médulos de fibrados semiestables
hace falta describir un espacio apropiado de clases. Eso se logra con la siguiente definicion.

Definicién 2.1.5 (S-equivalencia). Dos fibrados semiestables £,E" son S-equivalentes
si gr(€) = gr(&’). Se denomina S-clase de equivalencia de £ a la clase gr(E).
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Ahora estamos preparados para definir apropiadamente espacios de mdédulos en este
contexto. El primero de ellos corresponde al espacio de médulos de fibrados holo-
morfos semiestables de tipo topolégico fijo, denotado M(r,d). Se define como el
conjunto de clases de S-equivalencia de fibrados semiestables holomorfos de rango r y gra-
do d. Un resultado de Seshadri muestra que no es posible dotar de estructura algebraica
al espacio de clases de isomorfismo de fibrados semiestables; es por esto que se toman
clases de S-equivalencia. Este espacio puede ser visto también como el conjunto de clases
de isomorfismo de fibrados holomorfos poliestables y esta consideracién serd importante
desde el punto de vista de la geometria diferencial de este espacio de médulos.

El espacio de mddulos de fibrados holomorfos estables de tipo topolégico
fijo (denotado N (r,d)) es, por definicién, el espacio de clases de isomorfismo de fibrados
estables. De hecho, Mumford [[Mum63]] demostré que dicho espacio posee estructura de
variedad suave casiproyectiva de dimensién 72(g— 1)+ 1. Posteriormente, Seshadri [[Ses67]]
prob6 que N (r, d) es una subvariedad abierta y densa de M(r,d), ademds de mostrar que
M(r,d) es una variedad proyectiva de dimensién r2(g—1)+ 1. Por consiguiente, si tenemos
(deg(&),rank(E)) = 1 entonces la relacién de S-equivalencia coincide con la relacién de
isomorfia, de modo que ambos espacios son iguales.

2.2. Conexiones unitarias sobre fibrados vectoriales

Como veremos al final de este capitulo, la estabilidad de un fibrado vectorial esté re-
lacionada con la curvatura de una conexién. Esto nos lleva a discutir sobre operadores
de Dolbeault, conexiones unitarias y sus propiedades basicas. Recordemos que si E es
un fibrado sobre M, entonces Q¥ (M; E) denota el espacio de k—formas diferenciales con
valores en F.

Definicion 2.2.1. Sea M una variedad compleja y E un fibrado suave complejo de rango
r sobre M. Una conexion en E es una aplicacion

D:Q%M;E) — Q'(M;E)
que es C—lineal y que ademds satisface, para s € Q°(M; E), f € C®(M)

D(fs) = (df)s + F(Ds).

Localmente, una conexién estd determinada por una matriz de 1-formas. Para ver esto,
consideremos un marco local en un abierto U C M; es decir, s1,...,s, € Q°(U; E) con la
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condicién que {s;(z)} es base de E, para todo z € U. Entonces
r .
Ds; = Z sng ,
i=1

donde w! € QY(U;R). En notacién vectorial Ds = ws. Si & = Y &s; es una seccién
arbitraria, entonces

D¢ = ZD (&is:) —Zw@)sﬁ@wsi)
= Z dEz S; + Zé-ls]

= df + w

/

Supongamos ahora que tenemos otro marco local s’ = (s,...,s’) en U, entonces existe
1> ) Or )

una matriz A invertible tal que s’ = As. Asi pues, si w’ denota la matriz asociada a D con
respecto a s’, entonces

W's' = D(s') = D(As) = d(A)s + AD( )
= d(A)AS + Aws = d(A)A™1s' + AwA™ s
= (d(A)A™ + AwA™ V)¢

de modo que w’' = AwA™! + (dA)A™!

Una conexién en un fibrado vectorial puede extenderse a una aplicacion
D : QF(M; E) —» QFHY(M; E),

definiendo para s € QO(M; E),n € QF(M),

D(sn) := Ds An+ sdn.

Definicion 2.2.2. Sea D una conexion en un fibrado E. La curvatura de D se define

como
Fp:=DoD:QM:;E)— Q*M;E).
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Nuevamente podemos describir la curvatura de manera local. En un marco s, donde la
matriz de conexién es w, si {2 denota la forma de curvatura en dicho marco local, entonces

Qs = D(Ds) = D(ws) = (dw)s + w(Ds)
= (dw)s + w A ws.

Por lo tanto 2 = dw + w A w. En particular, derivando la relacién anterior obtenemos la
identidad de Bianchi: dQ = Q Aw —w A . Si s’ es otro marco local y € es la respectiva
forma de curvatura, entonces

's = D(Ds') = D(D(As)) = D(dAs + A(Ds))
=da N\ Ds + AD(Ds) + sd(dA) + Ds N dA
= AQs = AQA™ LS

luego ' = AQA~!. Por dltimo, debemos resefiar que la curvatura es una aplicacién
C°°(M)—lineal; en efecto, para g € C°(M),s € Q°(M; E) se tiene

Fp(gs) = D(D(gs)) = D((dg)s + g(Ds)) = Ds Adg + sd(dg) + dg A Ds + gD(Ds)
= gFp(s)

por lo tanto, podemos ver Fpp como un elemento de Q?(M; EndFE). Ahora probaremos un
resultado importante sobre el espacio de conexiones sobre F.

Observacion 2.2.3. El espacio de conexiones sobre un fibrado suave complejo E es un
espacio afin, cuyo grupo de translaciones es Q' (M; EndE).

Demostracion. Sean D1, Dy conexiones. Entonces para f € C®(M),s € Q°(M; E) se tiene

(D1 = D2)(fs) = Di(fs) — Da(fs) = (df)s + fD1s — (df)s — f(D2s)
= f(Dl — D2)S
es decir que D1 — Ds es una aplicacién de Q0(M; E) en QY (M; E) que es C°°(M)—lineal.
Por 1ltimo, cualquier aplicacién ¢ : QU(M; E) — QY(M; E) que es C*°(M)—lineal induce
un elemento 7 € Q(M; EndE) definido, para p € M,v € T,M como

mp(v) : Ep — Ep
a +— o(s)p(v)

donde s(p) = a. Por lo tanto, la observacién queda probada. ]
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Ahora bien, supongamos que F es un fibrado suave complejo sobre M. Entonces, si
QL9(M; E) denota el espacio de 1-formas C—lineales y Q%! (M; E) el espacio de 1-formas
C—antilineales, entonces

QY (M; E) = Q" (M; E) @ Q¥ (M; E)
y por lo tanto una conexién D sobre £ se descompone como D = D" + D", donde

D' Q%M; E) — QYO(M; E)
D" :Q%M;E) — Q%(M; E).

En particular, D"(fs) = fD"s + dfs, donde O corresponde a la parte C—antilineal de df.
Tal operador 0 es un ejemplo de un operador de Dolbeault.

Definicion 2.2.4. Un operador de Dolbeault en un fibrado suave E sobre M es una
aplicacion

D" Q%M;E) — Q"Y(M; E)
que es C—lineal y que satisface, para f € C°(M),s € QO(M; E)
D"(fs) = f(D"s) + Ofs.
De manera anéloga a la Observacion 2.2.3 se tiene la siguiente afirmacion:

Observacion 2.2.5. El conjunto de todos los operadores de Dolbeault sobre E (denotado
Dol(E)) es un espacio afin, cuyo grupo de translaciones es Q%Y (M; EndE).

Ahora vamos a mostrar porque hemos introducido estos conceptos para estudiar fibra-
dos holomorfos sobre una superficie de Riemann 3,. El grupo Gauge complejo (que
por definicién es el grupo de todos los automorfismos complejos lineales de F) actia en
Dol(E) como sigue: si g € Gg y D" € Dol(E), entonces

(g-D")(s):=g(D"(g""s)),
que puede ser reescrita como

(9-D")(s) =glg™'D"s + D"(g7")s)
= D's + gD”(gil)S — D"g — ggle”(g)gfls
= D's — (D"g)g_ls
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La accion esta bien definida, puesto que para f € C*>(%,) se tiene

(g-D")(fs)=D"(fs)— (D"g)g " s
=0fs+ fD"s— f(D"g)g""'s
= dfs+ f[D"s— (D"g)g™"s]
=0dfs+ fllg-D")(s)]

El espacio de érbitas de Dol(E) bajo la acciéon de Gg estd en biyeccién con el espacio
de clases de isomorfismo de estructuras complejas y por ende, con el espacio de clases de
isomorfismo de fibrados holomorfos. Este hecho se debe a los siguientes resultados.

Teorema 2.2.1. Sea E un fibrado suave complejo sobre 4. Supongamos que hemos fijado
una estructura holomorfa en E y denotemos & el correspondiente fibrado holomorfo. En-
tonces existe una unica Gg—orbita de operadores de Dolbeault en E de tal forma que para
todo D" en dicha drbita, las secciones holomorfas de £ estdn en biyeccién con soluciones
locales de D"s = 0.

Demostracion. Sea s una seccién global de £. Sabemos que si (Uy, ¢o) es una cubierta
trivializante para E, entonces s, = go353, donde g,g es holomorfa. Por lo tanto,

ésa = 5(ga585) = ggaﬁsﬁ + gaﬁésﬁ = gagés[g,

lo cual permite definir una aplicacién D" : Q°(X,; E) — Q%1(3,, E) dada por D”|y, (s) =
054 v que ademas satisface la regla de Leibniz. Supongamos ahora que s es una seccién local
en U y sea f una funcién con soporte contenido en U. Por definicién existe V' C U abierto
en el cual f = 1. Entonces s|y es holomorfa si y solo si ds|yy = D"|y/(s) = 0. Podemos
extender s a ¥, usando la funcién f y asi D”|y(s) no depende de la extensién. Por lo
tanto, una seccién local s en U es holomorfa si y solo si D”s = 0. Estructuras holomorfas
isomorfas corresponden a operadores de Dolbeault que viven en la misma érbita. O

Teorema 2.2.2 (Newlander-Nirenberg). Sean E un fibrado suave complejo sobre ¥, y
D" € Dol(E). Entonces existe una tunica estructura holomorfa en E tal que las secciones
holomorfas del fibrado holomorfo &€ estdn en biyeccion con soluciones locales a D"s = 0.

Demostracion. Ver [[Sch]] O

Para estudiar el conjunto de operadores de Dolbeault, necesitamos enriquecer la estructura
del fibrado con una estructura hermitica. Esto nos ayuda a obtener una primera descrip-
cion del espacio de mdédulos de fibrados poliestables desde la geometria diferencial.
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Definicion 2.2.6. Sea E un fibrado suave complejo sobre una variedad M. Una métrica
Hermitica en E es una familia de productos hermiticos en las fibras de E. Es decir, para
todo p € M existe

hy: E, x E, —C

que satisface las siguientes condiciones:

~

. Siv,wy,we € By, entonces hy (v, w1 + we) = hy(v,wy) + hy (v, w2).
2. Siv,w € Ey,\ € C, hy(Av,w) = Ahy(v,w).
3. Para v,w € E, se tiene hy(v,w) = hy(w,v).
4. Siv #0, entonces hy(v,v) > 0.
5. Para cualesquiera s, s’ secciones de E se tiene que la funcidén
h(s,s'): M — C
es suave.

Un fibrado con una métrica hermitica se llama fibrado hermitico suave.

Localmente, si siy = (s1,...,5,) es un marco local en U C M, sea h;; = h(s;, s;). Entonces
hij = h(sj, 8:) = h(si, s5) = hji

de modo que la matriz de la métrica Hy es hermitica. De hecho, si sy es otro marco local,
entonces sy = gyysSy y por lo tanto

h(sq,s) = h(Z JakSk; Zgbj5j> => h<9ak5k7 Zgbjsj)
— Zgakh<sk7 Zgbjsj> = Zgakh<z 9bjSj Sk)

= Z gakgTjh(sj7 Sk)
= gakh(sk, 3;)T6;

lo cual implica que Hy = gyvy Hygy ;-

Definicién 2.2.7. Sea u € Gg. u es una transformacion unitaria si para todos s, s €
O%M; E) se tiene
h(u(s),u(s")) = h(s, s).
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Recordemos que v € Gg es un automorfismo de E, es decir, una aplicaciéon v : £ — E tal
que u|g, : By — E, es un isomorfismo. Por lo tanto, Gz = Q°(M; GL(E)). Ahora bien, la
condicion dada en la definicién anterior se puede reescribir como

(Uv,Uw) = (v,w),

de donde se sigue que U € U(r). Asi, si Gj, denota el conjunto de transformaciones unita-
rias de £ (denominado grupo Gauge unitario), entonces G, = Q°(M;U(E, h)) donde
U(E,h) es el fibrado de grupos cuya fibra es U(r).

Definicion 2.2.8. Una transformacion hermitica es un endomorfismo u de E que
satisface

h(u(s), s) = h(s, u(s)).
Una transformacion antihermitica es un endomorfismo u de E que cumple
h(u(s), 5/) = —h(S, u(sl))'

Sea u(E, h) el fibrado de dlgebras de Lie cuya fibra corresponde a u(r) = Lie(U(r)). En-
tonces QV(M;u(E, h)) = Lie(Gy), que justamente son las transformaciones antihermiticas.

Definicién 2.2.9. Sea (E, h) un fibrado hermitico suave. Una conexién D sobre E se dice
unitaria si para cualesquiera s, S secciones de E se tiene

d(h(Sl, 82)) = h(DSl, 82) + h(Sl, DSQ).

Consideremos un marco local sy, en el cual la matriz de D sea A (la conexién puede ser
denotada también d,4). Entonces si D es unitaria, entonces

dh(si, Sj) = h(DSZ‘, Sj) + h(Si, DSj)
dhji = h(z SkAf, Sj> + h(si, Z SZA§->

dhji =Y Afhje+ > Alny
dH = HA+ A*H
Por lo tanto, si H = Id, A serfa una 1-forma con valores en u(E, h). Reciprocamente, una

matriz de 1-formas A que satisfaga dH = HA 4+ A*H para todo marco local define una
conexién unitaria. Esto se debe a que, localmente,

d(h(s,s")) =d(s*Hs') = d(s*)Hs' + s*"dHs' + s*Hd(s")
=d(s*)Hs' + s*(HA+ A*H)s' + s*Hd(s")
= [d(s*) + s*A*|Hs' + s*H[As' + d(s')]
= [ds + As|*Hs' + s*"HDs' = h(Ds,s') + h(s, Ds')
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Naturalmente todo fibrado suave complejo admite una métrica hermitica, teniendo en
cuenta que ésta se se puede definir en los abiertos trivializantes del fibrado y pegando por
particiones de la unidad. Més atn, se tiene el siguiente resultado.

Observacién 2.2.10. Todo fibrado hermitico suave admite una conexion unitaria.

Demostracion. Sea {U,} una cubierta localmente finita para M y supongamos que S, es
un marco local en U,. Definimos D|y, = D, como D,(s) := ds|y,. Esto es equivalente
a considerar w, = 0, donde w, es la matriz de conexién en U,. Gracias al proceso de
Gram-Schmidt podemos obtener en U, una base ortonormal de E,, con lo cual podemos
suponer que H, = Id. Ahora bien, si Sg es un marco local en Ug, entonces Sg = ggaSa y
ademds wg = (dgsa) ggi, de donde se sigue que

dHﬁ = d(gz;agﬁa) = ggad(gﬁa) + d(gga)gﬂa
= 5980950 d(9p0) + d(950)195a] " T5agsa
= HBOJ5 + ngﬁ

Por lo tanto, localmente se puede afirmar que la conexién definida es unitaria. Por 1ltimo,
si ¢ €es una particiéon de la unidad subordinada a U,, entonces se puede definir

D(s) = Z¢aDa(3)
y por consiguiente, para s, s’ secciones arbitrarias se tiene
d(h(s,s')) =Y dad(h(s,s))|v,
= Z dah(Dys,s") + h(s, Dys')

= h(Ds,s') + h(s, Ds')

por lo tanto la conexién es unitaria. ]

Similar a las observaciones 2.2.3 y 2.2.5 podemos describir el espacio A(FE, h) de todas las
conexiones unitarias como un espacio afin, cuyo grupo de translaciones es Q' (M;u(E, h)).
Volviendo a los fibrados holomorfos, una conexién unitaria d4 sobre un fibrado hermitico
determina un operador de Dolbeault (dado por dg’l =d) : QO(M; E) — Q%(M; E)); si
el espacio base (F,h) es una superficie de Riemann, entonces sabemos por el Teorema
2.2.2 que tal operador permite definir una estructura holomorfa sobre (E, h). El siguiente
resultado (junto con el Teorema 2.2.1) nos permite obtener la afirmacién reciproca:
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Teorema 2.2.3. Sea (E,h) un fibrado suave complejo sobre M. Supongamos que hay una
estructura holomorfa en E. Entonces existe una unica conexion unitaria da que satisface

0,1
4%t = d.

Demostracién. Sea S, un marco local en U,. Si H,, denota la matriz de h en este marco
local, definimos w,, := H, '0H,. Si Sp es otro marco local, entonces Sg = ggnSa y ademads
Hg = gﬁaHagZa, por lo tanto

wg = Hﬁ—laHﬁ = (gga)—nglg/;;aHﬁ

= (95a) " Hy ' 950 [Hag}%aa(gga) + 9pa0Ho g + gﬁaHaa(g}}a)]
como gg, es holomorfa, entonces 0 = égga = 8g;§ o ¥ por ende
wp = (950) " Hy ' 950950 Had(9p0) + (950)  Hy 'OHagh,
= 95a0(98a) + (952) "' H, 'OHugf,
pero como FE es hermitico, ggagg o = Id y entonces
wg = 9500(980) + 9paty OHagy,

Esto significa que {w,}o definen una conexién global en E. De hecho, tal conexién es
unitaria debido a que

dHjy = 0Hy + OHg = Hpws + OHg
= Hpwg + (Hgwg)"
= H[gu)g —+ wEHB.

Por 1iltimo, la definicién de w implica que w es de tipo (1,0). Por lo tanto, w%! = 0 y al
realizar la descomposicion de d4 tenemos

dg =ds+ ws
Ay’ = dy = 9s + w''s
& = B+ s
con lo cual d%l =0. O

Por estos dos resultados tenemos que si (F,h) es un fibrado hermitico suave sobre una
superficie de Riemann Y, hay un isomorfismo de espacios afines

A(E,h) = Dol(FE)
da = A% (2.1)
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En particular, la acciéon de Gg en Dol(E) puede ser transportada via este isomorfismo
a una accién sobre A(FE, h) que describimos a continuacién: sean g € Gg,da € A(E,h),
entonces

g-da=da—(dag)g s = das — [(d9)g + (%' 9)g s
=das —[(d%'9)g7" — [(d%" 9)g7]"]s

Esta accién extiende la accién de G, en A(FE, h) por conjugacién. Esto se debe a que
g € Gy, implica gg* = 1 luego

dG'9) =dy(g") =dy (g7 = —g 1 (d%9)g "

y en consecuencia

1% _1, 1.0 _
g g N 9)g s

+
=das = [(d3'9)g " + (43" 9)g"]s

=das — (dag)g~'s

= g(da(g™"s))

Por lo tanto, el isomorfismo 3.2.1 establece una biyeccién entre el espacio de clases de iso-
morfismo de estructuras holomorfas y A(E, h)/Gg. Notemos que dicha biyeccién depende
de h; es decir, si I/ es otra métrica hermitica sobre E, entonces existe g € Gg tal que para
todas s, s’ secciones se tiene

g-da=das—[(d%'9)g™ — (4% 9)97]"]s
=das—[(d5'9)g7 — g7 (d% 9)"]s
(d%'g)g™
( )

h(gs, gs') = (s, s").

De hecho, tal g establece un isomorfismo A(F, h) ~ A(E,h’) que envia érbitas en érbitas.
Este isomorfismo se deduce del hecho que d4 es unitaria (segin h') si y solo si g-da es
unitaria (segin h). En efecto,

dh((g-da)s, (g-da)s’)

(9(da(g"s),5") + h(s,g(da(g™"s")))
"(da(g™"s), g7 ') + W' (g7 " s,da(g™"s))
(W(g7 s, 971s))

(h(s,s"))

h
h
d
d

Es decir,

A(E, h) ~ A(E, ).
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2.3. El Teorema de Donaldson

En este aparte estamos interesados en estudiar la geometria diferencial de los espacios
de médulos descritos en la seccién 2.1, méas especificamente el espacio de médulos de fibra-
dos semiestables de tipo topoldgico fijo M(r,d). El Teorema de Donaldson nos facilita el
primer ejemplo de reduccién simpléctica (de hecho Kéhleriana) en dimensién infinita y ve-
remos que es una generalizacién (a dimensién infinita) del Teorema de Kempf-Ness en TGI.

La primera conexion realizada entre geometria algebraica y geometria diferencial en
este contexto fue vislumbrada por Narasimhan y Seshadri [[NS65]], quienes establecieron
una corrrespondencia entre fibrados estables sobre X, y cierto tipo de representaciones de
m1(2g). El resultado es incluso mas general.

Teorema 2.3.1 (Narasimhan-Seshadri). Sean R(r,0) el espacio de clases de equivalencia
de representaciones unitarias de m(3,) y R*(r,0) el espacio de clases de equivalencia de
representaciones unitarias irreducibles de m1(X4). Entonces existen homeomorfismos

R(r,0) = M(r,0), R*(r,0) =2 N(r,0).

Para el caso d # 0 se presenta una equivalencia similar, pero es necesario considerar
extensiones centrales de 7 (3,) y sus representaciones. Asi, si d = 0, entonces hay una
correspondencia entre el espacio de médulos de fibrados poliestables de grado 0 y el espacio
de médulos de representaciones unitarias de 71 (34). Como caso particular, se desprende la
correspondencia entre el espacio de médulos de fibrados de grado 0 estables y el espacio de
moédulos de representaciones irreducibles unitarias de m1(X,). Por ultimo, debemos resenar
que el Teorema de Narasimhan-Seshadri responde a la inquietud de saber qué estructura
algebraica se podia definir en el espacio de clases de isomorfismo de todos los fibrados.

Para introducir el Teorema de Donaldson, comencemos recordando que si (E,h) es
un fibrado hermitico, el espacio de conexiones unitarias A(E, h) es un espacio afin, cuyo
grupo de translaciones es Q'(X,,u(E, h)). Esto implica que para A € A(E,h) podemos
identificar T4 A(E, h) con el espacio de 1-formas en 3, con valores en u(E, h).

Lema 2.3.1. Para a,b € TAA(E, h), se define

wal(a,b) ::/E tr(a A D).

g

Entonces w es una forma simpléctica en A(E,h), denominada forma simpléctica de
Atiyah-Bott.
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Demostracion. Claramente esta bien definida porque aAb = —bAa, de modo que w4 (a,b) =
—wa(b,a). Dado que la integral no depende de A, se tiene que w es cerrada. Resta ver
que es no-degenerada, para lo cual suponemos que wa(a,b) = 0 para todo b. Usando
coordenadas locales, supongamos que en un abierto U C ¥, tenemos a = adx + Bdy,
donde «, 5 : U — u(r) son suaves. Entonces, para b = xa = ady — fdz se tiene que

aNxa=(a®a+ @ [)dvols,
con lo cual tr(a A xa) es la 2-forma con valores en R dada por
tr(a A *a) = tr(a® + 5%)dvols, .

Ahora bien, el hecho que w4(a, *a) = 0 implica autométicamente que «, 8 = 0, con lo cual
a =0y asl w es no-degenerada. O

Ahora vamos a enriquecer la geometria de A(FE, h) por medio de una estructura comple-
ja. Recordemos que u(E, h) es un fibrado de élgebras de Lie cuya fibra es u(r), por lo tanto
hereda una estructura de espacio con producto interno de gl(r, C). Més especificamente,
dados X,Y € u(r) se define

K(X,Y) :=tr(XY).

Ahora bien, ¥, posee estructura Riemanniana; esto induce una estructura Riemanniana
en QF(X,,u(E,h)), denotada 7. En estas condiciones, el operador estrella de Hodge se
define, para n € QF(X,, u(E, h)) como aquella (2 — k)—forma *7 que satisface

k(n, *n) = m(n, n)vols,,

donde voly, es la 2-forma que satisface fzg voly,, = 1. Notemos que al restringir el ope-
rador estrella de Hodge a 1-formas, se satisface la condicion *x = —Id, de modo que se
define una estructura compleja en Q' (Zg, u(E, h)).

Lema 2.3.2. FEl espacio A(E,h), junto con la forma simpléctica de Atiyah-Bott y la es-
tructura compleja determinada anteriormente constituyen una variedad Kdhleriana. La
métrica determinada por w,* se denomina norma L.

Demostracion. Debemos mostrar que la siguiente aplicacion constituye una métrica Rie-
manniana en A(FE, h):
m(a,b) := w(a, *b).
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Es definida positiva, puesto que w es no degenerada. Por ultimo, es simétrica debido a que

m(a,b) = w(a,*b) = / tr(a A *b) :/2 k(a, *b) :/2 m(a,b)dvol,,

E.f] g g9

- /Eg (b, a)dvols,, = /Eg (b, xa) = /2 tr(b A xa)

= w(b,*a) = m(b,a)

O]

En la seccién 2.2 vefamos que existe una accién del grupo Gauge unitario G, sobre A(FE, h)
definida, para u € Gy, A € A(E,h), por u-da = u(dau™!). Resulta que dicha accién
preserva la estructura kahleriana de A(E, h). Para ver esto tenemos que demostrar dos
cosas: que la accién es simpléctica y que actiia por isometrias segtin la métrica L?. Notemos
que la derivada de la accién de u € G;, se puede describir como

Yy = Quy TA-A(Ev h) - Ql(zg,u(E, h))

a — wau "t

por lo tanto, para a,b € Q' (3,4, u(E, h)) se tiene

Ppw(a,b) = w(du,a, gu,b) = /z tr(uau™ A ubu™t)

g

y por otro lado

u)(a,b):/E tr(a A b).

g
Pero la 1-forma uau™' estd definida, para p € Yg,v € TpX, como
(uau™ 1), (v) := uay(v)ut.
De esto se sigue que, para v, w € TpX,
tr(uau™ A ubu™t), (v, w) = tr(uay(v)u uby(w)ut) — tr(uby(v)u tua, (w)ut)

= tr(ap(©)by(w) — by(W)ay(w)) = tr(a A b)y(v, w)

y por consiguiente la accién de Gy, preserva la forma de Atiyah-Bott. Para ver que G, actia
por isometrias, podemos usar el hecho que (¢, (a)) = ¥, (*a) para cualquier 1-forma; asi

m(ua, Yub) = w(uau™ ", (b)) = wluau™", u(xb)u~1)
= w(a, *xb) = m(a,b)
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La accién del grupo Gauge ademds de preservar la estructura kahleriana, resulta ser
una aplicacion hamiltoniana y por ende, permite considerar cocientes en el sentido del
Teorema de Marsden-Weinstein. Antes de mostrar cual es la aplicacién momento para
dicha accién, probaremos el siguiente resultado.

Observacién 2.3.3. La aplicacion
Q*(Sy,uw(E, h)) — Lie(Gy)*
R = (Xl—>/ K(X,R))
Eg

establece un isomorfismo de espacios vectoriales, que ademds es Gp,— equivariante con res-
pecto a la accion adjunta en Q*(S,,u(E, h)) y la accién coadjunta en Lie(Gp)*.

Demostracion. De la seccién 2.2 sabemos que Lie(G) = Q0(S,,u(E, b)) = T(u(E, h)) y el
operador estrella de Hodge definido antes permite identificar dicho espacio con Q2(3,, u(E, h)).
La estructura Riemanniana en Q°(X,, u(E, h)) estd dada por

(X&) = [ k(A %)
Eg
y este hecho garantiza el isomorfismo deseado. La Gp—equivarianza del isomorfismo se
sigue del hecho que (), &) = k(udu™t uu™1). O

Con esta herramienta, podemos especificar la herramienta central del Teorema de Donald-
son.

Teorema 2.3.2. [Atiyah-Bott] La curvatura dada por F : A(E,h) — Q*(Z,,u(E,h)) es
la aplicacion momento para la accion del grupo Gauge Gy en el espacio de conexiones
unitarias.

Demostracion. La curvatura es equivariante bajo la accién de G;, debido a que para s €
OO(M; E) se tiene

Fyaa(s) = (g-da)o(g-da)(s) = (g-da)(g(da(g™"s)))

= g(dalg " (g(da(g™"s))))) = g(daoda)g™ (s) = gFa,97"(s)

Para ver la segunda condicién, debemos probar que para todo A € Lie(Gy) la funcién
FAA) = (F(A), \) tiene como campo hamiltoniano asociado Vy € TA(E, h), es decir

dF* =iy, w.
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Primero describiremos explicitamente V). Recordemos que la accién de Gp, en A(E, h) se
describe también como u - dy = dg — (dsu)u™?'; por lo tanto, si A = d + a localmente,
usando las convenciones de la observacion anterior tenemos
w-A=d+a— (du+[a,u))ut =d+a— (du)ut - [a,uu"
=d— (du)u™" +a— (au —ua)u™!
=d— (du)u™" +uau™t.

Asi pues tenemos, para A € A(E, h)

d
Vg = @‘tzo (e:cp(t)\) . A)
= —d\+ Xa — a\ = —(d\ + [a, \])
= —ds\

Ahora bien, dado b € Q'(X,, u(E, h)) tenemos

APY(0) = (@FAG)() = (P00 = (dsb.3) = [ tr(hndab)

y separadamente
(i) 4(0) = wa(Vaa,b) = / tr(—daA A D).
Zg

Por ultimo, dado que d4(A A b) = daA A b+ XA dab, entonces

0:/Z tr(dA()\/\b)):/E

g g9

tT(dA)\/\b)—i-/ tr(A A dab)
g

y por consiguiente V) es campo Hamiltonino asociado a F*.
O

El Teorema de Donaldson relaciona fibrados poliestables y conexiones unitarias. La
version original [[Don83]| establece que un fibrado vectorial es estable si y solamente si
existe una conexion unitaria con curvatura central constante, iinica bajo isomorfismo. Este
resultado puede verse naturalmente traducido en informacién sobre los espacios de mdédu-
los correspondientes.

Teorema 2.3.3 (Donaldson). Sea (E,h) un fibrado hermitico sobre ¥, con deg(E) =
d,rk(E) = r. Denotemos € un fibrado holomorfo con deg(€) = d,rk(E) = r y conside-
remos O(E) su drbita de conexiones unitarias bajo la accion del grupo Gauge complejo
Gr. Entonces £ es estable si y solamente si O(E) contiene una conexion unitaria A que
satisface
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a) Stabg,(A)) ~ C*.
b) F(A) = «2mip(E)ldg).

Dicha conexidn, si existe, es unica mddulo la accion de Gy,.

Demostracion. Ver [[Don83]] O

El Teorema de Donaldson dice explicitamente qué orbitas de conexiones unitarias estan
asociadas a clases de isomorfismo de fibrados estables, sabiendo que existe una correspon-
dencia entre clases de isomorfismo de fibrados vectoriales y orbitas Gauge-complejas de
conexiones unitarias. La condicién b) del Teorema de Donaldson se puede interpretar en
el sentido que A es un minimo absoluto del funcional de Yang-Mills, definido por

Yy = [ PP,
Eg
Del Teorema de Donaldson se desprende otra descripcion del Teorema 2.3.1:

Teorema 2.3.4 (Narasimhan-Seshadri 2). FEl espacio de mddulos de fibrados poliesta-
bles de tipo topoldgico fijo es isomorfo al espacio de mddulos de coneriones unitarias con
curvatura central constante:

M(r,d) = A(E, )G = F~ (x(2min(E)IdE)) /G
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Capitulo 3

Fibrados de Higgs: estructura
hiprkahleriana

Este capitulo centra su atencién en las ecuaciones de Hitchin y los fibrados de Higgs.
Tales ecuaciones corresponden a una reduccién dimensional de las ecuaciones de Yang-
Mills. Dicha reduccién dimensional fue realizada por Nigel Hitchin [[Hit87al]] para poder
describir propiedades de las soluciones a tales ecuaciones. Existe una relaciéon bien estre-
cha entre fibrados de Higgs y soluciones a las Ecuaciones de Hitchin. En este capitulo
estudiaremos dicha relacién, que se traduce en relaciones entre sus correspondientes espa-
cios de mdédulos. Ademads, siguiendo el espiritu de este trabajo, describiremos la geometria
diferencial del espacio de mddulos de fibrados de Higgs semiestables.

3.1. Fibrados de Higgs

Definiciéon 3.1.1. Un fibrado de Higgs de grado d y rango r sobre una superfi-
cie de Riemann ¥, compacta es un par (€,®), donde £ es un fibrado holomorfo con
deg(&) = d,rank(E) =1 y @ € Q} ,(Sq, EndE) es una 1-forma holomorfa. Tal 1-forma ®
se denomina campo de Higgs

Notemos que un campo de Higgs es equivalente a ¢ € leO(Eg, End€) con la condicién
0g® = 0, donde J¢ es el operador de Dolbeault inducido por £. Clasificar fibrados de Higgs
requiere nuevamente definir una nocién de estabilidad en este contexto.

Definicién 3.1.2. Un fibrado de Higgs (€, ®) se denomina

1. Estable si para todo F no trivial invariante por ® (en el sentido que ® envia F,, en
Fp para todo p € ¥4) se tiene pu(F) < p(E).
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2. Semiestable si para todo F no trivial invariante por ® se tiene p(F) < p(E).

3. Poliestable si (£,P) = (£1,P1) @ ... B (&, Pk), donde ((E;,P;)) son estables y
satisfacen p(&;) = (&) para todo i.

Claramente todo fibrado de Higgs de grado d y rango r estable es semiestable y la afir-
macién reciproca se satisface en el caso que (r,d) = 1. La S—equivalencia definida en la
Seccién 2.1 tiene sentido en este contexto y por lo tanto podemos definir el espacio de
modulos de fibrados de Higgs semiestables de grado d y rango r como el conjunto
de clases de S—equivalencia de fibrados de Higgs semiestables de grado d y rango r; este
espacio se denota M (r,d) y también puede ser considerado como el conjunto de clases
de isomorfismo de fibrados de Higgs poliestables de tipo topoldgico fijo.

De igual forma tenemos el espacio de médulos de fibrados de Higgs estables de
grado d y rango r, denotado N'¥ (r,d) y definido como el conjunto de clases de isomor-
fismo de fibrados de Higgs estables de grado d y rango r. Nitsure [[GPBS10]] demostré que
NH(r, d) es un abierto de MH (r,d), que a su vez es una variedad casiproyectiva algebraica
de dimension 2[1 +r2(g — 1)]. Hitchin [[Hit87a]] y Simpson [[Sim88],[Sim]] establecieron la
respuesta a la inquietud de saber qué objetos holomorfos estaban asociados a representa-
ciones de m1(X,) en GL(r,C):

Teorema 3.1.1. Se tienen las siguientes biyecciones:

clases de isomorfismo de
MH(T, 0) ~ representaciones completamente
reducibles de m(X4)en GL(r,C)

clases de isomorfismo de
J\/H(r, 0) ~ < representaciones irreducibles
de m1(X4)en GL(r,C)

En el caso que un fibrado de Higgs (£, ®) satisfaga ® = 0, entonces se recupera el Teorema
2.3.1.

3.2. Las ecuaciones de Hitchin

Ahora vamos a discutir sobre las Fcuaciones de Hitchin y més especificamente sobre
sus soluciones, pues estan relacionadas con la nocién de estabilidad. Fijemos un fibrado de
Higgs (&£, ®) de grado d y rango r sobre una superficie de Riemann 3, y sea E un fibrado
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suave sobre 3, con rank(E) = r,deg(E) = d. Una métrica hermitiana h sobre E satisface
la Ecuacion de Hitchin si

d
Fy+ [(I), (I)*] = *QWi;IdE, (3.1)

donde A es la conexién asociada a h de acuerdo con la Observacién 2.2.10. Podemos
estudiar el problema de hallar soluciones a la ecuacién (3.1) desde otro punto de vista.
Consideremos (F, h) un fibrado hermitico sobre ¥, fijo, entonces resolver la ecuacién (3.1)
equivale a encontrar una conexién unitaria Ay ¢ € QLO(EQ, EndE) que satisfagan las
ecuaciones de Hitchin:

d
Fju+ [(I),CI)*] = *27Ti;IdE (3.2)
04® = 0

donde 04 corresponde al operador de Dolbeault inducido por A. Consideremos la accién
del grupo Gauge unitario Gy en QLO(EQ,EndE) definida, para v € G, ® 1-forma, como
u-® = udu~!. Entonces la accién diagonal de Gj, sobre X = A(E,h) x Q10(3,, EndE)
deja invariantes las ecuaciones de Hitchin. Por consiguiente, si X5 denota el conjunto de
soluciones a (3.2), entonces se define el espacio de mddulos de soluciones a las ecuaciones
de Hitchin como el espacio de 6rbitas X;/Gp,.

El siguiente resultado muestra que podemos describir la solucién a (3.2) cambiando el es-
pacio de (1,0) formas diferenciales; naturalmente esto modifica las ecuaciones a satisfacer.

Observacién 3.2.1. Se tiene un isomorfismo entre Q20(S,, EndE) y QY (X,,u(E, h)) que
ademds es Gp— equivariante.

Demostracion. Definimos

G QY(S,, BndE) — QY(X,,u(E, h))
P = V=0 P

Dicha aplicacién estd bien definida puesto que ¥* = &* — & = —W, luego ¥ tiene valores
en u(E, h). Ahora, dado ¥ € QY(,, u(E, h)) se define $~1(V) := &, donde ® estd definida
para p € X4, v € T,X, como

Wy (v) + 95 (iv) '

®,(v) = 5
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Entonces

PN N S A | A
OO W) =0(—5—) = —5— —

A A e A A e A A A
a 2 - 2

=v
y ademds para todo p € ¥4, v € T2, se tiene

(071 (O(@))p(0) = (071 (@ — 8% (v) = 2= () Ti(® = )7 (i)

2
_ Dy (v) — @5 (iv) + iP5 (i(iv)) — i®y(iv)
2
_ Dy(v) +iPp(v) — iy (v) — i2®,(v)
2

= ®p(v)
luego < es un isomorfismo. Por 1ltimo, si u € G, entonces

w- (@) = ud(@)ut = u® — Ju!
— by = udu = - — (ubu)
=u-®—(u-P)" =(u- )
]

Bajo esta identificacién, una solucién a las ecuaciones de Hitchin es un par (A4, ¥), donde
A€ A(E,h),¥ € QY (Z,,u(E,Rh)) que satisface

1
Fo— 30,0 = 0
da¥ = 0 (3.3)
I =

En efecto,

(VU] =UAT+TAT=2(P— D) A (D — D)
=20NP+ 20" AN D" — 20 N D" — 20" A D
=-2PNP"+ "N D)
= —2[®, %]

44



De nuevo, la accién de Gy, sobre A(E,h) x QY(Z,,u(E, h)) deja invariante (3.3); este he-
cho sumado a la equivarianza establecida en la observacién permite ver el conjunto de
Gp—6rbitas de soluciones a (3.3) en biyeccién con Xs/Gy,.

3.3. Espacio cotangente de A(F,h) y cociente hiperkihle-
riano

En esta secciéon mostraremos como surge un cociente hiperkéhleriano en este contexto.
De hecho, gracias al Teorema de Hitchin podemos identificar este cociente como un espacio
de médulos.

Primero notemos que en virtud de la observacién 3.2.1 podemos identificar T* A(E, h) con
X =A(E,h) x QLO(EQ, EndE). Ahora bien, para poder definir una estructura hiperkéahle-
riana en X debemos describir TX. Dado que A(E,h) ~ Dol(E) y Dol(FE) tiene como
grupo de translaciones 90’1(29, EndE), entonces en cualquier punto (A4, ®) € X se tiene
Tiae)X ~ QVY(Sy, EndE) & Q'0(5,, EndE). Vamos a definir una (2, 0)-forma compleja
que es cerrada y no degenerada, por lo tanto dota a X de estructura simpléctica-compleja:
para (Y1, #1), (Y2, #2) € T(a,0)X se define [[Hit87a]]

writ((V1, ¢1), (Y2, 92)) = /TT(¢2 Npy — o1 AN ha).

Ademaés de wp hay una estructura compleja dada por I1(v, ¢) = (i), i¢); por lo tanto,
T*A(E, h) posee estructura hiperkéhleriana.

Vamos a identificar T* A(E, h) con Dol(E) x Q10(3,, EndE). El grupo Gauge G actia
en este espacio por accién diagonal, es decir, para g € Gg,g- (04, ®) = (g-0a,9Pg~!). Di-
cha accién preserva la estructura hiperkahleriana. El siguiente resultado indica que dicha

accién es hiperhamiltoniana.

Teorema 3.3.1. La accion diagonal de G, en T* A(E, h) es hiperhamiltoniana y sus apli-
caciones momento estdn dadas por

pr: T*A(E, h) — Q*(2,,u(E, h))
(A, @) — Fg + [®, D

pe s T*A(E, h) — C® Q*(Z,,u(E, h))
(A, @) > 0P
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Demostracion. Para probar que pu = uy es aplicacién momento, debemos recordar que la
métrica en Q10(Z,, EndE) estd dada por

9(p1, 92) = —i/ﬁ“(% A @5),

que junto con la estructura compleja I; dan lugar a la forma simpléctica

w(p1, 2)) = /ﬁ“(fﬁl A @5).

Sea A € Lie(Gp). Entonces para (A, ®) € T*A(E, h) se tiene

Vi = (], (eap(n) -da), S| ((ean(tr) - ®))

= <%‘t:o(exp(t)\) -dy), %L:O((exp(t)\)q)exp(—t)\))>
= (_dA)‘v P‘v @])

por lo tanto,
(1)) = (Vag, ¥) = (0 8], 9) = [ tr(2, 0] A7)
_ /tr()\/\ @, )

y por otro lado

3(0) = (dua (). N) = [ trO\A diso()

djio (V) = [0, 9]
Las ecuaciones de arriba, junto con el Teorema de Atiyah-Bott prueban que pu es aplicacién
momento (seguin la estructura I;). Para probar que puc es aplicacién momento, usaremos

la identificacion
Tiaa)X = Q% (Sy, EndE) & Q'°(Sy, EndE).

Asf, para A € Lie(Gy), (0a, ®) € X se tiene

d = . d
= = (= . = )
Va(@4,9) (dt ’tzo(efﬁp(t)\) 04), o tzo((e:cp(tk) ))
y un célculo andlogo al realizado para V) (4 ¢) permite concluir que

VA(5A7<I>) = (_514)‘7 [)‘7 (P])

46



Ahora bien,

(ivawrit) (,0)(0:n) = writ(—9aX, (A, @]), (b,7))
= /tr(n A (=04) — [\, @] A D)

Il
—— —

tr(—0an A X — A A [@,0])
tr(AA Oan — A A [®,0])
= [ tr(AA (9an — [2,0]))
y por otro lado

d#E\A@)(bv V) = <d:u(A,<I’)(bv ), )\>

/tr ()\ A dpa,a) (b, 77))

pero dado que

d
dpam)(bn) = | <M(A +1b, @ + tn))

= 2l <5A+tb(‘1) + “7))

- 2] ) 2] o)
= [b, ®] + dan

entonces se obtiene que y¢ es aplicaciéon momento (segin la estructura holomorfa-simplécti-
ca).
O

Por lo tanto tiene sentido considerar cocientes hiperkéhlerianos en este contexto. Para la
situacion que nos concierne en este trabajo, se tiene que

1zt (0) = {(A,®) : 94 = 0}.

Por consiguiente, el cociente hiperkahleriano esta dado por

04® =0
1,0 : A
{(A, (I)) € A(Eah) x (EQ’EndE) : FA + [(1)7(1)*] = *QWZ%IdE‘ }/gh’
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que precisamente coincide con el espacio de modulos de soluciones a las Ecuaciones
de Hitchin. De hecho, el conjunto de fibrados de Higgs puede verse como el conjunto
{(0g, ®) € Dol(E) x Q"°(3,, EndE) : 9p® = 0}. Por lo tanto, el conjunto de clases de
isomorfismo de fibrados de Higgs se identifica con

{(0p,®) : 0p® = 0}/Gg.

Terminamos esta seccién enunciado el Teorema de Hitchin, probado por él mismo [[Hit87a]]
en el caso rnk(E) = 2 y probado para rango arbitrario por Simpson [[Sim88],[Sim]].

Teorema 3.3.2 (Hitchin). Sea (£, ®) un fibrado de Higgs y denotemos O(E, ) su orbita
bajo Gg. (£,®) es poliestable si y solo si O(E,®) contiene un par (A, @) que satisface
Fa+ (¢, %] = *QWi%Idg. Tal par (A, @) es unico mddulo Gy,.

3.4. Relaciones entre espacios de médulos

Supongamos que € es un fibrado holomorfo y ademéas que d = deg(E),r = rank(€)
satisfacen (r,d) = 1. Sabemos de la seccién 2.1 que M(r,d), N (r,d) coinciden. Mds an,
Narasimhan y Ramanan prueban que si (r,d) = 1, entonces M(r,d) posee estructura de
variedad suave. Por lo tanto tiene sentido describir su espacio tangente en cualquier punto

€]

Observacién 3.4.1. Para todo £ de grado d y rango r se tiene TiggM(r,d) = HY(Z,, End€).

Demostracion. Primero que todo, notemos que podemos describir M(r,d) como un es-
pacio de érbitas. Sea E un fibrado suave complejo de grado d y rango r. En la seccién
2.2 se establecié una biyeccién entre Dol(FE)/Gg y clases de isomorfismo de estructuras
holomorfas sobre E. Por lo tanto, si definimos

Dol**(E) = {0 : (E,OE) es poliestable},

entonces
M(r,d) ~ Dol?*(E)/Gg.
En vista de esta identificacién, para [0g] € M(r,d) se tiene
Ty Dol?*(E)
Ti5 M(r,d) = —2——
[95] T5, 05,

Como Dol(E) es un espacio affn, entonces Tj Dol?*(E) = Q%L(3,, EndE). Ahora, 15,05,
se puede identificar con el conjunto de campos fundamentales asociados a elementos de
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Lie(Gg). En la prueba del Teorema 2.3.2 describimos dicho conjunto como {9gs : s €
Q(X,, EndE)}. Asf las cosas se tiene

P Q% (3, EndE)
O] ™ {Bps:s e (2, EndE)}

Por otro lado, si End€ denota el haz de secciones holomorfas del fibrado EndE, entonces
el complejo de cocadenas

QO(Sy, End€) —2- QOL(S,, End€) 25 Q02(S,, Endé)

0 0
implica que Tz, 1 M(r, d) = HY(Z,, EndE).
0

Bajo estas condiciones, un elemento de 7% M(r, d) consiste en un fibrado holomorfo £ junto
con una l-forma ® € H'(X,, End€)*. Este espacio se puede identificar (por dualidad de
Serre) con HY(3,, End€ ® K ), donde K es el fibrado en rectas canénico de ;. Asf pues, ®
es una seccion global de End€ ® T*¥,, o en forma equivalente, una 1-forma con valores en
End€ holomorfa. Esto es equivalente a un fibrado de Higgs (€, ®). Pero £ es semiestable,
por lo tanto (&€, ®) es fibrado de Higgs semiestable para toda ®. Todo esto lleva a concluir
que

T*M(r,d) ¢ M (r,d).

En resumen, fijando una estructura hermitica h en un fibrado suave E se induce una
estructura kéhleriana en el espacio de conexiones unitarias A(F, h). Considerando el co-
ciente de Marsden-Weinstein bajo la accién del grupo Gy obtenemos el espacio de médulos
M(r,d). El espacio T* A(FE,h) posee una estructura hiperkéhleriana, como vimos en la
seccién 2.3; ademds, la accién del grupo Gy, es hiperhamiltoniana. El cociente hiperkahle-
riano construido en la secciéon anterior puede ser entendido, gracias al Teorema de Hitchin,
como el espacio de médulos de fibrados de Higgs poliestables. Por lo tanto, se tiene el si-
guiente diagrama no conmutativo que es una buena aproximacién (en dimensién infinita)
de la situacién mostrada en el capitulo 1:

A(E, h) cot. -~ T*A(E, h)
red. red.

A(E,h) |G — s T* M(r, d) " T* A(E, ) /| G
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