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YERUHAM CAMILO ANDRÉS VARGAS CONTRERAS

DIRECTOR: FLORENT SCHAFFHAUSER

DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS
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1.1. Reducción simpléctica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Variedades de Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Introducción

En este trabajo se pretende mostrar un ejemplo de reducción hiperkähleriana en dimen-
sión infinita. Este ejemplo está motivado por estudiar la geometŕıa diferencial de espacios
de módulos surgidos de la geometŕıa algebraica. Este punto de vista fue introducido por
Atiyah y Bott [[AB83]] en el estudio de las Ecuaciones de Yang-Mills.

En el Caṕıtulo 1 se muestran en detalle los procesos de reducción simpléctica, kähle-
riana e hiperkähleriana. En todos ellos la herramienta central es el Teorema de Marsden-
Weinstein (Teo. 1.1.1). Se muestran ejemplos de estas construcciones y se establece la
conmutatividad de dos operaciones: tomar el cotangente a una variedad y aplicar el pro-
ceso de reducción a dicha variedad (Cn+1).
En el Caṕıtulo 2 aparecen aspectos básicos de la teoŕıa de conexiones en fibrados ho-
lomorfos y operadores de Dolbeault. Más aún, consideramos un ejemplo de espacio con
estructura kähleriana (en dimensión infinita): el espacio de conexiones unitarias sobre un
fibrado hermı́tico (E, h). Por último, se muestra una acción sobre este espacio que permi-
te considerar reducción (kähleriana) y su conexión con espacios de módulos de fibrados
estables (gracias al Teorema de Donaldson).
El caṕıtulo 3 estudia fibrados de Higgs y las Ecuaciones de Hitchin. Se considera el espacio
cotangente al espacio de conexiones unitarias con su estructura hiperkähleriana. El hecho
más destacado recae en el Teorema de Hitchin, que permite identificar cierto espacio de
módulos de fibrados de Higgs como un cociente hiperkähleriano.

Quiero aprovechar estas ĺıneas para agradecer a mi familia por su constante apoyo
y especialmente a mi asesor Florent Schaffhauser, por su infinita paciencia, entrega y
consejeŕıa para la realización de este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Geometŕıa Kähleriana e
Hiperkähleriana

1.1. Reducción simpléctica

El estudio de la geometŕıa simpléctica está motivado históricamente por la f́ısica, toda
vez que es el escenario ideal donde modelar la mecánica clásica. La idea en estas páginas
es detallar los elementos básicos y terminar con el Teorema de Marsden-Weinstein de re-
ducción simpléctica.

Definición 1.1.1. Una variedad simpléctica es una variedad diferenciable M dotada
con una forma ω ∈ Ω2(M) cerrada y no degenerada, en el sentido que para todo p ∈M la
aplicación ωp : TpM × TpM → R es una aplicación bilineal no degenerada.

La no degeneración de ω garantiza que para cada p ∈M se tiene que (TpM,ωp) es un
espacio vectorial simpléctico, luego toda variedad simpléctica tiene dimensión par. Más
aún, ωp induce un isomorfismo canónico

φp :
TpM −→ T ∗pM

Xp 7−→ φp(Xp)

donde φp(Xp)(Yp) := ωp(Xp, Yp) para todo Yp ∈ TpM . En términos geométricos, una va-
riedad simpléctica es orientable. En efecto, ωn = ω ∧ . . . ∧ ω ∈ Ω2n(M) resulta ser una
forma cerrada y no nula en todo punto de M , por lo tanto induce una forma de orientación
en M . De hecho, dado que ωn no es exacta (por el Teorema de Stokes) se tiene que su
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clase de cohomoloǵıa en H2n(M) asociada es no nula.

Ejemplo 1.1.2. El primer ejemplo de variedad simpléctica es R2n con coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),
cuya forma simpléctica es ω =

∑
dxi ∧ dyi. También podemos hacer la identificación

R2 ' C y de este modo Cn tiene como forma simpléctica asociada ωC = i
2

∑
dzk ∧ dz̄k.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos η = xdy∧dz−ydx∧dz+zdx∧dy
(x2+y2+z2)3/2

una 2-forma en R3 − {0} y

denotemos también por η a su restricción sobre S2. Si usamos coordenadas ciĺındricas en
S2

(x, y, z) = Φ(θ, z) = (
√

1− z2 cos θ,
√

1− z2 sin θ, z),

entonces ω = Φ∗η = dθ ∧ dz es una 2-forma cerrada y no degenerada, por tanto dota a
la esfera de una estructura simpléctica. De hecho, la única esfera de dimensión par que
admite estructura simpléctica es S2. En efecto, si n > 1 y ω es una 2-forma cerrada en
S2n, entonces ω = dη para alguna 1-forma η; por lo tanto

vol(S2n) =

∫
S2n

ω ∧ . . . ∧ ω =

∫
S2n

d(η ∧ dη ∧ . . . ∧ dη)

=

∫
∂S2n

η ∧ dη ∧ . . . ∧ dη = 0

lo cual es absurdo.

Ejemplo 1.1.4 (Espacios cotangentes). Sea X una variedad de dimensión n. Vamos a
construir una 2-forma en M = T ∗X como sigue. Supongamos que tenemos (U, x1, . . . , xn)
una carta local en p ∈ X. Entonces dx1, . . . , dxn forman una base para T ∗pU , de modo que
cualquier α ∈ T ∗pU se puede escribir como

α =

n∑
k=1

ykdxk.

Esto permite definir coordenadas locales (T ∗U, (x1, . . . , xn; y1, . . . , yn)) que constituirán un
atlas para M . En coordenadas locales, podemos definir

ωL :=
n∑
k=1

ykdxk

y la estructura simpléctica estará dada (localmente) por η =
∑
dyk ∧ dxk. Claramente es

cerrada y no degenerada y más aún, al considerar nuevas coordenadas para ωL se puede
ver que en la intersección coinciden, por lo tanto definen una forma global.
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La mecánica clásica puede ser formulada v́ıa mecánica lagrangiana o v́ıa mecánica ha-
miltoniana, en donde una función (que representa la enerǵıa total de un sistema) determi-
na la evolución del sistema. Consideremos entonces un sistema Hamiltoniano (M,ω,H),
donde (M,ω) es una variedad simpléctica (que seŕıa el espacio de fases del sistema) y
H ∈ C∞(M). Como dHp ∈ T ∗pM , existe un único campo vectorial XH ∈ X(M) que
satisface

iXHω = dH (1.1)

Tal campo vectorial se conoce como el campo vectorial Hamiltoniano asociado a H.
La ecuación anterior significa que para todo Y ∈ X(M) se tiene ω(XH , Y ) = dH(Y ).

Observación 1.1.5 (Propiedades).

1. El flujo uniparamétrico generado por XH y denotado por φHt es un simplectomorfismo
(es decir, (φHt )∗ω = ω). Esto es consecuencia del hecho que LXHω = iXHdω +
diXHω = diXHω = ddH = 0.

2. dH(XH) = (iXHω)(XH) = ω(XH , XH) = 0 por lo tanto XH es tangente a las curvas
de nivel de H.

Definición 1.1.6. Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Un campo vectorial X ∈ X(M)
se dice simpléctico si iXω es una 1-forma cerrada. X ∈ X(M) se dice hamiltoniano si
iXω es una 1-forma exacta. En este último caso, iXω = dH para alguna función H (que
no es única) y se denomina un Hamiltoniano asociado a X.

Obviamente todo campo vectorial Hamiltoniano es simpléctico y recordemos que X(M)
tiene una estructura de álgebra de Lie. Mas aún, el corchete de Lie de dos campos simplécti-
cos es hamiltoniano. Esto se debe al hecho que

i[X,Y ]ω = diXiY ω − iXdiY ω − iY diXω + iXiY dω

= diXiY ω = diX(ω(Y, )) = dω(Y,X)

por lo tanto ω(Y,X) es un Hamiltoniano asociado a [X,Y ]. En particular esto implica que
el conjunto de campos simplécticos Xs(M) constituye una subálgebra de Lie de X(M) y en
efecto [Xs(M),Xs(M)] ⊂ Xh(M). Por supuesto el corchete de dos campos Hamiltonianos
es, de nuevo, Hamiltoniano.
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Definición 1.1.7. El corchete de Poisson de f, g ∈ C∞(M) se define como

{f, g} := ω(Xg, Xf ).

Este corchete satisface la Identidad de Jacobi ({f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0)
y es antisimétrico, por lo tanto dota al espacio C∞(M) de estructura de álgebra de Lie.
Recordemos que el Teorema de Darboux garantiza coordenadas locales en M de tal forma
que ω es simplectomórfica a

n∑
k=1

dpk ∧ dqk.

Dichas coordenadas (pk, qk) son llamadas coordenadas de Darboux y permiten escribir el
corchete de Poisson como sigue:

{f, g} =
n∑
k=1

( ∂f
∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂qk

)
.

Observación 1.1.8. La función Ψ : C∞(M) → X(M) dada por Ψ(f) := Xf es un
homomorfismo de álgebras de Lie. Es decir, se tiene [Xf , Xg] = X{f,g}.

Demostración. En efecto, para f, g arbitrarias tenemos

i[Xf ,Xg ]ω = diXf iXgω − iXfdiXgω − iXgdiXfω + iXf iXgdω

= diXf iXgω = diXf (dg) = d(dg(Xf )) = d(iXgω(Xf ))

= d(ω(Xg, Xf )) = d({f, g})

Como vimos anteriormente un sistema Hamiltoniano produce un campo vectorial XH

y por tanto, un grupo 1-paramétrico de transformaciones en M ; es decir, una acción de
R en M (llamada acción Hamiltoniana). Ahora queremos considerar una acción de un
grupo de Lie (que supondremos compacto) G en M , es decir una aplicación

φ :
G → Diff(M)
g 7→ φg : M →M

donde φg(p) := g · p y ver en ese contexto qué es una acción Hamiltoniana.

Definición 1.1.9. Sea φ : G → Diff(M) una acción. Se dice que φ es una acción
simpléctica si φg es un simplectomorfismo para todo g ∈ G.
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Si X ∈ G, entonces se generará una acción (local) de R sobre M determinada por
etX . Tal acción induce naturalmente un vector tangente en cada punto p ∈ M tomando
el inverso aditivo de la derivada de la acción en t = 0, por lo tanto se forma un campo
vectorial sobre M . Tal campo vectorial es denominado el campo fundamental asociado
a X ∈ G y su descripción expĺıcita está dada por

VXp := − d

dt

∣∣∣
t=0

(etX · p).

Observación 1.1.10. La aplicación Λ : G → X(M) dada por Λ(X) = VX es un homo-
morfismo de álgebras de Lie. Es decir, se satisface [VX , VY ] = V[X,Y ].

Demostración. Veamos que

[VX , VY ]p =
d

dt

∣∣∣
t=0

dφVX−t (VY φVXt (p)
) =

d

dt

∣∣∣
t=0

dφetX (VY e−tX ·p)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(
− d

ds

∣∣∣
s=0

etXesY e−tX · p
)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(
− d

ds

∣∣∣
s=0

esAd(etX)(Y ) · p
)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(
VAd(etX)(Y )

)
= V[X,Y ]p

Definición 1.1.11. Sea φ : G→ Diff(M) una acción simpléctica de un grupo de Lie G
sobre M . Se dice que la acción es hamiltoniana si existe una aplicación

µ : M → G∗

que satisface las siguientes condiciones:

1. Para todo X ∈ G la función µX : M → R definida por µX(p) := 〈µ(p), X〉 tiene
como campo hamiltoniano asociado VX . Es decir, se satisface

dµX = iVXω.
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2. µ es equivariante. Es decir, para g ∈ G, p ∈M se tiene

µ(φg(p)) = Ad∗gµ(p).

Observación 1.1.12. Tal µ definida anteriormente se llama aplicación momento pa-
ra la acción y la cuádrupla (G,M,ω, µ) se llama un G−espacio hamiltoniano. Por
último, Ad∗g : G → G corresponde a la representación coadjunta determinada por

Ad∗ : G→ GL(G∗)
g 7→ Ad∗g

y para ϕ ∈ G∗, X ∈ G se define 〈Ad∗g(ϕ), X〉 = 〈ϕ,Adg−1(X)〉.

Una acción hamiltoniana de un grupo de Lie conexo G también puede ser formulada
en términos de aplicaciones co-momento, a saber una aplicación

µ∗ : G → C∞(M)

X 7→ µ∗(X) = µX

que debe satisfacer las siguientes condiciones:

1. Para todo X ∈ G se tiene que µ∗(X) es una función con campo hamiltoniano asociado
VX .

2. µ∗ es un homomorfismo de álgebras de Lie, es decir, para todos X,Y ∈ G se tiene
{µ∗(X), µ∗(Y )} = µ∗([X,Y ]).

Proposición 1.1.13. µ es una aplicación momento si y solamente si µ∗ es una aplicación
co-momento.

Notemos que en el caso que G = R ó S1 tenemos G = R. Por lo tanto, para el generador
1 de G se tiene µ1(p) = 〈µ(p), 1〉 = µ(p) de modo que solo existirá una µ. Además VX
es el campo inducido por la acción. Por lo tanto, una función µ : M → R es aplicación
momento si µ es una función hamiltoniana asociada a VX .

Ejemplo 1.1.14. Consideremos la acción de R en R2 dada por φt(x, y) = (x cos t +
y sin t,−x sin t+ y cos t). El campo generado por la acción es X = y ∂

∂x − x
∂
∂y . Busquemos

una función H de tal forma que iXω = dH, recordando que ω = dx ∧ dy. Las ecuaciones
que se generan son

iXω
(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
= ω

(
y
∂

∂x
− x ∂

∂y
, a

∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
= yb+ xa

dH
(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
= (Hxdx+Hydy)

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
= a

∂H

∂x
+ b

∂H

∂y
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por lo tanto H(x, y) = x2+y2

2 .

Ejemplo 1.1.15. Consideremos la acción de S1 en S2 dada por α · (θ, z) = (α + θ, z).
Su campo vectorial asociado es X = ∂

∂θ , de modo que para que la acción sea hamiltoniana
debemos hallar una µ. En este caso, ω = dθ ∧ dz, luego

iXω
(
a
∂

∂θ
+ b

∂

∂z

)
= ω

( ∂
∂θ
, a

∂

∂θ
+ b

∂

∂z

)
= b

dµ
(
a
∂

∂θ
+ b

∂

∂z

)
= (µθdθ + µzdz)

(
a
∂

∂θ
+ b

∂

∂z

)
= a

∂µ

∂θ
+ b

∂µ

∂z

de modo que la aplicación momento asociada es µ(θ, z) = z.

Ejemplo 1.1.16. Consideremos la acción de S1 sobre Cn dada por θ · (z1, . . . , zn) =
(eiθz1, . . . , e

iθzn), cuyo campo vectorial inducido es

X =
n∑
k=1

i
[
zk

∂

∂zk
− z̄k

∂

∂z̄k

]
.

Buscaremos una aplicación µ : Cn → R, recordando que ω = i
2

∑n
k=1 dzk ∧ dz̄k. Para un

campo arbitrario Y se tiene

dµ(Y ) = a1
∂µ

∂z1
+ . . .+ an

∂µ

∂zn
+ b1

∂µ

∂z̄1
+ . . .+ bn

∂µ

∂z̄n

iXω(Y ) =
i

2

[
dz1 ∧ dz̄1(X,Y ) + . . .+ dzn ∧ dz̄n(X,Y )

]
=
i

2

(
iz1b1 + ia1z̄1 + . . .+ iznbn + ianz̄n

)
= −a1

z̄1

2
− . . .− an

z̄n
2
− b1

z1

2
− . . .− bn

zn
2

por lo tanto la acción es hamiltoniana, con aplicación momento

µ(z1, . . . , zn) =
1

2

[
1− (|z1|2 + . . .+ |zn|2)

]
.

Terminamos esta sección con el Teorema de Marsden-Weinstein, que permite a partir
de una acción de grupo hamiltoniana obtener nuevos espacios simplécticos.

Teorema 1.1.1 (Marsden-Weinstein,74). Sea (M,ω,G, µ) un G−espacio Hamiltoniano,
con G compacto. Sea i : µ−1(0) ↪→M la aplicación de inclusión. Supongamos que G actúa
libremente sobre µ−1(0). Entonces

1. Mred := µ−1(0)/G es una variedad.
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2. π : µ−1(0)→Mred es un G−fibrado principal.

3. Existe una única forma ωred en Mred que satisface i∗ω = π∗ωred.

4. ωred es una forma simpléctica.

El par (Mred, ωred) se denomina cociente simpléctico o cociente de Marsden-Weinstein
y se denota M//G.

Demostración. La prueba se realizará a pasos. Denotemos Gp el estabilizador de p bajo la
acción y sea Gp = Lie(Gp).

1. Veamos que N = µ−1(0) es una subvariedad regular de M .
Notemos dµp la derivada de la aplicación momento en p ∈ M . Probemos primero
que

Im(dµp) = G0
p ,Ker(dµp) = (TpOp)ωp ,

dondeAωp es el complemento simpléctico deA. En efecto, dµp(Xp)(Y ) = ωp(VY p, Xp)
para cualquier Y ∈ G, por lo tanto

Xp ∈ Ker(dµp)⇔ Xp ∈ Aωp ,

donde A = {VY p, Y ∈ G} que es precisamente TpOp. Esto demuestra la segunda
propiedad. Para demostrar la primera propiedad primero encontremos Gp. La función

G
Φ−→M, g 7→ φg(p)

al restringirse a Gp se vuelve constante (igual a p), de modo que para Y ∈ Gp

0 = dΦe(Y ) =
d

dt

∣∣∣
t=0

Φ(etY ) =
d

dt

∣∣∣
t=0

φetY (p)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

p · etY = VY p

con lo cual queda demostrado que Gp = {Y ∈ G t.q. VY p = 0}. Ahora, la aplicación
adjunta a dµp está determinada por

〈dµ∗p(Y ), Xp〉 = 〈dµp(Xp), Y 〉,

luego Y ∈ Ker(dµ∗p) si y solo si VY p ∈ (TpM)ωp = {0}. Por lo tanto demostramos
que Ker(dµ∗p) = Gp, que es equivalente a la primera propiedad.
Por último, como G actua de manera libre sobre N , entonces para p ∈ N se tiene

Im(dµp) = G0
p = {0}0 = G∗

de modo que por el teorema de valor regular, N es subvariedad regular de M .
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2. Ahora vamos a garantizar la existencia de ωred.
Sea p ∈ N . El hecho que N sea subvariedad garantiza que Ker(dµp) = TpN , lo
cual significa que TpN y TpOp son complementos simplécticos en TpM y de hecho,
Ker(dµp) es un subespacio coisotrópico de TpM . Esto es equivalente a afirmar que
TpOp ⊂ (TpOp)ωp . En efecto, si VY p ∈ TpOp y escogemos VZp ∈ TpOp arbitrario,
entonces

iV[X,Y ]
ω = i[VX ,VY ]ω = diVX iVY ω − iVXdiVY ω − iVY diVXω + iVX iVY dω

= diVX iVY ω = diVXdµ
Y = d(dµY (VX)) = d(ω(VY , VX))

de modo que ωp(VY p, VXp) = µ[X,Y ](p) = 0 y por ende, Ker(dµp) es subespacio
coisotrópico de TpM . Esto significa que ω induce una forma [ω]p en TpN/TpOp para
todo p ∈ N . De hecho, [ω]p := ωredp es una forma no degenerada.

3. Para p ∈ N = µ−1(0) se tiene que T[p]Mred = TpN/TpOp y por tanto la 2-forma
construida en el inciso anterior satisface i∗ω = π∗ωred. Resta ver que es cerrada. En
efecto,

π∗(dωred) = d(π∗ωred) = d(i∗ω) = i∗(dω) = 0

y como π∗ es inyectiva (puesto que π es sobreyectiva), entonces ωred es cerrada.

1.2. Variedades de Kähler

Ahora la idea es agregar información a una variedad, esta vez por medio de una estruc-
tura compleja. En este contexto también tiene sentido considerar el cociente simpléctico
bajo una acción y lo interesante es que se conserva la estructura Kähleriana.

Definición 1.2.1. Una estructura compleja sobre un espacio vectorial V es una apli-
cación lineal J : V → V que satisface J2 = −Id.

Definición 1.2.2. Una variedad casi compleja consta de una variedad M junto con
una estructura compleja Jp en TpM para cada p ∈ M . Esto determina una sección global
J : M → End(TM), denominada estructura casi compleja.

Para llegar a definir una estructura Kähleriana en una variedad simpléctica, requeri-
mos de cierta condición de compatibilidad entre las estructuras simpléctica y compleja,
establecida a continuación.
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Definición 1.2.3. Sea (M,ω) una variedad simpléctica y J una estructura casi compleja.
Se dice que J es compatible con ω si inducen una métrica Riemanniana en M . Más
precisamente, para p ∈M la aplicación

gp : TpM × TpM → R
(Xp, Yp) 7→ ωp(Xp, Jp(Yp))

debe ser una aplicación bilineal definida positiva y simétrica. En este caso la tripla (ω, J, g)
se llama tripla compatible y g( , ) = ω( , J ).

Para obtener una variedad compleja a partir de una variedad casi compleja, nece-
sitamos que la estructura compleja permita definir cartas complejas en M . Esto se lo-
gra determinando la integrabilidad de J usando el tensor de Nijenhuis y el Teorema de
Newlander-Nirenberg. El tensor de Nijenhuis sobre (M,J) se define para X,Y ∈ TM
como

NJ(X,Y ) := [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]− [X,Y ].

Teorema 1.2.1 (Newlander-Nirenberg). [[MS98]] Sea (M,J) una variedad casi compleja.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

M es una variedad compleja.

J es integrable.

NJ ≡ 0

Definición 1.2.4. Una variedad de Kähler es una variedad simpléctica (M,ω) junto
con una estructura casi compleja compatible con ω e integrable. En este caso ω es deno-
minada forma de Kähler.

Ejemplo 1.2.5. El ejemplo estándar de Kähler es Cn. La forma simpléctica es la esta-
blecida en el Ejemplo 1.1.2 y la estructura compleja es multiplicación por i =

√
−1. Bajo

estas condiciones la métrica de Kähler está dada por

g =
1

2

n∑
k=1

(dzk ⊗ dz̄k + dz̄k ⊗ dzk),

y la forma simpléctica será

ωC =
i

2

∑
dzk ∧ dz̄k.
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Observación 1.2.6. En general, si V es un espacio vectorial complejo y h es una forma
Hermı́tica, entonces V es una variedad de Kähler. Recordemos que una forma Hermı́tica
satisface h(v, w) = h(w, v) para v, w ∈ V , es C−lineal en la primera componente y además
h(v, v) > 0 para todo v ∈ V . Aśı pues, vamos a definir

ω(v, w) := Im(h(v, w))

g(v, w) := Re(h(v, w)).

Claramente g es simétrica y definida positiva. Con respecto a ω veamos que

ω(w, v) = Im(h(w, v)) = Im(h(v, w)) = −Im(h(v, w))

= −ω(v, w)

luego es antisimétrica. Por último veamos la condición de compatibilidad con la estructura
compleja dada por multiplicación por i:

ω(v, w) = Im(h(v, w)) = Re(−ih(v, w)) = Re(ih(w, v))

= Re(h(v, iw) = g(v, iw).

Los ejemplos más básicos de variedades Kählerianas son los espacios proyectivos. Antes de
introducir sus caracteŕısticas, vamos a ver que, efectivamente, la estructura Kähleriana se
mantiene al realizar el cociente de Marsden-Weinstein de una acción Hamiltoniana sobre
una variedad Kähleriana.

Teorema 1.2.2 (Marsden-Weinstein, versión Kähler). Sea (M,ω,G, µ) un G−espacio
Hamiltoniano. Supongamos que M es una variedad Kähler y que además la acción de G
en M preserva la estructura Kähler. Entonces el cociente simpléctico establecido en el
Teorema 1.1.1 posee también una estructura Kähleriana.

Demostración. Sabemos que Op ⊂ N por la equivarianza de la aplicación momento. Por
lo tanto, TpOp ⊂ TpN y tiene sentido considerar el subespacio ortogonal (con respecto a
la métrica en M) a TpOp en TpN . Si denotamos tal espacio por Hp, entonces tenemos

TpN = TpOp ⊕Hp. (1.2)

Vamos a ver que el complemento ortogonal (según la métrica) de TpN en TpM está dado
por {JVX ;X ∈ G}. Recordemos que el gradiente Riemanniano de µX , denotado ∇µX , es
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ortogonal a las curvas de nivel de µX , en particular a N = µ−1(0). Por lo tanto, cualquier
vector de TpN es ortogonal a ∇µX . Ahora bien, también existe el gradiente simpléctico
de una función suave f y por definición debe satisfacer

ω(∇simf, Y ) = df(Y )

para todo Y ∈ X(M). En este caso,∇simµX = VX por definición de la aplicación momento.
Por último, veamos la relación existente entre los gradientes simpléctico y Riemanniano:

ω(∇simf, Y ) = df(Y ) = g(∇f, Y )

ω(∇simf, Y ) = ω(∇f, JY )

ω(∇simf, Y ) = ω(J∇f,−Y )

ω(∇simf + J∇f, Y ) = 0

de modo que
∇simf = −J∇f.

Esto permite inferir que las direcciones normales a TpN en TpM están dadas por ∇µX =
J∇simµX = JVX , como se propuso anteriormente.

Esto significa que tenemos la siguiente descomposición de TpM :

TpM = Hp ⊕ TpOp ⊕ JTpOp.

Esta descomposición identifica a Hp como el cociente de dos espacios vectoriales complejos
(TpM es Kähler por hipótesis y TpOp⊕JTpOp puede ser visto como una complexificación de
TpOp). Pero la descomposición exhibida en la Ecuación 1.2 identifica a Hp con T[p]Mred.
Por lo tanto hemos probado que, para todo p ∈ N , T[p]Mred es un espacio vectorial
complejo. El hecho que la estructura compleja inducida sea integrable se sigue del hecho
que la conexión de Levi-Civita en Mred se obtiene haciendo proyección ortogonal sobre
Hp, que conmuta con la estructura compleja de base.

Ejemplo 1.2.7 (Espacios Proyectivos). El espacio proyectivo CPn se puede construir me-
diante cociente simpléctico de la acción descrita en el Ejemplo 1.1.16 sobre Cn+1. Pero
más aún, este cociente simpléctico es una variedad de Kähler, por el Teorema 1.2.2. En
estos espacios, la estructura está dada por la métrica de Fubini-Study, que detallaremos a
continuación.
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Consideremos Uk = {[z0 : . . . : zn]|zk 6= 0} y la función de coordenadas en ese abierto,

dada por φk([z0 : . . . : zn]) =
(
z0
zk
, . . . ,

zk−1

zk
,
zk+1

zk
, . . . , znzk

)
. Entonces la forma de Fubini-

Study en Uk estará dada por

ωFSk =
i

2
∂∂̄fk,

donde fk(z0, . . . , zn) = log(|z|2)− log(|zk|2).

Recordemos que la forma de Kähler en Cn está dada por ω = i
2∂∂̄g, donde g(z1, . . . , zn) =

log(1 + |z|2). Veamos ahora que, ωFSk = φ∗kω. Esto será util para probar que la forma ωFS

pega bien en las intersecciones. En efecto,

φ∗kg([z0 : . . . : zn]) = g(φk([z0 : . . . : zn]))

= g
(z0

zk
, . . . ,

zk−1

zk
,
zk+1

zk
, . . . ,

zn
zk

)
= log

( |z0|2 + . . .+ |zk−1|2 + |zk+1|2 + . . .+ |zn|2

|zk|2
+ 1
)

= log
( |z|2
|zk|2

)
= fk

por lo tanto

ωFSk =
i

2
∂∂̄fk =

i

2
∂∂̄(φ∗kg) = φ∗k

[ i
2
∂∂̄g

]
= φ∗kω.

Para ver que ωFS está bien definida, supongamos que Uk, Ul son dos abiertos coordenados.
Entonces

φkφ
−1
l (z1, . . . , zn) = φk([z1 : . . . : zl−1 : 1 : zl+1 : . . . : zn])

=
(z1

zk
, . . . ,

zk−1

zk
,
zk+1

zk
, . . . ,

1

zk
, . . . ,

zn
zk

)
de modo que

[φkφ
−1
l ]∗g(z1, . . . , zn) = g(φkφ

−1
l (z1, . . . , zn))

= g
(z1

zk
, . . . ,

zk−1

zk
,
zk+1

zk
, . . . ,

1

zk
, . . . ,

zn
zk

)
= log

(
1 +
|z1|2 . . .+ |zk−1|2 + |zk+1|2 + . . .+ 1 + . . .+ |zn|2

|zk|2
)

= log
(1 + |z|2

|zk|2
)

= log(1 + |z|2)− log(|zk|2)
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esto lleva a afirmar que

[φkφ
−1
l ]∗ω =

i

2
∂∂̄[φkφ

−1
l ]∗g =

i

2
∂∂̄(g − log(|zk|2))

=
i

2
∂∂̄g = ω

y en consecuencia, en Uk ∩ Ul tenemos

ωFSk = φ∗kω = φ∗l ω = ωFSl .

Por último, si denotamos por p : Cn+1 − {0} → CPn la proyección canónica, entonces se
puede mostrar que

p∗ωFS =
i

2
∂∂̄ log(|z|2).

1.3. Geometŕıa hiperkähleriana

El estudio de las variedades hiperkählerianas surge con la clasificación de grupos de
holonomia de variedades Riemannianas por parte de Berger (1955) y también en f́ısica
matemática. Se pretende replicar la estructura de los cuaterniones de Hamilton por medio
de estructuras complejas con ciertas condiciones.

Definición 1.3.1. Una variedad hiperkähleriana es una variedad Riemanniana (M, g)
dotada de 3 estructuras complejas I, J,K que satisfacen las siguientes condiciones:

1. IJ = K,JK = I,KI = J .

2. g(IX, IY ) = g(JX, JY ) = g(KX,KY ) = g(X,Y ) para cualesquiera campos vecto-
riales X,Y en M .

3. Si ∇ denota la derivada covariante de la conexión de Levi-Civita de g, entonces se
tiene ∇I = ∇J = ∇K = 0.

La condición 2 da lugar a la existencia de una tripla de 2-formas cerradas y antisimétricas
definidas como

ωI(X,Y ) := g(X, IY )

ωK(X,Y ) := g(X,JY )

ωK(X,Y ) := g(X,KY ),
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por lo tanto, g es una métrica de Kähler con respecto a las 3 estructuras. Además, si
I = aI+bJ+cK donde (a, b, c) ∈ S2, entonces la tripla (M, g, I) también es una variedad
Kähler.

Por último, debemos reseñar que toda variedad hiperkähleriana es una variedad compleja
con una estructura holomorfa-simpléctica. Esto se debe a que, por ejemplo, la estructura I
es integrable y la 2-forma ω = ωJ + iωK resulta ser una forma de tipo (2,0) con respecto a
I que es cerrada y no degenerada. La misma situación ocurre considerando a J,K como las
estructuras complejas. Rećıprocamente, el Teorema de Calabi-Yau permite obtener una
estructura hiperkähleriana a partir de una variedad compleja compacta con estructura
holomorfa-simpléctica [[Hit92]].

El Teorema de Newlander-Nirenberg provee otro criterio para determinar cuándo una
variedad es hiperkähleriana, que en principio es más fácil que verificar si las estructuras
complejas son constantes bajo la derivada covariante.

Lema 1.3.2. [[Boa]] Sea (M, g) una variedad Riemanniana dotada de 3 estructuras casi-
complejas I, J,K que dejan invariante g y además satisfacen las ecuaciones de los cua-
terniones. Entonces M es una variedad hiperkähleriana si y solamente si las 2-formas
ωI , ωJ , ωK son cerradas.

Ejemplo 1.3.3. Vamos a mostrar la estructura hyperkähleriana de T ∗Cn = C2n. Consi-
deremos (z, w) ∈ T ∗Cn, por lo tanto z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wn) donde zk, wk ∈ C.
Identificaremos (z, w) = (z1, w1, . . . , zn, wn). Aśı pues, definimos

I1(z, w) = (−iz,−iw)

I2(z, w) = (iw̄,−iz̄)
I3(z, w) = (w̄,−z̄).

Claramente I2
k = −1 y además

I1(I2(z, w)) = I1(iw̄,−iz̄))
= (−i2w̄, i2z̄)
= (w̄,−z̄)
= I3(z, w)
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Si trabajamos en coordenadas (xk, yk), las expresiones para las 2-formas inducidas son

ω1 =
2n∑
k=1

dxk ∧ dyk

ω2 =
2n−1∑
k=1

dxk ∧ dyk+1 − dxk+1 ∧ dyk

ω3 =

2n−1∑
k=1

dxk ∧ dxk+1 − dyk ∧ dyk+1

que claramente son cerradas. Por último recordemos que la métrica está dada por

g =

2n∑
k=1

dxk ⊗ dxk + dyk ⊗ dyk.

Es natural preguntarse en este contexto si tienen sentido cocientes similares a los cons-
truidos en los Teoremas 1.1.1 y 1.2.2. La respuesta es afirmativa y naturalmente implica
modificar nuestro concepto de aplicación momento. Supongamos que G es un grupo de
Lie que actua sobre (M, g, I, J,K) invariante bajo g y que preserva la tripla de estructuras
complejas. Requerimos que exista una aplicación momento asociada a cada una de las 2-
formas, es decir, tenemos µI , µJ , µK : M → G∗. Ello es equivalente a tener una aplicación
momento hiperkähleriana

µ : M → G∗ ⊗ R3

y en estas condiciones la acción de G en M es llamada acción hiper-hamiltoniana.
A continuación vamos a ver que, cuando se pueda construir el cociente por una acción
hiper-hamiltoniana, éste obtendrá también estructura hiperkähleriana. Esto permite na-
turalmente obtener nuevos ejemplos de variedades hiperkählerianas.

Teorema 1.3.1 (Marsden-Weinstein, Versión hiperkähleriana). Sea G un grupo de Lie
actuando de forma hiper-hamiltoniana en una variedad hiperkähleriana (M, g, I, J,K).
Supongamos que G actúa de manera libre en N = µ−1(0). Entonces

1. N/G es una variedad diferenciable que posee estructura hiperkähleriana.

2. Si además M es completa, entonces N/G también.

N/G se denomina el cociente hiperkähleriano de M por la acción de G. Se denota
M///G.
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Demostración. Vamos a probar que N es una variedad. Para ello necesitamos que dµp sea
sobreyectiva en todo p ∈ N . Recordemos que para V ∈ TpM y Y ∈ G se tiene

dµp(V )(Y ) := (dµIp(V )(Y ), dµJp(V )(Y ), dµKp(V )(Y ))

= (ωI(VY p, V ), ωJ(VY p, V ), ωK(VY p, V )) (1.3)

= −(g(IV, VY p), g(JV, VY p), g(KV, VY p)).

Ahora bien, si V = VXp para algún X ∈ G, entonces

ωI(VY p, VXp) = µ
[X,Y ]
I (p) = 0

y lo mismo ocurre para ωJ , ωK , donde la igualdad a 0 se debe a que p ∈ N . Por lo tanto,

g(IVXp, VY p) = 0

g(JVXp, VY p) = 0

g(KVXp, VY p) = 0

y esto implica que TpOp es ortogonal a ITpOp, JTpOp, KTpOp. Más aún, por invarianza
de g los 4 subespacios son mutuamente ortogonales. La aplicación dµp env́ıa

ITpOp a (?, 0, 0).

JTpOp a (0, ?, 0).

KTpOp a (0, 0, ?).

En efecto, para Y ∈ G arbitrario

dµp(IVXp)(Y ) = −(−g(VXp, VY p), g(JIVXp, VY p), g(KIVXp, VY p))

= (g(VXp, VY p),−g(KVXp, VY p), g(JVXp, VY p))

= (g(VXp, VY p), 0, 0).

Cálculos análogos se hacen para probar las otras 2 afirmaciones. Por lo tanto hemos pro-
bado que dµp es sobreyectiva en todo punto p ∈ N y esto implica que N es variedad.
Como G actúa de manera libre en N , el espacio cociente adquiere estructura de variedad
diferenciable.

Mostraremos como surge la estructura hiperkähleriana enN/G. Es claro queKer dµp =
TpN y por equivarianza tenemos TpOp ⊂ TpN . Denotemos por Hp el complemento orto-
gonal de TpOp en TpN . Recordemos que Ker dµp, por la ecuación 1.3, es el complemento
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ortogonal de ITpOp ⊕ JTpOp ⊕KTpOp en TpM . Es decir, se tiene la siguiente descompo-
sición:

TpM = Hp ⊕ TpOp ⊕ ITpOp ⊕ JTpOp ⊕KTpOp.

Dicha descomposición permanece invariante bajo I, J,K y por lo tanto permite obtener una
presentación de Hp como un espacio vectorial complejo con 3 estructuras casi complejas
I ′, J ′,K ′ que dejan invariante g. Aśı pues, lo único que falta para garantizar la estructura
hiperkähleriana de N/G es demostrar que las 2-formas inducidas son cerradas (haciendo
uso del Lema 1.3.2). En efecto, dado que ω′I satisface π∗ω′I = i∗ωI , entonces

π∗dω′I = d(π∗ω′I) = d(i∗ωI) = i∗(dωI) = 0

y por consiguiente ω′I es cerrada. Lo mismo ocurre cambiando I por J,K.

Vamos a terminar este caṕıtulo con otro ejemplo de variedades hiperkählerianas, que a
pesar de ser básico refleja la riqueza de esta nueva estructura. Nos referimos al espacio
cotangente del espacio projectivo complejo T ∗CPn. Se obtiene por reducción hiperkähle-
riana de T ∗Cn por cierta acción de S1. Este ejemplo presenta un caso históricamente
particular; es el espacio de Eguchi-Hanson, que fue el primer ejemplo no trivial de varie-
dad hiperkähleriana.

Consideremos la acción de S1 sobre T ∗Cn+1 dada por

φ :
S1 × T ∗Cn+1 → T ∗Cn+1

(eiθ, (z, w)) 7→ (eiθz, e−iθw)

Entonces las aplicaciones momento asociadas a las 2-formas ωI , ωJ , ωK están dadas por

µI(z, w) =
1

2
(‖z‖2 − ‖w‖2)

µJ(z, w) = Re(z · w)

µK(z, w) = −Im(z · w)

y por ende el cociente hiperkähleriano en el punto (1/2, 0, 0) está dado por

{(z, w) : ‖z‖2 − ‖w‖2 = 1, z · w = 0}/S1.

Ahora bien, dados (z, w) con z 6= 0 siempre existe t > 0 tal que t2‖z‖2 − t−2‖w‖2 = 1;
esto permite identificar el cociente anterior con el siguiente cociente:

{(z, w) : z 6= 0, z · w = 0}/C∗
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que a su vez es equivalente a especificar un elemento Z ∈ CPn, un punto z 6= 0 de ésa
ĺınea y un α con α(z) = 0. Es decir,

{(Z, z ⊗ α) : Z ∈ CPn, z ∈ Z,α(Z) = 0}.

Por último, enunciaremos un resultado general sobre variedades Grasmannianas, sin de-
mostración, que nos muestra claramente la descripción de T ∗CPn.

Lema 1.3.4 ([Kob87]). Denotemos M = Grk(V ) la Grasmanniana de subespacios k-
dimensionales complejos de V . Sea W ⊂ V uno de estos subespacios. Entonces TWM =
Hom(W,V/W ) y por lo tanto

T ∗WM = W ⊗W ◦,

donde W ◦ denota el subespacio anulador de W en W ∗.

El proceso de reducción, independiente de la estructura de la variedad base, formaliza la
idea de asociar cantidades conservadas a grupos de simetŕıa de un sistema f́ısico; ésto se
conoce como el Principio de Noether. El hecho de encontrar grupos de simetŕıa de un
sistema permite reducir la dimensión del espacio de configuraciones del mismo y da lugar
a nueva información. En particular, siempre se garantiza que la estructura original se pre-
serva en el espacio cociente.

En general el espacio cotangente de una variedad kähleriana no posee estructura hi-
perkähleriana. En dimensión finita, los ejemplos mostrados a lo largo de este caṕıtulo
si satisfacen dicha propiedad. Iniciamos con Cn+1 y a partir de él se obtuvo CPn por
medio de cociente kähleriano usando una acción de S1. Pero T ∗Cn+1 tiene estructura hi-
perkähleriana y admite una acción de S1 hiperhamiltoniana cuya reducción nos brinda
una descripción de T ∗CPn. En otras palabras, el siguiente diagrama es conmutativo:

Cn+1 CPn

T ∗Cn+1 T ∗CPn.

-red.

?

cot.

?

cot.

-red.
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Caṕıtulo 2

Módulos de fibrados vectoriales
semiestables y Teorema de
Donaldson

En este aparte se mostrará como los conceptos del caṕıtulo 1 permiten una conexión po-
derosa y útil entre la geometŕıa algebraica y la geometŕıa compleja. A saber, el Teorema
de Donaldson permite describir un espacio construido desde la geometŕıa algebraica como
un cociente, en el sentido del Teorema de Marsden-Weinstein. Por consiguiente, debemos
hablar de conexiones unitarias sobre un fibrado vectorial y de espacios de módulos; tales
conceptos serán aclarados a lo largo de esta parte de la tésis.

2.1. Espacios de módulos de fibrados vectoriales

La motivación para los contenidos de este caṕıtulo recae en un problema central en ma-
temáticas: clasificar objetos. Estamos interesados en clasificar fibrados vectoriales sobre
una superficie de Riemann Σg compacta de género g. Es conocida dicha clasificación para
g = 0, 1 debida a Grothendieck [[HSW99]] y Atiyah [[Ati57]]. Para g > 1 no se conocen
teoremas de clasificación, pero a cambio de ello podemos estudiar la geometŕıa de los
espacios de módulos. Un espacio de módulos es un espacio cuyos elementos representan
clases de isomorfismo de ciertos objetos que tienen en común ciertas propiedades. Para el
contexto de este escrito los objetos son fibrados vectoriales holomorfos y los invariantes
discretos corresponden al grado y al rango.

La Teoŕıa Geométrica de Invariantes (TGI), desarrollada por D. Mumford [[MFK93]],
ayuda en la construcción de cocientes en geometŕıa algebraica y por ende, en la cons-
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trucción de espacios de módulos. No especificaremos detalles de la Teoŕıa Geométrica de
Invariantes y referimos a [[Sch08]] para mayores detalles. Lo que śı mencionaremos es que
la construcción de un espacio de módulos implica escoger un conjunto adecuado de ob-
jetos de tal forma que el espacio de módulos tenga estructura de variedad proyectiva, o
al menos casiproyectiva. Esto lleva a considerar, desde el punto de vista de TGI, objetos
semiestables.

En el contexto de fibrados vectoriales de tipo topológico fijo (grado y rango fijos), la
noción de estabilidad viene determinada por la pendiente de un fibrado. Recordemos que
para un fibrado E , se define rnk(E) como la dimensión de la fibra de E y deg(E) se define
como la integral de c1(E), la primera clase de Chern de E .

Definición 2.1.1. Sea E → Σg un fibrado vectorial complejo. Su pendiente se define por

µ(E) :=
deg(E)

rnk(E)
.

La noción de estabilidad determinada por la pendiente está relacionada con los subfi-
brados no triviales de E ; de ahora en adelante esta expresión hará referencia a un subfibrado
distinto de 0 y de E .

Definición 2.1.2. Un fibrado vectorial holomorfo E → Σg se denomina

1. Estable si para todo subfibrado F holomorfo no trivial se tiene µ(F) < µ(E).

2. Semiestable si para todo F subfibrado no trivial holomorfo se satisface µ(F) ≤
µ(E).

Claramente todo fibrado estable es semiestable y si un fibrado semiestable E tiene (deg(E), rnk(E)) =
1, entonces E es de hecho estable. Se puede obtener un espacio de módulos de fibrados se-
miestables por medio de cocientes desarrollados en la TGI [[Sch08]]. El siguiente resultado
permitirá comprender mejor los fibrados semiestables.

Teorema 2.1.1 (Filtración de Jordan-Hölder). [[Ses67]] Todo fibrado holomorfo semies-
table E admite una filtración

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ Ek = E

en donde Ej son subfibrados y satisfacen, para j ≥ 1,

1. Ej/Ej−1 es estable.
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2. µ(Ej/Ej−1) = µ(E).

En este caso tal filtración se llama filtración de Jordan-Hölder de longitud k.

Demostración. Remitirse a [[Ses67]] para detalles de la prueba.

Claramente todo fibrado estable E tiene una filtración de Jordan-Hölder de longitud 1, a
saber 0 = E0 ⊂ E1 = E . Si bien la filtración de Jordan-Hölder no es única, el siguiente
resultado abre el panorama para definir apropiadamente ciertos espacios de módulos.

Proposición 2.1.3. Dos filtraciones de Jordan-Hölder asociadas a un fibrado semiestable
E tienen la misma longitud

(S) : 0 = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ Ek = E
(S′) : 0 = E ′0 ⊂ E ′1 ⊂ . . . ⊂ E ′l = E

Es decir, k = l. Además, sus objetos graduados correspondientes, definidos por

gr(S) := E1/E0 ⊕ . . .⊕ Ek/Ek−1

gr(S′) := E ′1/E ′0 ⊕ . . .⊕ E ′k/E ′k−1

satisfacen, para j ≥ 1,
Ej/Ej−1 ' E ′j/E ′j−1.

Demostración. Ver [[Ses67]].

Este resultado motiva la siguiente definición.

Definición 2.1.4. Un fibrado vectorial holomorfo E se dice poliestable si es isomorfo a
una suma directa de fibrados estables que tienen igual pendiente que E.

Es decir, E es poliestable si
E ' F0 ⊕ . . .⊕Fk.

Notemos que dada una filtración de Jordan-Hölder de E semiestable, su objeto graduado
asociado es un fibrado poliestable. De hecho, gr(E) es una clase de isomorfismo graduada
de fibrados poliestables. Para describir el conjunto de módulos de fibrados semiestables
hace falta describir un espacio apropiado de clases. Eso se logra con la siguiente definición.

Definición 2.1.5 (S-equivalencia). Dos fibrados semiestables E , E ′ son S-equivalentes
si gr(E) = gr(E ′). Se denomina S-clase de equivalencia de E a la clase gr(E).
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Ahora estamos preparados para definir apropiadamente espacios de módulos en este
contexto. El primero de ellos corresponde al espacio de módulos de fibrados holo-
morfos semiestables de tipo topológico fijo, denotado M(r, d). Se define como el
conjunto de clases de S-equivalencia de fibrados semiestables holomorfos de rango r y gra-
do d. Un resultado de Seshadri muestra que no es posible dotar de estructura algebraica
al espacio de clases de isomorfismo de fibrados semiestables; es por esto que se toman
clases de S-equivalencia. Este espacio puede ser visto también como el conjunto de clases
de isomorfismo de fibrados holomorfos poliestables y esta consideración será importante
desde el punto de vista de la geometŕıa diferencial de este espacio de módulos.

El espacio de módulos de fibrados holomorfos estables de tipo topológico
fijo (denotado N (r, d)) es, por definición, el espacio de clases de isomorfismo de fibrados
estables. De hecho, Mumford [[Mum63]] demostró que dicho espacio posee estructura de
variedad suave casiproyectiva de dimensión r2(g−1)+1. Posteriormente, Seshadri [[Ses67]]
probó que N (r, d) es una subvariedad abierta y densa deM(r, d), además de mostrar que
M(r, d) es una variedad proyectiva de dimensión r2(g−1)+1. Por consiguiente, si tenemos
(deg(E), rank(E)) = 1 entonces la relación de S-equivalencia coincide con la relación de
isomorf́ıa, de modo que ambos espacios son iguales.

2.2. Conexiones unitarias sobre fibrados vectoriales

Como veremos al final de este caṕıtulo, la estabilidad de un fibrado vectorial está re-
lacionada con la curvatura de una conexión. Esto nos lleva a discutir sobre operadores
de Dolbeault, conexiones unitarias y sus propiedades básicas. Recordemos que si E es
un fibrado sobre M , entonces Ωk(M ;E) denota el espacio de k−formas diferenciales con
valores en E.

Definición 2.2.1. Sea M una variedad compleja y E un fibrado suave complejo de rango
r sobre M . Una conexión en E es una aplicación

D : Ω0(M ;E)→ Ω1(M ;E)

que es C−lineal y que además satisface, para s ∈ Ω0(M ;E), f ∈ C∞(M)

D(fs) = (df)s+ f(Ds).

Localmente, una conexión está determinada por una matriz de 1-formas. Para ver esto,
consideremos un marco local en un abierto U ⊂M ; es decir, s1, . . . , sr ∈ Ω0(U ;E) con la
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condición que {si(x)} es base de Ex para todo x ∈ U . Entonces

Dsi =

r∑
j=1

sjω
j
i ,

donde ωji ∈ Ω1(U ;R). En notación vectorial Ds = ωs. Si ξ =
∑
ξisi es una sección

arbitraria, entonces

Dξ =
∑
i

D(ξisi) =
∑
i

(dξi)si + ξi(Dsi)

=
∑
i

(dξi)si +
∑
i,j

ξisjω
j
i

= dξ + ωξ

Supongamos ahora que tenemos otro marco local s′ = (s′1, . . . , s
′
r) en U , entonces existe

una matriz A invertible tal que s′ = As. Aśı pues, si ω′ denota la matriz asociada a D con
respecto a s′, entonces

ω′s′ = D(s′) = D(As) = d(A)s+AD(s)

= d(A)A−1s′ +Aωs = d(A)A−1s′ +AωA−1s′

= (d(A)A−1 +AωA−1)s′

de modo que ω′ = AωA−1 + (dA)A−1.

Una conexión en un fibrado vectorial puede extenderse a una aplicación

D : Ωk(M ;E)→ Ωk+1(M ;E),

definiendo para s ∈ Ω0(M ;E), η ∈ Ωk(M),

D(sη) := Ds ∧ η + sdη.

Definición 2.2.2. Sea D una conexión en un fibrado E. La curvatura de D se define
como

FD := D ◦D : Ω0(M ;E)→ Ω2(M ;E).
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Nuevamente podemos describir la curvatura de manera local. En un marco s, donde la
matriz de conexión es ω, si Ω denota la forma de curvatura en dicho marco local, entonces

Ωs = D(Ds) = D(ωs) = (dω)s+ ω(Ds)

= (dω)s+ ω ∧ ωs.

Por lo tanto Ω = dω + ω ∧ ω. En particular, derivando la relación anterior obtenemos la
identidad de Bianchi : dΩ = Ω ∧ ω − ω ∧ Ω. Si s′ es otro marco local y Ω′ es la respectiva
forma de curvatura, entonces

Ω′s = D(Ds′) = D(D(As)) = D(dAs+A(Ds))

= da ∧Ds+AD(Ds) + sd(dA) +Ds ∧ dA
= AΩs = AΩA−1s′

luego Ω′ = AΩA−1. Por último, debemos reseñar que la curvatura es una aplicación
C∞(M)−lineal; en efecto, para g ∈ C∞(M), s ∈ Ω0(M ;E) se tiene

FD(gs) = D(D(gs)) = D((dg)s+ g(Ds)) = Ds ∧ dg + sd(dg) + dg ∧Ds+ gD(Ds)

= gFD(s)

por lo tanto, podemos ver FD como un elemento de Ω2(M ;EndE). Ahora probaremos un
resultado importante sobre el espacio de conexiones sobre E.

Observación 2.2.3. El espacio de conexiones sobre un fibrado suave complejo E es un
espacio afin, cuyo grupo de translaciones es Ω1(M ;EndE).

Demostración. Sean D1, D2 conexiones. Entonces para f ∈ C∞(M), s ∈ Ω0(M ;E) se tiene

(D1 −D2)(fs) = D1(fs)−D2(fs) = (df)s+ fD1s− (df)s− f(D2s)

= f(D1 −D2)s

es decir que D1 −D2 es una aplicación de Ω0(M ;E) en Ω1(M ;E) que es C∞(M)−lineal.
Por último, cualquier aplicación ϕ : Ω0(M ;E)→ Ω1(M ;E) que es C∞(M)−lineal induce
un elemento η ∈ Ω1(M ;EndE) definido, para p ∈M, v ∈ TpM como

ηp(v) : Ep → Ep

a 7→ ϕ(s)p(v)

donde s(p) = a. Por lo tanto, la observación queda probada.
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Ahora bien, supongamos que E es un fibrado suave complejo sobre M . Entonces, si
Ω1,0(M ;E) denota el espacio de 1-formas C−lineales y Ω0,1(M ;E) el espacio de 1-formas
C−antilineales, entonces

Ω1(M ;E) = Ω1,0(M ;E)⊕ Ω0,1(M ;E)

y por lo tanto una conexión D sobre E se descompone como D = D′ +D′′, donde

D′ : Ω0(M ;E)→ Ω1,0(M ;E)

D′′ : Ω0(M ;E)→ Ω0,1(M ;E).

En particular, D′′(fs) = fD′′s+ ∂̄fs, donde ∂̄ corresponde a la parte C−antilineal de df .
Tal operador ∂̄ es un ejemplo de un operador de Dolbeault.

Definición 2.2.4. Un operador de Dolbeault en un fibrado suave E sobre M es una
aplicación

D′′ : Ω0(M ;E)→ Ω0,1(M ;E)

que es C−lineal y que satisface, para f ∈ C∞(M), s ∈ Ω0(M ;E)

D′′(fs) = f(D′′s) + ∂̄fs.

De manera análoga a la Observacion 2.2.3 se tiene la siguiente afirmación:

Observación 2.2.5. El conjunto de todos los operadores de Dolbeault sobre E (denotado
Dol(E)) es un espacio af́ın, cuyo grupo de translaciones es Ω0,1(M ;EndE).

Ahora vamos a mostrar porque hemos introducido estos conceptos para estudiar fibra-
dos holomorfos sobre una superficie de Riemann Σg. El grupo Gauge complejo (que
por definición es el grupo de todos los automorfismos complejos lineales de E) actúa en
Dol(E) como sigue: si g ∈ GE y D′′ ∈ Dol(E), entonces

(g ·D′′)(s) := g(D′′(g−1s)),

que puede ser reescrita como

(g ·D′′)(s) = g(g−1D′′s+D′′(g−1)s)

= D′′s+ gD′′(g−1)s = D′′s− gg−1D′′(g)g−1s

= D′′s− (D′′g)g−1s
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La acción está bien definida, puesto que para f ∈ C∞(Σg) se tiene

(g ·D′′)(fs) = D′′(fs)− (D′′g)g−1fs

= ∂̄fs+ fD′′s− f(D′′g)g−1s

= ∂̄fs+ f [D′′s− (D′′g)g−1s]

= ∂̄fs+ f [(g ·D′′)(s)]

El espacio de órbitas de Dol(E) bajo la acción de GE está en biyección con el espacio
de clases de isomorfismo de estructuras complejas y por ende, con el espacio de clases de
isomorfismo de fibrados holomorfos. Este hecho se debe a los siguientes resultados.

Teorema 2.2.1. Sea E un fibrado suave complejo sobre Σg. Supongamos que hemos fijado
una estructura holomorfa en E y denotemos E el correspondiente fibrado holomorfo. En-
tonces existe una única GE−órbita de operadores de Dolbeault en E de tal forma que para
todo D′′ en dicha órbita, las secciones holomorfas de E están en biyección con soluciones
locales de D′′s = 0.

Demostración. Sea s una sección global de E . Sabemos que si (Uα, φα) es una cubierta
trivializante para E, entonces sα = gαβsβ, donde gαβ es holomorfa. Por lo tanto,

∂̄sα = ∂̄(gαβsβ) = ∂̄gαβsβ + gαβ ∂̄sβ = gαβ ∂̄sβ,

lo cual permite definir una aplicación D′′ : Ω0(Σg;E)→ Ω0,1(Σg, E) dada por D′′|Uα(s) =
∂̄sα y que además satisface la regla de Leibniz. Supongamos ahora que s es una sección local
en U y sea f una función con soporte contenido en U . Por definición existe V ⊂ U abierto
en el cual f ≡ 1. Entonces s|V es holomorfa si y solo si ∂̄s|V = D′′|V (s) = 0. Podemos
extender s a Σg usando la función f y asi D′′|V (s) no depende de la extensión. Por lo
tanto, una sección local s en U es holomorfa si y solo si D′′s = 0. Estructuras holomorfas
isomorfas corresponden a operadores de Dolbeault que viven en la misma órbita.

Teorema 2.2.2 (Newlander-Nirenberg). Sean E un fibrado suave complejo sobre Σg y
D′′ ∈ Dol(E). Entonces existe una única estructura holomorfa en E tal que las secciones
holomorfas del fibrado holomorfo E están en biyección con soluciones locales a D′′s = 0.

Demostración. Ver [[Sch]]

Para estudiar el conjunto de operadores de Dolbeault, necesitamos enriquecer la estructura
del fibrado con una estructura hermı́tica. Esto nos ayuda a obtener una primera descrip-
ción del espacio de módulos de fibrados poliestables desde la geometŕıa diferencial.
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Definición 2.2.6. Sea E un fibrado suave complejo sobre una variedad M . Una métrica
Hermı́tica en E es una familia de productos hermı́ticos en las fibras de E. Es decir, para
todo p ∈M existe

hx : Ex × Ex → C

que satisface las siguientes condiciones:

1. Si v, w1, w2 ∈ Ex, entonces hx(v, w1 + w2) = hx(v, w1) + hx(v, w2).

2. Si v, w ∈ Ex, λ ∈ C, hx(λv,w) = λhx(v, w).

3. Para v, w ∈ Ex se tiene hx(v, w) = hx(w, v).

4. Si v 6= 0, entonces hx(v, v) > 0.

5. Para cualesquiera s, s′ secciones de E se tiene que la función

h(s, s′) : M → C

es suave.

Un fibrado con una métrica hermı́tica se llama fibrado hermı́tico suave.

Localmente, si sU = (s1, . . . , sr) es un marco local en U ⊂M , sea hij = h(sj , si). Entonces

hij = h(sj , si) = h(si, sj) = hji

de modo que la matriz de la métrica HU es hermı́tica. De hecho, si sV es otro marco local,
entonces sV = gV UsU y por lo tanto

h(sa, sb) = h
(∑

gaksk,
∑

gbjsj

)
=
∑

h
(
gaksk,

∑
gbjsj

)
=
∑

gakh
(
sk,
∑

gbjsj

)
=
∑

gakh
(∑

gbjsj , sk

)
=
∑

gakgbjh(sj , sk)

=
∑

gakh(sk, sj)gbj

lo cual implica que HV = gV UHUg
∗
V U .

Definición 2.2.7. Sea u ∈ GE. u es una transformación unitaria si para todos s, s′ ∈
Ω0(M ;E) se tiene

h(u(s), u(s′)) = h(s, s′).

30



Recordemos que u ∈ GE es un automorfismo de E, es decir, una aplicación u : E → E tal
que u|Ex : Ex → Ex es un isomorfismo. Por lo tanto, GE = Ω0(M ;GL(E)). Ahora bien, la
condición dada en la definición anterior se puede reescribir como

〈Uv,Uw〉 = 〈v, w〉,

de donde se sigue que U ∈ U(r). Aśı, si Gh denota el conjunto de transformaciones unita-
rias de E (denominado grupo Gauge unitario), entonces Gh = Ω0(M ;U(E, h)) donde
U(E, h) es el fibrado de grupos cuya fibra es U(r).

Definición 2.2.8. Una transformación hermı́tica es un endomorfismo u de E que
satisface

h(u(s), s′) = h(s, u(s′)).

Una transformación antihermı́tica es un endomorfismo u de E que cumple

h(u(s), s′) = −h(s, u(s′)).

Sea u(E, h) el fibrado de álgebras de Lie cuya fibra corresponde a u(r) = Lie(U(r)). En-
tonces Ω0(M ; u(E, h)) = Lie(Gh), que justamente son las transformaciones antihermı́ticas.

Definición 2.2.9. Sea (E, h) un fibrado hermı́tico suave. Una conexión D sobre E se dice
unitaria si para cualesquiera s1, s2 secciones de E se tiene

d(h(s1, s2)) = h(Ds1, s2) + h(s1, Ds2).

Consideremos un marco local sU , en el cual la matriz de D sea A (la conexión puede ser
denotada también dA). Entonces si D es unitaria, entonces

dh(si, sj) = h(Dsi, sj) + h(si, Dsj)

dhji = h
(∑

skA
k
i , sj

)
+ h
(
si,
∑

slA
l
j

)
dhji =

∑
Aki hjk +

∑
Aljhli

dH = HA+A∗H

Por lo tanto, si H = Id, A seŕıa una 1-forma con valores en u(E, h). Rećıprocamente, una
matriz de 1-formas A que satisfaga dH = HA + A∗H para todo marco local define una
conexión unitaria. Esto se debe a que, localmente,

d(h(s, s′)) = d(s∗Hs′) = d(s∗)Hs′ + s∗dHs′ + s∗Hd(s′)

= d(s∗)Hs′ + s∗(HA+A∗H)s′ + s∗Hd(s′)

= [d(s∗) + s∗A∗]Hs′ + s∗H[As′ + d(s′)]

= [ds+As]∗Hs′ + s∗HDs′ = h(Ds, s′) + h(s,Ds′)
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Naturalmente todo fibrado suave complejo admite una métrica hermı́tica, teniendo en
cuenta que ésta se se puede definir en los abiertos trivializantes del fibrado y pegando por
particiones de la unidad. Más aún, se tiene el siguiente resultado.

Observación 2.2.10. Todo fibrado hermı́tico suave admite una conexión unitaria.

Demostración. Sea {Uα} una cubierta localmente finita para M y supongamos que Sα es
un marco local en Uα. Definimos D|Uα = Dα como Dα(s) := ds|Uα . Esto es equivalente
a considerar ωα = 0, donde ωα es la matriz de conexión en Uα. Gracias al proceso de
Gram-Schmidt podemos obtener en Uα una base ortonormal de Ex, con lo cual podemos
suponer que Hα = Id. Ahora bien, si Sβ es un marco local en Uβ, entonces Sβ = gβαSα y
además ωβ = (dgβα)g−1

βα , de donde se sigue que

dHβ = d(g∗βαgβα) = g∗βαd(gβα) + d(g∗βα)gβα

= g∗βαgβαg
−1
βαd(gβα) + d(g∗βα)[g∗βα]−1g∗βαgβα

= Hβωβ + ω∗βHβ

Por lo tanto, localmente se puede afirmar que la conexión definida es unitaria. Por último,
si φα es una partición de la unidad subordinada a Uα, entonces se puede definir

D(s) =
∑
α

φαDα(s)

y por consiguiente, para s, s′ secciones arbitrarias se tiene

d(h(s, s′)) =
∑
α

φαd(h(s, s′))|Uα

=
∑
α

φαh(Dαs, s
′) + h(s,Dαs

′)

= h(Ds, s′) + h(s,Ds′)

por lo tanto la conexión es unitaria.

Similar a las observaciones 2.2.3 y 2.2.5 podemos describir el espacio A(E, h) de todas las
conexiones unitarias como un espacio af́ın, cuyo grupo de translaciones es Ω1(M ; u(E, h)).
Volviendo a los fibrados holomorfos, una conexión unitaria dA sobre un fibrado hermı́tico
determina un operador de Dolbeault (dado por d0,1

A = d′′A : Ω0(M ;E) → Ω0,1(M ;E)); si
el espacio base (E, h) es una superficie de Riemann, entonces sabemos por el Teorema
2.2.2 que tal operador permite definir una estructura holomorfa sobre (E, h). El siguiente
resultado (junto con el Teorema 2.2.1) nos permite obtener la afirmación rećıproca:
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Teorema 2.2.3. Sea (E, h) un fibrado suave complejo sobre M . Supongamos que hay una
estructura holomorfa en E. Entonces existe una única conexión unitaria dA que satisface
d0,1
A = ∂̄.

Demostración. Sea Sα un marco local en Uα. Si Hα denota la matriz de h en este marco
local, definimos ωα := H−1

α ∂Hα. Si Sβ es otro marco local, entonces Sβ = gβαSα y además
Hβ = gβαHαg

∗
βα, por lo tanto

ωβ = H−1
β ∂Hβ = (g∗βα)−1H−1

α g−1
βα∂Hβ

= (g∗βα)−1H−1
α g−1

βα

[
Hαg

∗
βα∂(gβα) + gβα∂Hαg

∗
βα + gβαHα∂(g∗βα)

]
como gβα es holomorfa, entonces 0 = ∂̄gβα = ∂g∗βα y por ende

ωβ = (g∗βα)−1H−1
α g−1

βαg
∗
βαHα∂(gβα) + (g∗βα)−1H−1

α ∂Hαg
∗
βα

= g−1
βα∂(gβα) + (g∗βα)−1H−1

α ∂Hαg
∗
βα

pero como E es hermı́tico, gβαg
∗
βα = Id y entonces

ωβ = g−1
βα∂(gβα) + gβαH

−1
α ∂Hαg

−1
βα

Esto significa que {ωα}α definen una conexión global en E. De hecho, tal conexión es
unitaria debido a que

dHβ = ∂Hβ + ∂̄Hβ = Hβωβ + ∂Hβ
T

= Hβωβ + (Hβωβ)T

= Hβωβ + ω∗βHβ.

Por último, la definición de ω implica que ω es de tipo (1, 0). Por lo tanto, ω0,1 = 0 y al
realizar la descomposición de dA tenemos

dA = ds+ ωs

d1,0
A = d′A = ∂s+ ω1,0s

d0,1
A = ∂̄s+ ω0,1s

con lo cual d0,1
A = ∂̄.

Por estos dos resultados tenemos que si (E, h) es un fibrado hermı́tico suave sobre una
superficie de Riemann Σg, hay un isomorfismo de espacios afines

A(E, h)
'−→ Dol(E)

dA 7→ d0,1
A (2.1)
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En particular, la acción de GE en Dol(E) puede ser transportada v́ıa este isomorfismo
a una acción sobre A(E, h) que describimos a continuación: sean g ∈ GE , dA ∈ A(E, h),
entonces

g · dA = dA − (dAg)g−1s = dAs− [(d1,0
A g)g−1 + (d0,1

A g)g−1]s

= dAs− [(d0,1
A g)g−1 − [(d0,1

A g)g−1]∗]s

Esta acción extiende la acción de Gh en A(E, h) por conjugación. Esto se debe a que
g ∈ Gh implica gg∗ = 1 luego

(d0,1
A g)∗ = d1,0

A (g∗) = d1,0
A (g−1) = −g−1(d1,0

A g)g−1

y en consecuencia

g · dA = dAs− [(d0,1
A g)g−1 − [(d0,1

A g)g−1]∗]s

= dAs− [(d0,1
A g)g−1 − g−1∗(d0,1

A g)∗]s

= dAs− [(d0,1
A g)g−1 + g−1∗g−1(d1,0

A g)g−1]s

= dAs− [(d0,1
A g)g−1 + (d1,0

A g)g−1]s

= dAs− (dAg)g−1s

= g(dA(g−1s))

Por lo tanto, el isomorfismo 3.2.1 establece una biyección entre el espacio de clases de iso-
morfismo de estructuras holomorfas y A(E, h)/GE . Notemos que dicha biyección depende
de h; es decir, si h′ es otra métrica hermı́tica sobre E, entonces existe g ∈ GE tal que para
todas s, s′ secciones se tiene

h(gs, gs′) = h′(s, s′).

De hecho, tal g establece un isomorfismo A(E, h) ' A(E, h′) que env́ıa órbitas en órbitas.
Este isomorfismo se deduce del hecho que dA es unitaria (según h′) si y solo si g · dA es
unitaria (según h). En efecto,

dh((g · dA)s, (g · dA)s′) = h(g(dA(g−1s), s′)) + h(s, g(dA(g−1s′)))

= h′(dA(g−1s), g−1s′) + h′(g−1s, dA(g−1s))

= d(h′(g−1s, g−1s′))

= d(h(s, s′))

Es decir,
A(E, h) ' A(E, h′).
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2.3. El Teorema de Donaldson

En este aparte estamos interesados en estudiar la geometŕıa diferencial de los espacios
de módulos descritos en la sección 2.1, más especificamente el espacio de módulos de fibra-
dos semiestables de tipo topológico fijo M(r, d). El Teorema de Donaldson nos facilita el
primer ejemplo de reducción simpléctica (de hecho Kähleriana) en dimensión infinita y ve-
remos que es una generalización (a dimensión infinita) del Teorema de Kempf-Ness en TGI.

La primera conexión realizada entre geometŕıa algebraica y geometŕıa diferencial en
este contexto fue vislumbrada por Narasimhan y Seshadri [[NS65]], quienes establecieron
una corrrespondencia entre fibrados estables sobre Σg y cierto tipo de representaciones de
π1(Σg). El resultado es incluso más general.

Teorema 2.3.1 (Narasimhan-Seshadri). Sean R(r, 0) el espacio de clases de equivalencia
de representaciones unitarias de π1(Σg) y R∗(r, 0) el espacio de clases de equivalencia de
representaciones unitarias irreducibles de π1(Σg). Entonces existen homeomorfismos

R(r, 0) ∼=M(r, 0), R∗(r, 0) ∼= N (r, 0).

Para el caso d 6= 0 se presenta una equivalencia similar, pero es necesario considerar
extensiones centrales de π1(Σg) y sus representaciones. Aśı, si d = 0, entonces hay una
correspondencia entre el espacio de módulos de fibrados poliestables de grado 0 y el espacio
de módulos de representaciones unitarias de π1(Σg). Como caso particular, se desprende la
correspondencia entre el espacio de módulos de fibrados de grado 0 estables y el espacio de
módulos de representaciones irreducibles unitarias de π1(Σg). Por ultimo, debemos reseñar
que el Teorema de Narasimhan-Seshadri responde a la inquietud de saber qué estructura
algebraica se pod́ıa definir en el espacio de clases de isomorfismo de todos los fibrados.

Para introducir el Teorema de Donaldson, comencemos recordando que si (E, h) es
un fibrado hermı́tico, el espacio de conexiones unitarias A(E, h) es un espacio af́ın, cuyo
grupo de translaciones es Ω1(Σg, u(E, h)). Esto implica que para A ∈ A(E, h) podemos
identificar TAA(E, h) con el espacio de 1-formas en Σg con valores en u(E, h).

Lema 2.3.1. Para a, b ∈ TAA(E, h), se define

ωA(a, b) :=

∫
Σg

tr(a ∧ b).

Entonces ω es una forma simpléctica en A(E, h), denominada forma simpléctica de
Atiyah-Bott.
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Demostración. Claramente está bien definida porque a∧b = −b∧a, de modo que ωA(a, b) =
−ωA(b, a). Dado que la integral no depende de A, se tiene que ω es cerrada. Resta ver
que es no-degenerada, para lo cual suponemos que ωA(a, b) = 0 para todo b. Usando
coordenadas locales, supongamos que en un abierto U ⊂ Σg tenemos a = αdx + βdy,
donde α, β : U → u(r) son suaves. Entonces, para b = ∗a = αdy − βdx se tiene que

a ∧ ∗a = (α⊗ α+ β ⊗ β)dvolΣg

con lo cual tr(a ∧ ∗a) es la 2-forma con valores en R dada por

tr(a ∧ ∗a) = tr(α2 + β2)dvolΣg .

Ahora bien, el hecho que ωA(a, ∗a) = 0 implica automáticamente que α, β ≡ 0, con lo cual
a = 0 y aśı ω es no-degenerada.

Ahora vamos a enriquecer la geometŕıa deA(E, h) por medio de una estructura comple-
ja. Recordemos que u(E, h) es un fibrado de álgebras de Lie cuya fibra es u(r), por lo tanto
hereda una estructura de espacio con producto interno de gl(r,C). Más espećıficamente,
dados X,Y ∈ u(r) se define

κ(X,Y ) := tr(XY ).

Ahora bien, Σg posee estructura Riemanniana; esto induce una estructura Riemanniana
en Ωk(Σg, u(E, h)), denotada π. En estas condiciones, el operador estrella de Hodge se
define, para η ∈ Ωk(Σg, u(E, h)) como aquella (2− k)−forma ∗η que satisface

κ(η, ∗η) = π(η, η)volΣg ,

donde volΣg es la 2-forma que satisface
∫

Σg
volΣg = 1. Notemos que al restringir el ope-

rador estrella de Hodge a 1-formas, se satisface la condición ∗∗ = −Id, de modo que se
define una estructura compleja en Ω1(Σg, u(E, h)).

Lema 2.3.2. El espacio A(E, h), junto con la forma simpléctica de Atiyah-Bott y la es-
tructura compleja determinada anteriormente constituyen una variedad Kähleriana. La
métrica determinada por ω, ∗ se denomina norma L2.

Demostración. Debemos mostrar que la siguiente aplicación constituye una métrica Rie-
manniana en A(E, h):

m(a, b) := ω(a, ∗b).
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Es definida positiva, puesto que ω es no degenerada. Por último, es simétrica debido a que

m(a, b) = ω(a, ∗b) =

∫
Σg

tr(a ∧ ∗b) =

∫
Σg

κ(a, ∗b) =

∫
Σg

π(a, b)dvolσg

=

∫
Σg

π(b, a)dvolΣg =

∫
Σg

κ(b, ∗a) =

∫
Σg

tr(b ∧ ∗a)

= ω(b, ∗a) = m(b, a)

En la sección 2.2 véıamos que existe una acción del grupo Gauge unitario Gh sobre A(E, h)
definida, para u ∈ Gh, A ∈ A(E, h), por u · dA = u(dAu

−1). Resulta que dicha acción
preserva la estructura kähleriana de A(E, h). Para ver esto tenemos que demostrar dos
cosas: que la acción es simpléctica y que actúa por isometŕıas según la métrica L2. Notemos
que la derivada de la acción de u ∈ Gh se puede describir como

ψu = φu∗ : TAA(E, h)→ Ω1(Σg, u(E, h))

a 7→ uau−1

por lo tanto, para a, b ∈ Ω1(Σg, u(E, h)) se tiene

φ∗uω(a, b) = ω(φu∗a, φu∗b) =

∫
Σg

tr(uau−1 ∧ ubu−1)

y por otro lado

ω(a, b) =

∫
Σg

tr(a ∧ b).

Pero la 1-forma uau−1 está definida, para p ∈ Σg, v ∈ TpΣg como

(uau−1)p(v) := uap(v)u−1.

De esto se sigue que, para v, w ∈ TpΣg

tr(uau−1 ∧ ubu−1)p(v, w) = tr(uap(v)u−1ubp(w)u−1)− tr(ubp(v)u−1uap(w)u−1)

= tr(ap(v)bp(w)− bp(v)ap(w)) = tr(a ∧ b)p(v, w)

y por consiguiente la acción de Gh preserva la forma de Atiyah-Bott. Para ver que Gh actúa
por isometŕıas, podemos usar el hecho que ∗(ψu(a)) = ψu(∗a) para cualquier 1-forma; aśı

m(ψua, ψub) = ω(uau−1, ∗(ψub)) = ω(uau−1, u(∗b)u−1)

= ω(a, ∗b) = m(a, b)
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La acción del grupo Gauge además de preservar la estructura kähleriana, resulta ser
una aplicación hamiltoniana y por ende, permite considerar cocientes en el sentido del
Teorema de Marsden-Weinstein. Antes de mostrar cuál es la aplicación momento para
dicha acción, probaremos el siguiente resultado.

Observación 2.3.3. La aplicación

Ω2(Σg, u(E, h))→ Lie(Gh)∗

R 7→
(
X 7→

∫
Σg

κ(X,R)
)

establece un isomorfismo de espacios vectoriales, que además es Gh−equivariante con res-
pecto a la acción adjunta en Ω2(Σg, u(E, h)) y la acción coadjunta en Lie(Gh)∗.

Demostración. De la sección 2.2 sabemos que Lie(Gh) = Ω0(Σg, u(E, h)) = Γ(u(E, h)) y el
operador estrella de Hodge definido antes permite identificar dicho espacio con Ω2(Σg, u(E, h)).
La estructura Riemanniana en Ω0(Σg, u(E, h)) está dada por

(λ, ξ) 7→
∫

Σg

κ(λ, ∗ξ)

y este hecho garantiza el isomorfismo deseado. La Gh−equivarianza del isomorfismo se
sigue del hecho que κ(λ, ξ) = κ(uλu−1, uξu−1).

Con esta herramienta, podemos especificar la herramienta central del Teorema de Donald-
son.

Teorema 2.3.2. [Atiyah-Bott] La curvatura dada por F : A(E, h) → Ω2(Σg, u(E, h)) es
la aplicación momento para la acción del grupo Gauge Gh en el espacio de conexiones
unitarias.

Demostración. La curvatura es equivariante bajo la acción de Gh debido a que para s ∈
Ω0(M ;E) se tiene

Fg·dA(s) = (g · dA) ◦ (g · dA)(s) = (g · dA)(g(dA(g−1s)))

= g(dA(g−1(g(dA(g−1s))))) = g(dA ◦ dA)g−1(s) = gFdAg
−1(s)

Para ver la segunda condición, debemos probar que para todo λ ∈ Lie(Gh) la función
F λ(A) = 〈F (A), λ〉 tiene como campo hamiltoniano asociado Vλ ∈ TA(E, h), es decir

dF λ = iVλω.
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Primero describiremos expĺıcitamente Vλ. Recordemos que la acción de Gh en A(E, h) se
describe también como u · dA = dA − (dAu)u−1; por lo tanto, si A = d + a localmente,
usando las convenciones de la observación anterior tenemos

u ·A = d+ a− (du+ [a, u])u−1 = d+ a− (du)u−1 − [a, u]u−1

= d− (du)u−1 + a− (au− ua)u−1

= d− (du)u−1 + uau−1.

Aśı pues tenemos, para A ∈ A(E, h)

VλA =
d

dt

∣∣∣
t=0

(
exp(tλ) ·A

)
= −dλ+ λa− aλ = −(dλ+ [a, λ])

= −dAλ

Ahora bien, dado b ∈ Ω1(Σg, u(E, h)) tenemos

dF λA(b) = (dFA(b))(λ) = 〈dFA(b), λ〉 = 〈dAb, λ〉 =

∫
Σg

tr(λ ∧ dAb)

y separadamente

(iVλω)A(b) = ωA(VλA, b) =

∫
Σg

tr(−dAλ ∧ b).

Por último, dado que dA(λ ∧ b) = dAλ ∧ b+ λ ∧ dAb, entonces

0 =

∫
Σg

tr(dA(λ ∧ b)) =

∫
Σg

tr(dAλ ∧ b) +

∫
Σg

tr(λ ∧ dAb)

y por consiguiente Vλ es campo Hamiltonino asociado a F λ.

El Teorema de Donaldson relaciona fibrados poliestables y conexiones unitarias. La
versión original [[Don83]] establece que un fibrado vectorial es estable si y solamente si
existe una conexión unitaria con curvatura central constante, única bajo isomorfismo. Este
resultado puede verse naturalmente traducido en información sobre los espacios de módu-
los correspondientes.

Teorema 2.3.3 (Donaldson). Sea (E, h) un fibrado hermı́tico sobre Σg con deg(E) =
d, rk(E) = r. Denotemos E un fibrado holomorfo con deg(E) = d, rk(E) = r y conside-
remos O(E) su órbita de conexiones unitarias bajo la acción del grupo Gauge complejo
GE. Entonces E es estable si y solamente si O(E) contiene una conexión unitaria A que
satisface
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a) StabGE (A)) ' C∗.

b) F (A) = ∗(2πiµ(E)IdE).

Dicha conexión, si existe, es única módulo la acción de Gh.

Demostración. Ver [[Don83]]

El Teorema de Donaldson dice expĺıcitamente qué órbitas de conexiones unitarias están
asociadas a clases de isomorfismo de fibrados estables, sabiendo que existe una correspon-
dencia entre clases de isomorfismo de fibrados vectoriales y órbitas Gauge-complejas de
conexiones unitarias. La condición b) del Teorema de Donaldson se puede interpretar en
el sentido que A es un mı́nimo absoluto del funcional de Yang-Mills, definido por

YM(A) :=

∫
Σg

‖F (A)‖2.

Del Teorema de Donaldson se desprende otra descripción del Teorema 2.3.1:

Teorema 2.3.4 (Narasimhan-Seshadri 2). El espacio de módulos de fibrados poliesta-
bles de tipo topológico fijo es isomorfo al espacio de módulos de conexiones unitarias con
curvatura central constante:

M(r, d) ∼= A(E, h)//Gh = F−1(∗(2πiµ(E)IdE))/Gh
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Caṕıtulo 3

Fibrados de Higgs: estructura
hiprkähleriana

Este caṕıtulo centra su atención en las ecuaciones de Hitchin y los fibrados de Higgs.
Tales ecuaciones corresponden a una reducción dimensional de las ecuaciones de Yang-
Mills. Dicha reducción dimensional fue realizada por Nigel Hitchin [[Hit87a]] para poder
describir propiedades de las soluciones a tales ecuaciones. Existe una relación bien estre-
cha entre fibrados de Higgs y soluciones a las Ecuaciones de Hitchin. En este caṕıtulo
estudiaremos dicha relación, que se traduce en relaciones entre sus correspondientes espa-
cios de módulos. Además, siguiendo el esṕıritu de este trabajo, describiremos la geometŕıa
diferencial del espacio de módulos de fibrados de Higgs semiestables.

3.1. Fibrados de Higgs

Definición 3.1.1. Un fibrado de Higgs de grado d y rango r sobre una superfi-
cie de Riemann Σg compacta es un par (E ,Φ), donde E es un fibrado holomorfo con
deg(E) = d, rank(E) = r y Φ ∈ Ω1

hol(Σg, EndE) es una 1-forma holomorfa. Tal 1-forma Φ
se denomina campo de Higgs

Notemos que un campo de Higgs es equivalente a Φ ∈ Ω1,0(Σg, EndE) con la condición
∂̄EΦ = 0, donde ∂̄E es el operador de Dolbeault inducido por E . Clasificar fibrados de Higgs
requiere nuevamente definir una noción de estabilidad en este contexto.

Definición 3.1.2. Un fibrado de Higgs (E ,Φ) se denomina

1. Estable si para todo F no trivial invariante por Φ (en el sentido que Φ env́ıa Fp en
Fp para todo p ∈ Σg) se tiene µ(F) < µ(E).
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2. Semiestable si para todo F no trivial invariante por Φ se tiene µ(F) ≤ µ(E).

3. Poliestable si (E ,Φ) = (E1,Φ1) ⊕ . . . ⊕ (Ek,Φk), donde ((Ei,Φi)) son estables y
satisfacen µ(Ei) = µ(E) para todo i.

Claramente todo fibrado de Higgs de grado d y rango r estable es semiestable y la afir-
mación rećıproca se satisface en el caso que (r, d) = 1. La S−equivalencia definida en la
Sección 2.1 tiene sentido en este contexto y por lo tanto podemos definir el espacio de
módulos de fibrados de Higgs semiestables de grado d y rango r como el conjunto
de clases de S−equivalencia de fibrados de Higgs semiestables de grado d y rango r; este
espacio se denota MH(r, d) y también puede ser considerado como el conjunto de clases
de isomorfismo de fibrados de Higgs poliestables de tipo topológico fijo.

De igual forma tenemos el espacio de módulos de fibrados de Higgs estables de
grado d y rango r, denotado NH(r, d) y definido como el conjunto de clases de isomor-
fismo de fibrados de Higgs estables de grado d y rango r. Nitsure [[GPBS10]] demostró que
NH(r, d) es un abierto deMH(r, d), que a su vez es una variedad casiproyectiva algebraica
de dimensión 2[1 + r2(g− 1)]. Hitchin [[Hit87a]] y Simpson [[Sim88],[Sim]] establecieron la
respuesta a la inquietud de saber qué objetos holomorfos estaban asociados a representa-
ciones de π1(Σg) en GL(r,C):

Teorema 3.1.1. Se tienen las siguientes biyecciones:

MH(r, 0) '


clases de isomorfismo de
representaciones completamente
reducibles de π1(Σg)en GL(r,C)


NH(r, 0) '


clases de isomorfismo de
representaciones irreducibles
de π1(Σg)en GL(r,C)

 .

En el caso que un fibrado de Higgs (E ,Φ) satisfaga Φ ≡ 0, entonces se recupera el Teorema
2.3.1.

3.2. Las ecuaciones de Hitchin

Ahora vamos a discutir sobre las Ecuaciones de Hitchin y más especificamente sobre
sus soluciones, pues están relacionadas con la noción de estabilidad. Fijemos un fibrado de
Higgs (E ,Φ) de grado d y rango r sobre una superficie de Riemann Σg y sea E un fibrado
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suave sobre Σg con rank(E) = r, deg(E) = d. Una métrica hermitiana h sobre E satisface
la Ecuación de Hitchin si

FA + [Φ,Φ∗] = ∗2πid
r
IdE , (3.1)

donde A es la conexión asociada a h de acuerdo con la Observación 2.2.10. Podemos
estudiar el problema de hallar soluciones a la ecuación (3.1) desde otro punto de vista.
Consideremos (E, h) un fibrado hermı́tico sobre Σg fijo, entonces resolver la ecuación (3.1)
equivale a encontrar una conexión unitaria A y Φ ∈ Ω1,0(Σg, EndE) que satisfagan las
ecuaciones de Hitchin:

FA + [Φ,Φ∗] = ∗2πid
r
IdE (3.2)

∂̄AΦ = 0

donde ∂̄A corresponde al operador de Dolbeault inducido por A. Consideremos la acción
del grupo Gauge unitario Gh en Ω1,0(Σg, EndE) definida, para u ∈ Gh,Φ 1-forma, como
u · Φ = uΦu−1. Entonces la acción diagonal de Gh sobre X = A(E, h) × Ω1,0(Σg, EndE)
deja invariantes las ecuaciones de Hitchin. Por consiguiente, si Xs denota el conjunto de
soluciones a (3.2), entonces se define el espacio de módulos de soluciones a las ecuaciones
de Hitchin como el espacio de órbitas Xs/Gh.

El siguiente resultado muestra que podemos describir la solución a (3.2) cambiando el es-
pacio de (1, 0) formas diferenciales; naturalmente esto modifica las ecuaciones a satisfacer.

Observación 3.2.1. Se tiene un isomorfismo entre Ω1,0(Σg, EndE) y Ω1(Σg, u(E, h)) que
además es Gh−equivariante.

Demostración. Definimos

♦ : Ω1,0(Σg, EndE)→ Ω1(Σg, u(E, h))

Φ 7→ Ψ := Φ− Φ∗,

Dicha aplicación está bien definida puesto que Ψ∗ = Φ∗ − Φ = −Ψ, luego Ψ tiene valores
en u(E, h). Ahora, dado Ψ ∈ Ω1(Σg, u(E, h)) se define ♦−1(Ψ) := Φ, donde Φ está definida
para p ∈ Σg, v ∈ TpΣg como

Φp(v) :=
Ψp(v) + iΨ∗p(iv)

2
.
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Entonces

♦(♦−1(Ψ)) = ♦
(Ψ + iΨ∗

2

)
=

Ψ + iΨ∗

2
− [Ψ + iΨ∗]∗

2

=
Ψ + iΨ∗ −Ψ∗ + iΨ

2
=

Ψ− iΨ + Ψ + iΨ

2
= Ψ

y además para todo p ∈ Σg, v ∈ TpΣg se tiene

(♦−1(♦(Φ)))p(v) = (♦−1(Φ− Φ∗))p(v) =
(Φ− Φ∗)p(v) + i(Φ− Φ∗)∗(iv)

2

=
Φp(v)− Φ∗p(iv) + iΦ∗p(i(iv))− iΦp(iv)

2

=
Φp(v) + iΦ∗p(v)− iΦ∗p(v)− i2Φp(v)

2
= Φp(v)

luego ♦ es un isomorfismo. Por último, si u ∈ Gh, entonces

u · ♦(Φ) = u♦(Φ)u−1 = u[Φ− Φ∗]u−1

= uΦu−1 − uΦ∗u−1 = u · Φ− (uΦu−1)∗

= u · Φ− (u · Φ)∗ = ♦(u · Φ)

Bajo esta identificación, una solución a las ecuaciones de Hitchin es un par (A,Ψ), donde
A ∈ A(E, h),Ψ ∈ Ω1(Σg, u(E, h)) que satisface

FA −
1

2
[Ψ,Ψ] = 0

dAΨ = 0 (3.3)

d∗AΨ = 0.

En efecto,

[Ψ,Ψ] = Ψ ∧Ψ + Ψ ∧Ψ = 2(Φ− Φ∗) ∧ (Φ− Φ∗)

= 2Φ ∧ Φ + 2Φ∗ ∧ Φ∗ − 2Φ ∧ Φ∗ − 2Φ∗ ∧ Φ

= −2(Φ ∧ Φ∗ + Φ∗ ∧ Φ)

= −2[Φ,Φ∗].
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De nuevo, la acción de Gh sobre A(E, h) × Ω1(Σg, u(E, h)) deja invariante (3.3); este he-
cho sumado a la equivarianza establecida en la observación permite ver el conjunto de
Gh−órbitas de soluciones a (3.3) en biyección con Xs/Gh.

3.3. Espacio cotangente de A(E, h) y cociente hiperkähle-
riano

En esta sección mostraremos como surge un cociente hiperkähleriano en este contexto.
De hecho, gracias al Teorema de Hitchin podemos identificar este cociente como un espacio
de módulos.

Primero notemos que en virtud de la observación 3.2.1 podemos identificar T ∗A(E, h) con
X = A(E, h)×Ω1,0(Σg, EndE). Ahora bien, para poder definir una estructura hiperkähle-
riana en X debemos describir TX . Dado que A(E, h) ' Dol(E) y Dol(E) tiene como
grupo de translaciones Ω0,1(Σg, EndE), entonces en cualquier punto (A,Φ) ∈ X se tiene
T(A,Φ)X ' Ω0,1(Σg, EndE) ⊕ Ω1,0(Σg, EndE). Vamos a definir una (2, 0)-forma compleja
que es cerrada y no degenerada, por lo tanto dota a X de estructura simpléctica-compleja:
para (ψ1, φ1), (ψ2, φ2) ∈ T(A,Φ)X se define [[Hit87a]]

ωHit((ψ1, φ1), (ψ2, φ2)) :=

∫
Tr(φ2 ∧ ψ1 − φ1 ∧ ψ2).

Además de ωHit hay una estructura compleja dada por I1(ψ, φ) = (iψ, iφ); por lo tanto,
T ∗A(E, h) posee estructura hiperkähleriana.

Vamos a identificar T ∗A(E, h) con Dol(E)×Ω1,0(Σg, EndE). El grupo Gauge GE actúa
en este espacio por acción diagonal, es decir, para g ∈ GE , g · (∂̄A,Φ) = (g · ∂̄A, gΦg−1). Di-
cha acción preserva la estructura hiperkähleriana. El siguiente resultado indica que dicha
acción es hiperhamiltoniana.

Teorema 3.3.1. La acción diagonal de Gh en T ∗A(E, h) es hiperhamiltoniana y sus apli-
caciones momento están dadas por

µI : T ∗A(E, h)→ Ω2(Σg, u(E, h))

(A,Φ) 7→ FA + [Φ,Φ∗]

µC : T ∗A(E, h)→ C⊗ Ω2(Σg, u(E, h))

(A,Φ) 7→ ∂̄AΦ
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Demostración. Para probar que µ = µI es aplicación momento, debemos recordar que la
métrica en Ω1,0(Σg, EndE) está dada por

g(φ1, φ2) = −i
∫
tr(φ1 ∧ φ∗2),

que junto con la estructura compleja I1 dan lugar a la forma simpléctica

ω(φ1, φ2)) =

∫
tr(φ1 ∧ φ∗2).

Sea λ ∈ Lie(Gh). Entonces para (A,Φ) ∈ T ∗A(E, h) se tiene

Vλ(A,Φ) =
( d
dt

∣∣∣
t=0

(exp(tλ) · dA),
d

dt

∣∣∣
t=0

((exp(tλ) · Φ)
)

=
( d
dt

∣∣∣
t=0

(exp(tλ) · dA),
d

dt

∣∣∣
t=0

((exp(tλ)Φexp(−tλ))
)

= (−dAλ, [λ,Φ])

por lo tanto,

(iVλω)(Ψ) = ω(VλΦ,Ψ) = ω([λ,Φ],Ψ) =

∫
tr([λ,Φ] ∧Ψ∗)

=

∫
tr(λ ∧ [Φ,Ψ∗])

y por otro lado

dµλΦ(Ψ) =
〈
dµΦ(Ψ), λ

〉
=

∫
tr(λ ∧ dµΦ(Ψ))

dµΦ(Ψ) = [Φ,Ψ∗].

Las ecuaciones de arriba, junto con el Teorema de Atiyah-Bott prueban que µ es aplicación
momento (según la estructura I1). Para probar que µC es aplicación momento, usaremos
la identificación

T(A,Φ)X ' Ω0,1(Σg, EndE)⊕ Ω1,0(Σg, EndE).

Aśı, para λ ∈ Lie(Gh), (∂̄A,Φ) ∈ X se tiene

Vλ(∂̄A,Φ) =
( d
dt

∣∣∣
t=0

(exp(tλ) · ∂̄A),
d

dt

∣∣∣
t=0

((exp(tλ) · Φ)
)

y un cálculo análogo al realizado para Vλ(A,Φ) permite concluir que

Vλ(∂̄A,Φ) = (−∂̄Aλ, [λ,Φ]).
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Ahora bien,

(iVλωHit)(A,Φ)(b, η) = ωHit((−∂̄Aλ, [λ,Φ]), (b, η))

=

∫
tr(η ∧ (−∂̄A)− [λ,Φ] ∧ b)

=

∫
tr(−∂̄Aη ∧ λ− λ ∧ [Φ, b])

=

∫
tr(λ ∧ ∂̄Aη − λ ∧ [Φ, b])

=

∫
tr(λ ∧ (∂̄Aη − [Φ, b]))

y por otro lado

dµλ(A,Φ)(b,Ψ) =
〈
dµ(A,Φ)(b, η), λ

〉
=

∫
tr
(
λ ∧ dµ(A,Φ)(b, η)

)
pero dado que

dµ(A,Φ)(b, η) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(
µ(A+ tb,Φ + tη)

)
=

d

dt

∣∣∣
t=0

(
∂̄A+tb(Φ + tη)

)
=

d

dt

∣∣∣
t=0

(
∂̄A+tb(Φ)

)
+
d

dt

∣∣∣
t=0

(
∂̄A+tb(tη)

)
= [b,Φ] + ∂̄Aη

entonces se obtiene que µC es aplicación momento (según la estructura holomorfa-simplécti-
ca).

Por lo tanto tiene sentido considerar cocientes hiperkählerianos en este contexto. Para la
situacion que nos concierne en este trabajo, se tiene que

µ−1
C (0) = {(A,Φ) : ∂̄AΦ = 0}.

Por consiguiente, el cociente hiperkahleriano esta dado por{
(A,Φ) ∈ A(E, h)× Ω1,0(Σg, EndE) :

∂̄AΦ = 0

FA + [Φ,Φ∗] = ∗2πidr IdE

}/
Gh,
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que precisamente coincide con el espacio de modulos de soluciones a las Ecuaciones
de Hitchin. De hecho, el conjunto de fibrados de Higgs puede verse como el conjunto
{(∂̄E ,Φ) ∈ Dol(E) × Ω1,0(Σg, EndE) : ∂̄EΦ = 0}. Por lo tanto, el conjunto de clases de
isomorfismo de fibrados de Higgs se identifica con

{(∂̄E ,Φ) : ∂̄EΦ = 0}/GE .

Terminamos esta sección enunciado el Teorema de Hitchin, probado por él mismo [[Hit87a]]
en el caso rnk(E) = 2 y probado para rango arbitrario por Simpson [[Sim88],[Sim]].

Teorema 3.3.2 (Hitchin). Sea (E ,Φ) un fibrado de Higgs y denotemos O(E ,Φ) su orbita
bajo GE. (E ,Φ) es poliestable si y solo si O(E ,Φ) contiene un par (A, φ) que satisface
FA + [φ, φ∗] = ∗2πidr IdE . Tal par (A, φ) es único módulo Gh.

3.4. Relaciones entre espacios de módulos

Supongamos que E es un fibrado holomorfo y además que d = deg(E), r = rank(E)
satisfacen (r, d) = 1. Sabemos de la sección 2.1 que M(r, d),N (r, d) coinciden. Más aún,
Narasimhan y Ramanan prueban que si (r, d) = 1, entonces M(r, d) posee estructura de
variedad suave. Por lo tanto tiene sentido describir su espacio tangente en cualquier punto
[E ].

Observación 3.4.1. Para todo E de grado d y rango r se tiene T[E]M(r, d) = H1(Σg, EndE).

Demostración. Primero que todo, notemos que podemos describir M(r, d) como un es-
pacio de órbitas. Sea E un fibrado suave complejo de grado d y rango r. En la sección
2.2 se estableció una biyección entre Dol(E)/GE y clases de isomorfismo de estructuras
holomorfas sobre E. Por lo tanto, si definimos

Dolps(E) = {∂̄E : (E, ∂̄E) es poliestable},

entonces
M(r, d) ' Dolps(E)/GE .

En vista de esta identificación, para [∂̄E ] ∈M(r, d) se tiene

T[∂̄E ]M(r, d) =
T∂̄EDol

ps(E)

T∂̄EO∂̄E
.

ComoDol(E) es un espacio af́ın, entonces T∂̄EDol
ps(E) = Ω0,1(Σg, EndE). Ahora, T∂̄EO∂̄E

se puede identificar con el conjunto de campos fundamentales asociados a elementos de
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Lie(GE). En la prueba del Teorema 2.3.2 describimos dicho conjunto como {∂̄Es : s ∈
Ω0(Σg, EndE)}. Aśı las cosas se tiene

T[∂̄E ] =
Ω0,1(Σg, EndE)

{∂̄Es : s ∈ Ω0(Σg, EndE)}
.

Por otro lado, si EndE denota el haz de secciones holomorfas del fibrado EndE , entonces
el complejo de cocadenas

0 Ω0(Σg, EndE) Ω0,1(Σg, EndE) Ω0,2(Σg, EndE) 0- -∂̄E -∂̄E -

implica que T[∂̄E ]M(r, d) = H1(Σg, EndE).

Bajo estas condiciones, un elemento de T ∗M(r, d) consiste en un fibrado holomorfo E junto
con una 1-forma Φ ∈ H1(Σg, EndE)∗. Este espacio se puede identificar (por dualidad de
Serre) con H0(Σg, EndE⊗K), donde K es el fibrado en rectas canónico de Σg. Aśı pues, Φ
es una sección global de EndE ⊗T ∗Σg, o en forma equivalente, una 1-forma con valores en
EndE holomorfa. Esto es equivalente a un fibrado de Higgs (E ,Φ). Pero E es semiestable,
por lo tanto (E ,Φ) es fibrado de Higgs semiestable para toda Φ. Todo esto lleva a concluir
que

T ∗M(r, d) ⊂MH(r, d).

En resumen, fijando una estructura hermı́tica h en un fibrado suave E se induce una
estructura kähleriana en el espacio de conexiones unitarias A(E, h). Considerando el co-
ciente de Marsden-Weinstein bajo la acción del grupo Gh obtenemos el espacio de módulos
M(r, d). El espacio T ∗A(E, h) posee una estructura hiperkähleriana, como vimos en la
sección 2.3; además, la acción del grupo Gh es hiperhamiltoniana. El cociente hiperkähle-
riano construido en la sección anterior puede ser entendido, gracias al Teorema de Hitchin,
como el espacio de módulos de fibrados de Higgs poliestables. Por lo tanto, se tiene el si-
guiente diagrama no conmutativo que es una buena aproximación (en dimensión infinita)
de la situación mostrada en el caṕıtulo 1:

A(E, h) T ∗A(E, h)

A(E, h)//Gh T ∗M(r, d) T ∗A(E, h)///Gh

-cot.

?
red.

?
red.

-cot. -inclusion
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tures 5. Iwanami Shoten Publishers and Princeton University Press, New
Jersey, first edition, 1987.

[MFK93] David Mumford, J. Fogarty, and F. Kirwan. Geometric Invariant Theory.
3rd enl. ed. Berlin: Springer-Verlag, 1993.

[MS98] Dusa McDuff and Dietmar Salamon. Introduction to symplectic topology.
Oxford Mathematical Monographs. The Clarendon Press Oxford University
Press, New York, second edition, 1998.

[Mum63] David Mumford. Projective invariants of projective structures and applica-
tions. in. Proc. Internat. Congr. Mathematicians (Stockholm, 1962, pages
526–530, 1963.

[NS65] M. S. Narasimhan and C. S. Seshadri. Stable and unitary vector bundles
on a compact riemann surface. Ann. Math, 2(85):540–567, 1965.

[Sch] Florent Schaffhauser. Differential geometry of holomorphic bundles on a
curve. Lecture Notes of Villa de Leiva’09.

[Sch08] Alexander Schmitt. Geometric Invariant Theory and Decorated Principal
Bundles. Zurich Lectures un Mathematical Sciences. European Mathema-
tical Society, Germany, first edition, 2008.

[Ses67] C. S. Seshadri. Space of unitary vector bundles on a compact riemann
surface. Ann. Math, 2(85):303–336, 1967.

51



[Sim] C. T. Simpson. Higgs bundles and local systems. Inst. Hautes Études Sci.
Publ. Math, (75).

[Sim88] C. T. Simpson. Constructing variations of hodge structure using yang-mills
theory and applications to uniformization. J. Amer. Math. Soc, pages 867–
918, 1988.

[Wel08] Raymond O. Wells. Differential Analysis on Complex Manifolds, new Ap-
pendix by Oscar Garcia-Prada. Graduate Texts in Mathematics 65. Sprin-
ger, New York, third edition, 2008.

[Wen] Richard Wentworth. Higgs bundles and local systems on riemann surfaces.

52


