UNIFORMIZACION DE CURVAS ALGEBRAICAS REALES

ANDRES JARAMILLO PUENTES

RESUMEN. Desarrollamos un analogo de la teoria de Galois para cubrimien-
tos analiticos y de la teorfa de uniformizacién de superficies de Riemann para
curvas algebraicas reales geométricamente suaves, usando la equivalencia entre
éstas y las superficies de Riemann M dotadas de una involucién antiholomorfa
o (también conocida como estructura real). En este contexto, usando el teore-
ma de uniformizacién para superficies de Riemann y la teoria de Galois de los
cubrimientos holomorfos, analizamos los cubrimientos analiticos de M que ad-
miten una estructura real. Recordamos la construccién del grupo fundamental
real de (M, o) y damos una descripcién topoldgica del mismo, y lo usamos para
encontrar una equivalencia entre ciertos subgrupos de éste y cubrimientos que
admiten una estructura real compatible. Construimos una representacién del
grupo fundamental real en el grupo de automorfismos dianaliticos del espacio
recubridor universal M. Denotamos I'r la imagen de esta representacién, y
mostramos que las transformaciones holomorfas de M dentro de I'g forman
un subgrupo de indice 2, denotado I, el cual es discreto y actia libremente en
M. Entonces mostramos la existencia de un isomorfismo de curvas algebraicas
reales entre (M, o) y el cociente M/F dotado con la involucién dada por el
elemento no trivial en I'g/T".
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1. INTRODUCCION

El proposito de este documento es desarrollar un andlogo de la teoria de Galois
para cubrimientos analiticos y la teoria de uniformizacién de superficies de Riemann
en el contexto de las curvas algebraicas reales, usando la equivalencia entre estas y
las superficies de Riemann M dotadas de una involucién antiholomorfa o.
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2 ANDRES JARAMILLO PUENTES

En la primera parte enunciamos los resultados clasicos de la teoria de superficies
de Riemann que queremos extrapolar a las curvas algebraicas reales, junto con las
herramientas utilizadas.

En la segunda parte describimos la versién real del grupo fundamental, el cual es
nuestra herramienta principal. Este es una extensién de Z,/2Z por el grupo funda-
mental real topoldgico. Damos una descripcién de éste en términos de caminos y
lo usaremos para presentar una curva algebraica real hiperbdlica como cociente del
semiplano de Poincaré H por un grupo discreto de automorfismos dotado de una
estructura real inducida por una biyeccién antiholomorfa de H. Nosotros establece-
mos una correspondencia de Galois real entre cubrimientos de una curva algebraica
por curvas algebraicas reales y subgrupos del grupo fundamental real que no estan
contenidos en el grupo fundamental topolégico. Damos un ejemplo de una curva
algebraica real que no tiene un cubrimiento universal real.

2.  SUPERFICIES DE RIEMANN

Definicién 2.1. Una superficie de Riemann es una 2-variedad diferenciable con un
atlas maximal {U;, ¢; }scr en donde las funciones de transicién son funciones analiti-
cas (satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en cada punto) entre abiertos de
C ~ R2.

Como ejemplos clasicos tenemos el plano complejo C, cualquier subconjunto
abierto de C, entre los cuales se encuentran el semiplano de Poincaré H = {z € C |
Im (z) > 0} y el disco abierto D = {z € C | |z| < 1}. La recta proyectiva compleja
CP! (homeomorfa a la esfera S?) tiene estructura de superficie de Riemann deter-
minada por las cartas (Us,, o) v (U1, 1) donde Uy = {[z0 : 21] € CP! | 29 # 0},
Ulz{[Z():Zl]GCPI |Zl7£0}y

. Uy — C
o - [20 : 21] — i—; ’

. U1 — C
VLY piz] — 2

La recta proyectiva compleja CP! es conocida como la esfera de Riemann y coincide
con la compactificacién de Alexandrov del plano complejo al agregar un punto al
infinito.

Definicién 2.2. Dadas dos superficies de Riemann M y N, un homomorfismo de
superficies de Riemann es una funcién (continua) f : M — N, tal que para cada
carta (U, ¢) de M y cada carta (V,1) de N, para las cuales f(U) C V, se tiene que
o fop i) (V) es una funcién holomorfa entre abiertos de C.

Un isomorfismo de superficies de Riemann es una biyeccién f : M — N tal que
fy f~! son homomorfismos de superficies de Riemann.

Estos homomorfismos se conocen como funciones holomorfas o analiticas entre su-
perficies de Riemann. La transformacién de Cayley

H — D
z2—1
z z+1

es un isomorfismo de superficies de Riemann.
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Proposicién 2.3. Si f : M — N es una funcién holomorfa y bijectiva, entonces
f~1 es holomorfa, es decir, f es un isomorfismo de superficies de Riemann.

Proposicién 2.4 ([For81]). » El grupo de automorfismos de la esfera de Rie-
mann CP! ~ C U {0} es isomorfo a PGL(2,C). Este isomorfismo es el
inverso del homomorfismo:

PGL(2,C) — Aut(CP")
a b az+b
(£3) = (=50)
= El grupo de automorfismos del semiplano de Poincaré es el subgrupo de
Aut(CPY) que dejan invariante a H C CPL. Es isomorfo a PSL(2,R) me-
diante restriccion de la aplicacion anterior.
= El grupo de automorfismos del plano complejo C es el subgrupo de Aut(CP?!)

que dejan invariante a C C CP'. Es isomorfo a {z+——az+b|a € C*, b€
C}.

Dotamos cada uno de estos grupos de la topologia de subespacio, considerando
PGL(2,C) c C*

2.1. Superficies de Riemann simplemente conexas.

Definicién 2.5. = Dado un espacio topolégico X y un punto a € X, el grupo
fundamental de X con respecto a a es m1(X;a), el conjunto de aplicaciones
continuas 7y : S' — X tales que (1) = a (también conocidas como caminos
cerrados, o lazos, basados en a) médulo relacién de homotopia. La ley de
multiplicacién estd dada por [y] - [] = [y"n] donde "7 es la concatenacién
de caminos

~ _ ~(2t) si 0<t<1/2
7’7“)_{17(215—1) sio1/2<t<1

la cual es un camino que recorre v y luego 7.
= Un espacio topolégico X es simplemente conezo si es conexo por caminos y
su grupo fundamental 71(X;a) es el grupo trivial para algin a € X.

Si X es una superficie de Riemann conexa (la cual es un espacio topoldgico conexo
por caminos) un camino 7 entre dos puntos a y b de X determina el isomorfismo
no candénico
m(X;a) —  m(X;b)

[ — DT
Por lo tanto, el grupo fundamental de una superficie de Riemann conexa no depende
del punto de base.

gyt

Si f: X — Y es una aplicacion continua entre espacios topoldgicos, entonces
f induce un homomorfismo de grupos

m(X;a) — 7T1(Y§f(@)).

N S PN
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2.2. Cubrimientos analiticos.

Definicién 2.6. Sip:Y — X es una aplicacién continua entre espacios topoldgi-
cos, p es un cubrimiento topoldgico si para cada x € X existe una vecindad V C X
de z tal que p~*(V) =], Ua y Plu., : Uy — V es un homeomorfismo.

Un cubrimiento topoldgico p : ¥ — X es un homeomorfismo local. p se dice
conexo si su dominio lo es. El conjunto p~*({z}) es llamado la fibra de p en z € X.
Un cubrimiento analitico u holomorfo es un cubrimiento topolégico entre superficies
de Riemann.

Proposicién 2.7 ([For81]). Si X es una superficie de Riemann, Y es un espacio
topolégico Hausdorff y p : Y — X es un cubrimiento topoldgico, entonces exis-
te una unica estructura de superficie de Riemann sobre Y para la cual p es un
cubrimiento analitico.

Supongamos que X, Y y Z son espacios topolégicosyp: Y — Xy f:Z — X
son funciones continuas. Entonces por un levantamiento de f con respecto a p, nos
referimos a una funcién continua g : Z — Y tal que f = pog, es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

Y

g 7 l
p
o
Z X
Teorema 2.8 (Unicidad del levantamiento, [For81]). Supongamos quep: X —Y
es un cubrimiento topoldgico entre superficies de Riemann. Si Z es un espacio to-

poldgico conexo y f : Z — X es una funcion continua. Si g1, g2 son dos levanta-
mientos de [ y g1(z0) = g2(20) para algin zo € Z entonces g1 = ga.

Cuando Z = [0,1], la funcién f es un camino en X, y su levantamiento g :
[0,1] — Y es un camino en Y que se proyecta a X mediante p. Por el teorema an-
terior, basta con determinar g en un punto para determinar todo g. Asi, escogiendo
y € p~1({z}) fijo, podemos levantar de manera tinica cualquier camino empezando
en x = p(y). Como el grupo fundamental estd compuesto de clases de homotopia,
la siguiente propiedad nos serd muy tutil.

Teorema 2.9 (Levantamientos de curvas homotdpicas, [For81]). Supongamos que
p:Y — X es un cubrimiento holomorfo entre superficies de Riemann. Suponga-
mos que a, b € X y quea €Y es un punto tal que p(a) = a. Si suponemos que una
homotopia H : [0,1] x [0,1] — X es tal que H(0,s) = a y H(1,s) = b para cada
s € [0,1]. Definiendo us(t) := H(t,s), tenemos una familia de curvas. Cada curva
us puede ser levantada a una curva inicial Uy con punto inicial @, entonces ug y uy
tienen el mismo punto final y son homotopicos.

Definiciéon 2.10. Dada una superficie de Riemann M y un cubrimiento analitico
conexo p : M’ — M, p es un cubrimiento universal de M si para cada otro
cubrimiento conexo q : N — M, y para cada eleccién de puntos yg € M’, zg € N
con p(yo) = q(z0) existe una unica funcién f : M’ — N tal que f(yo) = 20 y el
diagrama
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M/
“
p N
Y
M

conmuta. Denotaremos por M el espacio M’ correspondiente al dominio del cubri-
miento universal.

Teorema 2.11 ([For81]). Si M y N son superficies de Riemann conexas, N es
simplemente conexa yp: N — M es un cubrimiento holomorfo. Entonces p es el
cubrimiento universal de M.

Teorema 2.12 ([For81]). Supongamos que M es una superficie de Riemann coneza.
Entonces eziste una superficie de Riemann simplemente conexa M y un cubrimiento
holomorfo p : M —s M.

Demostracion. Fijemos a € M. Por mw(a,z) denotamos el conjunto de clases de
caminos con punto inicial a y punto final z. Sea M, = {(z,[a]) | € M, [o] €
m(a,x)}.

Supongamos que (z,[a]) € Ma y que U C M es una vecindad de x abierta y
simplemente conexa. Entonces definimos U, C Ma como el conjunto de todos los
puntos (y, [8]) € M, tales que ye Uy B =a"(, donde ¢ es un camino de a a y
completamente dentro de U (como U es simplemente conexo, su clase de homotopia
s6lo depende de los extremos).

Dotamos a Ma de la topologia generada por los conjuntos U,. Con esta topologia,
M, es una superficie de Riemann conexa y simplemente conexa y la aplicacion

p: M, — M por p(z,[a]) = = es holomorfa. Los detalles se pueden encontrar en
[For81]. O

2.3. Uniformizacién de superficies de Riemann.

Definicién 2.13. Sea p : N — M un cubrimiento holomorfo. Un automorfismo
de p es un automorfimo f € Aut(N) tal que f op = p, es decir, que el diagrama

! N
P
P
M
conmute. El grupo de automorfismos de p se denota por Aut(N/M). Este grupo
actia sobre N por Aut(N/M) x N — N : (f,y) — f(y).

Definicién 2.14. Un cubrimiento holomorfo p : N — M es de Galois si su grupo
de automorfismos actia de manera transitiva en las fibras de p, es decir, para cada
r € M y cada par de puntos yo, y1 € p~({x}) existe f € Aut(N/M) tal que
f(yo) = 1.

Teorema 2.15 ([For81]). Sea M wuna superficie de Riemann y p : M — M
un cubrimiento universal. Entonces p : M — M es de Galois y su grupo de
automorfismos Aut(M /M) es isomorfo al grupo fundamental w1 (M;a), cona € M.

N
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Demostracion. Sea x € M y yo, y1 € p~t({z}). Por la propiedad del cubrimiento
universal, existen cubrimientos holomorfos f, g : M —s M tales que f(yo) = ¥
y g(y1) = yo. Asi fog(y1) =y1y go f(yo) = yo, entonces por la unicidad en la
definicién del cubrimiento universal, f o g y g o f son la identidad sobre M. Por
lo tanto f es un automorfismo de p tal que f(yo) = y1, luego Aut(]/\\i//M) actia
transitivamente sobre las fibras de p, es decir, p : M — M es de Galois.
Ahora, fijemos 2 € M y # € p~'({z}). Definimos ® : Aut(M/M) —» m(M;z)
la aplicacién que envia f € Aut(M /M) a la clase de homotopia de p o, donde 7
es un camino en M de 7 a f (Z). ® esta bien definida puesto que p es una funcién
continua (y por lo tanto su inducida en caminos envia caminos homotdpicos en
caminos homotépicos), pon es un camino cerrado en z y la clase de 7 sélo depende
de sus extremos (debido a que M es simplemente conexo).
Supongamos que f, g € Aut(M/M) y 1, ¢ son caminos en M de 7 a @)y g(@),
respectivamente. Entonces f o ( es un camino con punto inicial en f(Z) y punto
final f o g(Z). También po (fo () = (po f) o =po (. El camino n~(f o () es un
camino de T a f o g(T). Asi

2(f9) = lpo (1°(f o)) = el -[po (F o 0)) = ol -[poc) = 2(5) - Bly)
Si ®(f) = [pon] es la clase de homotopia del camino ¢, constante en z (el elemento
identidad en 71 (M;z)). Como 7 es un levantamiento de p o 71, entonces por la
propiedad del levantamiento de homotopias de p, n es homotépico a cz, el camino
constante a T, luego f(z) = n(1) = Z y entonces f = Idg;. Luego ® es inyectiva.
Si « es un lazo en basado en x y 1 un levantamiento de « a M empezando en T,
entonces y = a(1) € p~({z}), dado que Aut(M/M) actla transitivamente, existe
fe Aut(M/M) tal que f(Z) = y. De la definicién de ® tenemos que ®(f) = [a]. O

De este teorema, el isomorfismo ® nos permite construir una inclusién de m (M; x)
en el grupo de automorfismos (holomorfos) de M. Ademds my(M; ) ~ Aut(M /M)
acttia en M de manera que M /my(M;z) ~ M.

Teorema 2.16 ([For81]). Supongamos que M y N son superficies de Riemann
conezxas, ¢ : N — M wun cubrimiento analitico y p : M — M un cubrimiento
universal de M. Sea f : M — N una aplicacion que preserva las fibras, la cual
existe de la definicion de cubrimiento universal. Entonces f es un cubrimiento
y existe un subgrupo G C Aut(M/M) tales que dados dos puntos x, ' € M,
fx) = f(2') siy sdlo si existe g € G tales que ' = g(x). Mds ain G ~ 71(N;n),
para cualquier n € N.

Ademss, g es un cubrimiento de Galois si y sélo si el subgrupo G es normal en
m1(M;z). En este caso se tiene que Aut(N/M) = m(M;z)/m1(N;q(2)).
Dado que en el anterior teorema f : M —5 N es un cubrimiento holomorfo y M es
simplemente conexa por ser el cubrimiento universal de M, entonces por el teorema
2.11 tenemos que f es un cubrimiento universal de V.

Teorema 2.17 (Teorema de uniformizacién de superficies de Riemann, [FK92]).
St M es una superficie de Riemann conezxa y simplemente conexa, entonces M es
isomorfa a una y solo una de las superficies:

1. La esfera de Riemann CP?!.
2. El plano complejo C.
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3. El semiplano de Poincaré H.

Diremos que una superficie de Riemann M es eliptica si M ~ CP!, que es
parabdlica si M ~ C o que es hiperbdlica si M ~ H.

Observacion 2.18. Si M es una superficie de Riemann eliptica, tenemos que su
cubrimiento universal p : CP' —s M es una aplicacion continua, luego M es
compacta. Aplicando la formula de Riemann-Hurwitz tenemos que necesariamente
M ~ CP!, es decir, médulo isomorfismo CP' es la tinica superficie de Riemann
eliptica.

Teorema 2.19 ([FK92]). Si M es una superficie de Riemann parabdlica, entonces
M es isomorfa a C, C* 0 a un toro de la forma C/A, con A un reticulo en C.

De lo anterior podemos deducir que cualquier superficie de Riemann que no sea
isomorfa a C, CP!, C* o C/A (con A un reticulo en C) es hiperbélica. En este
trabajo nos concentraremos en este tipo de superficies.

Teorema 2.20 ([FK92]). Si G es un subgrupo de PSL(2,R) ~ Aut(H) es tal que
existe un punto zg € H en el que G actia propia y discontinuamente, es decir, el
estabilizador G, = {g € G | g(z0) = 20} es finito y existe una vecindad abierta
U C H de z tal que g(U) = U para todo g € G, y g{U)NU = O para todo
g € G\G,,, entonces G es un subconjunto discreto del espacio topoldgico PSL(2,R).

Definicién 2.21. Una representacidn de w1 (M;z) en Aut(M) es un homomorfismo
de grupos p : m (M;2) — Aut(ﬁ). Diremos que es fiel si p es injectiva y que es
discreta si el conjunto Im (p) es un subconjunto discreto del espacio topoldgico
Aut(M).

Teorema 2.22 (Uniformizacién de superficies de Riemann hiperbélicas). Sea M
una superficie de Riemann hiperbolica y x € X, entonces
1. Existe una representacion p fiel y discreta de m (M;x) en PSL(2,R) tal que
I':=Tm(p) actia de manera libre en H y ademds H/T ~ M.
2. Sip' es otra representacion de w1 (M;x) en PSL(2,R) con las mismas pro-
piedades, entonces existe g € PSL(2,R) y 6 € Aut(my(M;z)) tal que p' =
Adgopodt.

Demostracion. 1. Considg{amos p: Mx — M el cubrimiento universal descrito en
el teorema 2.12. Sea ¢ : M, — H un isomorfismo de superficies de Riemann fijo.
Como m (M;x) ~ Aut(M, /M) ={f € Aut(M,) | po f =p}, donde p: My, — M
es un cubrimiento universal. Entonces sea
m(M;xz) — PSL(2,R)
f — pofopt’

Tenemos que p(fog) = pofogop™ =gpofop topogop™ = p(f)op(g), luego
p es un homomorfismo de grupos. Si p(f) = p(g) entonces po fop ™t =pogoyp™t
luego f = g y p es inyectiva.

1

Ahora tenemos que I' = Im (p) es un subgrupo de PSL(2,R). Si z € H y g € T son
tales que g(z) = z, dado que existe f € w1 (M;x) tal que g = p(f) = po fop™! se
tiene que si y = ¢~!(z) entonces f(y) =y, luego f = ldy; yg= p(Idem) = Idy,
por ende I', = {Idy }, luego la accién es libre.
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Sea Z un punto en la fibra p~'({z}) y 20 = »(¥). Dado que p : M, — M
es un cubrimiento, existe una vecindad V' C M de z tal que p~ (V) = ||, Ua.
Sea ap tal que ¥ € U,, y U = U,, entonces p|ys es un homeomorfismo. Sea
U = ¢(U’) C H, la cual es una vecindad de zp. Si g € I" es tal que g({U)NU #
entonces ¢~ (g(U) NU) # 0, pero o~ L(g(U)NU) = f(U)NU' con f = p~i(g).
Pero si f(U')NU’ # 0, hay un elemento v € U'tal que f(u) € U'. Pero entonces
p t{p(u)}) NU’" = u, y dado que f preserva las fibras, f(u) = u, luego f = Idg;
yg= p(IdMT) = Idy. Entonces g(U) = U para todo g € T',, y g(U) NU = 0 para
todo g € I'\ T‘ZO. Por el teorema 2.20 tenemos que I' es un subconjunto discreto de
PSL(2,R).
Como I es un grupo que actia libre y discontinuamente, entonces el cociente H /T’
tiene estructura de superficie de Riemann. Sea
oy H/T — M

T heT e pleTM(h)
asf, si h' = g(h) para g = p(f) € T, entonces ¢~ ' (h') = f(¢~'(h)) y p(¢~ ' (1)) =
p(f(e71(h))) = p(p~t(h)), asf que ¢ esta bien definida.
Si ¢(h-T) = ¢(h'-T), entonces p(¢~1(h)) = p(p~ ('), luego existe f € w1 (M;x)
tal que =1 (h) = f(p~ ('), de donde h = o f(p~ (1)) = p(f)('), por lo que
hy I/ estdn en la misma 6rbita bajo I' y ¢ es injectiva.

Para cada m € M, tenemos que si m es un punto en la fibra de m, entonces
m = p(p~1(p(m))) = ¢(o(m - T), por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

Ahora, si denotamos 7 : H — H /T, como la accién es libre y discontinua, existe
una vecindad U C H de h tal que 7|U es un homeomorfismo y tal que p|,-1(1)
también lo sea. Luego

‘rr|51 -1 _ P|¢71 _
m(U) =2 U L= =1 (U) —— p(o~1(U))

lo que implica que ¢ estd dada localmente por la composicion de funciones holo-
morfas, luego es holomorfa.

Dado que ¢ es una bijeccién holomorfa, por la proposicién 2.3 tenemos que ¢ es un
isomorfismo de superficies de Riemann.

2. Supongamos que p’ es otra representacién de m (M;z) en PSL(2,R) con las
mismas propiedades, entonces sea IV = Im (p') y ¢’ : H/T" — M. Dados T un
punto en la fibra p~'({z}) y h € ¢/~ }(z), existe ¢’ := ¢'"1 : M, — H. Sea
g=¢ op i H — H € Aut(H). Entonces para f € 7 (M;z) tenemos que
Yo(pofop ™ opop ™t =y ofoyp™
ooy’ € m(M;z), luego y € I = Im (p'),

/—1 1

Adgop(f)=gop(flog =¢ op”
es un automorfismo vy de H tal que ¢'~!

entonces podemos definir

5 m(M;z) — m1(M; )
o f = pmloAdgop(f)
asi § € Aut(mi(M;z)) es tal que p' = Adgopodr. O

En [Hit92] Hitchin dio una descripcién del espacio Teichmiiller de la superficie
como el espacio de representaciones fieles y discretas del grupo fundamental de una
superficie hiperbélica de Riemann en PSL(2,R) médulo la accién de PSL(2,R)
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(que actia por conjugacién). Basdndose en el teorema de Dehn—Nielsen ([Nie27])
que afirma que los automorfismos exteriores del grupo fundamental de una superficie
orientable y sin borde conforman su mapping class group o grupo modular de Teich-
miiller, el cual actia sobre el espacio de Teichmiiller como automorfismos de éste
que preservan y recorren las distintas parametrizaciones de una misma estructura de
superficie de Riemann para el espacio topolégico subyacente a la superficie original.
El cociente del espacio de Teichmiiller sobre la accién del grupo de automorfismos
exteriores es isomorfo al espacio modular de la superficie.

3. CURVAS ALGEBRAICAS REALES

Una superficie de Klein es una 2-variedad dotada de un atlas maximal {U,, ©q }
para el cual las funciones de transicién son funciones dianaliticas entre abiertos
de C o abiertos del conjunto {z € C | Im (z) > 0}, es decir, las funciénes pgp "
son analiticas o anti-analiticas en el interior de su dominio y ademés envian niime-
ros reales en nuimeros reales. Una superficie de Klein puede tener borde o ser no
orientable.

El cociente de una superficie de Riemann por una involucién anti-holomorfa tiene
estructura de superficie de Klein. Ademds, para cada superficie de Klein X existe
una superficie de Riemann M y una involucién anti-holomorfa o de M tal que
M /o es isomorfa a X como superficie de Klein. Luego hay una equivalencia entre
superficies de Klein y pares (M, o) de una superficie de Riemann dotada con una
involucién anti-holomorfa.

Definicién 3.1. Una curva algebraica real es un par (M, o) de una superficie de
Riemann y una involucién anti-holomorfa de M.

Si consideramos el toro M := C/T', donde el grupo I’ = {z +—— z+n+im | n,m € Z}
junto con las aplicaciones en M dadas por
o1: M — M :[z] — [Z]
o9 M — M :[z] — [iZ]
1

03:M—>M:[z]»—>[2+§]

las cuales dan lugar a distintas curvas algebraicas reales, cuyo cociente es homeo-
morfo a un anillo, una banda de Mobius y una botella de Klein, respectivamente.

Definicién 3.2. Un homomorfismo f entre dos curvas algebraicas reales (M, o),
(N, 7) es una aplicacién holomorfa f : M — N tal que el diagrama

M——>M

conmuta.

En particular, si M = N entonces un isomorfismo entre las curvas algebraicas
reales (M, o) y (M, 7) es un automorfismo de la superficie de Riemann M tal que
foo=rTof, esdecir 7= fooof~! Porlo tanto, (M,o) y (M,7) son isomorfas
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como curvas algebraicas reales si y sélo si o y 7 son conjugadas la una de la otra
por un automorfismo holomorfo de M.

En la esfera de Riemann M = CP! consideremos las dos estructuras reales

~cpt — cCP!
gy — z
cp! — cCP!
g9 : 1 -
z — -3

Tenemos que el conjunto de puntos reales de la primera estructura M7 es el con-
junto R U {oo} = RP! ~ S! mientras que para la segunda estructura si z = —%,
entonces |z|? = —1, de donde M?2 = (). Como los conjuntos de puntos reales no son
homeomorfos, las estructuras reales no pueden ser congujadas, es decir, las curvas

(M,01) y (M, 02) no son isomorfas.

El plano complejo C tiene una estructura real canénica dada por la conjugacién
compleja. El disco D es invariante bajo la conjugacion compleja y ésta es una
estructura real en él, bajo la transformacién de Cayley, esta estructura se puede
inducir en H y resulta 70 : H — H : z —> —Z. Si z = a + bi, entonces 79(z) =
—a + bi es el reflejo de z respecto al eje imaginario. De hecho, 7y la estructura
canodnica en H es la inica médulo isomorfismo.

Lema 3.3. El semiplano superior de Poincaré H tiene una unica estructura real
salvo conjugacion.

Demostracion. Sea 19 : H — H : z —> —Z y sea ¢ una estructura real en .
Como o o7 es una biyeccién holomorfa en H, es un automorfismo. Sea f € Aut(H)
tal que f = o o7y con Z) como matriz asociada, la cual puede ser escogida de
determinante 1. Entonces

9 ~ —az+b

o(z)=co1y(2) = for(z) = f(—-2) = ——.
(:) =0 md(e) = Fom(z) = [(-2) =~

Como o2 = Idyy, entonces

Y —az+b\  (a®—bc)z+b(d— a)
ZJ(Z)U(C;:—I—d) cla—d)z+d? —be

de donde a? — be = d? — bc and b(d — a) = c¢(a — d) = 0; como ad — be = 1, tenemos
a=d.

a b [ . -1 0 a b\ _ (—a -b
Dado que (c d) estd en la misma clase de ( 0 _1> * (c d) = (—c —d)’

podemos asumir a > 0.

. . . +1 —=b
Considere g € Aut(H) el automorfismo correspondiente a la matriz ( a,c 1 ),
2(a+1) 2

el cual estd bien definido pues a # —1 y el determinante de esta matriz es igual a
1 - _ (a+1)?—bc _ 142a4a®—be _ 2a42 _ .
(a+1)*5— Tt * (—b) = 5atT) 2ot - = 3(ai1y — 1 Lainversa de g
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1
tiene 2 como matriz asociada. Por lo tanto, si z € H entonces
sy a1
_ —(a+1)z—0 a+1)z+b
TOOQOTO(Z):TOOQ(_Z):TO< (C ,) 1>=( < ) 1
atD? T 2 3D ? T 2
. a+1 b . . 1
por lo cual TpogoTy tiene c 1 | como matriz asociada. Luego a g~ otgogoTy
2(a+1) 2

le corresponde la matriz

( 3 b >*(a+1 b) Rl ey 5t5
c c 1] = c .
wm ¢t s 2 5+5 it

a+1 be _ (a+1)2+bc _ a?42at+l1+be _ 2a%+2a
COMO 5~ + 30,07y = “3afl) = 2(atD) 2(at1)

70 :fyff:UOTo2 =forg=g lomogorpory =g tomogy porlo tanto
cada estructura real en H es conjugada de 7.

= a. Entonces g1 omogo

O

Esta estructura real induce una involucién en Aut(#) = PSL(2,R) definida por
U +—> Tp O UO Ty,

y podemos considerar el producto semidirecto PSL(2,R) X, Z/2Z. En particular
tenemos la sucesién exacta corta de grupos
(%) 1 — PSL(2,R) — PSL(2,R) %, Z/2Z — Z/2Z — 1
Este grupo esta facilmente identificado.
Lema 3.4. El grupo PSL(2,R) x,, Z/2Z es isomorfo a PGL(2,R) y la sucesion
exacta corta () es isomorfa a

det

1 — PSL(2,R) — PGL(2,R) — Z/2Z — 1

El isomorfismo es la aplicacién ¥ : PSL(2,R) x,, Z/2Z — determinado por

U(A) = Asi A€ PSL(2,R) C PSL(2,R) %, Z/2Z y por ¥(r) = (—01 (1)>

3.1. Grupo fundamental real.

Definicién 3.5. Sea (M, o) una curva algebraicareal y seanz € My p: M:c — M
el cubrimiento universal de M definido en 2.12. El grupo fundamental real de (M, o)

es el subgrupo del grupo de difeomorfismos de MT definido por

TR (M, 0);2) = {f : My — M, | po f=asop, ay € {Idu, o}}

Es decir, es el grupo de transformaciones de ]T/fx que inducen o la identidad en M
o la estructura real o. Debido a que p es un homeomorfismo local, si una funcién
f € 7%((M,0);z) satisface que po f = o o p, entonces f es anti-holomorfa; si f
es tal que po f = p (en caso que ay = Idys), entonces f es una transformacién
holomorfa, luego f € Aut(Mx/M) ~ 7 (M;z). Luego 7 (M;z) = 75 ((M,0);2) N
Aut(Mz/M) C m1((M, 0); z). Esta contenencia es propia gracias al siguiente lema.
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Lema 3.6. Sea (M,c) una curva algebraica real con M conexa y sea x € M. Si
p: M —s M es un cubrimiento universal de M. Para cada & y cada c;(;) puntos
en la fibra p~({z}) y p~*({o(x)}) respectivamente, eviste ¢ € w1 ((M,0);x) tal
que 7 () :a/(?v/) ypoo =oop.

Demostracion. Sea 7 un camino en M de T a o(x). Entonces v := po7¥ es un camino
en M de x a o(z). Dada un elemento y € M, tomamos « un camino en M de = a
y. Como M es simplemente conexo, cualquier otro camino de Z a y es homdétopo a
a.

El camino v~ (0 opoa) es un camino en M empezando en z. Sea 3 el levantamiento
de este camino con respecto a z, un camino en M. Definimos o (y) = 5(1). Tenemos
que o estd bien definido pues p envia y levanta caminos homdétopos en caminos
homoétopos, y caminos hométopos tienen las mismas terminaciones.

Ademis p(3(y)) = po B(1) =y~ (7o poa)(1) = s opoa(l) = 7 o p(y), de donde
poo =oop.

Si ¢z es el camino constante en Z, entonces copocz = Co(z) VYV~ (UOpoa) =" Co(a)
es homotopo a v, y su levantamiento por p es homdtopo a 7, asi o(Z) = F(1) =
o(x). O

En el lema anterior tenemos que la transformacién antiholomorfa ¢ sélo depende del
camino v = po~. Por la definicién de &, si tomamos otro camino 4" de x a o(x) ho-
motopicamente no equivalente, tendremos una transformacién anti-holomorfa dis-
tinta. Como veremos en la siguiente proposicién, hay tantas clases de equivalencia
de caminos de = a o(x) como elementos anti-holomorfos en 7} ((M,0);x).

Decimos que © € M es un punto real si o(x) = z. Para un punto no real = de M
tenemos una descripcion por caminos del grupo fundamental real.

Proposicion 3.7. Sixz € M es un punto no real, entonces el grupo fundamental
real T} (M, 0); x) es isomorfo al grupo de clases de homotopia de lazos basados en
x o de caminos de x a o(x), junto con la operacidn

M- [n] = [v"n] sty es un lazo basado en x
= [v"(comn)] sivy esun camino de x a o(x)

Demostracion. Sea I = {[n] | n(0) = z, n(1) € {x, o(x)}} y sea T € M, un punto
fijo en la fibra p~!({z}), entonces para cada f € 7}((M,o);x) tomamos 1 un
camino en M, de T a f(Z) y definimos

at((M,o);2) —> II

v f — [pon]

La cual estd bien definida por ser Mz simplemente conexa.

Supongamos que f, g € T ((M,0);x) y 0, ¢ son caminos en M, deZa f(@)y g(@),
respectivamente. Entonces f o ¢ es un camino con punto inicial en f(Z) y punto
final f o g(Z). También po (fo() = (po f)o( = asyopo(. El camino n~(f o () es
un camino de T a f o g(x). Asi

U(fog)=[pom (fo)]=I[pon)(po(fol))]=I[pon"asopo(]
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si oy es la identidad, p o7 es un lazo basado en z; si oy = o, pon es un camino de
x a o(x), luego por la definicién de la operacién en II, tenemos que

V(fog)=I[pon~asopol]=[ponl [pol]=Y(f) ¥(g).

Si ®(f) = [e.] la clase de homotopia del camino constante a x € M, entonces
pon ~ ¢, de donde i ~ ¢z, luego f(T) = T y ademds f es holomorfa (de lo contrario
po f(¥) = o(x) # x), por lo que necesariamente f = Idy; y @ es injectiva.

Dado una clase [y] € II, si v es un lazo basado en z, existe f € Aut(M,) tal que
®(f) = [7], de lo contrario el levantamiento de v por p con respecto a Z es un camino
de 7 a un punto en la fibra de p~({o(z)}), por el lema 3.6 existe & € 7} ((M,0); x)
con ®(c) = [v]. Por lo tanto ® es sobrejectivo. O

Si tenemos dos elementos f, g € m}((M,0);x) que cubren o, entonces o o p =
ogo(poglogt =0”opogt =pogtyasipo(fogt)=@poflogt =
(cop)ogt =0%0p=p. Luego h = fog~! € m(M;z), es decir, dos elementos

anti-holomorfos difieren por un elemento en 71 (M;x).

Proposicion 3.8. La aplicacion

(M, o);z) — 7/27
1 sifop=p
! — { -1 sifop=oop

es un epimorfismo de grupos cuyo nicleo es w1 (M;x). Luego la sucesidn
1 — m(M;z) — 7 (M, 0);2) — Z/27 — 1
es una sucesion exacta corta.

Diremos que una curva algebraica real (M, o) es parabdlica, eliptica o hiperbdlica
si M lo es.

Definicién 3.9. Para una curva algebraica real hiperbdlica, una representacion real
de 7% ((M, 0); z) es un homomorfismo de grupos pg : 71 ((M,0); 1) — PGL(2,R)
tal que si p = pr|x, (m;2) entonces p cumple con Im (p) C PSL(2,R). Es decir,
tenemos un diagrama conmutativo:

1 ——m(M;z) ——7{ (M, 0); 2) Z/2Z 1
| |
1 — PSL(2,R) — PGL(2,R) 727 1

Es fiel si pr es inyectiva. Es discreta si el grupo Im (pr) es un subconjunto discreto
de PGL(2,R).

Observacién 3.10. Si G es un subgrupo discreto de PGL(2,R), el subgrupo Gy =
GNPSL(2,R) es un subgrupo discreto de automorfismos de H. haciendo que el co-
ciente H/Gy tenga estructura de superficie de Riemann (se puede consultar [FK92]
para detalles sobre la construccion del atlas holomorfo). Ademds, si el grupo G es
una extensidn de Z/27Z por Gy, entonces el cociente H /Gy tiene una estructura real
dada por el elemento no trivial en G/Gq. Supongamos que G/Gy ~ {1, 7}, donde
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7 = [B] es la clase de un elemento en G de determinante negativo, entonces vg €s
una biyeccion anti-holomorfa de H y

H/Go — H/GO
h'GO — ’}/B(h) . GO

donde vp es el automorfismo asociado; si B’ € T es otro representante, existe g € G
tal que yp:(h) = g-vp(h), luego yp(h) -Gy = vp/ (h) - Go y asi, la accidn de T sobre
el cociente H/T estd bien definida. Ademds T%(h) = v%(h) - Go = h - Gy puesto
que B% € G y tiene determinante positivo. Dado que T estd dado localmente por
aplicar vg, es una involucidn anti-holomorfa de H/T'. Esta curva algebraica real la

denotaremos por (H/Go, G/Go).

T

Para extensiones del grupo Z/2Z, diremos que un homomorfismo v : G — G’
respeta extensiones si para g := ¥|g, tenemos que el diagrama

1 Gy G Z/QZH 1
lm iv
1 Gy e4 7/22 ——1

conmuta, es decir, si es un homomorfismo de extensiones. Denotaremos por Homg, /o7
y por Auty, /27 & los homomorfismos y a las automorfismos que respetan extensiones,
respectivamente.

Teorema 3.11 (Uniformizacién de curvas algebraicas reales hiperbdlicas). Sea
(M, o) una curva algebraica real hiperbdlica y x € M. Entonces
1. existe una representacion real, fiel y discreta pr de 75 ((M,0); ) en PGL(2,R)
tal que los grupos T'r = Im (pr) y T’ = pr(m1(M;x)) satisfacen que

1—T —Tg %5 72/27 —1

es una sucecion exacta corta, I' actia libremente en H y ademds
(M,0) ~ (H/I,T'g/T)

como curvas algebraicas reales.

2. si pl es otra representacion real de mi((M,o);x) con las mismas propie-
dades, entonces existe g € PSL(2,R) y 6 € Auty oz (nf (M, 0);2)) tal que
P =Adgoprod .

Demostracion. 1. Sea ¢ : M — H un isomorfismo de superficies de Riemann fijo.
Sea
- (M, 0);z) — PGL(2,R)
Pr: f — pofopTt’

Sean f, g € 7' ((M, 0); ), entonces p(fog) = pofogop™ = pofop~topogop™! =
p(f) o p(g), luego p es un homomorfismo de grupos. Si pr(f) = Idy, entonces
f=¢ploldyop = Idg7, luego pr es inyectiva. Como pr es un monomorfismo
de grupos, entonces I' := pg(m(M;x)) ~ m (M;z) estd incluido propiamente en
Ig :=Im (pr) =~ 73 ((M,0);2), y si A, B € I'g\T, entonces tenemos que existen f,
g € TR((M,0);2) \ 71 (M; ) tales que A = pr(f), B = pr(g). Dado que fog™! €
7% ((M,o); z), entonces AB~! € T, de donde la sucesién

1

1—T —Tg %5 72/27 —1
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es una sucesion exacta corta. Tenemos que I actiia en H por la accion heredada de
m1(M;x) ~ Aut(M /M) sobre M, como mostramos en el teorema 2.22 esta accién es
libre y discontinua. Como I' C PSL(2,R) actia discontinuamente, por el teorema
2.20 tenemos que I' es un subconjunto discreto de PSL(2,R). Ademads, para un ele-
mento A € Tr\T tenemos que 'gx =TU(A-T), con A-T' C PGL(2,R)\PSL(2,R),
dado que I' es un subconjunto discreto y la multiplicacion a izquierda por un ele-
mento es un homeomorfismo, tenemos que A - I' es un subconjunto discreto de la
componente conexa PGL(2,R) \ PSL(2,R). Dado que I'g es una unién disjunta
de dos subconjuntos discretos, cada uno en diferentes componentes conexas, es un
subconjunto discreto de PGL(2,R).

Como T'g es un subgrupo discreto, el cual es una extesién de Z/2Z por I' = T'g N
PSL(2,R), por la observacién 3.10 tenemos que H/T" es una superficie de Riemann,
la cual posee una estructura real dada por el elemento no trivial de T'g/T" ~ {1, 7}.

Sea
CH/T — M
VIR e peni ()

el cual es un isomorfismo de superficies de Riemann. Tenemos que si h € H entonces

got(h-T)=a(p(e”'(h)))
=poa(p ()
=poy loygopopT(h)
=poy ' (yp(h)
=t or(h)
Luego 1 es un isomorfismo de curvas algebraicas reales.

2. Ahora, si pj es otra representacién real de mf((M,o);x) con las mismas pro-
piedades, entonces sean I'y = Im (pg), IV = pp(m(M;z)) y ¢’ : H/T' — M.
Entonces tenemos que

/l/)l
(H/T',Tg/T") = (M, 0)
como curvas algebraicas reales. Usaremos este isomorfismo para encontrar g.

Dados # un punto en la fibra p=({z}) y h € ¢/~}(z), existe ¢’ := /=1 : M, — H.
Sea g = ¢ o™t :H — H € Aut(H). Entonces para f € 75 ((M,0);z) tenemos
que

1

1 1

AdgopR(f) :gop(f)og_1 =¢ o O(onfO(p_l)O(pogp/_ =¢p ofoyp ™t
Sea v = ¢’ o foy' ™! entonces v € PGL(2,R) es tal que el diagrama

—~  f -
M, — M,
)
H—" sy

conmuta. De aqui, v es una transformacién de H que induce en el cociente H /T un
elemento en I'y /T”. Dado que (M, o) ~ (H /T, Ty /I"), cuyo automorfismo estd in-
ducido por ¢’ y dado que 7} ((H /T, T%/T')'; h) = Tr/, entonces vy € I'y = Im (pf).
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Por lo tanto podemos definir
m((M,0);x) — (M, 0);2)
f — pi ' o Adg o pr(f)
de donde 0 € Auty oz (7 ((M,0);2)) es tal que p = Adg o prodt. O

0

Basados en la demostracion anterior y usando la misma notacién, tenemos que a
un isomorfismo ¢ : M =~ H, es decir, una estructura de superficie de Riemann
para M, le podemos asociar una representacién real 1(p) de 7F((M,0);x) en
PGL(2,R) fiel y discreta que respecta extensiones, es decir un punto en el espacio

d
Hom . (7}((M,0); z), PGL(2, R)).
Sobre el espacio Hom%ZZ(WI{R((M, 0);z), PGL(2,R)) también tenemos una accién
de Auty o7 (7} ((M, 0); z)) dada por 6-pg = prod—'. Como pr es un homomorfismo,
si ¢ es el automorfismo interior definido por congujar por un elemento fy € m (M; )
tenemos que para f € 75 ((M,0);x)

§-pr(f) = prod ' (f) = pr(fy 'ofofo) = pr(f5 )opr(f)opr(fo) = Ad,, ;-1\ 0px(f)
y dado que pr(f; ') € PSL(2,R), esta accién ya estd contemplada.
Consideremos la restriccién al conjunto

Outg := AutZ/QZ(’/T]:IF((M, o);x))/Inn(m (M; x)).

Sipr, pg € Homé?QZ(W%{((M, 0);x), PGL(2,R)) son tales que Im (pg) = Im (pr) en-
tonces (H/T,Tr/T) = (H/T',T/T') y ademés § := pfz ' o pr € Aut(r}((M,0);x))
es tal que pf = prod~1. Si d € Inn(m (M;x)) entonces pi = Ady o pr para g € I'.

La estructura real o estd ligada a la superficie de Riemann M. Asi que si quisieramos
pensar en deformaciones de la estructura de curva algebraica de (M, o), deberfamos
pensar en deformaciones de la estructura de superficie de Klein de M/o. Por la
equivalencia dada, esto corresponde a una estructura real ¢’ sobre una superficie de
Riemann M’ tal que M'/o’ es homeomorfo a M /o, el cual es el espacio topoldgico
invariante.

Esta construccion nos permite enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.12. Sea (M,0) una curva algebraica real hiperbdlica y x € M. Hay
una biyeccion entre clases de isomorfismo de curvas algebraicas reales (N, T) tales
que N/T es homeomorfa a M /o, y el conjunto H0m£72Z(W11R((M, o);z), PGL(2,R))
mddulo la accién de PSL(2,R) y la accion de Outg(ny((M,0);)).

Demostracion. Sea (M,o) una curva algebraica real y sea € M. Si (M’,0”)
es una curva algebraica real isomorfa a (M, o), existe v» : M — M’ tal que
o' =pooop Ly af(M',0");9(x)) ~ 7 ((M,0);x). Por el teorema 3.11 (usando la
misma notacién) tenemos que existen pg, pg € HomJZc;l2Z (7% (M, 0);2), PGL(2,R))
tales que

(H/T,Ta/T) 2 (M, ) 2 (M',0") “~ (H/T,T%/T)

escogiendo puntos h, ' € H en las fibras de ¢~ !(z) y ¢'(¢(x)) respectivamente,
tenemos que existe g € PSL(2,R) tal que pp = Ad, o pr y tomando 0 := p]’R_l o
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Adg o pr tenemos que pi = Ady o pr o 6! y asi las representaciones estdn en la
misma érbita.
Si tenemos dos representaciones pg, pg € Hom%zz(w]ﬁ((M, 0);x), PGL(2,R)) que

estan en la misma 6rbita, entonces existen g € PSL(2,R) y § € Outg(7} ((M,0); z))
tales que pp = Adgjoprod ~1 entonces por las observaciones hechas tenemos que g in-

duce un isomorfismo en las curvas algebraicas reales (H/T', ['p/T") 2 (H /T, I'e/T7).

3.2. Cubrimientos algebraicos reales.

Definicién 3.13. 1. Un cubrimiento real de (M,c) es un cubrimiento ¢ :
N — M por una curva algebraica real (N, 7) tal que el diagrama

N47>N

oo
M—2=M

conmuta. Lo denotaremos por p : (N,7) — (M, 0).

2. Sea q: (N,7) — (M, o) un cubrimiento real, entonces un cubrimiento real
r: (N',7") — (M, 0) es un subcubrimiento real de q si existe f: N — N’
un cubrimiento analitico tal que el diagrama

M—2=M

conmuta, es decir, es un morfismo de curvas algebraicas reales que es un
cubrimiento.

Dado que r : N/ — M es un cubrimiento intermedio de g, le corresponde
un subgrupo del grupo de automorfismos de ¢g. Mds ain, si ¢ € Aut(N/N’) C
Aut(N/M) entonces fog=fy

folrogor)=r'ofogor=rofor=r2of=f
luego (TogoT) € Aut(N/N'), el cual es un subgrupo 7-invariante de Aut(N/M).
Reciprocamente, si tomamos H C Aut(N/M) el cual es 7-invariante, el cociente
N/H tiene una estructura real inducida por 7 definida por
, N/H —s NJ/H
T’ .
0] — [r(n)]
Para ver que estd bien definida, tomemos n’ € [n], luego existe ¢ € H tal que
g(n) = n' y entonces 7(n') = 7(g(n)) = rog(n) =r70go7?(n) = (rogor)or(n) =
g (t(n)) € [7(n)] donde ¢ = TogoT € H (puesto que H es T-invariante). Luego
7' estd bien definida. Definiendo r : N/JH — M : [n] — q¢(n) se tiene que

ro7([n]) = r([r(n)]) = a(r(n)) = a(q(n)).
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Definicién 3.14. Un cubrimiento real p : (M’,0’) — (M, o) es el cubrimiento
universal real de (M, o) si para cada otro cubrimiento real ¢ : (N,7) — (M, o)
existe f: (M',o’) — (N, 1) tal que el diagrama

’
o f o M

N ) L
N——=N
M M

Si M es una superficie de Riemann y = € M. Por el lema 3.6 para cualesquiera

g
_

conmuta.

7 y o(x) puntos en la fibras p~1({z}) y p~*({o(x)}) respectivamente, existe & :
]/\\4; — Mx tal que poog =copconp: ]/\\4; — M cubrimiento universal de M.
Luego pod? = gopod = ag?op = p, por lo que 52 € 7 (M;z). De aqui, un
subcubrimiento real de p que tenga una estructura real inducida por ¢ estaria en
correspondencia con un subgrupo del grupo de automorfismos de p que contiene
o2 y es o-invariante. El subgrupo mas pequeiio que satisface esto es < g2 >y
estd asociado al cubrimiento M/ < 62 >— M inducido por p con la estructura
real inducida por o.

Proposicién 3.15. La existencia de o una estructura real de Mgg que cubre o
es equivalente a que el grupo fundamental real ™} ((M,0);x) sea isomorfo a un
producto semidirecto w1 (M;x) Xz Z/27Z.

Demostracion. Dado que la sucesiéon
1 — m(M;2) — 7 (M, 0);2) — Z/22Z — 1

es una sucesién exacta corta, 71 ((M, 0); ) tiene estructura de producto semidirecto
si y s6lo la sucesion se escinde, es decir, si existe un homomorfismo ¢ : Z/2Z —
a2 ((M, 0); ) tal que ¢(—1) € 73 ((M,0);x) \ 71 (M;z), de forma equivalente, que

exista una biyecciéon anti-holomorfa de M, de orden 2 que cubra sigma, es decir,
una estructura real de M, que cubre o. O

Proposicién 3.16. Si el conjunto de puntos reales M7 = {x € X | 0(z) = x} es
no vacio, entonces existe o una estructura real de M, que cubre a o.

Demostracion. Tomando z un punto real de M y T = o(x) un punto en la fibra
p~t({x}) aplicando el lema 3.6, existe ¢ € 7} ((M,0);z) tal que pos = copy
5(F) = o(z) = 7.

Explicitamente, para y € J,\ZC tomamos « un camino en Mw de T a y y tomamos

a(y) = B(1) donde S es el levantamiento a M, con respecto a T de o o po a. Luego
B es un camino en M, de Z a o(y), luego c opo B =00 (copoa)=poa, cuyo
levantamiento con respecto a T es «, de donde 7(y) = a(l) = y. O

Si z es un punto no real de M, debido a la descripcién por caminos, entonces
(M, 0);z) ~ 71 (M;x) x5 Z/27Z si y sélo si existe un camino v de z a o(z) de
orden 2, es decir, tal que el camino v~ (o o) es homotdpico al camino constante a
x.
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Definicién 3.17. Un subgrupo G C w3 ((M,o);x) se dice real si contiene por lo
menos un elemento no holomorfo.

Supongamos que G es un subgrupo real. Como G contiene un elemento no holo-
morfo, entonces el homomorfismo G — Z/27Z es sobreyectivo y su niicleo es Gg :=
G N1 (M;z) el subgrupo de elementos holomorfos de G. Si 1 : G — 7f((M,0); )
es la inclusién e 19 = 1|g, , entonces el diagrama

1 Gy G 7./27. 1
1 ——m(M;z) —mf((M,0);2) Z/2Z 1

conmuta. De aqui, los subgrupos reales de 7} ((M, o); x) son exactamente los sub-
grupos G que encajan en el diagrama anterior.

Teorema 3.18 (Correspondencia de Galois Real). Sea (M, o) una curva algebraica
real y x € M un punto de base. Hay una correspondencia entre cubrimientos reales
de (M,0) y subgrupos reales G C 75 ((M,0);z), de manera que a cubrimientos
reales isomorfos les corresponde grupos conjugados y viceversa.

Demostracion. Sea q : (N,7) — (M,0) un cubrimiento real de (M, o). Sea p :
M — M un cubrimiento universal de M,y f: M — N un cubrimiento universal
de N tal que p = go f, tomando un punto y € N tal que ¢(y) = = definimos

Gi=m((N,7);y) ={g: M — M| fog=aof, ac{ldy, 7}}

que por el lema 3.6 contiene por lo menos un elemento no holomorfo, haciendo el
homomorfismo G — Z/27Z sobreyectivo con nicleo Gy := G N7y (M;x).

Siq : (N',7") — (M,0) es un cubrimiento real isomorfo a ¢, entonces existe
h: (N,7) — (N’,7') isomorfismo de curvas algebraicas reales y [’ : M, — N’
cubrimiento tal que para y' = h(y) se tenga que f' =ho fy

RE(V, 7)sy) = g 0 — | fog=as ), ac (I, "}
={g:M — M|hofog=aohof, a€{ldy, 7'}}
:{g:M—>J,\\/[/|fog:hfloaohof, a € {ldy, 7'}}
(oM M| fog=as], ac (ldy, 7}}
= (N, 7))

Ahora, sea G C 75 ((M, 0); z) un subgrupo real y 7 € G un elemento no holomorfo.
Entonces si tomamos Gy := Gy (M;x) C w1 (M;z), tenemos que M /Gy tiene es-
tructura de superficie de Riemann. Definimos 7/ : M /Gy — M /Gy : [y] — [r(y)],
el cual es una transformacién anti-holomofa de M /Gyo. Como 72 es un elemento ho-
lomorfo de G, entonces 2([y]) = [r2(y)] = [y], v por lo tanto (M /Gy, ') es una
curva algebraica real. p induce un cubrimiento p : M /Go — M : [y] — p(y)

;all que zf)o ([y]) = p([r(y)]) = po7(y) = o op(y) pues 7 € 71 ((M,0);x) es no
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Si existe g € Aut(Z\/Z) tal que G = gHg~ ' para algin subgrupo H, entonces Gy =
gHog™ ! y ademds g induce un automorfismo entre (M /Hy, g tor'og) y (M /Go,T’)
que conmuta con el cubrimiento p. O

Dado un cubrimiento real ¢ : (N,7) — (M, o), podemos considerar el grupo de
automorfismo reales de ¢ definido por Autg(q) :={f: N — N |gof =aoq, a €

{Id]\/ﬁ[7 0’}}

Definicién 3.19. Decimos que q es de de Galois si para todo « € M y cualesquiera
puntos Z y a’(\a,j) en las fibras ¢ 1({z}) y ¢ 1({o(2)}) existe f € Autr(q) tal que
f(@) = OT(\.;) Sip: (M,,5) —s (M,0) es un cubrimiento universal real, tenemos
que Autg(p) = 75 ((M,0);z) y por el lema 3.6, p es de Galois.

Observacién 3.20. Siq: (N,7) — (M, 0) es de Galois, tenemos que al olvidar
la estructura real g : N — M es un cubrimiento analitico de Galois, por ende para
cualquier y € N con q(y) = x el subgrupo m (N;y) C w1 (M;z) es normal. Tenemos
que el siguiente diagrama es conmutativo

1 —— m (N3 y) 2% 2R (N, 7); ) Z/2Z 1
normall’to ll
1 ——=m(M;2) —7{ (M, 0);2) Z/2Z 1

Como 7%((M,0);z) = m(M;x) - m(N;y) y los subgrupos normales forman un
reticulo, entonces w1 (N;y) es un subgrupo normal de w3 ((M,o);x).

Teorema 3.21. Un cubrimiento real q : (N,7) — (M, 0) es de Galois si y sélo si
el cubrimiento holomorfo q: N — M es de Galois. Y en este caso

Autg(q) = 7' (M, 0);2)/m1(N; y).

Demostracion. Sea q : (N,7) — (M, o) un cubrimiento real de Galois. Dados
dos puntos y, ¥’ € p~1({z}), tenemos que z = 7(y’) € p~({o(x)}), luego existe
g € TR((M,0);z) tal que g(y) = z, luego Tog € m(M;z) y Tog(y) = 7(2) =
7(r(y")) =¢'. Luego ¢ : N — M es un cubrimiento analitico de Galois.
Reciprocamente sea ¢ : (N,7) — (M, 0) un cubrimiento real tal que ¢ : N —
M es un cubrimiento holomorfo de Galois. Consideremos dos puntos Z y o(z)
en las fibras ¢ '({z}) v ¢ '({o(x)}), entonces z = 7(o(z)) € ¢ *({=}). Como
q: N — M es de Galois, existe g : N — N tal que qog = q y ¢g(T) = =z
Luego 70 ¢(Z) = 7(2) = 7(1(c(x))) = o(x) y Tog € m((N,7);y). Luego ¢ es un
cubrimiento real de Galois.

O

3.3. No existencia del cubrimiento universal real. Consideremos un ejem-
plo. Sea M = C/(Z @ iZ) con o([z]) = [iz] y x = [§ + 2. Si~y: [0,1]] —

M:t— [i + % + % — %] entonces la transformacién anti-holomorfa asociada es
6:C—C:zr—izyo?=1Idc. Siv:[0,1]] — M :t+— [+ + 343 4]

entonces o : C — C: 2+ iz+ 1y %(2) = 2+ 1 +1i. De hecho, cualquier camino
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v de x a o(z) es homotépicamente equivalente a algin

’y:[0,1]—>M:t%&+%+%—%@+nt+mti]

donde n ;m son enteros. La transformacién anti-holomorfa asociadaayesa : C —
C: 2+ iZ+n+mi, de donde 52(2) = z+ (n+m)+(n+m)i, luego & es una estruc-
tura real sélo si n +m = 0. Asi, el cociente M/ < 52 > es isomorfo o a un cilindro
o es igual a C. Sin embargo, el cubrimiento universal real de (M, o) es isomorfo a
(C,7) con ¢(z) = iZ + n — ni con n cualquier entero. En este caso, el cubrimiento
universal de M tiene una familia de estructuras reales que cubren o, y todas son
compatibles, en el sentido que (C, z — iZ) es el cubrimiento universal real. Esto no
siempre va a ocurrir, puede no existir una estructura real sobre el cubrimiento uni-
versal que cubra o y esto puede conllevar a que no exista el cubrimiento universal
real. El siguiente ejemplo serd una muestra de esto.

Daremos un ejemplo en donde el espacio recubridor universal de M no tiene una
estructura real que cubra o, y daremos ejemplos de dos cubrimientos reales (N, o)
y (N, 02) de tal manera que ninguno sea cubrimiento real del otro, y que no exista
un cubrimiento real de ambos.

Sea M = C/(Z ®iZ) con o([z]) = [+ %] y # = [0]. Para v : [0,1] — M : ¢t —
[t1+nt+mti] conn, menteros, 5 : C — C : z —> zZ4+1+n+miy 5%(z) = z+1+2n
es siempre distinto a la identidad. Asi C, el cubrimiento universal de M, no tiene
una estructura real compatible con o.

Sea vy : [0,1] — M 1t +— [£] y 72 : [0,1] — M : t — [L + ti]. Las aplicaciones
correspondientes 7 : C — C: 2+ 24+ 3y o02:C—C:z+— 2+ 5+
son diferentes, sin embargo &vlz = 352 : 2z —> z+ 1 son la misma. Sea N el
cociente M/ < 77> >= M/ < 5> >. Sea o; la aplicacién en N inducida por
0j, 3 =12y q: N — M el cubrimiento asociado a < &3—2 >. Supongamos
que q : (N,02) — (M, 0) es un subcubrimiento real de ¢ : (N,01) — (M, 0).
Entonces existe f : (N,01) — (N, 02) haciendo el diagrama

conmutativo. Luego f puede ser levantado a un automorfismo f de C. Si f (2) =
az 4+ b con a # 0, entonces

fe4+1)—f(z)=acZ
a—1
2

esta tltima expresion es nula sélo si Im (b) = %, pero en este caso Im (f(0)=0) =
Im (b) = % ¢ 7, asi que go f # q.

(foal—agof)([z]):[a2+g+bfa275—%fi]:[ + 2iIm(b) — 1]
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Supongamos es de la otra manera, es decir, supongamos que ¢q : (N,01) —
(M, o) es un subcubrimiento real de ¢ : (N,02) — (M, o). Entonces existe f :
(N,02) — (N, 01) haciendo el diagrama

conmutativo. Si f : C — C: z — az + b con a # 0, entonces

fe+1) - f)=acz
-1
(foos—orof)([z) =laz+ 5 +ai+b—az—b— ] =|
es nula sélo si a es impar e Im (b) = —§, pero en este caso Im (f(0)—0) =Im (b) =
—5 ¢ Z (puesto que a es impar), asi que go f # q.

a—1

+ 2iIm(b) + ail

Ahora, si existe (N’,7) tal que (N,o1) v (N,o02) son subcubrimientos reales, en
particular N’ es un espacio recubridor para NN, pero no puede ser isomorfo a N;
luego N’ = C, pero C no tiene estructuras reales que induzcan o. Por lo tanto
(M, o) no tiene cubrimiento universal real.
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