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1 Introduccion

Al transcurrir el tiempo la matemética nos enamora con sus novedosas formas que inter-
actuan entre si para entender el universo al cual pertenecemos. De tales formas novedosas
aparece en el siglo XX la geometria simpléctica, el término simplécito fue utilizado por
primera vez en 1939 por el matemdtico (Hermann Weyl). Tal geometria actualmente es acti-
vamente investigada por grandes mentes. Una de tales mentes es el matematico ruso Mikhail
Gromov ganador del premio Abel en 2009. Gromov es autor del teorema de no encaje, el
cual tiene varias versiones, en este trabajo de grado se tomara la version afin del teorema de
no encaje de Gromov, el cual se estudiara en el texto generado por Dusa Mcduff y Dietmar
Salamon el cual es nuestra fuente principal bibliografica [1].

El objetivo principal de este trabajo es reconstruir la demostracién del teorema de no encaje
afin de gromov, el cual enuncia que:

Sea 1) € ASp(2n) el simplectomorfismo afin definido por 1 (z) = 2o + Az para todo z € R*"
y 20R*", donde A € Sp(2n). Supongamos (B**(r)) C zo + Z*"(R). Entonces r < R.

El los preliminares se enuncian algunos conceptos de algebra lineal y al final de los prelimi-
nares esta un teorema que expone que todo espacio vectorial simpléctico (V,w) es isomorfo
al espacio vectorial simpléctico (R*", wy).

En el tercer capitulo se define espacio vectorial simpléctico y algunos subespacios para re-
visar la definicién de espacio vectorial isotropico, co-isotropico y lagrangiano, en el capitulo
4 se define y se dan ciertas propiedades de matrices simplécticas y al final se llega a la
reconstrucciéon de la demostracion del teorema principal.



2 Preliminares

2.1. Algunos conceptos de algebra lineal

Este trabajo tiene como una de sus herramientas el dlgebra lineal, por tal motivo introduci-
mos algunos conceptos relevantes relativos a estos temas y seran tomados de [4] y [5].

Recordando que una una matriz de tamano m X n con entradas reales A € M,,.,R re-
presenta una transformacién lineal definida como

A:R*" - R™

Definicién. Sean V y W espacios vectoriales y 7' : V' — W una transformacion lineal.
Nosotros definimos el espacio nulo (o kernel) N(T) de T al conjunto de todos los vectores
x eV tal que T'(z) =0; estoes, N(T) ={z €V : T(x) = 0}.

Definimos el rango (o imagen) R(T) de T al conjunto consistente de todas las imagenes (bajo
T) de vectores en V; esto es, R(T) = {T'(x) : x € V'} [4, p. 67].

Teorema. Sea V y W espacios vectoriales y T': V' — W una transformacién lineal. Entonces
N(T) y R(T) son subespacios de V y W, respectivamente. Revisar demostracién en [4, p. 68].

Definicién. Sean V y W espacios vectoriales y 7' : V' — W una transformacion lineal.
Si N(T) y R(T) son de dimension finita, entonces nosotros definimos la nulidad de T deno-
tada como N(T) y el rango de T, denotada como rank(T) a las dimensiones de N(T) y R(T)
respectivamente [4, p. 69)].

Teorema. Sea V y W espacios vectoriales, y sea T : V' — W una transformacién lineal, si
V tiene dimension finita, entonces nulidad(T)+rank(T)=dim(V),revisar demostracion en [4,
p. 70].

Definicién. Sea S un subconjunto no vacié de un espacio vectorial V. El espacio gene-
rado por S, denotado por gen(S), es el conjunto consistente de todas las combinaciones
lineales de los vectores en S. Por conveniencia, nosotros definimos gen()) = {0} [4, p. 30].

Teorema. El gen de un subconjunto S de un espacio vectorial V es un subespacio de
V. Ademas, un subespacio de V que contiene S debe también contener el span de S, revisar
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demostracién en [4, p. 30].

Teorema. Sea W subespacio de un espacio vectorial de dimension finita V. Entonces W
es de dimensién finita y dim W < dim V. Ademas, si dim W = dim V/, entonces V=W, revi-
sar demostracién en [4, p. 50].

Definicién. Un subconjunto S de vectores de un espacio vectorial V es llamado lineal-
mente dependiente si existe un numero finito de vectores distintos uy, ..., u, en S y escalares
ai, ..., a, no todos ceros, tal que

aur + asus + ..., apt, =0

en este caso que el conjunto S es linealmente dependiente y el conjunto de vectores de S
linealmente dependiente [4, p. 36].

Definicién. Un subconjunto S de un espacio vectorial que no es linealmente dependiente es
llamado linealmente independiente, decimos lo mismo de los vectores en S son linealmente
independientes [4, p. 37].

Recordando que un operador es una transformacion lineal de un espacio vectorial sobre
si mismo, notaremos al conjunto de todos los operadores en V' por L(V'), en otros trabajos

L(V)=L(V,V) [5, p. 76]

Definicién. Un operador S € L(V) es llamado una isometria si

1ol = [lvll

para todo v € V' [5, p. 147].

2.2. Formas bilineales anti simétricas

Definicién. Sea X un espacio vectorial. Un producto interno en X es una funcion de X x X
sobre el campo escalar de X; esto es, cada par de vectores x,y € X esta asociado con un esca-
lar escrito como (x,y) y es llamado producto interior de x e y, tal que para todo z,y,z € X
y escalar «, se cumple:

(IP1) (x +vy,2) = (x,2) + (y,2).
(IP2) (ax,y) = a{z,y).
(IP3) (z,y) = (y,x).
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(IP4) (x,x) >0, (x,2) =0 < 2 =0.
Tal definicién fue tomada de [3, p. 129].
Ejemplo 1. Sea el espacio vectorial real R" y la funcién gy definida en R™ como
go(z,y) = zn:%'yi
i=1

donde z = (z1,...,2,), y = (Y1,---,Yn), go define un producto interior en el espacio vectorial
real R". En efecto,

n

IP1) go(r +y,2) = Z(asmtyi)zi

i
n n

= E Tz + § Yizi
i i

= go(7, 2) + go(y, 2)

1P2) golax,y) = Z@%yi

n
= § ;Y
7

= ago(z,y)

1P3) go(z,y) = inyi

= Z Yili

= gO(y7 Z')

1P4) golz, ) =) a7

Si go(z,z) = 0, entonces Y- x? = 0, por tanto x? = 0 para todo 4, con lo cual z; = 0, para

i=0 i
cada 7, asi x = 0.

Si x = 0, entonces go(z,z) = 0.
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Por tanto la funcién gy define un producto interno en el espacio vectorial real R™.

Definicién. Sea V un espacio vectorial real y B : V x V — R una funcién. B es una
forma bilineal en V si, para cadav € V

w— Bv,w):V —R y w— Bw,v):V —R

son ambas transformaciones lineales. B es anti simétrica o alternada si para todo v,w € V,
se cumple que B(v,w) = —B(w,v) [2, p. 32].

Ejemplo 2. (Forma bilineal)

Sea el espacio vectorial real R™ y la funcion gy definida en R™ como en el ejemplo 1.
go(z,y + 2) = go(z,y) + go(z, 2) se sigue de IP1 y IP2 utilizando IP3, asi la funcién g
es una forma bilineal en el espacio vectorial R™.

Teorema. Sea V un espacio con producto interno sobre F, entonces para todo z,y € V' y
c € F, las siguientes afirmaciones son ciertas.

(a) [[exl| = [efl]]

(b) |lz|| = 0 si y solo si x = 0. En cualquier caso, ||z|| >0

(c) (Desigualdad Cauchy - Schwarz) |(z,y)| < ||z| - ||y]]

(d) (Desigualdad triangular) ||z + y| < ||z|| + ||yl|

Revisar demostracion en [4, p. 334].

2.3. Matrices particionadas en bloques

Algunas veces escribir una matriz en forma de bloques ayuda a resolver ciertos problemas,
por tal motivo para entender como se multiplican matrices cuando estan particionadas en
forma de bloques, recurrimos al siguiente ejemplo.

Sean las matrices A y B definidas como

-7 -5 8
A:(i_f)g) y B=| 5 1 3
2 6 —6

Realizando particiones, como sigue

—7]=5] 8
2 5|5
A= B=1| 5 3
(513) y
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Por tanto reescribiendo ahora la matriz por bloques tenemos que

A— ( A A > y B— ( By Bia Bis )
Ao Ago Byy By Bas )’
donde

An=(2 =5) . An=(5) . Au=(5 1), An—=(3) | BH:(_;),

312:(_15) : 313:<§> , Boy=(2), Bp=(6), Bs=(—-6).

Realizando producto A x B tenemos:

Ay - Bin + Az - By = =39, Ay - Bia + Ajg - Bog = 15, Ay - Bis + Ajg - Byz = —29
Agy - Biy+ Ago - Big = =24, Ay - Big + Agy - Bog = —6, Agy - Biz + Agp - Bag = 25.

Por tanto obtenemos la matriz

A A\ ( Bu B B\ _ (-39 15 —29
Ay Agy By By, By )\ =24 —6 25
2.4. 2-forma diferencial y producto exterior en R”

Sea p € R3. El conjunto de vectores ¢ — p, ¢ € R3 que tiene origen en p, se llama espacio
tangente de R3 en p y se denota como R;’). Los vectores e; = (1,0,0), e = (0,1,0) y
es = (0,0, 1) de la base canénica de Rf, entonces la base para R? sera (e1),, (€2), ¥ (e3),. Un
campo vectorial en R? es una funcién v que asocia a cada punto p € R? un vector v(p) € Rz,
nosotros podemos escribir v(p) como v(p) = ai(p)er + az(p)es + asz(p)es, de este modo las
tres funciones a; : R3 — R, i = 1,2, 3 caracterizan el campo vectorial. el campo vectorial v
es diferencial si cada una de las funciones a; son diferenciales.
A cada espacio tangente ]R;’, nosotros asociamos su espacio dual (]Rf))* como el conjunto
de todas transformaciones lineales 1 : ]R;; — R. Una base para (Rg)* es obtenida por
(dz;)p, i = 1,2,3, donde x; : R®> — R es la aplicacién que asigna a cada punto su i-esima
coordenada. El conjunto {(dz;),;i = 1,2,3} es en efecto la base dual de {(e;),} donde
ox; 0, si i F# ]

(di)p(e;) = 9z, { 1 si iz
Definicién. Un campo de formas lineales (o forma exterior de grado 1) en R? es una apli-
cacién w que asocia a cada p € R3 un elemento de (R3)*; w puede ser escrita como

w(p) = ar(p)(dz1), + az(p)(dzs), + az(p)(drs),

w = E a;dx;,

1
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donde a; son funciones reales en R3. Si las funciones a; son diferenciales, w es llamada forma
diferencial de grado 1 [6, p. 2].

Ahora nosotros notaremos /\Q(R;g;)* como el conjunto de aplicaciones 1 : R? x R? — R
que son bilineales y alternadas, es decir ¥ (vy,v9) = —1(ve,v1), con las operaciones usuales
de funciones, el conjunto /\Q(RE;)* forma un espacio vectorial.

Para 11,1, € (R3)*, nosotros podemos obtener un elemento ¢, A ¢, € AQ(RE,)* donde

Yi(v1) Yr(ve) )

(41 A tha)(1,v2) = det < Ya(v1)  a2(v2)

Para los elementos (dz;),, (dz;), € /\2(Rf,)*, lo notaremos como (dz;, dx;),.

Definicién. Un campo de formas bilineales alternadas o forma exterior de grado 2 en R? es
una correspondencia w que asocia a cada p € R3 un elemento w(p) € Az(Rg)*; w puede ser
escrito de la forma [6, p. 2]

w(p) = a1a(p)(dxy A dxs), + ar3(p)(dzy A dzs), + azs(p)(dza A dxs),

cuando las funciones reales a2, a13, ass en R? son diferenciales, w es una forma diferencial de
grado 2.

Ahora pasemos a formas diferenciales en R™. Sea p € R", R} espacio tangente a R" en p y
(R})* su espacio dual. /\k(Rg)* es el conjunto de todas las k-lineales aplicaciones alternadas,
este conjunto es un espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones.

Y (RY) x...x (R))" — R

Lema. Para un subespacio W C V [1, p. 39]

dimw 4 dim w* = dim V, Wew =W.
Teorema. Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico de dimension 2n.
Entonces existe una base uq,...,u,,v,...,v, tal que
w(ug, uj)) = w(v;,v;)) =0, w(uj, vg) = jk.

esta base es llamada base simpléctica. Es mas, aqui existe un espacio vectorial isomorfo
U R*™ — V tal que U*w — wy [1, p. 39].
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Los resultados expuestos en este capitulo se han tomado de [1], dado un espacio vectorial
real V' y una forma bilineal f: V x V — R, f se llama forma bilineal anti-simétrica si para
todo v,w € V se cumple f(v.w) = —f(w,v).

Ademds f se llama forma bilineal no degenerada si para v € V' y f(v,w) = 0 para todo
w €V, entonces v =0 [1, p. 38].

Ejemplo. Forma bilineal anti-simétrica
Sea el espacio vectorial real R?" con la forma bilineal definida como

Wy = ZdlL‘] AN dyj
j=1

Siz=(21, ', Tny Y1y Yn) Y W= (Ug,...,Up,v1,...,0,), entonces

wo(z,w) = Zda:j A dy;(z,w)

Jj=1
Para cada j tenemos

dr;(z) dzj(w)
dy;(z)  dy;(w)
= dz;(2)dy;(w) — dx;(w)dy;(2)

= —(—dz;(2z)dy;(w) + dx;(w)dy;(2))
= —dl’j A dyj(w, Z)

dz; A dy;(z,w) = '

asi wo(z,w) = —wp(w, z), con lo cual wy es una forma bilineal anti-simétrica.

Ejemplo. Forma bilineal no degenerada
definamos €, = (01, 027 sy Oi—h 11', Oi+1, . ,On, . ,Ogn) y

e; = (01,02,...,0,-1,0p,0p41,...,0;-1,1;,0j41,...,02,) y supongamos para z = (1, -+, Tpn, Y1, -

en R?" y para todo w € R? se cumple wy(z) = 0, entonces tenemos en particular que para

o 7yn)
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todo 1,j, wo(z,€;) = 0y wo(z,€j;) = 0, por lo cual para cada i,j tenemos x; = y; = 0, asf
z = 0, luego wy es una forma bilineal no degenerada.

Definicién. Dado un espacio vectorial real de dimension finita V y una forma bilineal anti
simétrica no degenerada w : V' x V' — R, el par (V,w) se llama espacio vectorial simpléctico
[1, p. 38].

Ejemplo. Espacio vectorial simpléctico
Por lo realizado en el ejemplo 3 y 4, concluimos que (R?", wy) es un espacio vectorial simplécti-

CO.

Teorema. Si (V,w) espacio vectorial simpléctico entonces dim V' es par.

Demostracion
Sea (v1,...,v;) una base para V', entonces la matriz asociada a la forma bilineal w es

w(vy,vy) -+ wlvg,vg)

A=

w(vk,v1) -+ w(vg, vg)

Por ser w anti simétrica tenemos
0 o w(vg, vg)
A=
_W(U17 /l)k) o .. O

Como A es cuadrada y anti simétrica se cumple que

det(A) =

Si k es impar entonces det(A) = 0, luego existe v € V distinto de cero tal que Av = 0. Dado
que

w(w,v) = w'Av
=0

para todo w € V' y v # 0, entonces w es forma bilineal degenerada, lo cual es una contradic-
cion, asi k es par.
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Definicién. Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico y sea W C V' un subespacio vecto-
rial. Se define el complemento simpléctico de W como el subespacio

WY ={v e Viw(v,w) =0, Yw e W}

El subespacio W se llama isotrépico si W C WY o coisotrépico si W« C W o simpléctico si
W N W« = {0} o lagrangiano si W = W« [1, p. 38|.

Ejemplo. Subespacio isotrépico

Sea el espacio vectorial simpléctico (R4, wy), donde wy = dxy A dy; + dxg A dys v el subes-
pacio W definido como W = {(z,0,z,0)|z € R}, luego para v € R* y w € W tal que
w = (x,0,2,0) y v = (21,22, 1, y2) donde x, 1, xs,y1,ys € R.

wi (v, w) = dxy A dy; (v, w) + dzg A dys (v, w)

R e R DRI Gk i)

oz r9 0 '
(T y2 0
= z(z1 — Y1)

cuando z; = y; tenemos w; (v, w) = 0 para todo w € W, entonces
Wer = {(z1, 2, 1, Y2) : T1,Ta,y2 € R}, asi W C WL,

Se denotara por L(V,w) el conjunto de los subespacios lagrangianos de (V,w) y abrevia-
damente L(n) = L(R*™, wy).

Lema. Sean X e Y matrices reales n x n y definamos /\ C R*" por
X
=R Z 7 = .
petwr 2= (¥)
Entonces A\ € L(n) siy sol6 si la matriz Z tiene rango n 'y

Xy =YTX

En particular, la grafica de A\ = {(z, Az) | z € R"} de una matriz A € R™" es lagrangiano
si y solo si A es simétrica [1, p. 50].

Demostracion
<) Supongamos rango(Z)=n y X7Y — YT X, entonces la dimension del subespacio vec-
torial A es n y dado su complemento simpléctico A” aplicando el lema, tenemos que
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dim A\ +dim A* = dim R?", por tanto dim A = dim A",

para A\,n € A\ arbitrarios, existen v,w € R™ tal que

wolA,m) =T (XTY — YT X)w
=0

por tanto A\ C A“, entonces A = A“, con lo cual A es subespacio lagrangiano.

=) Supongamos imagen de Z lagrangiana por tanto imagen de Z es isotropica, es decir
A\ C A\“. Para cualesquiera \,n € A existen v,w € R" tal que A = Zv y n = Zw, luego

o= ((3) (7))

= (Xv)"Yw — (Yv)' Xw
=o' XTYw —0vTYT Xw
=" (XTY - YT X)w
=0

Por tanto X7Y = Y7 X. Como los subespacios son iguales /A = A", entonces sus dimensio-
nes son iguales y por lema, la dimension de cada uno es n, con lo cual rango(Z)=n.

Para el caso particular donde X = I, vy Y = A,«, tal que A es una matriz simétrica,
supongamos /\ lagrangiano, entonces A\ C A*’, sean \,n € A arbitrarios, entonces existen
v,w € R?" donde A\ = Zv y n = Zw, donde se obtiene wy(A,n) = 0 para todo \,n € R*",
con lo cual

wo(A, 1) = w Av — (Aw)v
= w! Av — (Aw)Tv
=wl(A—- AT

como A, 7 fueron escogidos arbitrariamente y w? (A — AT)v = 0, luegoA = AT, por tanto A
es una matriz simétrica.

Supongamos que A es una matriz simétrica, escogiendo arbitrariamente \,n € /\ tenemos
que wo(A,n) = wl' (A — AT)v, por tanto A\ C A*°. Nosotros tenemos que la matriz Z esta

7 =(4)

representada como
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por tanto sea u; la i-esima columna de la matriz Z. Sea la combinacién lineal > | a;u; = 0,
entonces teniendo solo en cuenta las primeras n filas de la matriz Z, entonces llegamos a la
conclusion que a; = 0 para cada i, por tanto las n columnas de A son linealmente indepen-
diente, asi rango Z = n, por tanto dim /\ = n y por lema dim A*° = n, con lo cual tenemos
N\ subespacio vectorial de A y dim A = dim A", entonces por teorema A = A\, asi A es
lagrangiano.

Ejemplo. Consideremos X = oo v Y = Ioyo, Z es una transformacion lineal tal que
Z : R? — R? x R?, escogamos arbitrariamente v € R? entonces /\ = R? x R?, por tal
motivo R? x R? es lagrangiano por ser imagen de Z asi definido.



4 Matrices simplécticas y teorema de no
encaje afin de Gromov

En la reconstruccién del teorema de no encaje afin de Gromov, se utiliza elementos del
conjunto ASp(2n), que mas adelante se definira.
Definamos primero que todo la matriz

0 —I
Jn =
(1)
Definicién. Una matriz ¥ se llama simpléctica si satisface

\I/TJO\II - JO

0 T
(4

Jo es una matriz de tamano 2n x 2n donde I es la matriz identidad de orden n x n y 0 la

Donde

matriz nula de orden n x n [1, p. 17].

Definicién. El conjunto de matrices reales ¥ de tamano 2n x 2n que satisfacen U7 .Jy¥ = J,
se notara con Sp(2n), donde Sp(2n) = Sp(2n,R) = Sp(R**, wy) [1, p. 43].

En la demostracion de nuestro teorema principal se utiliza el hecho que Jy es una iso-
metria en el espacio vectorial real R?", en efecto tenemos que para cualquier v € R?® donde
v=(Z1,..., Tn,Y1,---,Yn), calculando Jov = (—y1,..., —Yn, T1,...,T,) se tiene

[Jov]| = ¢ Z (@) + (—ui)?
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Luego .Jy es una isometria en el espacio vectorial real R?". Observando J,, tenemos que ella
define una rotacién de 90 grados a cualquier elemento del espacio vectorial real R?". No sobra
ver que JZ = —I, mds atin —J; = J{.

Definicién. El conjunto GL(n,R) se llama grupo general lineal definido como

GL(n,R) ={A € M, : det A # 0}
en efecto es un grupo, si A, B € GL(n,R), entonces det(AB) = det(A) det(B) # 0, luego
AB € GL(n,R).

Si A € GL(n,R), entonces A~! existe y det(A™')
tanto GL(n,R) es un grupo.

1

= Tt i # 0, asi A~ € GL(n,R), por

Dada una matriz cuadrada A y det A # 0 entonces la matriz inversa A~! existe, en el
texto de Dusa McDuff tenemos un ejercicio donde podemos saber cuando una matriz con
ciertas condiciones es simpléctica [1, p. 20].

Lema. Si ® y U son matrices simplécticas entonces ®¥, U=! y ¥T también lo son [1,
p. 20].

Demostracion.

Si U € Sp(2n) entonces ¥ existe

Sea O(n) = {A € M, x,|AAT = ATA = I}, observemos que

det(A) det(A)" = det 1
det(A)? =1

por tanto det A £ 1.

Proposicién.(Grupo ortogonal) O(n) es subgrupo de GL(n), por tal razén O(n) recibe
el nombre de grupo ortogonal.

Demostracion

i. Si A € O(n), entonces A~! existe

AB(AB)T = ABBT AT (AB)TAB = BTATAB
=1 =1

por tanto AB € O(n).
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ii. Si A € O(n), entonces A™! existe, por tanto tenemos que

AAT =1
AT = A7
I= (A—I)TA—I

A=(AT)"!
I=(4) (A7)

Asi A7! € O(n) entonces O(n) es un subgrupo de GL(n,R).

La matriz J € Sp(2n) y dado A € Sp(2n) entonces
det(ATJA) = det J
det(A) det(AT) =1
det(A) = £1
con lo cual Sp(2n) C GL(2n).

Teorema. Sp(2n) es subgrupo de GL(2n).

Demostracién.
i. Sea I € My, xo, donde TTJI = J luego I € Sp(2n).

ii. Sea A, B € Sp(2n).

(AB)Y'JABT = AB~'J(B )T AT

= AJAT
=J
Asi AB € Sp(2n).
iii. Si A € Sp(2n) existe A7, luego
ATJA=1J
ATJ = JA™
J=(AHTjAa™!

como tenemos Sp(2n) C GL(2n), entonces Sp(2n) subgrupo de GL(2n).

Ejercicio 1. Considere la matriz

¢ D



17

Donde A,B,C y D son matrices reales de tamano n x n. Probar que ¥ es simpléctica si y

solo si su inversa es de la forma
B DT _—_pBT
e ( —cT AT )

De forma mas explicita esto significa que

ATC =CTA, B'D=D'B, ATD-CTB=1,

O equivalentemente

ABT = BAT, DT =DCT, ADT — BCT =1,

Demostracion.
=). Supongamos que ¥ € Sp(2n, R) luego ¥~ € Sp(2n,R). Tenemos la propiedad AT JA =
J por tanto

(gi gi)(—oﬂ g)<é g>:(—oﬂ cﬂ))
(o o) (5 5)-(50)

Por hipétesis A € Sp(2n,R), entonces AT € Sp(2n,R), asi tenemos que AJAT = J, con lo
cual

(e )% 0)( o) (5 o)
(e n) (o e )=o)

Donde obtenemos las siguientes igualdades.
ABT — BAT =0, ADT — BCT =1, COBT - DAT = -1, CDT - DCT =0.
Mostremos que U1 asi definida es la inversa de ¥, en efecto

A B Dt —-BT"\ ( ADT — BCT —ABT + BAT

C D —cT AT )\ ¢DT - DCT —CBT + DAT

Tenemos que ADT—BCT =1, ABT"-BAT =0, CDT-DC" =0y CBT-DAT = 1,
donde multiplicando por -1 ambos lados de la ultima igualdad obtenemos que DAT —C BT =
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I, con lo cual YW~ = Iy, 0.

A BY\( D' —BT\ [ ADT—BCT —ABT+ BA"
C D)\ —cT AT )7\ ¢DT—DCT —CBT + DA”

<) Supongamos que la matriz ¥~! es la matriz inversa de ¥ por lo tanto

(o)l )-(0 1)

obteniendose las igualdades ADT — BCT = 1, —ABT — BAT = 0, CDT — DCT =0y

—CTB+ DAT =1.

A B 0 —I AC\ (AB —-C -D

C D I 0 B D) \C D A B
Definicién. la bola cerrada euclidiana en R?" con centro en cero y radio r, denotada con
B*(r), es

B*(r) = {(xl,--- T, YLy 5 Yn) € R fo +yr < 7“2}.
i=1
Definicién. El cilindro simpléctico se define como Z**(R) = B*(r) x R**~? donde
Zzn(R) = {(xlv Ty Y1, >yn) € R2n|$% + y% S RQ}

el disco B?(r) esta contenido en el plano simpléctico z1y;, si el plano fuera isotropico o la-
grangiano se llamara cilindro isotrépico o cilindro lagrangiano respectivamente [1, p. 31]

Vamos a necesitar el siguiente lema en la demostracion del teorema principal.

Lema. B2(r) = rB2(1) v 7z <5> )

T T
Demostracion.

Empezamos mostrando la contenencia r B**(1) C B**(r).

Sea la aplicacién A, : B*(1) — rB*"(1) que actia como A,(z') := rz’. Escogemos arbitra-
riamente z € rB?*(1) por lo tanto existe 2/ € B>"(1), donde 2z = (z1,*** , Tp, Y1, "+ »Yn) ¥
2= (2,2l Yy, yl), tal que A2 = z. Tenemos la igualdad de los puntos

_ / / / /
(xla"' y Ly Y1, 00 7yn) — (7“$1,"' y T, TYy, - aryn)) donde
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Z ity = Z (re:)” + (ry:)”

i=1 i=1

= Y @)+ )

IN
-
[\

Por tanto 2z € B?(r), asf rB*"(1) C B*'(r).

Ahora pasemos a mostrar la contenencia B**(r) C rB**(1).

1
Sea v € B¥(r) y w = —v, donde ||w|[* = —2H’UH2, por tanto ||w||* < 1. Asi
r r

A (w) = r(w)

Luego v € rB?*(1), lo que demuestra B>"(r) C rB?"(1), por lo tanto B**(r) = rB**(1).

R 1
Mostremos ahora la igualdad Z*" (—) = —Z*(R), empecemos mostrando la contenencia

r r
1
~7Z*"(R) C Z*" <§>.
T

r

1
Sea la aplicacién A, : Z2*(R) — ~Z*"(R), para (X', Y") € Z*"(R) donde
r
(XY =(2),....2,,yy,...,y,) tenemos que
]' / /!
(X", Y7))

r

() @+ o0 < ()

1
luego ~Z*"(R) C Z*" (E)
T

r

A (XY =

En particular

Escogamos arbitrariamente (X, Y') perteneciente a la imagen de A,., entonces existe (X', Y”) €

2%(R) tal que G) (X,Y") = (X,Y).
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1
For lo-tanto (‘) (@, 9)) = (x1, 1), ast (2, 4) = (ray, 7)), dado que (X',Y") € Z2"(R),
T

R? 1 R
entonces 7%(z} +y7) < R?, de (27 +yi) < (—2) obtenemos —Z*"(R) C Z*" (_)
T T T

Definicién. Un simplectomorfismo afin de R?" es una aplicacién ¢ : R?" — R?" de la
forma

h(2) = ¥(z) + 2

donde ¥ € Sp(2n) y 2z, € R*". Nosotros denotamos por ASp(2n) el grupo de los simplecto-
morfismos afines [1, p. 55].

Teorema. Sea 1) € ASp(2n) el simplectomorfismo afin definido por ¥(z) = 2y + Az pa-
ra todo z € R?", donde A € Sp(2n). Supongamos )(B*"(r)) C zo+ Z*"(R). Entonces r < R.

Demostracién
Sea ¥ € ASp(2n,R) y por hipétesis U(B?*"(r)) C zo + Z**(R).

Elijamos r > 0 y dado que B*"(r) = rB?"(1), luego

»(B*'(r)) = ¥(rB*(1))
= 2+ A(rB™ (1))
= 20+ rA(B¥(1))

1
Por hipétesis zo + rA(B*"(1)) C 2o + Z**(R), lo que implica A(B**(1)) C ~Z*"(R), que
r

R R ,

equivale a A(B*"(1)) € Z*"(=). Realizando la sustitucion R’ = —, tenemos que R > 1
r r

siysolosi R>r.

Hemos reducido el problema a mostrar que si existe A € Sp(2n,R) tal que A(B**(1)) C
7Z?"(R') entonces R > 1.
Ahora consideramos

Wn,

donde cada v;, w; son las filas de A. La forma simpléctica estandar wy actiia sobre R?® como
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wo(vl, wh) = vy JwT

Asf tenemos que v Jw! es igual al coeficiente (1,n + 1) de la matriz AJAT, donde AT €
Sp(2n,R), por tanto |v;Jw!| = 1, Dada la relacién

wo(vl, wl) = vy JwT

= g()(UlT? JU}{)

entonces por desigualdad de cauchy-schwarz |v; Jw!| < |[vf|||Jw?]|, como J es isometria y
|lwy]] = ||wl]|, por tanto se obtiene |v;Jw?| < ||v1||||w]], asi tenemos la desigualdad

1< oy [[fJwn

Asi se obtiene el resultado ||v1]] > 1y [Jwq] > 1.

Para todo z € B?"(1), tenemos que

vy 1 (v, 2)
Uy, o | _ (U, 2)
w1 U1 <w17 Z>
w, — Un (W, 2)
Tomemos z = ||U1H € B™(1) y por hipétesis (v1, 2)* + (wi,2)> < R'”®, por tanto
U1

2 2
Rz (o ) ()
A fou]

Por tanto R’ > 1, asi » < R, asi la prueba finaliza.

El siguiente ejemplo muestra como cambiando una hipdtesis del teorema, no se cumple
la tesis.
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Ejemplo. Sea la matriz simpléctica

Lo 00
2
|l 0o =00
A= 2
0020
000 2
En efecto
1 1
5000 00 —1 0 5000
1 1
10 0 0
0020 01 0 o 0020
000 2 000 2
1
10 0o 00 —2 0
2 00 0 =2
_ o =00 1
= 2 -0 0 0
00 20 2
000 2 05 0 0
00 -1 0
oo 0o -1
10 0 o0
01 0 0

= J

Consideremos el cilindro isétropo

1 . 1
Z4 (5) = {('xlv"' y Ly Y1y 00 7yn) ER2 ’Qf%‘i‘ﬂf% S Z}

Sea v € B*(1) arbitrario donde v = (x1, z2, y1, y2), Av = (%, %, 2u1, 2y2>, tal que

T 2 i) 2 1
(3) +(3) =g6i+ad
1\ 2
<[z
<(3)
1 1
entonces A(B*(1)) c z* (5), sin embargo 1 > 5> por tanto este ejemplo muestra como

cambiando la hipétesis de cilindro simpléctico por cilindro isétropo, existe un simplectomor-
fismo afin tal que la bola cerrada es enviada en el cilindro is6tropo y sin el embargo el radio
de la bola cerrada es mayor al radio del cilindro isétropo.
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Ejemplo. El siguiente ejemplo ilustra un caso cuando se cumple el teorema de no enca-
je afin de Gromov. Consideraremos el simplectomorfismo afin ¥ y z € R? donde 2z = (1, 9»)
y 0 € R? por lo tanto ¥(z) = 0+ I tal que I € Sp(2) en efecto,

ITJl=J

suponer que W(B*(1)) € Z*(R), implica que 2?2 + 32 < 1, por tanto 1 < R.



5 Conclusiones

e Ll teorema de no encaje afin de gromov nos dice que si existe un simplectomorfimo afin que
aplicado a la bola cerrada euclidiana de radio r quede contenida en el cilindro simpléctico de
radio R, entonces r < R, este nos dice que un simplectomorfismo afin admite ciertos grados
de libertad al transformar una figura preservando su volumen.

e Por el teorema expuesto en [1, p. 39|, teniendo cualquier espacio vectorial simpléctico
(V,w), siempre podemos trabajar en el espacio vectorial simpléctico R?™, wy, ver las propie-
dades algebraicas aqui y llevarlas a (V,w).

e Cuando cambiamos la hipdtesis de ser un cilindro simpléctico por un cilindro isotrépico
el teorema no se cumple, esto no quiere decir que el teorema no se cumple ya que cambia-
mos una de una de sus hipétesis, esto quiere decir que el teorema esta intimamente ligado
a subespacios simplécticos en donde esta contenido el disco que forma el cilindro simpléctico.

e El desarrollo de este trabajo son los preambulos para empezar a estudiar capacidad
simpléctica.
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