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Résumé

L’objectif de ce document est d’énoncer le théorème de convexité de Atiyah, Guillemin et Stern-
berg et d’en présenter une démonstration. Celle-ci emploie des méthodes de théorie de Morse.
Nous commençons par expliquer ce qu’est une action hamiltonienne sur une variété symplectique.
Puis nous présentons le résultat de théorie de Morse utile pour la suite. Enfin, nous énonçons et
démontrons le théorème.

1 Actions de groupes de Lie sur des variétés

1.1 Groupes de Lie

Considérons l’équation différentielle suivante, d’inconnue (x(t), y(t)) ∈ R2.

ẋ = −y
ẏ = x

Un rapide calcul montre que les solutions de ce système sont définies sur R et périodiques de période
2π. Le flot de ce système s’écrit alors, en coordonnées polaires, φα(ρ, θ) = (ρ, θ + α) où ρ ≥ 0 est
le module et θ ∈ R l’argument. Ce flot définit une famille de difféomorphismes (φα) qui vérifie les
propriétés suivantes :

∀α, β ∈ R, φβ ◦ φα = φβ+α

φ0 = id

∀α ∈ R, φα+2π = φα

Cette famille peut alors être vue comme une action du groupe S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1} sur R2.
Nous allons généraliser cet exemple par la notion de groupe de Lie.

Définition 1 Soit (G,m, ι) un groupe. Ici, m est la loi interne du groupe et ι l’inversion. Supposons
que G admette une structure de variété lisse pour laquelle m et ι soient différentiables. Alors, on dit
que G est un groupe de Lie.

Dans l’exemple précédent, l’action du groupe était associée à une structure infinitésimale que nous
généralisons ici.

Définition 2 Soit G un groupe de Lie. On appelle algèbre de Lie de G et on note g = TeG l’espace
tangent à G à l’unité.

Pour tout g ∈ G, notons Lg : G → G l’application de multiplication à gauche par g. A tout élément

ξ ∈ g on associe un champ vectoriel ξ] défini par ξ]g = deLg(ξ). Remarquons que pour tous g, h ∈ G,

dhLg(ξ
]
h) = ξ]Lg(h) = ξ]gh. On dit que ce champ est invariant à gauche. Notons χL(G) l’espace des
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champs vectoriels invariants à gauche. X 7→ Xe définit alors un isomorphisme d’espaces vectoriels
χL(G)→ g.
Rappelons que le crochet de Lie de deux champs vectoriels X,Y ∈ χ(M) est le champ [X,Y ] =
d
dt |t=0dψ

−1
t Xψt où ψt est le flot associé à Y . Rappelons aussi que cette opération est bilinéaire anti-

symétrique et qu’elle vérifie l’identité de Jacobi : [[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y,Z], X] = 0.
χL(M) est stable par crochet de Lie et définit donc une sous-algèbre de Lie de χ(M). Ce crochet induit
donc un crochet de Lie sur g défini par [ξ, η]g = [ξ], η]]e.
Soit Int : G → Aut(G) défini par ∀g, h ∈ G, Intg(h) = ghg−1. Alors, pour tout g ∈ G, Intg est
différentiable en e et Intg(e) = e. Notons Adg ∈ GL(g) sa différentielle en ce point. On vérifie alors
que la différentielle ad : g→ End(g) de Ad : G→ GL(g) ainsi construite est l’application ξ 7→ [ξ, •].
Etant donné un élément ξ ∈ g, il existe une unique courbe intégrale γ :]−α, α[→ G telle que γ(0) = e

et γ̇ = ξ]γ . Pour ξ dans un voisinage de 0, cette courbe est définie sur ] − α, 1 + α[. On note alors
exp(ξ) = γ(1). L’application exponentielle exp est ainsi définie sur un voisinage de 0 ∈ g. Nous
énonçons ici sans démonstration quelques unes de ses propriétés.

– exp(0) = e.
– exp est un difféomorphisme local d’un voisinage de 0 ∈ g dans un voisinage de e ∈ G.
– Pour tout t ∈ R assez petit et tout ξ ∈ g, d

dt |t=0exp(tξ) = ξ.
– Pour tous ξ, ζ ∈ g tels que [ξ, ζ] = 0, exp(ξ).exp(ζ) = exp(ξ + ζ).

1.2 Actions de groupe

Définition 3 Soit G un groupe de Lie. Soit M une variété lisse. Une action (lisse) de G sur M est
une application lisse ρ : G×M →M telle que :

– ∀x ∈M,ρ(1, x) = x.
– ∀g, h ∈ G, x ∈M,ρ(g, ρ(h, x)) = ρ(gh, x).

Par souci de légèreté on notera g ? x = ρ(g, x).

Remarquons qu’une action ρ d’un groupe G sur une variété M définit une famille de difféomorphismes
(ψg)g∈G.
Exemples :

– Le système précédent peut être vu comme une action de S1 sur C par multiplication.
– Pour tout groupe de Lie G, G agit sur lui même par translation à gauche. Pour tout g ∈ G,

notons Lg : G→ G l’application définie par Lg(h) = gh. Alors (g, h) 7→ Lg(h) est une action de
G sur G.

– U(n) est un groupe de Lie qui agit sur H(n) l’espace des matrices hermitiennes de taille n par
conjugaison : (g,m) 7→ gmg−1.

– L’action adjointe d’un groupe de Lie G est l’action de G sur g définie par (g,X) 7→ Ad(g)X.
– De l’action adjointe on déduit immédiatement l’action coadjointe de G sur g∗ définie par ∀g ∈
G, ξ ∈ g∗, X ∈ g, 〈g ? ξ,X〉 := 〈ξ, Ad(g−1)X〉. En particulier, l’algèbre de Lie u(n) de U(n) est
l’espace des matrices anti-hermitiennes et l’action coadjointe de U(n) sur u(n) est simplement
la conjugaison.

– Le tore T = (S1)n agit sur CPn de la manière suivante. Soient ζ = (eiθ1 , . . . , eiθn) ∈ T et
z = [z0 : . . . : zn] ∈ CPn. On définit l’action de ζ sur z par :

ζ ? z = [z0 : eiθ1z1 : . . . : eiθnzn].

Il est aisé de vérifier que c’est bien une action de groupe.

Définition 4 Etant donnée une action d’un groupe de Lie G sur une variété lisse M , on peut associer
à chaque élément X ∈ g un champ vectoriel X̂, appelé champ vectoriel fondamental associé à X défini
par : ∀x ∈M, X̂x = d

dt |t=0(exp(tX) ? x).
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2 Une courte introduction à la géométrie symplectique

2.1 Variétés symplectiques

En mécanique hamiltonienne, l’information d’une particule est portée par sa position q ∈ Rn et
son moment p ∈ Rn. La dynamique du système est déterminée par une fonction H(p, q, t), appelée le
hamiltonien. L’évolution du système est alors décrite par les équations d’Euler-Lagrange :

ṗ =
∂H

∂q

q̇ = −∂H
∂p

Ces équations peuvent se résumer par : (
q̇
ṗ

)
= J0∇H(p, q, t)

où J0 est la matrice

(
0 −In
In 0

)
. Remarquons que J0 est la matrice d’une forme bilinéaire anti-

symétrique non dégénérée et ∇ est le gradient associé aux variables p, q. Ces observations conduisent
aux définitions suivantes.

Définition 5 Soit E un espace vectoriel. Supposons qu’il existe une forme bilinéaire anti-symétrique
non-dégénérée ω sur E. Alors le couple (E,ω) forme un espace vectoriel symplectique.

Etant donné une telle structure on peut considérer l’orthogonal symplectique d’un sous-espace vecto-
riel.

Définition 6 Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel symplectique (E,ω). L’orthogonal
symplectique de F est

Fω = {u ∈ E|∀v ∈ F, ω(u, v) = 0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.
On dit qu’un sous-espace F de E est symplectique si F ∩ Fω = {0}. Dans ce cas, F muni de ω|F
est un espace vectoriel symplectique (la forme induite est non-dégénérée). On dit qu’il est isotrope si
F ⊂ Fω. Dans ce cas, on peut montrer que 2dim(F ) ≤ dim(E).

Définition 7 Soit M une variété lisse. Supposons qu’il existe une forme différentielle ω fermée,
bilinéaire, anti-symétrique non-dégénérée. Alors le couple (M,ω) forme une variété symplectique.

La forme ω définit alors un isomorphisme entre Ω1(M) l’espace des 1-formes différentielles sur M , et
χ(M) l’espace des champs vectoriels sur M . Cet isomorphisme est le suivant :

χ(M)→ Ω1(M)

X 7→ ιXω = ω(X, •)

Sa réciproque, à l’instar de la définition du gradient, associe à une forme différentielle un champ vec-
toriel. En particulier, à toute fonction lisse f sur M elle associe un champ vectoriel appelé gradient
symplectique de f (dans l’exemple précédent, le gradient symplectique de H est J0∇H.

Cette nouvelle structure invite la définition d’une nouvelle classe de morphisme.

Définition 8 Soient (M,ω) et (N, ν) deux variétés symplectiques. On dit qu’un difféomorphisme ψ :
M → N est un symplectomorphisme si ψ∗ω = ν, où (ψ∗ω)x(u, v) = ωψ(x)(dψx(u), dψx(v)).
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Exemples :
– L’espace vectoriel R2n de coordonnées (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) muni de la forme ω0 =

∑n
i=1 dxi ∧

dyi est un espace vectoriel symplectique.
– L’espace projectif complexe CPn muni de la forme de Fubini-Study

ω =
i

2|z|4
∑

0≤j,k≤n
(|zj |2dzk ∧ dz̄k − z̄jzkdzj ∧ dz̄k)

est une variété symplectique. Considérons le système de cartes Uj = {[z0 : . . . : zn]|z0 6= 0}, φj :

Uj → Cn où φ([z0 : . . . : zn]) = ( z0zj , . . . ,
ẑj
zj
, . . . , znzj ). Alors les changements de cartes sont des

symplectomorphismes.

2.2 Théorème de Darboux équivariant

Un résultat facile d’algèbre linéaire montre que pour tout espace vectoriel symplectique (E,ω), il
existe un isomorphisme linéaire Ψ : E → R2n tel que Ψ∗ω = ω0. En particulier c’est le cas pour l’espace
tangent en un point donné d’une variété symplectique. Le théorème de Darboux permet de passer d’un
résultat ponctuel à un résultat local. Ici nous énonçons directement une version équivariante de ce
résultat dans le cadre d’une action de groupe.

Nous commençons par présenter l’argument de Moser.

Lemme 1 Considérons une famille lisse de formes symplectiques ωt ∈ Ω2(M) sur une variété com-
pacte M , telle qu’il existe une famille lisse de formes σt ∈ Ω1(M) pour lesquelles d

dtωt = dσt. Alors il
existe une famille lisse de difféomorphismes ψt tels que ψ∗t ωt = ω0.

Démonstration : Pour tout t, comme ωt est non dégénérée il existe un unique champ vectoriel Xt tel
que σt + ιXtωt = 0. Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe une famille de difféomorphismes ψt
tels que d

dtψt = Xt ◦ ψt. On vérifie qu’ils conviennent. �

On en déduit le théorème suivant.

Théorème 1 Soit M une variété munie de deux structures symplectiques ω0 et ω1. Soit G un groupe
de Lie agissant sur M par difféomorphismes ψg, g ∈ G préservant les deux structures symplectiques.
Soit x ∈ M fixé par G tel que ω0

x et ω1
x. Alors il existe un voisinage V de x et un difféomorphisme

G-équivariant f : V →M tel que f(x) = x et f∗ω1 = ω0 sur V .

Démonstration : Considérons la famille de formes ωt = ω0 = t(ω1 − ω0). Notons τ = ω1 − ω0.
Considérons un voisinage V simplement connexe de x. τ est fermée donc exacte sur V . Soit β tel que
dβ = τ . Soit α la moyenne de β par l’action de G (nous ne tenterons pas d’expliciter cette notion).
Alors α est G-équivariante et dα = τ . Soit Xt le champ vectoriel défini par ιXtω

t + α = 0. Soit φt le
flot associé à la famille (Xt) de champs vectoriels. Quitte à rétrécir V , on peut supposer que le flot est
défini pour tout t ∈ [0, 1]. Alors, pour tout t,

d

dt
φ∗tω

t = φ∗tLXtωt + φ∗τ

= φ∗td(ιXtω
t) + φ∗τ

= φ∗td(−α) + φ∗d(α)

= 0.

Donc, φ∗1ω
1 = φ0ω

0 = ω0. Reste à montrer que φ1 est bien G-équivariant. Mais ceci découle du fait
que α est G invariante. �

Ce théorème ne nous servira qu’indirectement, à travers le corollaire suivant.
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Proposition 1 Il existe un symplectomorphisme local G-équivariant (TxM, 0, ωx)→ (X,x, ω).

Démonstration : On considère l’exponentielle exp associée à une métrique riemanienne G équivariante.
Soit ω0 = exp∗ω et soit ω1 = ωx. Alors il existe un difféomorphisme G équivariant Ψ défini sur un
voisinage de 0 dans TxM tel que Ψ∗ω1 = ω0. Mais exp est un difféomorphisme local G-équivariant.
Donc exp ◦Ψ est le symplectomorphisme annoncé. �

2.3 Structure presque complexe

Une structure presque complexe permet de faire le lien entre la géométrie symplectique et la
géométrie riemanienne. Nous invitons le lecteur non familier avec les notions de métrique riemanienne
ou d’exponentielle associée à cette métrique à se référer à l’annexe.

Définition 9 Soit (E,ω) un espace vectoriel symplectique. Une structure complexe J sur E est un
endomorphisme de E tel que J2 = −IdE.
On dit que J est compatible avec ω si ω(•, J•) est définie positive.
Soit (M,ω) une variété symplectique. On appelle structure presque complexe sur M toute application
qui à chaque point x de M associe une structure complexe Jx sur TxM . On dit que ω est compatible
avec J si pour tout x ∈ M , ωx et Jx sont compatibles. Alors, la forme g(•, •) = ω(•, J•) est une
métrique riemanienne sur M .

Proposition 2 Soit (E,ω) un espace vectoriel symplectique muni d’une structure complexe J com-
patible. Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel de E. Si F est stable par J alors il est symplectique.

Démonstration : Supposons F stable par J . Soit u ∈ F ∩ Fω. Alors Ju ∈ F donc ω(u, Ju) = 0. La
compatibilité de J implique que u = 0. �

3 Géométrie hamiltonienne

Ici nous établissons le lien entre les actions de groupe est la géométrie symplectique. Nous allons
considérer un certain type d’action de groupe qui est compatible avec la structure symplectique de la
variété.

3.1 Champs vectoriels hamiltoniens

Définition 10 Un champ vectoriel X ∈ χ(M) est dit hamiltonien s’il existe une fonction H ∈ C∞(M)
telle que ιXω = dH. Réciproquement, pour toute fonction H lisse sur M , il existe un unique champ
de vecteurs, noté XH , tel que ιXHω = dH. H est appelé le Hamiltonien du champ vectoriel associé.

Exemples :
– Dans le cas de l’action du cercle sur le plan R2 muni de la structure symplectique ω0 = dx ∧ dy

le champ vectoriel découle du hamiltonien H(x, y) = 1
2(x2 + y2).

– Considérons, pour M = R3 × R3 l’espace des phases, m, g ∈ R et (q, p) ∈ M , H(q, p) :=
p2

2m + gq3 où q3 est la projection de q selon la troisième coordonnée. On munit M du système

de coordonnées (x1, x2, x3, y1, y2, y3) et de la forme symplectique ω0 =
∑3

i=1 dxi ∧ dyi. Alors,
XH = ( pm , (0, 0,−g)). On observe dans cet exemple comme le hamiltonien joue le rôle de l’énergie
d’une particule et le gradient symplectique de ce dernier la force associée au mouvement de cette
dernière.

A partir de cette définition, on peut construire un crochet de Lie sur les fonctions lisses sur M .

Définition 11 Soient F,G ∈ C∞(M). Alors le crochet de Poisson de F et G est {F,G} = ω(XF , XG).

5



C’est une application bilinéaire antisymétrique qui vérifie l’identité de Jacobi et plusieurs autres pro-
priétés intéressantes :

Proposition 3 Tout d’abord, pour tout hamiltonien F , le flot φtF associé au champ XF définit une
famille de symplectomorphismes.
Par ailleurs, l’espace Ham(M) des champs de vecteurs hamiltoniens est stable par crochet de Lie.
Plus précisément, ∀F,G ∈ C∞(M), [XF , XG] = X{F,G}.
Enfin, étant donnés deux hamiltoniens F et G, G est préservé par le flot φtF de F si et seulement si
{F,G} = 0.

Nous choisissons ici, comme dans [1], la convention suivante : [X,Y ] = LYX = d
dt |t=0ψ

∗
tX où ψt est

le flot associé à Y et (ψ∗X)(x) := dψ−1x X(ψ(x)). (Une discussion intéressante sur la pertinance de ce
choix de conventions est proposée p.84 du livre de McDuff et Salomon.)

Démonstration : Pour le premier résultat, remarquons qu’il suffit de montrer que d
dt(φ

t
F
∗ω) = 0.

Mais,

d

dt
(φtF

∗ω) = φtF
∗LXFω

= φtF
∗(ι(XF ) ◦ dω + d ◦ ι(XF )ω)

= φtF ∗ (d(dF ))

= 0.

Puis, [XF , XG] = − d
dt |t=0φ

t
F ∗XG.

Mais, pour tout symplectomorphisme ψ et tout hamiltonien H,
ι(XH◦ψω = d(H ◦ ψ) = ψ∗dH = ψ∗ι(XH)ω = ι(ψ∗XH)ω. Donc ψ∗XH = XH◦ψ.
On en déduit que, [XF , XG] = − d

dt |t=0XG◦φtF .
Maintenant,

ι([XF , XG])ω = − d

dt
|t=0ι(XG◦φtFω

= − d

dt
|t=0d(G ◦ φtF )

= −d(
d

dt
|t=0(G ◦ φtF ))

= −d(dG(XF ))

= −dG, F
= d{F,G}.

On en déduit que Ham(M) forme une algèbre de Lie.
Enfin, le dernier résultat découle simplement du fait que d

dtG(φtF ) = {G,F}. �

Maintenant appliquons cette notion aux champs vectoriels fondamentaux des éléments d’une algèbre
de Lie.

3.2 Actions hamiltoniennes

Définition 12 Soit G un groupe de Lie agissant sur une variété M . L’action de G est dite hamiltoni-
enne si : Il existe un homomorphisme d’algèbres de Lie g → C∞(M) où l’espace d’arrivée est muni
du crochet de Poisson {, }, X 7→ HX tel que pour tout X ∈ g HX est un hamiltonien pour X̂.

Etant donnée une telle action, on peut réunir l’information de tous les HX en une seule application.

Définition 13 Considérons une action hamiltonienne d’un groupe G sur une variété M avec un
homomorphisme X 7→ HX comme celui défini ci-dessus. Alors, pour tout p ∈ M , X 7→ HX(p)
est une forme linéaire sur g. On définit ainsi l’application moment de l’action µ : M → g∗ par
〈µ(p), X〉 = HX(p).
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Exemples :

– Etant donné un groupe de Lie G, une action hamiltonienne de G sur une variété M de moment
µ et un sous-groupe de Lie H, l’action de H sur M est hamiltonienne de moment de la forme
πh ◦ µ où πh est une projection sur l’algèbre de Lie de H.

– L’action coadjointe de G sur g∗ induit une action sur chaque orbite O ⊂ g∗. Une telle orbite est
alors une variété telle que ∀η ∈ O, TηO = {ad(ξ)∗η|ξ ∈ g}. On peut alors la munir d’une forme
symplectique ω définie par ωη(ad(ξ1)

∗η, ad(ξ2)
∗η) = 〈η, [ξ1, ξ2]〉. On vérifie que cette forme est

bien fermée, anti symétrique et non dégénérée. Alors, l’action de G sur O est hamiltonienne et
le moment est l’inclusion de O dans g.

– Considérons l’action du tore T sur CPn définie dans la section 1.2. En munissant CPn de la
structure symplectique définie dans la section 2.1, l’action est hamiltonienne de moment

µ([z0 : . . . : zn]) =
i

2|z|2
(|z1|2, . . . , |zn|2).

Le deuxième exemple étant utile pour la suite, nous jugeons utile de présenter une courte justification.
Tout d’abord, en identifiant g∗ à son plan tangent, le champ vectoriel fondamental associé à un élément
ξ1 ∈ g pour l’action coadjointe est

〈ξ̂η, ζ〉 = 〈η,−ad(ξ)ζ〉 = 〈η, [ζ, ξ]〉 = ωη(ξ, ζ).

Puis, le noyau de la forme ωη est le stabilisateur gη de η pour l’action ad∗. Par ailleurs, l’orbite O de

η est l’image de W = G
/
Gη par le quotient de l’application ξ 7→ Ad(g)∗η, qui est une immersion f .

Comme le groupe est compact, cette immersion est propre et O est une sous-variété de g∗. Son plan

tangent en Ad(g)∗η est l’image par dfg.Gη du plan tangent Tg.GηW = g
/
gη . Il s’en suit que ω, définie

sur O, est partout non dégénérée. Un calcul rapide montre qu’elle est fermée. On vérifie alors que
l’inclusion O ↪→ g∗ est bien l’application moment pour l’action coadjointe.

Proposition 4 Considérons une action hamiltonienne d’un groupe G sur une variété M , d’application
moment µ. Alors, pour tout x ∈M ,

Im(dµx) = gx
0

Ker(dµx) = (TxO)ωx

Ici, gx
0 désigne l’annulateur de l’algèbre de Lie du groupe d’isotropie de x et O l’orbite de x par l’action

de G.

Démonstration : Soient u ∈ TxM et X ∈ gx. Alors,

〈dµx(u), X〉 = d〈µ,X〉x(u)

= dxHX(u)

= ωx(X̂, u).

On obtient ainsi les deux résultats annoncés.

4 Théorie de Morse

La théorie de Morse étudie les points critiques de fonctions lisses sur des variétés pour obtenir des
informations topologiques sur ces dernières. Lors de la démonstration du théorème nous allons utiliser
un résultat de théorie de Morse, que nous présentons ici.
Nous nous intéressons ici à une certaine classe de fonctions dont l’étude des points critiques est
accessible.
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Figure 1 – rabattement par le flot sur C0

Définition 14 Soit M une variété lisse et soit f : M → R. On dit que f est une fonction de Morse-
Bott si :

– L’ensemble de ses points critiques Crit(f) est une sous-variété de M .

– ∀x ∈ Crit(f), TxCrit(f) = Ker∇2f(x), où ∇2f(x) est la hessienne de f au point x.

Dans ce cas, pour tout point critique x de f , TxM se décompose en TxCrit(f) ⊕ E+
x ⊕ E−x où E+

x

(resp. E−x ) est le sous-espace engendré par les valeurs propres strictement positives (resp. négatives)
de la hessienne de f .
On appelle fibrés normaux positif et négatif les ensembles E+ = ∪x∈C{x}×E+

x et E− = ∪x∈C{x}×E−x .
Pour tout sous-ensemble C de M , on note W s(C) (resp. W i(C)) et on appelle variété stable (resp.
instable) l’ensemble des points qui, sous l’action du gradient négatif (resp. positif) de f , ont un en-
semble oméga-limite inclus dans C.
Enfin, pour toute composante connexe C de Crit(f), W s(C) et W i(C) sont des sous-variétés de M
de codimensions respectives n−(C) et n+(C) appelées indice et coindice de C.

Remarque : Une propriété élémentaire des fonctions de Morse-Bott sur une variété compacte sans
bord est que sous le flot du gradient négatif, tout point converge vers un point critique.

Nous énonçons maintenant le résultat utilisé dans la démonstration du théorème. Une esquisse de
démonstration alternative est proposée en annexe.

Proposition 5 Soit f une fonction de Morse-Bott sur une variété lisse, compacte, connexe M . Sup-
posons que toute composante connexe de la variété critique Crit(f) de f soit d’indice et de coindice
différent de 1 (remarquons que ces composantes peuvent changer de dimension mais que Crit(f) est
bien une variété). Alors les fibres (f−1(c))c∈Crit(f) sont connexes (ou vides).

Idée de démonstration : Premièrement, on note C0 la réunion de toutes les composantes critiques
d’indice 0. Alors W s(C0)

c est de codimension ≥ 2 puisque les indices sont 6= 1 donc W s(C0) est con-
nexe. Puis, on montre que C0 est connexe en joignant deux points arbitraires par un chemin γ dans
la variété stable de C0 et en le rabattant sur C0 par le flot du gradient négatif de f comme illustré
dans la figure 1. Par symétrie, CN l’ensemble des composantes de coindice nul est connexe. Ces deux
variétés sont donc les fibres des extrema absolus de f .

Deuxièmement on montre par récurrence sur les valeurs critiques c0 < c1 < ... < cN que les fibres
des valeurs régulières sont connexes. Tout d’abord, pour tout c0 < c < c1, deux points de cet ensem-
ble peuvent être joints par le flot à deux points du niveau minimal C0 et ces deux nouveaux points
peuvent être joints par un chemin dans ce niveau. Par un argument de transversalité (ici admis) on
peut perturber ce chemin pour qu’il soit inclus dans W s(C0) − C0. Comme le niveau f−1(c) est une
transversale de ce champ, l’application x 7→ le point d’intersection de la trajectoire de x et du niveau
f−1(c), est continue sur un voisinage de chaque point du chemin construit (on utilise ici le théorème de
redressement du champ), par compacité, elle est continue sur tout le chemin. On peut alors rabattre
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Figure 2 – rabattement par le flot sur f−1(c)

Figure 3 – connexité de f−1(c)

le chemin sur le niveau c comme on peut le voir dans la figure 2.

Par ailleurs, comme W s(C0)
c est de codimension ≥ 2 et W s(C0) est connexe, cette dernière in-

tersecte toutes les composantes connexes de chaque niveau de f . Soit cj < c < cj+1. Supposons que
chaque niveau régulier < cj soit connexe. Ayant choisi deux points arbitraires de ce niveau, on peut
joindre chacun d’eux à un point de la variété stable du minimum global, joindre chacun de ces points à
un point d’un niveau régulier c′ < cj , joindre ces deux derniers par un chemin dans f−1(c′) et rabattre
le chemin sur f−1(c) comme avant (voir figure 3).

Enfin, pour le cas des valeurs critiques cj < cN on considère l’application suivante ψ : f−1(cj+ε)→
f−1(cj) (où cj + ε < cj+1) qui a un point associe sa limite par le flot négatif si elle se trouve dans le
niveau cj et le point d’intersection de sa trajectoire avec le niveau sinon. Comme toute sous-variété
critique C de ce niveau est de coindice ≥ 2, cette application est surjective. On peut par ailleurs
montrer que ψ est continue. Les niveaux critiques sont donc aussi connexes. �

Il se trouve par ailleurs que l’application moment induit une famille d’applications de Morse-Bott
de ce type, fournissant ainsi beaucoup d’information sur la variété M .

Proposition 6 Considérons une action hamiltonienne d’un tore T , T :→ Symp(M), θ 7→ ψθ sur une
variété symplectique M de moment µ : M → t∗ où t est l’algèbre de Lie de T . Alors, pour tout η ∈ t,
Hη = 〈µ, η〉 est une fonction de Morse-Bott de variétés connexes critiques d’indices pairs. De plus,
ses composantes critiques sont des sous-variétés symplectiques de M .

Idée de démonstration : On commence par construire une métrique riemanienne g sur M , invariante
par l’action du tore. La structure presque-complexe associée rend unitaires les différentielles des sym-
plectomorphismes de l’action. Puis, au voisinage de chaque point critique x, on considère l’application
exponentielle expx construite à partir de la métrique riemanienne. L’invariance de la métrique im-
plique que pour tout a ∈ T , ψa ◦ expx = expx ◦Dψa(x) donc, pour θ ∈ t, les points critiques de Hθ,
qui sont les points fixes de l’action d’un sous-groupe G de T sont une sous-variété C de M telle que
∀x ∈ C, TxC = ∩η∈gKer(Dψexp(η)(x)− id). Les endomorphismes étant unitaires, ces sous-espaces sont
symplectiques, et en particulier, de dimension paire.
Considérons maintenant la hessienne Sx = ∇2H(x) : TxM → TxM de H = 〈µ, θ〉 pour un certain
θ ∈ t, en un point critique x de H. Notons Φtθ = Dxψexp(tθ). On obtient ainsi une famille d’endomor-
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phismes de TxM . Soit v ∈ TxM et soit γs]− δ, δ[→M une courbe lisse passant par x au temps 0 avec
une vitesse v. Alors,

d

dt
(Φtθ(v)) =

d

ds
|s=0

d

dt
ψexp(tθ)(γs)

=
d

ds
|s=0ψ

∗
exp(tθ)XH(γs)

= ψ∗XH(γs)
∗(
d

ds
|s=0XH(γs)).

Par le lemme de Darboux équivariant, au voisinage de x, il existe une carte qui fixe J la structure
presque complexe. Dans ce système de coordonnées, d

ds |s=0XH(γs) = − d
ds |s=0Jx∇H(γs) = Sxv.

On en déduit que le flot associé au champ vectoriel linéaire −JxSx sur TxM est Φtθ. En particulier
−JxKer(Sx) = Ker(−JxSx) = ∩η∈gKer(id − Dψexp(η)(x)) = TxC. C’est une variété symplectique.
Elle est donc stable par Jx. Par conséquent, Ker(Sx) = TxC et H est bien une fonction de Morse-Bott.
Par ailleurs, les Φtθ étant unitaires, Sx commute avec Jx donc ses sous-espaces sont stables par Jx
donc de dimension paire. Les indices et coindices des sous-variétés connexes critiques sont pairs. �

Remarque : En particulier ce sont des fonctions de Morse-Bott parfaites et ont des propriétés
intéressantes décrites en annexe.

5 Théorème de convexité d’Atiyah, Guillemin et Sternberg

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer le théorème d’Atiyah, Guillemin
et Sternberg. Notons qu’un point crucial de la démonstration est la propriété des hamiltoniens Hξ

décrite ci-dessus.

Théorème 2 Soit M une variété symplectique compacte connexe. Considérons une action Hamil-
tonienne d’un tore T sur M d’application moment µ : M → t∗ où t est l’algèbre de Lie de T . Alors
l’ensemble des points critiques est une union disjointe de sous-variétés connexes Cj de M et µ(M) est
exactement l’enveloppe convexe de l’ensemble des µ(Cj) dans t.

Première étape : Les fibres µ−1(η) des valeurs régulières η sont connexes.
Nous montrerons ce résultat par récurrence sur m la dimension du tore (et donc de l’image de µ).
Le cas initial m = 1 est une conséquence des résultats obtenus sur les fonctions de Morse-Bott en
évaluant µ contre n’importe quel vecteur de la droite t. Soit m > 1. Supposons que pour les actions
de tore de dimension m − 1, les fibres de l’application moment aux valeurs régulières sont connexes.
Ayant identifié t∗ à Rm notons µ = (µ1, . . . , µm).
Soit (η1, . . . , ηm−1) une valeur régulière de (µ1, . . . , µm−1) : pour tout x ∈M , si ∀1 ≥ j ≥ m−1, µj(x) =
ηj alors (Dµ1(x), . . . , Dµm−1(x)) est une famille libre de T ∗xM . Soit Q = ∩m−1j=1 µ

−1
j (ηj). Par hypothèse

de récurrence, Q est une sous-variété compacte connexe de M .
Considérons µm : Q→ R. Pour que x ∈ Q soit un point critique de µm|Q il faut et il suffit que Dµm(x)
soit une combinaison linéaire

∑m−1
j=1 θjDµj(x) des Dµj(x), en effet, TxQ = ∩m−1j=1 Ker(Dµj(x)). Dans

ce cas, x est un point critique de Hθ où θ = (θ1, . . . , θm−1, 1). Cette fonction est de Morse-Bott et x
appartient à une de ses sous-variétés connexes critiques, C.
Montrons que C et Q sont transversales, c’est à dire que TxM = TxQ + TxC. D’après la proposition
précédente, C est une sous-variété symplectique de M . Le groupe étant commutatif, Hθ commute avec
tous les µj et c’est aussi le cas pour leurs flots hamiltoniens respectifs. On en déduit que les champs
hamiltoniens Xj associés aux applications µj sont tangents à C. Mais, comme (Dµ1(x), . . . , Dµm−1(x))
est libre, (X1(x), . . . , Xm−1(x)) est une famille libre de TxC qui engendre un sous-espace de TxM
supplémentaire à TxQ. En ajoutant une base de TxQ, on obtient une famille libre de rang n. C et Q
sont bien transverses.
On en déduit que (TxQ ∩ T⊥x C)

⊕
TxC = TxM . Mais Hθ est une fonction de Morse-Bott donc sa
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hessienne est non-dégénérée sur TxQ ∩ T⊥x C. De plus µm|Q −Hθ|Q =
∑m−1

j=1 θjηj est constante donc
µm|Q est une fonction de Morse-Bott. Son indice et son coindice en chaque point sont les mêmes que
ceux de Hθ donc pairs. La proposition précédente permet de conclure que ses niveaux sont connexes.
Pour tout ηm ∈ R, µ−1(η1, . . . , ηm) = µm|−1Q (ηm) est connexe. En particulier, pour toutes les valeurs

régulières η, µ−1(η) est connexe.
Deuxième étape : L’image de µ est convexe. Le cas unidimensionnel découle de la connexité de M .
Considérons une projection linéaire quelconque π : Rn → Rn−1. Alors la composition ν = π ◦ µ
est l’application moment d’une action de tore. Soit c une valeur régulière de ν. On en déduit que
µ(M) ∩ π−1(c) = µ(ν−1(c)) est connexe ou vide. Par le théorème de Sard, l’ensemble des valeurs
singulières de ν est de mesure nulle donc en particulier, l’image par µ de l’ensemble de ces dernières
est d’intérieur vide. Mais l’image de µ est fermée donc le résultat est aussi valable pour les valeurs
singulières de ν. Comme ceci est vrai pour toutes les projections π, l’image de µ est convexe.
Troisième étape : L’image de µ est exactement l’enveloppe convexe de ses valeurs critiques. Pour les
éléments θ = (θ1, . . . , θm) ∈ T Q-libres, l’adhérence du tore engendré par θ est T tout entier donc la
fonction 〈µ, θ〉 a les mêmes valeurs critiques que µ. En particulier, elle atteint son maximum en une
telle valeur. Mais 〈µ, θ〉 est la projection de µ sur une droite. Ceci étant vrai pour presque toutes les
droites de Rm, on en déduit que µ(M) ⊂ Conv(µ(Crit(µ))). �

Remarques
– Dans le cas de l’action hamiltonienne du tore sur CPn décrite dans la section 3.2, le polytope

obtenu est un n-symplexe dont les sommets ont pour préimage les points [0 : . . . : 1 : . . . : 0] où
la position du 1 varie de 0 à n. Le point (0, . . . , 0) est image de [1 : 0 : . . . : 0].

– Si l’action est effective, alors l’ensemble des points de groupe d’isotropie trivial est dense dans
M . En effet, pour tout a ∈ T les points fixes du sous-groupe fermé engendré par a est une union
finie de sous-variétés strictes de M . Mais l’application qui à un sous-groupe de T associe son
ensemble de points fixes est décroissante pour l’inclusion. Il suffit de considérer des sous-groupes
unidimensionnels. Mais ce sont exactement les groupes du type {(eiθ1t, . . . , eiθmt)|t ∈ R} où
θ1, . . . , θm ∈ Z. Il y en a un nombre dénombrable. On conclut par le lemme de Baire.

– En particulier, si l’action est fidèle, il existe un point p où l’action est libre. En ce point, l’ap-
plication moment est une submersion. Son image est donc un polytope convexe d’intérieur non
vide : il possède au moins m + 1 sommets, où m est la dimension du tore. On en déduit que
l’action possède au moins m+ 1 points fixes.

– Si un tore T de dimension m agit fidèlement sur une variété symplectique M n-dimensionnelle
de manière hamiltonienne, alors m ≤ n

2 . En effet, considérons un point p d’orbite Op m-
dimensionnelle. Alors TpOp ⊂ Kerdµp = (TpOp)

ωp . On en déduit que c’est un sous-espace
isotrope de TpM . Donc 2dim(TpOp) ≤ dim(TpM).

– Considérons θ ∈ t tel que le groupe à un paramètre engendré par exp(θ) soit dense dans T .
Alors les points critiques de Hθ sont les mêmes que ceux de µ. Mais nous avons vu que c’est
une fonction de Morse-Bott d’indices pairs. Les inégalités de Morse, démontrées en annexe, nous
apprennent que dans ce cas, le nombre cλ de variétés critiques d’indice λ est égal au λ-ième
nombre de Betti bλ. Par ailleurs, à chaque variété critique correspond un sommet du polytope
µ(M). En particulier la caractéristique d’Euler de M est

χ(M) =
∑
λ

(−1)λbλ =
∑
λ

(−1)λcλ =
∑
λ

cλ.

C’est le nombre de sommets de µ(M).

En guise d’application, nous présentons ici un résultat dû à Schur et Horn qui a servi d’inspiration
pour le théorème de convexité :

Théorème 3 Soit A ∈ H(n) une matrice hermitienne. Soit λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn le spectre de A.
Alors la diagonale a = (a1,1, . . . , an,n) de A est une combinaison convexe des σ∗λ = (λσ(1), . . . , λσ(n))
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où σ ∈ Sn. Réciproquement, pour toute combinaison convexe a des σ∗λ, il existe une matrice her-
mitienne A, de diagonale a dont les valeurs propres comptées avec multiplicité forment le vecteur
λ.

Démonstration : Considérons l’action coadjointe du groupe unitaire U(n) sur une orbite O de u(n)∗

que nous identifions à u(n) = iH(n) par le produit scalaire 〈A,B〉 := −tr(AB). Alors cette action
est hamiltonienne et l’application moment µ est l’inclusion. En restreignant l’action au sous-groupe
diagonal T de U(n) on obtient une action de tore hamiltonienne d’application moment la projection
sur la diagonale de µ. Les points fixes de l’action étant exactement les matrices diagonales, pour toute
matrice A ∈ O, la diagonale est une combinaison convexe des matrices diagonales de la classe de
conjugaison. Le résultat est alors obtenu simplement en multipliant la matrice hermitienne par i et en
appliquant ce qui précède.

6 Annexe

6.1 Géométrie Riemannienne

La démonstration du théorème utilise quelques notions de géométrie riemanienne que nous présentons
ici.

Définition 15 Etant donnée une variété lisse M , une métrique riemanienne sur M est une section
g ∈ Γ(S2T ∗M) telle que pour tout x ∈ M , gx : TxM × TxM → R est définie positive. En d’autres
mots, c’est une application lisse qui à un ponit x ∈ M associe un produit scalaire gx sur TxM . La
variété munie d’une métrique riemanienne est appelée variété riemanienne.

Une métrique riemanienne généralise la notion de produit scalaire du cadre euclidien. Etant donnée
une variété riemanienne on peut définir une notion de longueur de chemin. A partir de cette définition
on peut s’interroger sur l’existence et l’unicité de courbes de longueur minimale joignant deux points.
Localement, le théorème de Cauchy-Lipschitz implique les deux. Une courbe vérifiant ces propriétés
est appelée géodésique. Plus d’explications sont proposées dans l’ouvrage suivant [2].

Définition 16 Soit (M, g) une variété riemanienne. Pour tout x ∈ M l’application expx d’un voisi-
nage ouvert de 0 dans l’espace tangent TxM vers un voisinage ouvert de x dans M est celle qui à un
vecteur tangent convenable ξ associe γ(1) où γ est la géodésique de vitesse constante telle que γ(0) = x
et γ′(0) = ξ. Chacune de ces applications expx est un difféomorphisme local entre 0 et x.

6.2 Un peu plus de théorie de Morse

Commençons par énoncer deux résultats fondamentaux en théorie de Morse. Ces deux résultats
s’expriment dans le langage de la topologie algébrique. Nous ne tenterons pas ici de préciser les termes
utilisés mais invitons le lecteur non familier avec ce vocabulaire à tout de même tenter de visualiser
les constructions ici décrites.

Théorème 4 Soit M un cobordisme de dimension n, c’est-à-dire une variété lisse, compacte, à bord,
dont le bord est l’union disjointe de deux variétés M0 et M1. Supposons qu’il existe une fonction lisse
f sur M sans points critiques telle que f−1(0) = M0 et f−1(1) = M1. Alors M est difféomorphe au
produit [0, 1]×M0.

Idée de démonstration (Illustrée par la figure 4) : Choisissons une métrique riemanienne sur M . On
peut alors considérer le gradient de f associé à cette métrique. On définit ainsi le champ vectoriel
X = grad(f)

|grad(f)|2 . Soit φt le flot associé à X. On définit Φ : [0, 1]×M0 → M par Φ(t, x) = φt(x). Par le

théorème de Cauchy-Lipschitz, comme M est compacte, cette application est bien définie sur tout le
domaine annoncé et on vérifie aisément que c’est un difféomorphisme. �

Remarque : En particulier M0 est une rétraction par déformation de M .
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Figure 4 – flot de f sur M

Figure 5 – Voisinage B de la variété critique C

Théorème 5 Soit M un cobordisme entre M0 et M1. Supposons qu’il existe une fonction de Morse-
Bott f : M → [a, b] dont l’ensemble des points critiques forme une variété connexe C. Soient E−

le fibré normal négatif de C et c = f(C) ∈ R. Supposons par ailleurs que a < c < b. Alors M est
homotopiquement équivalent à f−1([a, c[) auquel on a attaché E−.

Idée de démonstration : Considérons Uc = f−1([a, c[) et Vc = f−1([a, c]). On considère un voisinage
B de C formé d’images réciproques de boules Bx dans les espaces tangents à chaque point x par des
cartes locales (voir la figure 5). B ∩ Vc est l’ensemble des images réciproques des (Bx−E+

x )∪C. Mais
Bx−E+

x peut être rétracté par déformation en Bx∩E−x . En appliquant cette transformation à tout le
voisinage B et en utilisant ailleurs le théorème précédent, on rétracte par déformation Vc en Uc auquel
on a attaché E− (voir figure 6). �

Exemple : Considérons un tore T = S1 × S1 plongé dans l’espace euclidien tridimensionnel. Choi-
sissons un axe orienté et considérons la fonction de projection du tore sur cet axe. Pour un bon choix
de l’axe, la fonction sera de Morse-Bott (ses sous-variétés critiques seront ponctuelles). Par exemple

Figure 6 – voisinage B privé du fibré positif
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Figure 7 –

dans la figure 7, la fonction a un point critique d’indice 0, deux points critiques d’indice 1 et un point
critique d’indice 2.

Nous sommes maintenant prêts à montrer la connexité des niveaux d’une fonction de Morse-Bott
sans variétés connexes critiques d’indice ou de coindice 1.

Démonstration alternative de la Proposition 5 : Quitte à perturber f , on peut supposer que pour
chaque valeur critique c, la fibre f−1(c) ne contient qu’une variété connexe critique C. Supposons
a < c < b et considérons la variation du nombre de composantes connexes entre A = f−1([c− ε, c[) et
B = f−1([c− ε, c+ ε]). D’après le deuxième théorème de cette partie il suffit de considérer la variation
du nombre de composantes connexes lors de l’ajout du fibré normal négatif de C. Soit B̂ le résultat de
cet ajout. Comme l’indice est 6= 1, le fibré de sphères S = ∪x∈C(Sx(0, δ) ∩ E−x de rayon δ assez petit
sur E− est connexe (ici, Sx(0, δ) est la sphère de centre 0 et de rayon δ de TxM).
Montrons que B̂ a au moins autant de composantes connexes que A. En effet, soient x, y ∈ A. Sup-
posons qu’ils puissent être liés par un chemin γ : [a, b]→ B̂ dans B̂. Si γ reste dans A, alors x et y sont
dans la même composante connexe de A. Sinon, il passe par le fibré négatif. Considérons le premier
instant t0 où γ passe par le fibré de sphères et t1 le dernier. γ(t0) et γ(t1) sont liés par un chemin λ
dans le fibré de sphères. En concaténantγ|[a,t0],λ et γ|[t1,b] on obtient un chemin entièrement contenu

dans B̂ − C. Mais, B̂ − C se rétracte par déformation en A. Le chemin obtenu par déformation lie x
et y dans A. Evidemment, on peut appliquer le même raisonnement à −f pour obtenir un résultat
analogue pour A = f−1(]c, c+ ε]) et B = f−1([c− ε, c+ ε]).
Supposons que l’ensemble des sous-variétés critiques d’indice 0 n’est pas connexe. Soient c1 et c2 les
deux plus bas niveaux critiques d’indice 0 où c1 < c2. En considérant le plus petit niveau c2 < d tel
que f−1[c1, d]) soit connexe, on obtient une contradiction entre le principe précédent et la connexité
de M . On en déduit que f n’admet qu’une sous-variété critique connexe d’indice 0. En particulier,
tout minimum local est un minimum global.
Supposons qu’il existe un niveau non connexe et choisissons l’infimum a des valeurs de préimage non
connexe. Alors a est une valeur critique et f−1([a − ε, a + ε]) a au moins autant de composantes
connexes que f−1(]a, a + ε]). On en déduit que la variété critique de a est d’indice 0. a est la valeur
minimale de f . C’est absurde.
D’où le résultat. �
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Enfin, des deux théorèmes précédents de théorie de Morse, on déduit les inégalités de Morse que
nous présentons ici.

Théorème 6 Soit Mn une variété compacte (sans bord) et soit f une fonction de Morse-Bott. Notons
cλ le nombre de variétés critiques d’indice λ. Soient M(t) = c0 + c1t+ . . . cnt

n le polynôme de Morse-
Bott associé à f et P(t) = b0+b1t+ · · ·+bntn le polynôme de Poincaré de M (ici bλ = dimHλ(M ;R)).
Alors il existe un polynôme R(t) à coefficients entiers naturels (donc positifs) tel que

M(t) = P(t) + (1 + t)R(t).

Dans la démonstration du théorème nous utilisons l’argument de Mayer Vitoris, que nous admettons
ici :

Soit X un espace topologique. Soient A et B deux ouverts de X tels que X = A ∪ B. Alors il
existe une suite exacte :

· · · → Hn+1(X)→ Hn(A ∩B)→ Hn(A)
⊕

Hn(B)→ Hn(X)→ . . .

Le lecteur intéressé pourra se réferer à [3], chapitre 8, §5.

Idée de démonstration : Nous ne présentons ici que l’argument principal de la démonstration et
nous nous restreignons au cas où les variétés sont triviales (les points critiques sont isolés). On étudie
la variation des Ma = f−1(]−∞, a[) lorsque a augmente. La rétraction mise en évidence en l’absence
de point critique implique que les deux polynômes Ma(t) et Pa(t) ne varient qu’au niveau des variétés
critiques. Evidemment, pour a assez petit, Ma(t) = Pa(t) = 0. Lorsque a passe par une valeur critique
c d’indice k alors Ma(t) ← Ma(t) + tk. Considérons maintenant X = Mc+ε, A = Mc et B la boule
ouverte λ-dimensionnelle attachée à A pour obtenir X. Alors, ∀n,Hn(B) = {1}, Hn(A ∩ B) = R si
n = k−1 et {0} sinon. La suite exacte de Mayer-Vitoris donne alors : pour n 6= k, k−1,Hn(X) ' Hn(A)
et la suite suivante est exacte :

0→ Hk(A)→ Hk(X)→ R→ Hk−1(A)→ Hk−1(X)→ 0.

Des deux flèches Hk(X) → R et R → Hk−1(A), l’une est nulle et l’autre est surjective. On
en déduit que soit Hk−1(A) /R ' Hk−1(X) et Hk(A) ' Hk(X), soit Hk−1(A) ' Hk−1(X) et
Hk(X) /R ' Hk(A). Donc la variation du polynôme de Poincaré est de +tk ou de −tk−1. Donc,
la variation de Ma(t)−Pa(t) est de 0 ou (1 + t)tk−1. On conclut par récurrence. �

En particulier, notons que si M(t) n’a pas de coefficients consécutifs non nuls, les deux polynômes
sont égaux. On dit alors que la fonction est une fonction de Morse-Bott parfaite.
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