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Ejercicio 1. a. Para mostrar que Go (resp. Go) es un sub—grupo de G, consideremos la
aplicacién continua G x G — G que envia un par (g1,92) a g7 'g2. Entonces la imagen
de Go x Go (resp. Go X Go) por esa aplicacion es conexa (resp. arco-conexa) y contiene e
(como imagen de (e, e)), por lo que esta contenida en Go (resp. Go). Eso muestra que Go
(resp. Go) es un sub-grupo de G.

Para mostrar que es un sub-grupo normal, sea g € GG y consideremos la aplicacion
continua G — G que envia h a ghg~'. Entonces la imagen de Go x Go (resp. Go x Go)
por esa aplicacion es conexa (resp. arco-conexa) y contiene e (como imagen de e), por lo
que estd contenida en Go (resp. Go). Eso muestra que gCTg (resp. Go) es un sub-grupo
normal de G.

b. G/Gy (resp. G/Go) es el conjunto de clases a la derecha médulo Go (resp. médulo
Go) en G. Para mostrar que G/Go = 70(G) (resp. que G/Go = mo(G)), es suficiente
mostrar que dos elementos g1, g2 de G pertenecen a la misma componente conexa (resp.
arco-conexa) de G si y solamente si g7 'ga € Go (resp. g7 g2 € Go). Supongamos primero
que g1 y g2 pertenecen a una misma componente conexa C' de GG. Entonces gflc = é\(/),
pues g~ 1C es la imagen de una componente conexa por un homeomorﬁsmo de GG entonces
es una componente conexa de G, y a ademas contiene e = g; 1g,. De la misma manera
9 o= Go Luego g1G0 =C = ngo vy 91 92 c Go La demostracion es la misma si C'
es una componente arco-conexa, pues un homeomorfismo de G permuta sus componentes
arco-conexas. Supongamos ahora que g7 'gs € Go. Entonces ga € gla), la cual es la
componente conexa de gi. Otra vez la demostracion es la misma si g7 'ga € Go, pues
g1Go es la componente arco-conexa de g1 en G.

Notese que es posible demostrar directamente que si G es un grupo topologico, 7o (G)
(resp. mo(@G)) tiene estructura de grupo: se pone [g1][g2] := [g1g2] ¥ esto esta bien definido
pues si [g1] = [g1] ¥ [95] = [g2] entonces [g1g2] = g1[g2], pues g1[g2] es una componente
conexa (resp. arco-conexa) de G y contiene gi1g2, luego [g192] = g1[g2] = g1[g5] = [g195] ¥
de la misma manera [g1g5] = [g1]95 = [91]92 = [9193], por lo que [g1g2] = [g195].

Ejercicio 2. a. Para mostrar que fY es continua, es suficiente mostrar que, para todo
compacto K C Y y todo abierto U C X», la pre-imagen por fY del abierto (sub-)bésico

Wy x, (K, U) = {p € C(Y; X2) | ¢(K) C U}
de C(Y; X2) es un abierto de C(Y; X1). Se tiene

(F) T Wy xy (KU)) = {p€eC(Y;X1) | fop € Wyx,(K,U)}

{peC(Y;X1) | (fop)(K)CU}
N e’
e(K)Cf~1(U)

= Wyx, (K, fH(U))

con f~1(U) abierto en X; porque f : X; — X> es continua. Como Wy x, (K, f~*(U))
es abierto en C(Y; X1), hemos demostrado que 1Y es continua.

De forma anéloga, en el otro ejercicio, para mostrar que fy es continua, se muestra
que (f3) ' (Wx, v (K,U)) = Wx, v (f(K),U) con f(K) compacto porque f es continua.

b. Recordemos que (go f) ~ idx, por hipotesis y sea H : I x X1 — X3 una homotopia
entre las dos. Queremos definir una homotopia H” entre g} o f¥ = (go f)Y e ide(v;x,)-
Pongamos

HY . I x C(Y,Xl) — C(Y,Xl)

(tvso) H(tv ))

—



y mostremos que H Y es continua. Esto sera suficiente pues, de resto, tenemos

HY(0,0) = H(0,9(-)) = (g0 f)op= (g0 f)) () = (g o £ )(¢)

y HY(1,¢) = H(1,¢(+)) = idx, o ¢ = ¢ = ide(v;x,)(p). Para mostrar que H” es
continua, es suficiente mostrar que, para todo compacto K C Y y todo abierto U C X1,
se tiene que (HY ) ™' (Wy, x, (K, U)) es abierto en I x C(Y’; X1). Para ello, vamos a mostrar
que (HY) *(Wy.x, (K,U)) es una vecindad de todos sus puntos.

Sea entonces (to, wo) € (HY )~ (Wy,x, (K, U)), es decir que H (to, po) € Wy, x, (K,U),
lo cual es equivalente a HY (to, o) (K) C U, es decir H({to} x po(K)) C U. Ya que U es
abierto en X; y H : I x X; — X es continua, tenemos: para todo y € K, existe €, > 0
y un abierto V() de X1 que contiene po(y) tales que

H(Jto — ey to + ey [xVoy () C U

Esto define un cubrimiento abierto (V,,(y))yex del compacto @o(K) de X1. Se extrae un
sub-cubrimiento finito (Vi (y,))1<i<n ¥ € pone € := mini<i<n €4y (y;)- Entonces e >0y

H(]to —&;to + E[X U?:l V‘PO(YM)) cU.
Consideremos entonces el abierto
Q(to,00) =lto — & to +e[x Wy, x, (K, Uy:lvwo(yi))
en I x C(Y; X1). Entonces (to, v0) € Qtg,00), PUes wo(K) C U1V, (y,) por definicion de
los (Vo (ys))1<i<n. Ademas, si (t,¢) € Qy,p0), entonces
HY (t,) = H({t} x p(K)) € H(}to — £ito + £[x Uit Vo)) € U,
pues t €Jto —esto + e[y ¢ € Wy,x, (K, Ui=1 Vi (y,)). Luego,
(0, 0) € Qtgup) C (HY ) (Wy,x, (K, U)),
lo cual termina la demostracién.

De forma analoga, para el otro ejercicio, si H : I x X1 — X es una homotopia entre
(go f) eidx,, entonces la aplicacion

IXC(Xl;Y) — C(Xl;Y)

Hy (t, %) — poH(t, )

es una homotopia entre fy o gy = (g o f)3 e ide(x,;v). En efecto, se tiene
Hy (0,0) = 9o H(0,-) =po(gof)= (g0 fy(p) = (fy ogv)(»)

y Hy(1,9) = po H(1,-) = poidxy, = ¢ = ide(x,,v)(v). Para mostrar que Hy es
continua, es suficiente mostrar que, para todo compacto K C X; y todo abierto U C Y,
se tiene que (Hy )™ (Wx, v (K, U)) es abierto en I x C(X1;Y). Para ello, vamos a mostrar
que (Hy) '(Wx,,y (K,U)) es una vecindad de todos sus puntos.

Sea entonces (to, o) € (Hy) ' (Wx, v (K, U)), es decir que Hy (to, o) € Wx, v (K,U),
lo cual es equivalente a @o o Hy ({to} x K) C U, es decir H({to} x K) C ¢y ' (U). Ya que
wo : X1 — Y es continua y U es abierto en Y, tenemos gogl(U) abierto en X; y, para
todo z € K, H(to,z) € g (U). Como H es continua, tenemos que, para todo = € K,
existe £; > 0 y una vecindad abierta V; de x en X; tales que

H(Jto — x5 to + €2[xVz) C g (V).

Esto define un cubrimiento abierto (Vz)zex del compacto K de X;. Se extrae un sub-
cubrimiento finito (Vz,)1<i<n y se pone € := mini<i<n £€2,. Entonces e >0y

H(Jto — e;to + €[xK) C H(Jto — &;t0 + e[x U1 Vi,) C w5 " (U).
Consideremos entonces el compacto

K' ::H([to— %;tﬁ%] x K)

de X1, de tal manera que H({to} x K) C K' C ¢5*(U), y el abierto

€ €
Qtg.00) = ]tO - 5;150 + 5 [ x Wx, v (K',U)



en I x C(X1;Y). Entonces, (to,0) € Qtg,49), Pues K' C ¢y (U) por definicion de K'.
Ademas, si (t,¢) € Qy,p0), entonces
Hy (1,9 (K) = (90 H)({#} % K) € o(K) € U,
pues t € [to — 5;t0 + £], por lo que H({t} x K) C K', y ¢ € Wx, y(K',U). Luego,
(t0,0) € Ltg,00) C (Hy) ™ (Wxy,v (K, U)),

lo cual termina la demostracion. Notemos que, en este caso (el ejercicio de la columna
derecha), se utiliz6 la compacidad local de I.

c. Por la pregunta a, las aplicaciones fY y gY (resp. fy v g3 ) ambas son continuas.
Y por la pregunta b, (g} o f) ~ ide(y.x,) (resp. (fy ody) ~ ide(x,.y)). De manera
similar, (f) 0 g)) ~ ide(y,x,) (resp. (g5 o fy) ~ ide(x,:y))- Por lo tanto, £ (resp. fy)
es una equivalencia de homotopia entre C(Y; X1) y C(Y; X2) (resp. C(X1;Y) y C(X2;Y)).

———— FIN DE LA CORRECCION DE LA TAREA ————

Afirmacion: Sinos restringimos a espacios topologicos localmente compactos y si C(Y; X1)
y C(Y; X5) tienen el mismo tipo de homotopia (o si C(X1;Y) y C(X2;Y) tienen el mismo
tipo de homotopia) para todo Y y eso de manera natural en Y, entonces X1 y X tienen
el mismo tipo de homotopfia.

Demostremos esa afirmacion, por ejemplo en el caso! donde C(Y; X1) y C(Y'; X2) tienen
el mismo tipo de homotopia para todo Y, de manera natural en Y. Eso significa dos cosas:
primero, para todo espacio Y, existe una aplicacién continua F¥ : C(Y; X;) — C(Y; X2)
y una aplicacién continua G : C(Y; X2) — C(Y; X1) tales que (G¥ o F¥) ~ ide(y;x,)
y (F¥ o GY) ~ ide(y;x,), ¥ segundo (decir que esas aplicaciones son naturales en Y
significa que) si h : Y — Y’ es una aplicacién continua, entonces el siguiente diagrama
es conmutativo:

(1) Y X:) s (Y Xy)
lh;ﬁ lhg(z
CY; x1) — (Y Xa)

Notemos que naturalidad en ese sentido en efecto ocurre si, como en el marco del ejercicio
2, existe una aplicacion continua f : X; — X5 tal que, para todo Y, FY = fY. En
efecto, en tal caso, se tiene, para todo ¢ € C(Y'; X1),

(£ 0 ) (@) = £ (B, (¢)) = £ (poh) = fo(poh)
= (fop)oh=h%(fop) = ( () = (W, o 7)),
Y la observacion clave es que, en particular, en este caso se tiene que
(2) f=foidx, = X (idx,) = F*' (idx, ).
Ahora queremos mostrar que, reciprocamente, si existen aplicaciones
FY:C(Y;X1) —C(Y; X2) vy GY:C(Y;Xs) — C(Y; X1)

naturales en Y y tales que G¥ o FY ~ ide(v;xy) ¥ FYoGY ~ ide(v;x,), entonces existe
una equivalencia de homotopia f : X1 — Xo.
Basado en la observacion clave (2), la idea es definir

fi=F¥(idx,) vy g:=G"(idx,).

'l caso donde C(X1;Y) y C(X2;Y) tienen el mismo tipo de homotopia es completamente
similar, como se podra verificar a manera de ejercicio.



Entonces, si ponemos Y := X5, Y’ := X1 y h := (g : X2 — X1) en el Diagrama (1),
obtenemos el diagrama conmutativo

C(X1: X1) 2% e(X1; Xa)

* *
lgxl igxz

C(Xa; X1) —22 0 (X5 Xo)

En particular, (g;(g OFXI)(idXI) = (sz Og;(l)(idxl)' Pero (9}2 OFX1)(idX1) = g);(z (f) =
fogy (Fx,0g%,)(idx,) = F¥*(g) = (F*?0G*?)(idx, ). Luego (F*20G*?)(idx,) = fog.

Sea entonces HX2 : I x C(X2; X2) — C(X2; X2) una homotopia entre X2 0 GX2 ¢
ide(x,;x,) Y PONgamos

I x X9 — X5

H: "0 s BH®(4idx) (@)

Entonces H es continua, pues es la compuesta

IxXo — IXx C(XQ;XQ) X Xo — C(XQ;XQ) X Xo — Xo
(t,r) (t,idx,, ) — (H*2(t,idx,),z) +—— H*2(t,idx,)(z)

donde la ultima aplicacion (la de "evaluacion") es continua si Xo es localmente compacto
(como lo vimos en clase), con

H(0,2) = H™2(0,idx,)(z) = ((F*? 0 G™2)(idx,)) (2) = (f 0 g)(z)

H(L LE) = HX2 (17 iC1X2 )(CIZ) = (idC(Xz;Xz) (idx2)) (33) = idX2 (a:),
por lo que H es una homotopia entre f o g e idx,.
De manera similar, se demuestra que g o f ~ idx,. Por lo tanto, tenemos que f :
X1 — X es una equivalencia de homotopfia.

Para profundizar: En trasfondo en la demostracion anterior estd la nocion de funtor
representable y el lema de Yoneda. Maés precisamente, si consideramos la categoria C
cuyos objetos son los espacios topoldgicos y cuyos morfismos son las clases de homotopia
de aplicaciones continuas, entonces el funtor

C — (VY := Homcat(C°P;Sets)
X — 7w(;X):=C(-;X)/~

(donde ~ es la relacién de homotopia) es plenamente fiel? y, en particular, dado dos
espacios X1 y Xo, si los funtores w( - ; X1) y 7( - ; X2) son naturalmente equivalentes en
CY, entonces X1 y X2 son isomorfos en C (es decir, acd, que tienen el mismo tipo de
homotopia). En efecto, lo anterior es consecuencia de los siguientes dos enunciados, que
son puramente categoricos:

(1) El lema de Yoneda: Si C es una categoria, el funtor (covariante)
(3) C — (Y := Homca:(CP; Sets)
X — Home( -5 X)
es plenamente fiel.
(2) Si X y X’ son dos objetos de C tales que Hom( - ; X) ~ Hom( - ;X') en CV,
entonces X ~ X’ en C.
Demostremos esos dos enunciados.
(1) Sean X1 y X2 dos objetos en C'y sea F'¥ : Home (Y; X1) — Home (Y; X2) una familia
de aplicaciones, naturales en Y. Queremos mostrar que existe un tnico f € Home (X1; X2)
tal que, para todo objeto Y, FY = fY. Si en efecto existe tal f, entonces en particular
f = foidx, = f'(idx,) = F*1(idx, ), lo cual muestra la unicidad. Para mostrar la

2Es decir que, para toda transformacién natural F" : 7( - ; X1) — 7( - ; X2), existe un tnico
morfismo f: X7 — X3 en C tal que, para todo espacio topolégico Y, FY = fY.



existencia, definamos f := FX1(idx,) € Homc(X1; X2). Entonces, para todo objeto Y de
C y todo ¢ € Home (Y; X1), se tiene, por naturalidad de los F¥', un diagrama conmutativo

X
Home (X1; X1) ——> Home (X1; X2)

* *
PXq PXqy

Y
Home (Y X1) £ Home (Y X2)

lo cual implica que

Y _ _ X1 o ox X1 /s _ * X1\/:

(f)p) = fop=F""(idx,) 0o ¢ = @x,(F" " (idx,)) = (¢x, o F"')(idx, )
Y * . Y * . Y /. Y
= (F opx,)(idx,) = F" (pX, (idx,)) = F (idx, o @) = F" (¢),
es decir que f¥ = FY, lo cual muestra la existencia y termina la demostraciéon del lema
de Yoneda.
(2) Es una consecuencia de (1): si F¥ : Home(Y; X1) — Home(Y; X2) es una familia
de aplicaciones, naturales en Y, para la cual existe una familia GY : Home (Y; X2) —
Homc(Y; X1), también natural en Y, tal que G¥ o FY = idHome (vix1) Y FYoGY =
idHom (v;x5), €ntonces, por el lema de Yoneda existe un (unico) f : X1 — X tal que,
para todo YV, FY = f¥Y y un (Gnico) g : X2 — X1 tal que, para todo Y, GY =g4Y. En
particular,
fog=(fog)oidx, = (f0g)2*(idx,) = (S 0 g2*)(idx,)

= (F*0G™)(idx,) = idhome (xs:x0) (idx, ) = idx,.
y, de la misma manera, g o f = idx, (se puede observar que no se utilizo la unicidad de
los morfismos f y g, pues ésa de todas maneras es consecuencia de su existencia, como lo
vimos en (2)).

A manera de aplicacion, se puede concluir que, dado dos espacios topologicos X1 y Xo,

las siguientes tres propiedades son equivalentes:

(1) X1 y X5 tienen el mismo tipo de homotopia.
(2) Los funtores 7( - ;X1) y m( - ; X2) son naturalmente equivalentes.
(3) Los funtores m(X1; - ) y m(X2; - ) son naturalmente equivalentes.

En efecto, la equivalencia de (1) y (2) es consecuencia del lema de Yoneda (como lo
vimos arriba) y la equivalencia de (1) y (3) también es consecuencia del lema de Yoneda,
cuando uno lo aplica a la categoria C°P: en ese caso, el encaje de Yoneda (3) es el funtor
(atn covariante)

C°®  —  (C°P)Y = Homcat ((C°P)°P; Sets) = Homcat (C; Sets)
X — Homgor ( - ; X) = Home (X - )



