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Ejercicio I
1. a. S4n—1 es la esfera unidad (vectores de norma 1) en C*" ~ H" y Sp(n) es el grupo
de isometrias de H", i.e. las matrices cuyas columnas forman familias ortonormales (ac4,
estamos viendo esas matrices como matrices con coeficientes en H). Para mostrar que
Sp(n) actua transitivamente en Si,_1, es suficiente mostrar que, dado un vector v €
Sian—1, existe A € Sp(n) tal que A - (1,0, ...,0) = v, es decir que la primera columna de
A es v. Y para ello es suficiente mostrar que v se puede completar en una base ortonormal
de H" (como H-modulo a la izquierda), lo cual se puede demostrar por induccion sobre n.
Si una isometria H-lineal A estabiliza el punto e = (1,0, ... ,0) de Ss,—1, entonces
induce una isometria del sub-espacio et C H", que es de dimensiéon n — 1 sobre H, por
1 0
lo que A = [0 B
isometria de H" que deja e fijo. La biyeccion i : B — A asf definida entre Sp(n — 1) y el
establizador de e en Sp(n) es un isomorfismo de grupos.

} con B € Sp(n — 1). Reciprocamente, tal matriz A € Sp(n) es una

b. El grupo Sp(n) C M(2n;C) es compacto pues es un sub-espacio cerrado y acotado
en un espacio vectorial normado de dimension finita sobre C. Ya que la accion de Sp(n)
en Sin—1 es transitiva, la aplicacion continua

Sp(n) —  Sin-1
A — A-e

es sobreyectiva. Y como el estabilizador del punto e es isomorfo a Sp(n — 1), la aplicacién
anterior induce una biyeccion continua Sp(n)/Sp(n—1) —> San—1. Pero Sp(n)/Sp(n—1)
es compacto, como imagen continua de un compacto, y Sin—1 es Hausdorff. Por lo tanto,
la biyeccién continua anterior es un homeomorfismo.

2. a. Por el Ejercicio 4 de la Hoja 1, si G es un grupo topolégico y H C G un sub-
grupo conexo tal que G/H es conexo, entonces G es conexo'. Podemos utilizar esto para
demostrar por induccién sobre n > 1 que Sp(n) es conexo. Ya que Sp(1) ~ Ss (los
cuaterniones de norma 1), Sp(1) es conexo. Si suponemos ahora que n > 2y que Sp(n—1)
es conexo, entonces, ya que Sp(n)/Sp(n — 1) ~ S4n_1 es conexo, tenemos que Sp(n) es
conexo, lo cual termina la induccion.

b. Escribamos a = <§ Z) € M(2n;C). Entonces @' +a = 0 si y solamente si 7' = —=,

v =—vyu= -7 en M(n;C). Ademés aJ = Ja si y solamente si u = —j y v = Z. Por

lo tanto, a € sp(n) si y solamente si a = z yt> con ' = —z y ' = y (notemos que

esto implica que tr(a) = 0). De ello se deduce inmediatamente que sp(n) es un espacio
vectorial real. Las condiciones z € u(n) y y € Sym(n; C) implican que

n(n+1)

dimsp(n) = dimu(n) + dimg Sym(n; C) = n® + 2 x =n(2n+1).

A manera de verificacion, la formula anterior da dimsp(1) = 3 = dim su(2) = dim Ss.

'Demostracion: Sea f : G —» {0;1} una funcién continua. Como H es conexo, cada gH es
conexo y, por lo tanto, existe una funcién continua inducida f : G/H — {0;1}, tal que fop = f,
donde p : G — G//H es la proyeccion canonica. Como G/H es conexo, la funciéon f es constante.
Por lo tanto, f = f o p también es constante.



exp(a) = A. Por lo tanto, exp(a) € Sp(n).

Para deducir de lo anterior que Sp(n) es localmente arco-conexo, es suficiente mostrar
que exp induce un homeomorfismo de una vecindad abierta U de 0 en sp(n) sobre una
vecindad abierta V' de Iz, en Sp(n), pues sp(n) es localmente arco-conexo y cualquier
punto A € Sp(n) tendra A(V) como vecindad abierta. Para mostrar que U y V exis-
ten, vamos a aplicar el Teorema de Inversién Local?: la funcién exp : M(2n;C) —
GL(2n;C) C M(2n;C) es de clase C' y su derivada en 0 es un isomorfismo lineal
(ya que exp’(0) = I2,), entonces por el TIL existe una vecindad abierta Uy de 0 en
M(2n;C) y una vecindad abierta Vy de exp(0) = I2, en GL(2n;C) C M(2n;C) tal
que exp |y, induce un difeomorfismo de Uy sobre Vp; luego se verifica directamente que,
si a € Uy, entonces se tiene exp(a) € Sp(n) si y solamente si a € sp(n), por lo tanto
exp |yynsp(n) induce un homeomorfismo del abierto U := Uy N sp(n) de sp(n) sobre el
abierto V := exp(Up Nsp(n)) = Vo N Sp(n) de Sp(n).

3. Por el teorema recordado en el enunciado, la fibracion localmente trivial®
Sp(n — 1) — Sp(n) — Sp(n)/Sp(n — 1),

cuya fibra Sp(n — 1) es conexa y localmente arco-conexa por las preguntas anteriores,
induce un isomorfismo

(1) m1(Sp(n))/Imi. ~ m1(Sp(n)/Sp(n — 1))

donde ¢ : Sp(n — 1) < Sp(n) es la inclusién de Sp(n — 1) en Sp(n) encontrada en la
Pregunta 1. Mostremos por induccién sobre n > 1 que lo anterior implica que Sp(n) es
1-conexo.

Para n = 1, se tiene Sp(1) ~ Ss3, que en efecto es 1-conexo. Sea entonces n > 2: si
suponemos que Sp(n — 1) es 1-conexo, tenemos . = 0 luego, utilizando (1) y la Pregunta
1,

m1(Sp(n)) = m1(San-1) = {1},
lo cual termina la induccién.

4. a. Hicimos una demostracién similar en clase para el espacio proyectivo complejo: de la
existencia de un homeomorfismo Sp(1)\Sin+3 =~ HP,, se deduce que HP,, es compacto y
arco-conexo, pues Sin+3 también lo es y Sp(1)\Sin+s es imagen continua de Sa,13. Ade-
mas, como Sp(1) es compacto y actia continuamente sobre el espacio compacto Hausdorff
San+3, se tiene que el cociente Sp(1)\San+3, y por consiguiente HP,,, es Hausdorff.

b. Hicimos una demostracién similar en clase para el espacio proyectivo complejo.
Aca el resultado es que existe una particion en celdas HP,, = e’ Ues U ... Ue*", donde
e** = HP) — HPj_1, que define una descomposicion celular. De forma equivalente, existen
homeomorfismos HP, = HPy_; Uy W7 donde f : Sgr—1 — HPx_1 es la proyeccion
canonica (encontrada en la Pregunta 4.a).

c. Porﬁ descomposici(&celular obtenida anteriormente, tenemos HP; = HPo U et ~
{pt} U, B* donde ¢ : 9B* — {pt}. Por lo tanto, HP; ~ S; (vimos en clase que
{pt} U, B* ~ Sy).

2También es posible demostrarlo directamente, ya que, aca, exp es la exponencial de matrices
concreta, definida por una serie de potencias con radio de convergencia positivo y primer termino
no nulo. La demostraciéon que utiliza el TIL se generaliza a la exponencial abstracta de un grupo
de Lie.

3La idea para mostrar que la proyeccién canénica p : Sp(n) — Sp(n)/Sp(n—1) es localmente
trivial, es utilizar la exponencial exp : sp(n) — Sp(n) para ver que p es localmente conjugada a
la proyeccion canoénica sp(n — 1) @ m — m, donde m es un suplemento de sp(n — 1) en sp(n).



d. Se tiene 71 (HP,,) ~ m1 (X2 (HP,)) donde X2 (HP,,) = HPy es el 2-esqueleto de HP,,.
Luego, m1 (HP,) = mi({pt}) = {1}. También es posible aplicar el mismo teorema de la
Pregunta 3 a la fibraciéon Sp(1) —> Sant+s — HP,; ya que Sp(1) es 1-conexo, tenemos
1 (HPn) ~ T (S4n+3) = {1}

Ejercicio IT

a. Ya que A es contraible, existe ap € A tal que i : {ao} — A admite la retraccion
r: A — {ao} como inversa homotopica. Sea entonces H : I x A — A una homotopia
entre ida e o7 y sea i4 : A — X la inclusién canonica. Ya que el par (X, A) tiene la
propiedad de extensiéon de homotopia por hipotesis e idx|a = ia o H(0, - ), existe una
aplicacion continua F : I x X — X tal que F(0,-) = idx y Fl|ixa = ia o H. En
particular, para todo ¢t € I, F(t,A) C A, por lo que F induce una aplicaciéon continua
F:IxX/A— X/Atal que Fo(idf Mp) =po F:

IxXx L o x

iid[&p ip

Ix X/A-T > x/A

En particular, F(0, -) = idx /4.

Consideremos ahora la aplicacion F(1,-) : X — X. Para todo a € A, se tiene
F(l,a) =ia0H(1,a) = ao, por lo que F(1-) induce una aplicacién continua v : X/A —
X tal que uop = F(1, -):

F(1,-)
_—

lp/
X/A
En particular, F': I X X — X es una homotopia entre idx y uop: X — X.

Por otro lado, para todo z € X, se tiene F(1,p(z)) = po F(1,z) = p o u(p(x)), es
decir F(1,-) =powu, porlo que F': I x X/A — X/A es una homotopia entre idy,4 y
pou: X/A— X/A.

Por lo tanto, hemos mostrado que las aplicaciones continuas p : X — X/A y u :

X/A — X son inversas homotopicas la una de la otra. En particular, p : X — X/A es
una equivalencia de homotopia.

b. Un ejemplo no trivial de la situacion anterior es X := So y A := S; ~ BZ? (el
hemisferio "sur"de Ss; en particular, A es contraible). A es un sub-complejo para la des-
composicion celular finita de S2 obtenida al pegarle dos bolas cerradas de dimension 2 a
un circulo; por lo tanto, i : A <+ X es una cofibraciéon. El espacio X/A ~ SF /0S5 es
homeomorfo al espacio B2/0B2, por lo que, en efecto, X/A y X tienen el mismo tipo de
homotopia.




