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EJERcICIO 1. Sea X un espacio topologico
arco-conexo.
a. Mostrar que la aplicacion

Hy(X;2) — Z

Doex M = Doy N
es un isomorfismo de grupos.
b. Sea Y un espacio topolégico arco-
conexo y sea f : X —— Y una aplica-
cion continua. Mostrar que el homomorfis-
mo inducido f. : Ho(X;Z) — Ho(Y;Z)
es un isomorfismo.

EJERCICIO 2. Sea G un grupo y sea G’ el
sub-grupo generado por los conmutadores
[91, 92] de pares de elementos de G.

a. Mostrar que G’ es un sub-grupo normal
de G.

b. Mostar que G/G’ es un grupo abe-
liano y que, si A es un grupo abeliano y
f: G — A es un homomorfismo de gru-
pos, entonces existe un tnico homomorfis-
mo de grupos f : G/G' — A tal que
fop = f,donde p : G — G/G’ es el
homomorfismo canénico.

c. Sea H C G un sub-grupo normal. Mos-
trar que si G/H es abeliano entonces G’ C
H.

EJERCICIO 3. Sea X un espacio topologico
y sea Ay = [vgv1] C R? el 1-simplice estan-
dar. Un poligono en X se define como una
1-cadena P de la forma P = Zf:o 0i,0; €
A1(X) tal que, para todo 7 € Z/(k + 1)Z,
oi(v1) = oit1(vo). Mostrar que una 1-
cadena es un 1-ciclo si y solamente si es
homodloga a una combinacién lineal de po-
ligonos.

EJjERCICIO 4. Sea X un espacio topologi-
co arco-conexo y sea xo € X. Mostrar que
Ho(X;zo) ~ {0} y que, para todo n > 0,
H,(X,z0) ~ H,(X).

EJERCICIO 5. Sea
0— S — S — S35 —0

una sucesiéon exacta corta de complejos
de grupos abelianos. Mostrar que si dos
de esos complejos tienen homologia trivial,
entonces el tercero también.

EJERCICIO 6. Sea A C X un sub-espacio
de un espacio topologico.

a. Mostrar que, para todo n € N, el gru-
po abeliano S, (X)/S.(A) es libre y tiene
una base en biyeccién con el conjunto de
n-simplices singulares o : A,, — X tales
que o(Ay) ¢ A.

b. Mostrar que si A es un retracto de
X, entonces la sucesion exacta larga del
par (X, A) se divide en sucesiones exac-
tas cortas 0 — H,(A) — Hp(X) —
H,(X,A) — 0 que se escinden, es decir
que H,(X) ~ Hp,(A) @ Ho (X, A).

EjJErRCICIO7. Sean (a; : A;i —»
Ait1)i<i<a y (bi @ Bi — Bit1)i<i<a
dos sucesiones exactas de grupos abelia-
nos. Sean (f; : Ai — Bi)i<i<s unos ho-
momorfismos de grupos. Se supondra que
el diagrama asi definido es conmutativo.
a. Mostrar que si fa y fs4 son inyectivos y
f1 es sobreyectivo, entonces f3 es inyecti-
vo.

b. Mostrar que si f2 y f4 son sobreyectivos
vy f5 es inyectivo, entonces fs es sobreyec-
tivo.

c. (Lema de los 5). Mostrar que si fi es
inyectivo, fa y f4 son isomorfismos, y f5 es
sobreyectivo, entonces f3 es un isomorfis-
mo.

EJjercicio 8. Utilizando la sucesién exac-
ta de Mayer y Vietoris, mostrar que si
X =AUB con Ay B dos abiertos de X
tales que A N B = (), entonces, para todo
n €N, Hy,(X)~ H,(A) ® H,(B).

EJERCICIO 9. Supongamos que M es un Z-
moédulo que cabe en una sucesidén exacta
corta de Z-modulos de la forma

(1) 0—2Z/2Z — M — Z/27Z — 0.

a. Mostrar que M es un grupo abeliano
finito de cardinal 4 y también un (Z/2Z)-
espacio vectorial.

b. Deducir de lo anterior todas las posibili-
dades salvo isomorfismo para el Z-mo6dulo
M.

c. ;Para cuales M se escinde la sucesion
exacta corta de Z-moédulos (1)?

d. Mostrar que si se ve la sucesién exac-
ta corta (1) como una sucesiéon exacta cor-
ta de (Z/2Z)-mo6dulos, entonces siempre se
escinde.



