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EJercicio 1. Mostrar que los siguientes
espacios tienen grupo fundamental trivial.
a. R" — {0} para n > 3.

b.R" —RF paran>3y0<k<n-3.
c. Un conjunto estrellado £ C R".

EJERCICIO 2. Mostrar que Sz y S1 X S1

no tienen el mismo tipo de homotopia, ni
SO(3) y S1 x Sa.

EJERCICIO 3. Sea X un espacio topologico
arco-conexo. Mostrar que 1 (X) = {1} siy
solamente si dos caminos cualesquiera con
las mismas extremidades son homoétopos.

EJERcICIO 4. Sea ¢ : S1 —> X una aplica-
ci6n continua. Se denota z := ¢(1) donde
1=(1,0) € Si.

a. Mostrar que si ¢ se extiende a una apli-
cacion continua ¢ : Ba — X, entonces ¢
es homoétopa a una aplicacién constante.
b. Supongamos ahora que existe una ho-
motopia H : I x S1 — X entre c y la
aplicaciéon constante f, = y, donde y es
un punto cualquiera de X (no necesaria-
mente igual a x). Mostrar que la aplicacién
¢: By — X definida por
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y
IH{ H(2—2|z\,§) si

es una extension continua de ¢ a Bs.

c. En la situacion de b, mostrar que la
aplicacion G : I x S — X definida por
(s,2z) — &((1 — s)z) + s1) es una homo-
topia de lazos (es decir, relativa al pun-
to de base) entre ¢ y el lazo constante
fo 1 S1 — X (donde z = ¢(1)).

d. Se supone de ahora en adelante que X
es arco-conexo. Deducir de lo anterior que
m1(X) es trivial si y solamente si cualquier
aplicacion continua de S; a X se extiende
a una aplicacién continua de B2 a X.
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EJeERrcicio 5. Mostrar que si X; y X2 son
dos abiertos de un espacio topolégico X
que cumplen con las hipotesis del teore-
ma de Van Kampen y tal que Xo :=
X1 N X5 tiene 7y trivial, entonces los ho-
momorfismos canoénicos k; : 71(X;; o) —
m1(X; o), donde 2o € Xo, son inyectivos.

EJjERCICIO 6. Mostrar que m1(U(2)) ~ Z.

EJERCICIO 7. Mostrar que 71 (]R3 — S1) es
isomorfo a Z, donde S; € R? ¢ R? de la
manera habitual.

EJERrcicio 8. Mostrar que un disco menos
p puntos no es el homotopo a un disco me-
nos g puntos si g # p. Indicacion: Calcular
el w1 de cada espacio y abelianizarlo.

EJErCcICIO 9. a. Mostrar que si n > 2,
un abierto de R™ no es homeomorfo a un
abierto de R.

b. Mostrar que si n > 3, un abierto de R"
no es homeomorfo a un abierto de R2.

EJErcicio 10. Sea zp = 1 € Si. Sea
T2 = 81 x S1 el toro 2-dimensional y sea
To = (Zo,Zo) S T2.

a. Dar generadores explicitos de 71 (T%; zo)
y mostrar que ese grupo es un grupo abe-
liano libre de dos generadores (es decir, iso-
morfo a Z?).

b. Se considera el bouquet X = 51V, Si.
Utilizando la version débil del teorema de
Van Kampen, dar generadores explicitos a
y B de m1(X;20).

c. Utilizando la version fuerte del teorema
de Van Kampen, mostrar que 71 (X; z0) es
el grupo libre generado por a y 3, es decir
que cada elemento de 71 (X;z0) se escribe
de manera tnica como producto (reduci-
do) ™ Pt ... "k Pk,

d. Se recuerda que m1(T?;z0) admite
la presentaciéon finita < a,b | [a,b] >.
Sea ¥ = T?#T?. Utlizando el teo-
rema de Van Kampen, mostrar que
m1(X) admite la presentaciéon finita <
ai, b17 az, bo | [(11, b1][a27 bg] > .

EJERCICIO 11. Sea f : S1 — R® un enca-
je, sea K := f(S1) y sea S3 = R® U {c0}
la compactificacion de Alexandrov de R3.
Sea B(0; R] una bola cerrada de R® tal que
K C B(0;R]. Sea X1 :=B(0; R+ 1)\ Ky
sea Xo := S3 \ B(0; R], de tal manera que
XiUXe=(S3\K)y X1 ~ (R*\ K). Sea
zo tal que |lzo|| = R+ %, de tal manera
que To € Xo:= X1 N Xo.

a. Mostrar que X; y X2 cumplen con las
hipotesis del teorema de Van Kampen en
X = Sg \ K.

b. Deducir de lo anterior que m1(Ss \
K;x0) ~ m(R¥\ K 20).



