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EJErRcIiCcIOl. Sea m > 1 un entero.
Mostrar que R™ — {0} tiene el tipo de ho-
motopia de un complejo celular finito.

EJERCICIO 2. Sea RP,, = {£1}\S,, el espa-
cio proyectivo real n-dimensional. Se con-
sidera la filtracién canodnica

RPy C RP; C ... CRP,_; C RP,,.

a. Mostrar que €° := RPy es una O-celda
y que, para cualquier k € {1;...;n}, el
sub-espacio e’ := RP, — RPy_1 es una k-
celda.

b. Sea k > 1 y sea pr la proyeccion
canénica pi : Sk—1 — RPyx_1. Mostrar
que el espacio topolégico RPy_1 Uy, BF es
homeomorfo a RP.

c. Deducir de lo anterior que la descom-
posicion celular (e¥)o<k<n define una es-
tructura de complejo celular finito en RP,,.
d. Precisar, para cualquier k£ € N, cual es
el k-esqueleto de RP,, en la descomposi-
cién celular anterior.

EJjERCICIO 3. Sea I = [0;1] C R.

a. Mostrar que RP> es homeomorfo al es-
pacio topologico cociente (I X I)/ ~ donde
~ es una manera de identificar los pun-
tos (s,0) y (1 — s,1) para cualquier s € I,
asi como los puntos (0,t) y (1,1 — t) para
cualquier t € 1.

b. Deducir de lo anterior la existencia de
una estructura de CW-complejo en RP»
con dos 0-celdas, dos 1-celdas y una 2-celda
(en particular, esa descomposicion celular
de RP; es distinta a la del Ejercicio 2).

EJjEercicio 4. Sea (X, P) un complejo celu-
lar y sea (Xj)ren la sucesiéon de sus es-
queletos. Mostar que, para todo k£ > 1,
Xi/Xr—1 es homeomorfo a un bouquet
de esferas k-dimensionales V, Sk, una para
cada k-celda de X.

EJjEercicio 5. Dado un espacio topologico
con punto marcado (X, zo), se define su
suspension reducida

S(X,xo0) = (2X/ ~,[zo])

donde XX = (X x I)/ ~ es la suspen-
sién ordinaria de X y ~ es la relacion de
equivalencia en XX que identifica los pun-
tos [zo, t] para todo t € [0;1].

a. Teniendo cuidado con los puntos marca-
dos, mostrar que existe un homeomorfismo

S(X1 \/XQ) ~ SX;VS5X,,

es decir que la suspension reducida se dis-
tribuye sobre el bouquet.

b. Mostrar que si X tiene una estructura
de complejo celular, entonces SX tiene el
mismo tipo de homotopia que ¥X.

c. Deducir de lo anterior (o mostrar direc-
tamente) que S(Sp) ~ Sn+1.

EJERCICIO 6. Sean (X,P) y (Y,Q) dos
complejos celulares. Notemos P = (e;)ier
y Q = (g5)jes las particiones de X y Y en
celdas asi definidas.

a. Mostrar que (e; X ;) j)crxJ €S una
descomposicion celular de X x Y.
Indicacion: recordar que BP ~ B ~ Bpr+d
y mostrar que, si f; es una aplicaciéon car-
acteristica para e y g una aplicacién car-
acteristica para e, entonces f; X g; es una
aplicacién caracteristica para e; X €;.

b. Hallar descomposicion celulares (fini-
tas) para: el toro n-dimensional 7™ ~ ST,
el toro pleno B2 x S1, el cilindro S1 x Iy
el cilindro pleno B2 x I.

EJERCICIO 7. Sea A < X una cofibracion.
a. Mostrar que si A es contraible, entonces
la proyeccion canoénica p : X — X/A es
una equivalencia de homotopia.

b. Sea C'A el conosobre AyseaY := XUy
CA donde f es la identidad de A C CA.
Mostrar que Y/CA ~ X/A (homeomor-
fismo) y, utilizando que C'A es contraible,
concluir que X/A ~ X Uy CA (mismo tipo
de homotopia).

EJERcIcIO 8. Mostrar la existencia de unos
homeomorfismos entre los siguientes espa-
cios.

a. RPl ~ Sl ~ 80(2) y CPl ~ SQ.

b. SU(Q) ~ S5 y

RP; ~ SO(3) ~ SU(2)/{£1}.

Indicacion: Identificar primero SU(2) con
los cuaterniones de norma 1 (esfera unidad
3-dimensional en H ~ R*) y mostrar que
acttia por conjugacion en los cuaterniones
imaginarios puros (espacio vectorial real de
dimension 3), preservando la norma.



