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EJeRrcicio 1. Mostrar que un espacio con-
traible es arco-conexo.

EJERCICIO 2. Sea X un espacio topologico.
Mostrar que las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. X es contraible.

2. La aplicaciéon idx es homoétopa a
una aplicaciéon constante.

3. Cualquier aplicaciéon continua de
un espacio topolégico Y al espa-
cio X es homoétopa a una aplicacién
constante.

4. Dos aplicaciones continuas cuales-
quiera de un mismo espacio topo-
logico Y al espacio X son homoto-
pas.

5. Cualquier aplicaciéon continua del
espacio X a un espacio topologi-
co Y es homoétopa a una aplicacion
constante.

6. Dos aplicaciones continuas cuales-
quiera del espacio X a un mismo
espacio topolégico Y son hométo-
pas.

EJErcicio 3. Se considera el grupo ortogo-
nal O(n + 1) y la esfera S,, ¢ R™ ™.
a. Mostrar que O(n + 1) actiia continua-
mente sobre S,.
b. Sea zo = (1,0,...,0) € S,. Mostrar
que el conjunto
H:={AcO(n+1)| Azo = zo}
es un sub-grupo cerrado de O(n + 1), iso-
morfo a O(n).
c. Identificando O(n) al sub-grupo H de
O(n + 1), mostrar que la aplicacién
On+1) — S»
A — Az
induce un homeomorfismo del espacio to-
polégico cociente O(n+1)/0O(n) sobre Sy,.
d. Mostrar de la misma manera que exis-
ten homeomorfismos

SO(n+1)/SO(n) ~ S,

y
U(n+1)/Un) =~ SUMm+1)/SU(n)

~ 52n+1 .

e. ;Cual seria una descripcién similar para

las esferas San437

EJERCICIO 4. Sea G un grupo topologico y
sea H un sub-grupo.

a. Mostrar que si H es conexo y G/H es
conexo, entonces G es conexo. Indicacion:
Mostrar que cualquier aplicacién continua
f: G —{0,1} es constante.

b. Deducir de lo anterior, por induccién
sobre n > 1, que SO(n), U(n) y SU(n)
SON CONEXOs.

c. Mostrar que O(n) tiene dos componen-
tes conexas.

EJercicio 5. Mostrar que si f : X — Y
es homoétopa a una aplicaciéon constante y
g:Y — Z es continua, entonces g o f es
homoétopa a una aplicacién constante.

EJERCICIO 6. Mostrar que R? menos un
conjunto finito de puntos tiene el mismo
tipo de homotopia de un bouquet de circu-
los.

EJeErcicio 7. Mostrar que un toro menos
un punto tiene el mismo tipo de homoto-
pia de un bouquet de dos circulos.

EJERCICIO8. Sea I = [0;1] C R y sea
M = (I xI)/ ~ la cinta de Mobius (~
es la relacion de equivalencia en I x I que
identifica los puntos (0,t) y (1,1 —t), para
cualquier t € I). Sedenotap: I xI — M
la proyeccién canoénica.

a. Sea A = p([0;1] x {3}) C M. Mostrar
que A es un retracto por deformacién de
M.

b. Deducir de lo anterior que M tiene el
mismo tipo de homotopia del circulo S;.

EJERCICIO9. Sea G un grupo topologi-
co conexo y sea ' un sub-grupo normal
y discreto de G. Mostrar que I" estd in-
cluido en el centro de G. Indicacion: Para

v € T', considerar la aplicacién continua

(g€ G)— gyg".

EJjercicio 10. Sea I' un grupo discreto ac-
tuando continua y propiamente en un es-
pacio topologico X. Mostrar que la accion
es libre si y solamente si I" no tiene elemen-
tos de orden finito.

EJErcicio 11. Sea G un grupo topologico
Hausdorff y sea I' un sub-grupo discreto.
Mostrar que I" es cerrado en G.



